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Analysis of Hydraulic Fracture Propagation in Toughness Dominant with Considering 
Fluid Viscosity and Inertia Parameters Interaction: Higher Order Terms
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ABSTRACT:  In the process of hydraulic fracture, various physical parameters such as; viscosity, 
inertia of fluid and toughness of rock do not influence the fracture propagation identically, and it is 
probable that one or more of the parameters be more pronounced. Therefore, it may persuade one 
special regime which is named base on the dissipation of energy. In an impermeable rock, the two 
limiting regimes can be identified with the dominance of one or the other of the two energy dissipation 
mechanisms corresponding to extending the fracture in the rock and to flow of viscous fluid in the 
fracture, respectively. In the viscosity-dominated regime, dissipation in extending the fracture in the 
rock is negligible compared to the dissipation in the viscous fluid flow, and in the toughness-dominated 
regime, the opposite holds. It is supposed that the flow of incompressible fluid in the fracture is 
unidirectional and laminar. Besides, the fracture is fully fluid-filled at all times and fracture propagation 
is described in the framework of linear elastic fracture mechanics (LEFM). The contribution of this 
research is a detailed study of the evaluation parameters’ effects on the propagation of hydraulic fracture 
an impermeable brittle rock. Here, the modified perturbation method suggested for evaluating fluid 
viscosity and inertia parameters interaction (FVII). The proposed method provides a good estimate of 
the solution in the wide range of the viscosity/inertia parameters because of the coexistence of both small 
parameters in the governing equations. The results showed that considering the FVII reduce the length of 
the crack, and the crack length decreases with increasing viscosity parameter, and the decreasing trend 
will be intensified by increasing the inertia of fluid. On the other hand, the effects of fluid viscosity in the 
hydraulic fracture injection process are more pronounced than the effects of the inertia parameter on the 
assumption of a laminar flow. Neglecting the effect of the FVII result in a significant error. These errors 
continue to increase with the increase, and may reach about 300%. At last, the results are compared with 
the available references, which confirms the logical process. 
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1- INTRODUCTION
The best references for the technical skills and practical 

background of hydraulic fracturing treatments in the oil and 
gas industry are the compilations provided by Gidley et al [1], 
and Economides and Nolte [2]. In the last decades, researchers 
have made an effort to model the process of hydraulic 
fracturing both analytically and numerically; see Reference 
[3] for some further references. Some other investigation in 
the areas of analytical models for hydraulic fracturing are 
briefly noted in the following:

Spence and Sharp [4] presented a self-similar solution for 
a KGD crack propagating in an elastic, impermeable medium 
with finite toughness. Their model combines lubrication 
theory to model the flow incompressible viscous fluid in the 
fracture; the linear elasticity theory in plane strain to model 
the crack opening due to a given pressure distribution; and 
the fracture mechanics theory by using square-root tip 

asymptote for the crack opening and propagation condition 
controlled by the stress intensity factor. Following Spence 
and Sharp’s method [4], Carbonell [5] have developed a self-
similar solution for the asymptotic case of zero toughness. 
This solution is based on the so-called SCR [6] tip asymptote 
which describes the asymmetric behavior of opening and 
pressure at near the tip of the crack tip. The numerical method 
originally proposed by Spence and Sharp [4]  and later in 
refined form by Adachi [7] and Asgari [8] is appropriate to 
find the solution in this intermediate regime, where the effects 
of fluid viscosity and rock toughness are of the same order. 
Ongoing, many researchers, in order to simplify the analysis 
of the problem, consider it as one of toughness regime (waste 
of energy due to toughness or hardness of the rock) e.g. 
Garagash (2000) [9] or viscosity-dominated (loss of energy 
due to high viscosity of the fluid) [10, 11]. Huang et al. [12] 
examined the propagation of a plane-strain fracture under 
condition of zero-viscosity of fluid. They have improved a 
self-similar solution under assumption of the dominance 
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of the fluid inertia forces as compared to the viscous drag. 
Some other researchers [4, 13, 14]  have assumed that the 
fluid inertia effects on either fracture propagation or the fluid 
flow in the crack are negligible (even under conditions when 
fluid viscosity vanishes) and the fluid flow can be modeled by 
the lubrication theory [15]. Garagash (2006) [16] applied an 
explicit solution for a fracture propagating in the toughness-
dominated regime when the energy dissipated in the viscous 
fluid flow inside the fracture is negligibly small compared 
to the energy expended in fracturing the solid medium. It 
was also shown that the established method of asymptotic 
expansion in the small parameter is equally applicable to 
study other small effects (e.g., fluid inertia) on the otherwise 
toughness-dominated solution. Consequently, Garagash [16] 
presented the scaling for the fracture propagation driven by 
inertial, unidirectional flow of viscous fluid, and evaluate 
the effect of inertia. Garagash [16] examined the inertia and 
viscosity parameter effects separately in the other words 
without considering FVII effect on the hydraulic fracture 
process. In this paper, the net pressure in the fracture, the 
crack opening, and the fracture half-length are obtained with 
considering the FVII effect on the toughness-dominated 
solution. The modified perturbation method is proposed here 
for evaluating the FVII effects on the otherwise toughness-
dominated solution of a plane-strain hydraulic fracture.

2- MATHEMATICAL FORMULATION 
2-1- Problem definition

We consider the propagation of a plane-strain crack of 
length ( )2 t , emanating in an impermeable, linear elastic 
rock characterized by Young’s modulus E , Poisson’s ratio υ
, and toughness ICK , see Figure1. An incompressible fluid of 
viscosityµ is injected at the center of the fracture at a rate 
( )Q t , which is induced to internal fluid pressure ( ),fP x t  in the 

surfaces crack. Also, the crack is loaded by far-field confining 
stress  0σ . The Linear Elastic Fracture Mechanics (LEFM) 
theory is adopted to obtain the net pressure in the fracture
( ) ( ) 0, ,fP x t P x t σ= − , the crack opening ( ),w x t , and the fracture 

half-length ( )t , where t  is the time and x  is the position 
along the crack.

The analysis assumptions and boundary conditions were 
considered according to the Reference [16].

2-2- Governing equations
The governing equations of the model consist of a 

propagation criterion, an elasticity equation, and the 
lubrication equation. These equations can be expressed in 
terms of the half of the crack, 0 x≤ ≤  , the crack opening, 
the average fluid velocity, and the fluid net pressure by 
accounting for the problem symmetry as follow:

2-2-1- Fluid mass:
The fluid flow in the fracture is governed by continuity of 

mass and momentum. Global fluid continuity requires the 
injected fluid volume ( )V t to be equal to the fracture volume; 
hence:

0 0

1, ( ), ( ) .
2

t

x
wdx wv wdx V t V t Qdt

t
∂

= = =
∂ ∫ ∫ ∫
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2-2-2- Fluid momentum:
The unidirectional laminar fluid flow inside the crack is 

described by the momentum balance equation [14, 17].

2
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2-2-3- Elasticity equation
Crack opening is related to the net pressure on the crack 

by an integral equation of the linear elasticity theory [18].
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2-2-4-. Fracture propagation
The LEFM propagation criterion for a mode I fracture, 

I ICK K= , is expressed as the tip asymptote of the crack opening 
[19]:
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Where E ′  is the plane strain elastic modulus.

2-3- Dimensionless Formulation
To facilitate solution of the set of equations (1- 4), let us 

introduce the following scaled and normalized quantities: the 
coordinate ( ) [ ]0,1x tξ = ∈

, the crack opening, the net pressure, 
the crack half-length, and the fluid velocity as follows:
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Figure 1. Sketch of a plane-strain fluid-driven fracture. 
  

Fig. 1. Sketch of a plane-strain fluid-driven fracture.
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It is noted that “bar sign” corresponds to the normalized 
quantities.

Using the above transformations, Equations (1- 4) can be 
re-written in an alternative form as follows:

•  Fluid mass
1 1

2
0

1

1d , d ,
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• Fluid momentum
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• Elasticity equation and fracture propagation
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The terms TΦ  and TΨ  are time-transient parts in 
the continuity Equation 6 and momentum Equation 7, 
respectively.

Also, three dimensionless parameters kG , ìG , and 
ñG  in 

Equations 7 and 8 are expressed as:

3 2 6 4
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= = =

′ ′ ′
 

(9)

For more expressions of these dimensionless parameters 
in the three scaling, identified as the toughness scaling kG 1=
, the viscosity scaling ìG 1= , and the inertia scaling ñG 1= , 
refer to [16].

Consequently, tV V  and tL L in continuity Equation 6 
and momentum Equation 7 are the corresponding constant 
exponents, and the time derivative operator to ( ).t t∂ ∂  in 
Equations 6 and 7 can be replaced by

k m
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Where over dot denotes the differential with respect tot .

3- BASIC IDEA
In this work, the modified perturbation method is suggested 

to find an approximate solution to the problem of plane-strain 
hydraulic fracture propagating in an impermeable brittle 
rock. The perturbation method is applicable if dimensionless 
parameters can be considered as “small” quantities. Since 
there are three different dimensionless parameters kG , ìG  and 

ñG , thus we assume:
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4- TOUGHNESS-DOMINATED REGIME: CONSTANT 
INJECTION RATE 

We assume the case of the toughness-dominated regime in 
a fracture, which results in Equation 6 kG 1= . Consequently, 
the solution in the toughness scaling is dependent on two 
parameters, the dimensionless viscosity ìG = , and the 
dimensionless inertia ñG = .

According to the toughness scaling, Equation 11 can be 
reduced as follows:

m n
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Where { } { }[0,0] [m,0] [0,n] [m,n], , , m n N= 1,2,...f f f f →∀ ∧ ∈ are zero-viscosity-
inertia term, the term, m th-order of small viscosity and 
zero-inertia, n th-order of small inertia and zero-viscosity, 
and [m,n]f  are m  and n th order of the interaction term, 
respectively. Substituting Equation 12 in Equations (6-8) and 
organizing it based on coefficients of 1, ,  , , in the 
toughness scaling, gives:
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• Small viscosity,
 [1,0]( )f ξ
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• Small inertia, [0,1]( )f ξ
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• Interaction term, [1,1]( )f ξ
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The infinite set of integro-differential equations, 
Equations(13-16), is solved recursively, and for the sake of 

brevity, the details of the solution are not presented here.
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[0,0] [1,0],f f and [0,1]f was solved similar to zero-viscosity and 
inertia solution, the first-order terms of small viscosity, and 
first-order term of small inertia solutions, respectively in the 
literature of Garagash (2006) [16]. Because of the complexity 
of higher term { } { }[m,0] [0,n], m n N= 2,3...f f →∀ ∧ ∈  and interaction term
{ } { }[m,n] m n N= 1,2,3...f →∀ ∧ ∈ , we have to implement numerical 
method.

The general solution in toughness-dominated regime 
can be simply obtained via Equation 12. Such as, for the 
dimensionless opening we have:

m n
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m n
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(21)

5- RESULTS AND DISCUSSION
In this research, the general solution of the problem is 

presented considering the interaction between the inertia 
and the viscosity parameters on the toughness scaling. If 
one of these parameters is considered zero, then there is 
no interaction between the parameters and the problem 
solution in this research leads to the Garagash’s solution in 
the reference [20].

Figures 2 and 3 showed the comparison between the 
normalized opening, and the net pure pressure, taking into 
account the interaction effect between the viscosity and inertia 
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parameters (this study) and without the interaction term 
[16]. On the other word, considering the interaction effect, it 
increases the size of the scaled opening and the reduction of 
the length of the crack.

 Considering the effects of interaction term increases the
normalized opening and reduces the length of the crack.

Some of the outcomes of this research are as follows:

5-1- Dimensionless fracture length
Figure4 shows the contour of the crack half-length in 

terms of different values of viscosity and inertia parameters.
According to this figure, the crack half-length increases 

with the increase of the inertial parameter in the smaller 
values of the viscosity parameter, and change of crack half-
length may become almost negligible for 0.0275 .   For a 

larger value of the viscosity parameter ( 0.0275>. ), the 
crack half-length decreases as the inertia parameter becomes 
greater.

It can also be concluded that the effects of fluid viscosity 
in the hydraulic fracture injection process are greater than the 
effects of the inertial parameter. However, ignoring the effects 
of inertia can even cause about 300% change in the solution 
under a particular situation.

5-2- The net scaled fluid pressure on the crack surface
Considering the FVII, it usually causes a maximum value 

to occur in the process of the pressure-space curve (Figure 
14). As shown in Fig.ure 5, in a constant inertia, the difference 
of pressure at the tip and the inlet increases as the viscosity 
increases.

Increasing the inertia parameter, in the smaller amounts 
of viscosity, reduces the pressure nearby the injection point 
and the middle of the crack and increases the pressure around 
the tip of the crack. On the other hand, the gradual increase 
of viscosity, the pressure increases at the inlet and decreases in 
the region of the tip of the crack. These results are due to the 
existence of the interaction term   and  . Undoubtedly, the 
description of the mechanism of interaction between these 
two parameters seems very complicated and requires more 
research and laboratory testing with this attitude.

5-3- The Normalized opening of crack
Figure 6 shows the trend of opening, Ω = γΩ  , for various 

values of { }0, 0.01,0.02, 0.03, 0.04=  and { }0, 0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6, 0.8=

, with considering FVII with third order ( )3 3O ,  . As shown, 
increasing the inertia of the fluid with zero-viscosity the 
crack may tend to develop a tear-drop shape, whereas, with 
increasing crack viscosity, the droplet form is released.

6- Conclusions
In this research, the effect of interaction of viscosity and 

inertia parameters on the net pressure in the fracture, the crack 
opening, and the fracture half-length of crack fluid in brittle 
rocks for different values of viscosity and inertia parameters 
for two-dimensional KGD crack in toughness regime using 

 

 

Figure 2. Comparison of normalized opening,  , considering the effect of interaction between viscosity and inertia 
parameters (this study) and without interaction effect [16]. 
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Figure 3. Comparison of net fluid pressure,  , considering the interaction effect between the viscosity and inertia 
parameters (this study) and without interaction term [16]. 
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Fig. 2. Comparison of normalized opening, Ω , considering the 
effect of interaction between viscosity and inertia parameters 

(this study) and without interaction effect [16].

Fig. 3. Comparison of net fluid pressure, Π , considering the 
interaction effect between the viscosity and inertia parameters 

(this study) and without interaction term [16].
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modified perturbation method was investigated. The results 
are briefly noted in the following:

The half-length crack decreases with increasing viscosity 
and the decreasing trend increases with increasing inertia 
parameter. In greater amounts of viscosity, an increase in 
the inertia parameter leads to a decrease in the half-length 
of the crack. On the other hand, the lowering effect of the 
viscosity parameter is greater than the inertia enhancing 
effect. Therefore, it can be concluded that the effects of fluid 
viscosity in the hydraulic fracture injection process are more 
than the effects of the inertial parameter with the assumption 
that the flow is laminar. 

Increasing the inertia parameter, in the smaller amounts 
of viscosity, reduces the pressure nearby the injection point 
and the middle of the crack and increases the pressure around 
the tip of the crack. On the other hand, the gradual increase 
of viscosity, the pressure increases at the inlet and decreases 
in the region of the tip of the crack. These results are due to 
the existence of the interaction term   and . Increasing 
the inertia of the fluid with zero-viscosity the crack may tend 
to develop a tear-drop shape, whereas, with increasing crack 
viscosity, the droplet form is released.
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تحليل رشد ترک هيدروليکي در مقياس سختي با در نظر گرفتن اثر اندرکنش فراسنج هاي ماند 
و گرانروي: ترم هاي مرتبۀ بالاتر 
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خلاصه: در فرآيند شکست هيدروليکي معمولاً فراسنج هاي مختلف مانند گرانروي، جرم مخصوص سيال و چقرمگي محيط 
اثرات مشابه و يکساني بر چگونگي رشد ندارند و ممکن است يک يا چند تا از فراسنج ها اهميت بيشتري داشته باشند؛ در 
نتيجه منجر به يک يا چند رژيم خاص خواهد شد. رژيم ها بر اساس روند هدر رفت انرژي نام گذاري مي شوند که مهم ترين 
آن ها عبارتند از: اول( رژيم سختي که بيشترين انرژي تزريق سيال از طريق شکافتن سنگ به دليل چقرمگي اتلاف مي شود 
دوم( رژيم گرانروي که بيشترين اتلاف توان ورودي سيال ناشي از حرکت سيال لزج در ترک است. در اين نوشتار به بررسي 
رشد ترک هيدروليکي دو بعدي، در حالت کرنش صفحه اي در يک محيط کشسان پرداخته مي شود. سيال به صورت 
غيرقابل تراکم و نيوتني فرض مي شود و هم چنين رشد ترک در قالب مکانيک شکست خطي کشسان بررسي مي شود. هدف 
از اين پژوهش، دستيابي به اثرات انواع فراسنج ها ازقبيل چقرمگي، گرانروي، جرم مخصوص سيال و هم چنين اثربخشي 
اندرکنش بين برخي از فراسنج ها به طور خاص اثرات توام گرانروي و جرم مخصوص سيال براي يک ترک دو بعدي در رژيم 
سختي است. براي ارزيابي اندرکنش بين فراسنج هاي اشاره شده يک روش اصلاح شده-روش اغتشاش- ارائه شده است. اين 
روش قابليت تحليل مسائل مشابه با ديگر هندسه و رژيم را دارد. نتايج نشان می دهد که درنظرگرفتن ترم اندرکنشی باعث 
برآورد کمتري از طول ترک خواهد شد و طول ترک با افزايش گرانروي کاهش مي يابد و روند کاهشي با افزايش فراسنج 
جرم مخصوص )ماند( شدت مي يابد. از طرف ديگر، اثرات گرانروي سيال در فرآيند تزريق شکست هيدروليکي بيشتر از 
اثرات فراسنج ماند با فرض جريان آرام مي باشد. مسلما، در نظرنگرفتن اثرات ماند مي تواند خطاي چشم گيري را وارد کند. 
اين خطاها با افزايش فراسنج ماند، افزايش مي يابد و ممکن است به 300% نيز برسد. به طور کلي نتايج با مستندات موجود 

مقايسه شده است که روند منطقي در آن ها را تصديق مي کند.
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1- مقدمه
محیط هاي سنگي متخلخل زیرزمیني، مخزن سیالات ارزشمندي 
گاز طبیعي مي باشند.  و  مایع  گاز  نفت،  زیرزمیني،  هم چون آب هاي 
دسترسي به این مخازن از طریق حفر چاه صورت مي گیرد. به منظور 
افزایش استخراج نفت و گاز در اکثر موارد از روش شکست هیدرولیکي 
استفاده مي شود. در عملیات شکست هیدرولیکي، یکي از روش هاي 
به  فشار  با  خاصي  سیال  ژئومکانیک،  مهندسي  در  ویژه  و  پرکاربرد 
زمان  تا  فشار  این  مي شود؛  پمپ  چاه  از  محصورشده  قسمت  داخل 

افزایش خواهدیافت.  باز شدن آن ها  یا  و  ایجاد شکستگي هاي جدید 
ادامه  زمان  و مدت  نیاز جهت گسترش شکستگي  فشار سیال مورد 
یافتن ترک ها، به تنش حاکم برجا، دبي جریان، گرانروي و ماند سیال، 
اختلاف فشار بین مخزن وچاه، چقرمگي و نفوذپذیري محیط و غیره 
بستگي دارد. به طور کلي سیالاتي که براي شکست هیدرولیکي به کار 
هستند  ویژه اي  مصالح  و  شیمیایي  مواد  از  ترکیبي  مي شوند  گرفته 
لحاظ  از  مصالح  و  ترکیبات  این  انجام شکست،  مراحل  به  بسته  که 
خصوصیات شیمیایي و فیزیکي تغییر مي کنند و گرانروي این سیال ها 

ممکن است تا 1000 برابر آب برسد ]1[.
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در شرایط عملي، تحت فرآیند شکست هیدرولیکي فراسنج هایي 
از قبیل تنش هاي برجا در سنگ، خصوصیات محیط سنگي، عملکرد 
سیال تزریق و غیره به طور گسترده اي تغییر مي کنند و هیچ یک از 
فراسنج هاي هندسي ترک چندان در میدان قابل اندازه گیري نیستند. 
بنابراین طراحي و کنترل فرآیند شکست هیدرولیکي تکیه بر الگو هاي 

ریاضي و عددي پیچیده خواهد بود.
پرسش ها و مسائل مهمي که در این پژوهش مطرح مي شود عبارتند 
می توان  چگونه  مي کند؛  رشد  طولي  چه  تا  هیدرولیکي  شکست  از: 
موجب امتداد یافتن آن تا منابع مورد نظر شد؛ چه رابطه اي بین ارتفاع 
و بازشدگي و طول ترک آن وجود دارد؛ فشار در سطوح ترک چگونه 
تغییر خواهد کرد؛ چه فراسنج هایي تاثیرات بیشتري مي گذارد تا باعث 
افزایش بهره برداري شود. سوالات زیاد دیگري مي توان مطرح شود که 
در این نوشتار به برخي از آن ها پاسخ داده خواهد شد. مسلما با توجه 
به هزینه هاي بالاي انجام شکست هیدرولیکي ارائه پاسخ به برخي از 
پرسش ها و مسائل مطرح شده به اقتصادي شدن طرح کمک مي کند.

2- پيشينه پژوهش
شکست  عملي  پیشینه  و  فني  مهارت هاي  براي  مراجع  بهترین 
هیدرولیکي در زمینه صنایع نفت و گاز توسط  گدلي ]2[ و اکونومدز 

و همکارانش ]1[ تهیه شده است. 
جاي تعجب نیست اگر گفته شود طي دهه هاي اخیر، پژوهشگران 
هیدرولیکي  شکست  فرآیند  الگو سازي  روي  بر  فراواني  تلاش هاي 
انجام داده اند. در این بخش به برخي از این تلاش ها و مطالعات در 
بخش  می شود.  اشاره  عددي  و  تحلیلي  الگو سازي هاي  زمینه هاي 
و  تحلیلي  روش هاي  گسترش  به  مختص  پژوهش ها  این  از  مهمي 
یا شبه تحلیلي1 است، که اغلب به منظور پیش بیني رشد ترک هاي 
هیدرولیکي در شرایط ژئولوژیک متغیر و پیچیده که تحت آن عملیات 
اگرچه،   ،]3-7[ مي شوند  استفاده  مي گیرد،  صورت  نفت  استخراج 
بررسي با روش هاي تحلیلي و یا نیمه تحلیلي بر روي یک شکست با 
هندسه ساده )صفحه اي یا دیسک شکل(  در یک سنگ هموژن با 
تنش برجاي یکنواخت بسیار پیچیده است که به طبیعت الگو سازي 
به  دستیابي  براي  است  ممکن  و   ]8[ برمي گردد  مسئله  ریاضي 
چنین حل هایی، نیاز به ایده آل سازي و فرض کردن رشد شکست 

1  Semi-analytical method

محدودیت ها،  این  وجود  با  باشد.  خاص  رژیم  یک  در  هیدرولیکي 
الگو هاي ایده آل سازي شده از دو جهت اهمیت دارند: اول اینکه، آن ها 
معیاري2 براي مقایسه با شبیه سازي ها و روش  هاي عددي هستند 
و دوم اینکه یک ابزار براي بررسي اثرات فراسنج هاي مختلف در یک 
فراسنج ها  همه  فیزیکي  مساله  یک  در  مسلما  هستند.  خاص  رژیم 
موثر معمولا داراي اهمیت یکسان نیستند. وقتي برخي از فراسنج ها 
از اهمیت بیشتري نسبت به بقیه برخوردار باشند منجر به رژیم خاصي 
مي شوند. توضیح بیشتر اینکه در فرآیند شکست هیدرولیکي معمولا 
فراسنج هاي مختلف مانند گرانروي و ماند سیال و چقرمگي محیط 
اثرات مشابه و یکساني بر خروجي ها ندارد و ممکن است یک یا چند 
تا از فراسنج ها اهمیت بیشتري داشته باشند؛ در نتیجه منجر به یک 
و  ترک  رشد  میزان  بر  نهایت  در  و  شد  خواهد  خاص  رژیم  چند  یا 
از این پژوهش، مطالعه  اثر متفاوت داشته باشند. هدف  بازشدگي آن 
نظرگرفتن  در  با  هیدرولیکي  ترک هاي  گسترش  فرآیند  بررسي  و 
اثرات فراسنج هاي: گرانروي سیال3، ماند سیال4، چقرمگي جسم5، بر 
ایـن  در  کـه  مـهمي  و  خـاص  ویـژگي  مي باشد.  ترک ها  گسترش 
فراسنج هاي  بین  اندرکنش  اثـر  کردن  وارد  شـده،  اضافـه  تـحقیق 
با  شدند  ارائه  این  از  پیش  که  الگو هایي  مي باشد.  گرانروي  و  ماند 
نگرفتند  نظر  در  مسئله  در یک  را  ماند  اثر  یا  که  فرض هستند  این 
اندرکنشي  اثرات  با در نظرگیري  براي حل مسئله  اثر گرانروي.  یا  و 
بین فراسنج هاي گرانروي و ماند در مقیاس سختي، روش اغتشاش 

اصلاح شده ارائه مي شود. 
پژوهش هاي زیادی بر روي چگونگي تاثیر فراسنج هاي مختلف 
و  تحلیلي  روش هاي  با  مختلف  رژیم هاي  در  هیدرولیکي  شکست 
عددي انجام شده است که در ادامه، به توضیح برخی از آن ها پرداخته 

می شود ]1 و 9-27[.
اولیه  کارهاي  ذکر  نیمه تحلیلي،  یا  تحلیلي  الگو هاي  میان  در 
است.  برخوردار  خاصي  اهمیت  از   ]28-33[ مراجع  در  شده  انجام 
ایـن پژوهشگران، یـکي از الگو هاي ساده را موردتوجه قرار دادند، اما 
فرضیات بسیار ساده کننده اي را در مورد متغیرهاي مساله بالاخص 
بازشدگي ترک و فشار سیال استفاده کردند. مجموعه بـرخي از این 

2  Benchmark
3  Fluid viscosity
4  Fluid inertia
5  Solid toughness
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الگو ها را در نوشته هاي مراجع ]36-34[ نیز مي توان پیدا کرد.
بررسي  براي  خودمتشابه1  راه حل  یک   ]12[ شارپ  و  اسپنس 
گسترش ترک KGD2 در یک محیط کشسان نفوذناپذیر با چقرمگي 
محدود3 ارائه کردند. آن ها با تعیین معادله های همبسته بین معادله 
نگره  از  استفاده  با  ترک  در  تراکم ناپذیر  و  ویسکوز  سیال  جریان 
الگوسازي  براي  معادله کشساني در حالت کرنش مسطح  روانسازي، 
بازشدگي ترک تحت توزیع فشار مشخص، رابطه رشد ترک با استفاده 
از حد ریشه دوم در نوک4 براي بازشدگي ترک، و معیار رشد ترک5 با 

استفاده از فاکتور شدت تنش6، مساله را تحلیل کردند.
بایوت و همکارانش ]37[ به بررسي فرآیند شکست هیدرولیکي با 
استفاده از معادله های لاگرانژ از مکانیک کلاسیک پرداختند. تحلیل 
متمرکز شد.  نیوتني  با سیال  بیضوي شکل  ترک  بر روي یک  آن ها 
خود  راه حل  کمک  با  را  ترک  طول  و  بازشدگي  سیال،  فشار  آن ها 

متشابه، با شرط جریان ورودی ثابت تعیین کردند.
مسطح  کرنش  حالت  در  ترک  به  مربوط  راه حل   ]38[ نیلسون 
)KGD( را توسعه داد. ایشان شکل ساده تري از معادله پیوستگي در 
ناحیه راس ترک را به کار بست. معادله های به روش متغیر متشابه7 
شد.  تحلیل  واقعي،  ترک  طول  و  شده  مقیاس  مکاني  مختصات  با 
هم چنین در دهانه ترک8 فشار ثابت فرض شد و چقرمگي محیط به 
دو صورت در نظر گرفته شد. در حالت چقرمگي صفر9، حل نیلسون، 
راس ترک را با شکل نوک تیز، و هم چنین فاصله اي بین جلوي سیال 
و نوک ترک )پس افتادگي سیال( پیش بیني کرد. در حالت چقرمگي 
محدود، هیچ فاصله اي را بین جلوي سیال و نوک ترک درنظر نگرفت 
و شکل نوک ترک گرد شده و فشار سیال محدود مي شود )ناسازگار 

با معادله روانسازي(.
حل  راه   ]39[ کاربونل   ،]12[ شارپ  و  اسپنس  روش  دنبال  به 
این  کرد.  معرفي  صفر  چقرمگي  با  مجانبي  حالت  براي  خودمتشابه 
حل بر اساس روشي است که حل مجانب شونده در محل نوک ترک 

1  Self-similar solution
2  Khristianovic and Zheltov; Geertsma and de Klerk (KGD 
or KZGD) )
3  Finite toughness
4  Square-root tip asymptote
5  Propagation condition
6  Stress intensity factor
7  Similarity variable
8  Crack inlet
9  Zero toughness

,10SCR ]40[ نامیده مي شود. در این روش رفتار مجانبي بازشدگي و 
فشار در نزدیکي نوک ترک تشریح شده است.

اگرچه یک روش عددي توسط اسپنس و شارپ ]12[  براي حل 
توسط  بعدها  و  ارائه  گرانروي  و  سختي  مابین  رژیم  یک  در  مسئله 
براي ساده تر  پژوهشگران  از  بسیاري  بازبیني شد ولي  آداچي ]19[ 
سختي  رژیمي هاي  از  یکي  به صورت  را  آن  مسئله،  تحلیل  شدن 
یا   ]8[ سنگ(  بالاي  سختي  یا  چقرمگي  از  ناشي  انرژي  )هدررفت 
گرانروي )هدررفت انرژي ناشي از گرانروي بالاي سیال( ]9 و 12 و 

17[ در نظر گرفتند. 
به صورت  را  هیدرولیکي  ترک  رشد   ،]41[ همکارانش  و  هوانگ 
کرنش مسطح و با صرف نظر از گرانروي سیال بررسي کردند. آن ها از 
حل خودمتشابه ]42[ با فرض غالب بودن نیروي ماند سیال در مقایسه 
نیروي گرانروي سیال استفاده کردند. برخي دیگر از پژوهشگران از اثر 
ماند سیال بر رشد ترک هیدرولیکي صرف نظر کردند ]9 و 12[ که 
در این شرایط مي توان جریان سیال را با نگره لزجت بچلر ]43[ مدل 

کرد.
گاراگاش ]44[ به مطالعه فرآیند رشد ترک هیدرولیکي نزدیکي 
نوک آن در یک محیط کشسان با چقرمگي دلخواه پرداخت. در حالت 
خاص، ایشان با در نظرگیري پس افتادگي سیال، به جستجوي حل 
آن متمرکز شدند. نقطه شروع تحلیل او به دست آوردن حل براي ترک 

پیش رونده توسط سیال در محیط نیمه بي نهایت11 بود.
گاراگاش ]45[ یک راه حل خودمتشابه مجانب شونده12 را براي 
با  و  نفوذناپذیر  کشسان  محیط  در   KGD صفحه اي  ترک  گسترش 
فرض چقرمگي بالا13 و ثابت بودن نرخ تزریق سیال )سیال نیوتني( 
ارائه کرد. در این راه حل بازشدگي ترک با استفاده از حد ریشه دوم14 
و فشار در نوک از تابع تکینگي لگاریتمي15 به صورت همبسته با دیگر 

معادله های حاکم تعیین گردید.
هم چنین گاراگاش در سال 2006 ]46[ یک راه حل صریح براي 
ارائه داد. گاراگاش  KGD در رژیم سختي  انتشار ترک هیدرولیکي 
فرض کرد که فراسنج گرانروي در مقابل چقرمگي سنگ کوچک باشد 

10  Tip asymptote
11  Semi-infinite fluid-driven crack
12  Asymptotic self-similar solution
13  Large toughness
14  Square-root asymptote
15  Logarithmic singularity
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)مقیاس سختي( و اثرات فراسنج ماند را در آن در نظر نگرفت. آنچه 
مسلم است در فرآیند شکست هیدرولیکي هر دو فراسنج گرانروي 
بنابراین  است؛   موثر  ترک  بازشدگي  و  فشار  طول،  روي  بر  ماند  و 
دو  این  تاثیر  بررسي  به  جدیدي  الگوي  ارائه  با  پژوهش،  این  در 
پارامتر در کنار هم پرداخته شد. این موضوع در پژوهش هاي گذشته 
قرار  بررسي  مورد  پژوهش  این  در  نوآوري  به عنوان  و  نشد  بررسي 
گرفت. در ادامه، براي حل این مسئله از روش اغتشاش )به کارگرفته 
روش  این  گرفتن  به کار  براي  شد.  استفاده  گاراگاش(  توسط  شده 
در مسئله جدید، نیاز به بازبیني دارد. در این پژوهش، اصلاحي بر 
روي روش اغتشاش نیز انجام شد که مي توان از نوآوري هاي این 

پژوهش برشمرد. 
عسگری و همکارانش در سال 2016 ]26[ به کمک روش سري 
را  ترک  رشد  روي  بر  ماند  و  گرانروي  فراسنج  دو  اثرات  هموتوپي 
انتگرالي پي در  بررسي کردند. در آن پژوهش براي حل معادله های 
پي، از روش عددي نیوتن-کاتس استفاده شد. حل این معادله های در 
بنابراین در  ترم هاي بالاتر بسیار پیچیده و گاها غیرقابل حل است. 
این پژوهش با تغییر اساسي در روش حل کلي مسئله و  روش حل 

معادله های انتگرالي تا حد زیادي باعث بهبود تحلیل گردید.
توسط  گرمایي  زمین  مخازن  از  گرما  استخراج  عملي،  لحاظ  از 
در  هم چنین   .]46[ مي شود  انجام  کم  گرانروي  با  سیال  تزریق 
بود  رژیم حاکم همواره سختي محیط خواهد  آزمایشگاهي،  شرایط 
بنابراین  به کار گرفته شود ]47[.  گرانرو  بسیار  اگر یک سیال  حتي 
این کاربردها، نیاز به تحلیل شکست هیدرولیکي در رژیم سختي را 

ضروري مي سازد.

3- فرمول بندی ریاضی و حل آن
3-1- تعریف مسئله

) در یک محیط  )2 t مطابق با شکل 1، ترک هیدرولیکي بطول 
 ICK υ و چقرمگي  ، ضریب پواسون E سنگي شکننده با مدول یانگ
در نظر گرفته مي شود. بدلیل تقارن این ترک، نیمي از الگو در تحلیل 
) تزریق مي شود.  )Q t µ و با دبي  منظور مي گردد. سیال با گرانروي 
) در سطوح ترک مي شود.  ),fP x t تزریق این سیال باعث فشار داخلي 
0σ قرار دارد؛ در  اینکه محیط تحت تنش محدودکننده  به  با توجه 
) است.  ) ( ) 0, ,fP x t P x t σ= − نتیجه فشار خالص در داخل ترک برابر با 
نگره مکانیک شکست کشسان خطي )LEFM( براي تعیین بازشدگي 
) بر حسب زمان )t ) و رشد ترک  ),P x t ) ، فشار خالص  ),w x t ترک

x به کار گرفته مي شود. t و مختصات محلي
پژوهش،  این  در  گرفته  نظر  در  الگوي  براي  اصلي  مفروضات 

به صورت زیر خلاصه مي شود:
· الگوي ترک به صورت دو بعدي KGD، فرض شده است.

· ترک در تمام لحظات کاملا از سیال پر شده است و هیچ گونه 
پس افتادگي1 بین سیال و نوک ترک وجود ندارد.

· محیط به صورت کشسان و همگن فرض مي شود و هم چنین 
فرض مي شود محیط نفوذناپذیر است و اتلاف سیال در فرآیند تزریق 

ناشي از نشت وجود ندارد.
· به دلیل وجود فشار هیدرولیکي سیال در سطوح ترک و ناچیز 
بودن تنش برشي در آن سطوح مود شکست کششي فرض شده است.
· فشار سیال در طول ترک ثابت نیست. در واقع، فشار با یک 
1  lag

 
 ايالگوي شکست هيدروليکي در حالت کرنش صفحه  .1 شکل

  

شکل 1. الگوي شکست هيدروليکي در حالت کرنش صفحه اي
Fig. 1. Sketch of a plane-strain fluid-driven fracture.
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معادله کشساني انتگرالي به میزان جابجایي منوط مي شود. بنابراین 
تحلیل همبسته است و مسئله به صورت هیدرومکانیکي است.

· انتشار ترک در قالب مکانیک شکست خطي1 توصیف مي شود. 
محیط  چقرمگي  دادن  قرار  برابر  با  ترک  رشد  معیار  صورت  این  در 
فرض  در  مي شود.  مشخص  ترک،  نوک  در  تنش  شدت  فاکتور  با 
LEFM از تغییر شکل هاي غیرکشسان در ناحیه مستعد جلوي ترک2 

صرف نظر مي شود چرا که در محیط شکننده این ناحیه بسیار کوچک 
است. این نکته قابل ذکر است که در نظرگرفتن پس افتادگي سیال و 
ناحیه مستعد جلوي ترک عملکرد مشابهي دارند. به طور کلي معمولا 
اثرات این ناحیه بر رشد ترک بدلیل کوچک بودن ابعاد آن در مقایسه 
با مقادیر گسترش ترک و بزرگي تنش برجا در نظرگرفته نمي شود و 

یا اثرات آن به صورت سختي موثر اعمال مي شود ]48[.
ترک  طول  به  ترک  بازشدگي  نسبت  که  مي شود  فرض   ·
بسیار کوچک است در نتیجه مي توان جریان سیال را یک بعدي در 
بزرگ،  بسیار  یا  و  کم  رینولدز  عدد  به  توجه  با  نظرگرفت. هم چنین 

جریان سیال آرام فرض مي شود.
· هیچ گونه تغییرحالتي در سیال رخ نمي دهد و سیال همواره 

نیوتني و تراکم ناپذیر فرض شده است.
· به دلیل کوچک بودن شعاع چاه نسبت به طول ترک از اثرات 

آن صرف نظر مي شود.
· رشد ترک در جهت تنش بیشینه و امتداد چاه موازي با تنش 

کمینه است.
دیگر فرضیات مسئله و شرایط مرزي آن مطابق مقاله گاراگاش 

]46[ نظرگرفته مي شود.

3-2- معادله های حاکم
معادله های حاکم در الگوي شکست هیدرولیکي شامل معیار رشد 
ترک، معادله الاستیسیته و معادله حرکت سیال است. این معادله های 
متوسط  سرعت   ،w ترک بازشدگي   ،  ترک  نیم  طول  حسب  بر 
، با در نظرگرفتن  شکل متقارن  P v، و فشار خالص سیال  سیال 

الگوی ترک KGD بیان مي شوند.

1  Linear elastic fracture mechanics (LEFM)
2  Process zone

3-2-1-  پیوستگی و بقای جرم
مدل  اندازه حرکت  و  بقاي جرم  قانون  با  ترک  در  جریان سیال 
( برابر  ( )V t مي شود. در این حالت حجم سیال ورودي یا تزریقي )

است با حجم بازشده ترک:

0 0

1, ( ), ( ) .
2

t

x
wdx wv wdx V t V t Qdt

t
∂

= = =
∂ ∫ ∫ ∫

 

  
)1(

3-2-2-  معادله حرکت سیال
امتداد  ترک  رشد  جهت  در  سیال  حرکت  که  مي شود  فرض 
مي یابد و جریان سیال در ترک آرام و سیال غیرقابل تراکم است ]9 

و 49[.
2

2
1 1
2

µ
ρ

′∂ ∂ ∂ + = − + ∂ ∂ ∂ 
v v P v
t x x w

  )2(

با صرفنظر کردن از ترم سمت چپ و یا ناچیز فرض کردن اثر ماند 
به صورت  پویزني4  معادله  به   2 رابطه  روانسازي3،  معادله   ) 0ρ = (

زیر در مي آید ]43[:
2w Pv

xµ
∂

= −
′ ∂   

)3(

لازم به ذکر است که در ادامه این پژوهش از معادله ی کلی 2 
استفاده شده است که در کارهای گذشته از معادله 3 و یا از رابطه 2 با 

فرض گرانروی صفر استفاده شده است.
3-2-3- معادله کشساني

انتگرالي است که بازشدگي ترک را  معادله کشساني، یک رابطه 
با فشار خالص سیال داخل ترک مربوط مي سازد. رابطه انتگرالي به 
فرض  است.  منفرد  انتگرالي  معادله  یک  به صورت  و   4 رابطه  شکل 

رابطه این است که ترک به شکل شبه استاتیکي رشد مي کند ]50[.

( )

0

2 2

2 2

4( , ) , ( , ) ,

1 1, ln .
1 1

′  ′ ′=  ′  

′− + −′ =
′− − −

∫
 

l x xw x t G P x t dx
E

G

π

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ

  )4(

3-2-4-  معیار انتشار ترک
مطابق با مکانیک شکست کشسان خطي براي مود شکست اول، 
، بازشدگي ترک در نوک با عبارت حدي ریشه دوم بیان  I ICK K=

مي شود ]51[:

3   Lubrication approximation
4   Poiseuille equation
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1 2( ) .Kw x x
E
′

= − − <<
′
  

  
)5(

K به صورت زیر است: ′ ′µو  ، E′ که در روابط بالا، 

1 2
2

2, 12 , 4 .
1 IC

EE K Kµ µ
υ π

 ′ ′ ′= = =  −     
)6(

3-3- فرمول های بی بعد
یک   5 تا   1 معادله هایمعادله های  دسته  حل  ساده سازي  براي 
این  مي شوند.  به کارگرفته  زیر  به صورت  متغیرهایي  تغییر  سري 
نتیجتا  را بي بعد و مقیاس  مي کنند که  تغییر متغیرها معادله های 

حل مسئله ساده تر مي شود ]9, 12, 46, 52 و 53[.

 )7(( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1

, , , , , , ,

, , , ,

, , , , , .

ε ξ ε ξ γ

ε ϑ ξ

ξ ξ γ ϑ ξ ϑ ξ γ

− −

′= Ω = Π =

= =

Ω = Ω =

w x t t L t t P x t t E t t L t t

t L t V t v x t t L t t

t t t t t t

ترتیب  به   ( )tγ و  ( ), tξΠ ، ( ), tξΩ  ، ( ) [ ]0,1x tξ = ∈

آن  در  که 
طول  نیم  ضریب  و  خالص  فشار  ترک،  بازشدگي  مکاني،  مختصات 
مقیاس شده ترک مي باشد. این نکته قابل ذکر است که "علامت بار" 

نشانه مقیاس سازي مجدد آن کمیت است.
با به کارگیري تغییر متغیرهاي فوق، معادله های 1 تا 5 به صورت 

زیر در مي آیند:
معادله بقاي جرم  ·

1 1

2
0

1

1d , d ,
2

d .

T

T

tV tL
V L

t

ξ

ξ

ξ ξ ϑ ξ
γ

γ ξ ξ
γ ξ

Ω + Ω+Ψ = Ω Ω =

  ∂Ω
Ψ = Ω+ Ω−  ∂  

∫ ∫

∫

 





  )8(

·  معادله حرکت
2

ñ m 2=G 1 1 G ,

1 .

T

T

tL
L

t t

ξ ϑ ϑ ϑγ ϑ
ξ ϑ ξ ξ

γ ξ ϑ ϑ
γ ϑ ξ ϑ

   ∂Π ∂ ∂
− − − + +Φ +   ∂ ∂ ∂   Ω

 ∂
Φ = − + ∂ 







  )9(

·  معادله ي کشساني و معیار انتشار ترک

 )10(
( ) { }( ) ( ) ( )

( )

1
1

1 2 1 2
k1
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به آن فراسنجها بياين فراسنج اين فراسنجشده ميهاي مقياسبعد هستند و  بيشتر  براي توضيحات  بي گويند.   ها آن ن  ها و روابط 
 رجوع کنيد.  [8]توانيد به مرجع مي

صورتي آنگاه  در  باشد  مدنظر  سختي  مقياس  kGکه  آنگاه    =1 باشد  ملاک  ماند  يا  و  گرانروي  مقياس  اگر  μGترتيب  به و  1= 
ρGو  شود. درنظرگرفته مي =1

tVدر نهايت   V  وtL L  کارگيري رابطه زير جايگزين کرد. توان با عملگر زمان مطابق با بهرا مي 9و  8 هاي معادلهدر 
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هاي  ، روابط بين کميت1  جدولاست.    tهاي مقياسي به منظور مشتق آن نسبت به زمان  که در آن علامت نقطه در بالاي فراسنج
هاي ي مقياس شده در رژيمهادهد. تمام حالتهاي اصلي مسئله را در سه رژيم گرانروي، سختي و ماند نشان ميمقياس شده با فراسنج

 مختلف باهم رابطه دارند که در بخش بعدي به تفسير راجع آن پرداخته خواهد شد. 

 ها ارتباط مقياس -3-3-1
يکسان است. در واقع مقياسي براي    هاي معادلههاي خاصي از بيان يک دسته و يک نوع  سه مقياس اشاره شده در بخش قبل شکل

به مسئله  ميحل  گرفته  بين  شکار  دادن  ارتباط  جزء  چيزي  کردن  مقياس  باشد.  غالب  مقياس  آن  به  مربوط  فراسنج  اثر  که  ود 
هاي رژيمشده مطابق با روابط زير در    بعد و مقياسهاي بيهاي اساسي مسئله نيست بنابراين دور از انتظار نيست که فراسنجفراسنج 

 . باشند داشته مختلف باهم ارتباط 
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مقیاس گرانروي و یا ماند ملاک باشد آنگاه به ترتیب 
درنظرگرفته مي شود.

tL در معادله های 8 و 9 را مي توان با عملگر  L tV و  V در نهایت 
زمان مطابق با به کارگیري رابطه زیر جایگزین کرد.
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هاي  ، روابط بين کميت1  جدولاست.    tهاي مقياسي به منظور مشتق آن نسبت به زمان  که در آن علامت نقطه در بالاي فراسنج
هاي ي مقياس شده در رژيمهادهد. تمام حالتهاي اصلي مسئله را در سه رژيم گرانروي، سختي و ماند نشان ميمقياس شده با فراسنج

 مختلف باهم رابطه دارند که در بخش بعدي به تفسير راجع آن پرداخته خواهد شد. 

 ها ارتباط مقياس -3-3-1
يکسان است. در واقع مقياسي براي    هاي معادلههاي خاصي از بيان يک دسته و يک نوع  سه مقياس اشاره شده در بخش قبل شکل

به مسئله  ميحل  گرفته  بين  شکار  دادن  ارتباط  جزء  چيزي  کردن  مقياس  باشد.  غالب  مقياس  آن  به  مربوط  فراسنج  اثر  که  ود 
هاي رژيمشده مطابق با روابط زير در    بعد و مقياسهاي بيهاي اساسي مسئله نيست بنابراين دور از انتظار نيست که فراسنجفراسنج 

 . باشند داشته مختلف باهم ارتباط 
(13) 1 4 2 3 4

m k k k m ρ k ρ, ,−= = = 

  )12(

که در آن علامت نقطه در بالاي فراسنج هاي مقیاسي به منظور 
t است. جدول 1، روابط بین کمیت هاي  مشتق آن نسبت به زمان 
گرانروي،  رژیم  در سه  را  مسئله  اصلي  فراسنج هاي  با  مقیاس شده 
در  شده  مقیاس  حالت هاي  تمام  مي دهد.  نشان  ماند  و  سختي 
رژیم هاي مختلف باهم رابطه دارند که در بخش بعدي به تفسیر راجع 

آن پرداخته خواهد شد.

3-3-1- ارتباط مقیاس ها
سه مقیاس اشاره شده در بخش قبل شکل هاي خاصي از بیان 
یک دسته و یک نوع معادله های یکسان است. در واقع مقیاسي براي 
حل مسئله به کار گرفته مي شود که اثر فراسنج مربوط به آن مقیاس 
غالب باشد. مقیاس کردن چیزي جزء ارتباط دادن بین فراسنج هاي 
فراسنج هاي  نیست که  انتظار  از  دور  بنابراین  نیست  اساسي مسئله 
بي بعد و مقیاس  شده مطابق با روابط زیر در رژیم هاي مختلف باهم 

ارتباط داشته باشند.
1 4 2 3 4

m k k k mñ k ñ , ,−= = =         )13(

و  طولي  مختلف  مقیاس هاي  بین  ارتباطي  مي توان  هم چنین 
فراسنج هاي کوچک در رژیم هاي متعدد یافت.

ñ2 3 1 6 2 3 1 6m k
m kñ ñ

kñ m

, ,
LL L

L L L
− −= = = =      )14(

ñ4 3 1 3 4 3 1 3m k
m kñ ñ

kñ m

, ,
εε ε

ε ε ε
− −= = = =      )15(
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فراسنج هاي  و   'sL و 'sε مقیاسي فاکتورهاي  بین  ارتباط 
s' را نیز مي توان با مقیاسي زماني نیز  s' و ، 's گسترشي1 
در نظرگرفت. با یک بررسي بر روي گروه هاي مقیاس شده مي توان 
نشان داد که به ازاي هر یک از گروه ها مي توان یک مقیاس زماني 
تعریف کرد. این نکته قابل ذکر است که در اینجا فرض مي شود که 
حجم ورودي سیال تابع خطي نسبت به زمان است و به عبارت دیگر 

0Q است. دبي ورودي همواره مقداري ثابت و برابر 

9 
 

 هاي مختلف سختي، گرانروي و ماند ها در مقياس کميت  .1 جدول
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 ρG  کميت ماند 

 هاي متعدد يافت. هاي کوچک در رژيمو فراسنج  هاي مختلف طوليارتباطي بين مقياس توانميچنين هم
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m k ρ ρ
k ρ m

, ,
 

  
− −= = = =

 
با مقياسي زماني نيز در را نيز مي  s'و   s،'s'  1هاي گسترشي و فراسنج  sL'وs'ارتباط بين فاکتورهاي مقياسي  توان 

يک مقياس زماني تعريف توان ها ميازاي هر يک از گروهبهتوان نشان داد که هاي مقياس شده مينظرگرفت. با يک بررسي بر روي گروه
عبارت ديگر دبي شود که حجم ورودي سيال تابع خطي نسبت به زمان است و بهذکر است که در اينجا فرض ميقابل کرد. اين نکته  

 است.  0Qورودي همواره مقداري ثابت و برابر 
(16) 4

0
m k ρ4

0

, , QKt t t
E E Q E
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 آورد. دستبه توان فاکتورهاي مقياسي را با اين سه مقياس زمان مي

(17) 1 21 3 1 3
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(18) 3 42 3 2 3
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 شود:مقياس طول ثابت هستند که از رابطه زير حاصل مي  ρLو mL،kLکه در آن
(19) 1 21 2 2 2

0 0
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1 evolution parameters 
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با این سه مقیاس زمان مي توان فاکتورهاي مقیاسي را به دست 
آورد.
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با مقياسي زماني نيز در را نيز مي  s'و   s،'s'  1هاي گسترشي و فراسنج  sL'وs'ارتباط بين فاکتورهاي مقياسي  توان 
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 شود:مقياس طول ثابت هستند که از رابطه زير حاصل مي  ρLو mL،kLکه در آن
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1 evolution parameters 
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 شود:مقياس طول ثابت هستند که از رابطه زير حاصل مي  ρLو mL،kLکه در آن
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1 evolution parameters 
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ñL مقیاس طول ثابت هستند که از رابطه زیر  kL و ، mL که در آن
حاصل مي شود:
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1  evolution parameters

3-4- ایده و روش حل
در این پژوهش، از روش اغتشاش اصلاح شده2 براي یافتن جواب 
تقریبي انتشار صفحه اي ترک هیدرولیکي استفاده مي شود. این روش 
با وجود  و غیرخطي  معادله های همبسته  براي حل  پژوهش  این  در 
براي حل  کلاسیک  اغتشاش  روش  مي شود.  پیشنهاد  فراسنج  چند 
معادله های  آن  در  که  مي رود  به کار  موقعي  غیرخطي  معادله های 
به  توجه  با  بنابراین،   .]54[ داشته باشد  وجود  کوچک  فراسنج  یک 

، مي توان فرض کرد: ñG و  ìG  ، kG فراسنج هاي بي بعد 

 )20(
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 ایده و روش حل  -3-4

اغتشاش   از روش  اين پژوهش،  انتشار صفحه  1شده اصلاحدر  تقريبي  يافتن جواب  اين  شودمي اي ترک هيدروليکي استفاده  براي   .
شود. روش اغتشاش کلاسيک براي خطي با وجود چند فراسنج پيشنهاد مي همبسته و غير  هاي معادلهبراي حل    پژوهشروش در اين  

بنابراين، با توجه به  .  [ 54]   باشدداشته يک فراسنج کوچک وجود    هاي معادلهرود که در آن  کار ميغيرخطي موقعي به  هاي معادلهحل  
 کرد:توان فرض، ميρGو kG  ،μGبعد هاي بي فراسنج

(20) ( )( )1 2

1 2

1 2
1,2,...,

...
0 i i i

1 ...
1, 2,3 or k,μ,ρ

( ,G ) ( ) G G ...G ( )  


=   
=

= +  n

n

n
n

i i i
i

n i i i
i

f f f

 
 ( ,G ) ( ,G ), ( ,G ), ( ,G ), (G ) , k,μ,ρ     =   =i i i i if i 

)که در آن ,G )if  .تابع مجهولات مسئله است 

 حل در مقياس سختي  -3-5

مقياس سختي،  همان در  شد،  اشاره  که  kGطور  دو   =1 به  اغتشاش  روش  از  استفاده  با  مقياس سختي،  در  متعاقبا حل  و  است 
در حل   20کنيم . بنابراين رابطه  را از دو فراسنج حذف مي  k  بستگي دارد که براي راحتي کار انديس  kو ماند    kفراسنج گرانروي  

 يابد: مي زير کاهش  صورتبهمقياس سختي  

(21) m n
[m,n]

m=0 n=0
( , , )  ( )f f 

 

= 

که در آن     [0,0] [m,0] [0,n] [m,n], , , m n N= 1,2,3,...f f f f →  ماند صفر ،    -ترتيب از چپ به راست، ترم گرانروي به
 هستند. [m,n] از مرتبه  2ام از گرانروي صفر و ماند کوچک و ترم اندرکنش nترم   ام از گرانروي کوچک و ماند صفر،mترم 

 آيند: مي دستبهصورت زير در مقياس سختي به 10تا  8 هاي معادله ، 12کارگيري معادله با به 
(22) 1 1

2
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1

2 1d , d ,
3 2

1 d .
3
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 = − + −      

 


 

(23) ( )2
2

1= 1 2 3 .
3

     
    

      
 + + − − −          

(24) 
( )  ( ) ( ) 1 21 1 2

1
, L , , lim 1 .t t


   −− −

→
 =  −  = 

رابطه   جايگذاري  کردن    24تا    22  هاي معادلهدر    21با  مرتب  اساس ضرايب    هاآنو  مقياس سختي    و   ، ،1بر  در 
(kG  ( داريم:=1

)[0,0]ماند صفر -ترم گرانروي  )f :  

 
1  Enhanced Perturbation Method (EPM) 
2 Fluid Viscosity And Inertia Interaction (FVII) 

تابع مجهولات مسئله است. ( ,G )if ξ که در آن

3-5- حل در مقیاس سختی
و  است   kG 1= سختي،  مقیاس  در  شد،  اشاره  که  همان طور 
دو  به  اغتشاش  روش  از  استفاده  با  سختي،  مقیاس  در  حل  متعاقبا 
براي راحتي کار  k بستگي دارد که  k و ماند  فراسنج گرانروي 
k را از دو فراسنج حذف مي کنیم . بنابراین رابطه 20 در حل  اندیس 

مقیاس سختي به صورت زیر کاهش مي یابد:

2   Enhanced Perturbation Method (EPM) 1 
 

هاي مختلف سختي، گرانروي و ماند ا در مقياسه تکمي   .1 جدول
 

، ماند m گرانروي، k نوع مفياس و رژيم ،سختي 
1 2 1 2

ρ 1 2

V
E t
 =


 

1 3

m E t

 =   

 
1 34

k 4

K
E V




=


 
 
 

  فراسنج کوچک 
1 42

ρ
E VtL

 

=  
 

 
1 63

m
E V tL

 

=   
 

2 3

k
E VL
K
 =   

 Lطول مقياس شده 
3 82

ρ 5 3

K E t
E V
  

=     

1 4

m
K E t
E V
  

=     
1 kG کميت سختي 

1 2 2

ρ 3 2 3 2

E t
V



 

=1
4

k
V E

E t K
  =    mG  کميت گرانروي

1
1 4

m 2 3 1 3 4 3

V E
E t V



 =     

5 3 5 3

k 8 3 2

E V
K t

 
=

ρG  کميت ماند
 

جدول 1. کميت ها در مقياس هاي مختلف سختي، گرانروي و ماند
Table 1. Quantities corresponding to toughness, viscosity and inertia scalings
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m n
[m,n]

m=0 n=0
( , , )  ( )f fξ ξ

∞ ∞

=∑∑   
  

)21(

{ } { }[0,0] [m,0] [0,n] [m,n], , , m n N= 1,2,3,...f f f f →∀ ∧ ∈ که در آن 
از  ام  m ترم   ، صفر  ماند  گرانروي-  ترم  راست،  به  چپ  از  به ترتیب 
ام از گرانروي صفر و ماند کوچک  n گرانروي کوچک و ماند صفر، ترم 

هستند. [m,n] و ترم اندرکنش1 از مرتبه  
با به کارگیري معادله 12، معادله های 8 تا 10 در مقیاس سختي 

به صورت زیر به دست مي آیند:
1 1

2
0

1

2 1d , d ,
3 2

1 d .
3

T

T

ξ

ξ

ξ ξ ϑ ξ
γ

γ ξ ξ
γ ξ

Ω + Ω+Ψ = Ω Ω =

  ∂Ω ∂ ∂Ω
Ψ = − + Ω−  ∂ ∂ ∂  

∫ ∫

∫



 

 )22(

( )2
2

1= 1 2 3 .
3

γϑ γ ξ ϑ ϑγ ϑ
ξ γϑ γ ϑ ξ

 ∂   ∂Π ∂ ∂
 + + − − −  ∂ ∂ ∂ ∂   Ω 

 
 

   )23(

( ) { }( ) ( ) 1 21 1 2

1
, L , , lim 1 .t t

ξ
ξ ξ ξ γ−− −

→
Ω = Π − Ω =  )24(

با جایگذاري رابطه 21 در معادله های 22 تا 24 و مرتب کردن 
( سختي  مقیاس  در    و  ، ،1 ضرایب  اساس  بر  آن ها 

( داریم: kG 1=

 : [0,0]( )f ξ ترم گرانروي-ماند صفر

( ) { }( ) ( )

1 1
[0,0]2

[0,0] [0,0] [0,0] [0,0] [0,0] [0,0]
0

1 21 1 2
[0,0] [0,0] [0,0] [0,0]1

21: d 0, 2 d , 0,
3

L , lim 1 .

ξ

ξ

ξ ξ ϑ γ ξ
ξ

ξ ξ ξ γ

−

−− −

→

∂Π
Ω + Ω −Ω = = Ω =

∂

Ω = Π − Ω =

∫ ∫
 )25(

 : [1,0]( )f ξ ترم اول گرانروي کوچک و ماند صفر

( ) { }( ) ( )

1

[1,0] [1,0] [1,0] [0,0] [0,0] [1,0]

1
[1,0] [0,0]3

[1,0] [0,0] [1,0] 2
[0,0]0

1 21 3 2
[1,0] [1,0] [1,0] [1,0] [0,0]1

2: d ,
3

d , ,

1L , lim 1 .
2

ξ

ξ

ξ ξ ϑ ϑ

ϑ
γ γ ξ

ξ

ξ ξ ξ γ γ−− −

→

Ω + Ω =Ω +Ω

∂Π
= − Ω =

∂ Ω

Ω = Π − Ω = −

∫

∫



 

)26(

 : [0,1]( )f ξ ترم اول گرانروي صفر و ماند کوچک

( )

1 1
[0,1]

[0,0] [0,0] [0,1] [0,1] [0,0] [0,0] [0,1]
[0,0]

1
[0,1] [0,0]3 2

[0,1] [0,0] [0,1] [0,0] [0,0]
[0,0]0

1
[0,1] [0,1

2 2: 2 d d 3
3 3 3

1d , 1 2 3
3

L

ξ ξ

γ
ξ ξ ξ ϑ ξ ϑ

γ

ϑξγ γ ξ γ ϑ
ξ ϑ ξ

ξ −

   − Ω + Ω + Ω − Ω + − Ω       
  ∂Π ∂

= − Ω = + −   ∂ ∂   

Ω = Π

∫ ∫

∫



{ }( ) ( ) 1 2 3 2
] [0,1] [0,1] [0,0]1

1, lim 1 .
2ξ

ξ ξ γ γ− −

→
− Ω = −

 )27(

: [1,1]( )f ξ ترم اندرکنش مرتبه ي اول

1  Fluid Viscosity And Inertia Interaction (FVII)

( )
1

[0,0] [0,0] [1,1] [0,0] [0,1] [1,0]2
[0,0]

1 1
[0,1]

[1,0] [1,0] [1,1] [1,1]
[0,0]

[1,1] [0,0] [0,0] [1,1] [1,0] [1,0] [0,1] [0,1]

:

1 2 d
3

2 22 d d
3 3 3

0

ξ

ξ ξ

ξ ξ γ γ γ γ
γ

γ
ξ ξ ξ ξ

γ

ϑ ϑ ϑ ϑ

 
Ω + Ω −  

 
 

+ Ω + Ω − Ω − Ω  
 

+ Ω + Ω + Ω + Ω =

∫

∫ ∫



 

)28(

1
[1,0] [0,1] 3

[1,1] [0,0] [1,1]
[0,0] 0

3
d ,

γ γ
γ γ ξ

γ
= − Ω∫

( )

( )

2
[1,1] [0,0] [1,0] [0,0]

[0,1] [0,0] [0,0] [0,1] [0,0] [1,0]3
[0,0]

[0,0]
[0,0] [1,0] [0,0] [0,0]

1 2 2 3 1 3
3

2 2 3 .
3

γ ϑ ϑ
ϑ ϑ ξ ϑ ϑ

ξ ξ ξ

ϑ
γ γ ξ ϑ ϑ

ξ

   ∂Π ∂ ∂
 = − Ω + Ω + − + −    ∂ Ω ∂ ∂    

 ∂
+ − +  ∂ 

( ) { }( ) ( ) 1 21 5 2 3 2
[1,1] [1,1] [1,1] [1,0] [0,1] [0,0] [1,1] [0,0]1

3 1L , lim 1 .
4 2ξ

ξ ξ ξ γ γ γ γ γ−− − −

→
Ω = Π − Ω = −

از آوردن آن در  بالاتر  به دلیل حجیم بودن معادله های ترم های 
اینجا خوداری شده است. دسته معادله های انتگرالي-دیفرانسیلي فوق 
به صورت متوالي از رابطه 25 تا 28 حل مي شوند. براي مختصرسازي 
نیز صرف نظر  آن ها  روند حل  و  جزئیات  آوردن  از  مجددا  اینجا  در 

شده است.

( )11 3
1 3 2

[0,0] [0,0] [0,0] [0,0] 2 32

cos1 1 1 21 , , , .
2 8 6 2 1

ξππ ξ ϑ ξ γ
πξ

−

Ω = − Π = = + =
−

  )29(

( )
1

2
[1,0] 2 3 2

8 1 3 cosln 4 1 ,
3 24 4 1

ξ ξξ
π ξ

− 
 Π = + − −
 − 

  )30(

( )

2

2

1 1
2

1 2
[1,0] 2 3 1 1

2

[1,0] 5 3

1 18 5 32 4 sin ln 2 1 ln ,
3 6 2

1 1

32 1 6ln 2
9

ξ

ξ

ξ
π ξ ξ ξ

π
ξ

γ
π

+ −

−

− −

  
+ −    Ω = − − − − −       − −  

+
= −

 )31(( )( )22 12 2 1 2

[0,1] 4 3 22

2

[0,1] 7 3

1 2 cos1 5 6 cos 21 13
6 4 3 1 361

24 172
27

ξ ξπ ξ ξ ξ π
π ξξ

πγ
π

−− + − Π = + + − −
 −− 
−

=

به ترتیب ترم گرانروي-  [0,1]( )f ξ و   [1,0]( )f ξ  ، [0,0]( )f ξ ترم هاي 
ماند صفر، ترم گرانروي  کوچک و ماند صفر و ترم گرانروي صفر و ماند 
کوچک هستند که در مرجع ]8[ به تفسیر در مورد حل آن ها بحث 
و بررسي شده است. براي تعیین ضرایب ترم هاي بالاتر از بسط 21، 
این ترم ها  ، محاسبه  [1,1]( )f ξ و  m,n 2≥ براي مقادیر  به طور مثال 
به دلیل برخورد با انتگرال هاي تکینه، به روش تحلیلي بسیار پیچیده 
و غیرممکن به نظر مي رسد؛ بنابراین در اینجا این انتگرال ها به روش 
محاسبه   Mathematica نرم افزار  با  شده  نوشته  کد  کمک  با  عددي 
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تکنیک  از  انتگرال  از  تابع حاصل  تعیین  براي  و سپس  خواهند شد 
میزان  ترم ها،  این  تعیین  با  درنهایت  مي شود.  استفاده  درون یابي1 
بازشدگي، طول رشد و فشار بر روي ترک تعیین مي شود. به طور مثال 

بازشدگي مقیاس شده از رابطه زیر تعیین مي شود:

m n m n
[m,n] [m,n]

m=0 n=0 m=0 n=0
( ) ( )  ξ ξ γ

∞ ∞ ∞ ∞

Ω = Ω ×∑∑ ∑∑      )32(

4- نتایج و بحث
اندرکنش  با در نظرگرفتن  این پژوهش، راه حل کلي مسئله  در 
بین فراسنج هاي ماند و گرانروي در مقیاس سختي ارائه شد؛ بنابراین 
اگر یکي از فراسنج هاي ماند و یا گرانروي صفر در نظر گرفته شود؛ 
آنگاه هیچ اندرکنشي بین فراسنج ها وجود ندارد و راه حل مسئله در 
این تحقیق منجر به حل ارائه شده در مرجع گاراگاش ]46[ مي شود. 

نتایح تفسیري این پژوهش به شرح زیر است:

4-1- ضریب طول نیم ترک مقیاس شده
براي   m و  n مقادیر از  مختلفي  ترم هاي  برحسب  نتایج   
شده است.  آورده   2 جدول  در  شده  مقیاس  ترک  نیم  طول  ضریب 
هم چنین شکل 2 کنتور طول مقیاس شده بر حسب مقادیر مختلف 
فراسنج هاي گرانروي و ماند را نشان مي دهد. از این شکل مي توان 

1  interpolation

نتیجه گرفت که میزان طول ترک  در مقادیر کوچک تري از فراسنج 
.1 افزایش مي یابد  گرانروي با افزایش فراسنج ماند  با شرط 
0.0275 تقریبا تغییرات ناچیز است. براي حالت مقادیر  و براي
ترک  طول  میزان  ماند  فراسنج  افزایش  با   0.0275>. بزرگتر 

2 
 

)ضرايب محاسبه شده از ترم   .2جدول  )O m n,  ، m,n .[m,n]از نيمه طول مقياس شده  21،در معادله →5,...,0,1
 

54321*0[m,n] n m →


-316161.6114003.9014-671.978337.000424-2.7219490.932388*0
70106.286-2568.930996.305350-3.7624560.1662141

-8299.6375244.664597-6.7540690.1540282
-24695.875605.444023-13.0010690.20066053

-25.9240570.30529974
0.50283415

 .استشدهمحاسبه  [8] اين مقادير در مرجع  

.
[m,n]γ ،در معادله 21 از نيمه طول مقياس شده { }m,n 0,1,...,5→  ، ( )O m n,  جدول 2.  ضرایب محاسبه شده از ترم 

 Table 2. Numerical values of coefficients of the ( )O m n,   terms ( { }m,n 0,1,...,5→ ) in the expansion [Eq. (21)] of crack

half-length [ , ]m nγ

 
 هاي گرانروي و ماند ادير مختلفي از فراسنجمقياس شده بر حسب مق  ترک کنتور طول  .2شکل 

  

از  مختلفي  مقادیر  حسب  بر  شده  مقياس  ترک  طول  کنتور    .2 شکل 
فراسنج هاي گرانروي و ماند

Fig. 2. contour of the crack half-length in terms of different 
values of viscosity and inertia parameters
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حالت کاهشي دارد.
، بر حسب مقادیر  γ شکل 3، روند تغییرات ضریب طول نیم ترک، 
و   ، { }0, 0.01,0.02, 0.03, 0.04, 0.05= گرانروي،  از  مختلفي 
اندرکنش  اثر  نظرگرفتن  در  با   ، { }0, 0.1,0.2,0.3,0.4, 0.5= ماند،
این شکل،  به  توجه  با  نشان مي دهد.  را  فراسنج هاي ذکر شده  بین 
و  مي یابد  کاهش  گرانروي  افزایش  با  شده  مقیاس  ترک  نیم  طول 
روند کاهشي با افزایش فراسنج ماند شدت مي یابد. به عبارت دیگر با 
γ افزایش مي یابد. در مقادیر  − افزایش شیب تغییرات نمودار
بزرگتري از گرانروي، افزایش فراسنج ماند منجر به کاهش طول نیم 
ترک مقیاس شده مي شود. از طرف دیگر، اثر کاهنده فراسنج گرانروي 
که  گرفت  نتیجه  مي توان  بنابراین  است؛  ماند  افزاینده  اثر  از  بیشتر 
اثرات گرانروي سیال در فرآیند تزریق شکست هیدرولیکي بیشتر از 

اثرات فراسنج ماند با فرض جریان آرام مي باشد. اگرچه نادیده گرفتن 
اثرات ماند حتي مي تواند در شرایط خاصي خطایي معادل 300% به 

تحلیل مسئله وارد کند.
، بر حسب فراسنج  γ شکل 4، ضریب طول نیم ترک مقیاس شده، 
 ، { }m,n 0,1,...,3→  ، ( )O m n,  مختلف  تقریب  درجه  با  ماند 
در مقادیر مختلفي از فراسنج هاي گرانروي و ماند را نشان مي دهد. 
همان طور که مي بیند، ضریب طول نیم ترک مقیاس شده در تقریب 
مرتبه صفر به صورت ثابت است و فراسنج ها هیچ گونه اثري بر روي 
میزان رشد نخواهد گذاشت. ترم هاي بالاتر اثرات این فراسنج ها را در 

نظر مي گیرند.
در  با   ، γ شده،  مقیاس  طول  ضریب  بین  مقایسه اي   ،5 شکل 
اثر ]8[ در  اندرکنشي )این پژوهش( و بدون این  اثر ترم  نظرگرفتن 

اثر  با در نظرگيري    ، ، ،  و ماند  ، ، بر حسب مقادیر مختلفي از فراسنج ها گرانروي  γ شکل 3. روند تغييرات ضریب طول نيم ترک مقياس شده،
اندرکنشي

Fig. 3. Variation of dimensionless crack half-length, γ , versus dimensionless viscosity,   and inertia parameter, 
,considering cross term.
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، در مقادیر مختلفي از فراسنج هاي  { }m,n 0,1,...,3→  ، ( )O m n,  ، بر حسب فراسنج ماند با درجه تقریب مختلف  γ شکل 4. ضریب طول نيم ترک مقياس شده ،
گرانروي و ماند اشاره شده در گراف

Fig. 4. Variation of dimensionless crack half-length, γ , versus inertia parameter,  , and dimensionless viscosity,   with 

various order approximation of ( )O m n,  , { }m,n 0,1,...,3→ .

،  با در نظر گرفتن اثر اندرکنش بين فراسنج هاي گرانروي و ماند )این تحقيق( و بدون اثر اندرکنشي ]8[  در  γ شکل 5. مقایسه طول نيم ترک مقياس شده ،
درجه تقریب مختلف.

Fig. 5. Comparison of dimensionless crack half-length, γ , considering the effect of interaction between viscosity and inertia 
parameters (this study) and without interaction effect[8] in various order approximation.
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درجه تقریب هاي مختلف را نشان مي دهد. در این شکل به خوبي 
از  یکي  افزایش  با  پژوهش  دو  بین  اختلافات  که  است  قابل مشاهده 
فراسنج هاي ماند و یا گرانروي افزایش مي یابد. با توجه به شکل اشاره 
شده، در نظرگرفتن ترم مضروبي باعث برآورد کمتري از طول ترک 
خواهد شد. هم چنین از این شکل قابل استنباط است که با افزایش 

درجه تقریب این اختلافات تا اندازه اي کاهش مي یابد.

4-2- فشار خالص مقیاس شده سیال بر روی سطوح ترک

0[m,n]Π ترک،  تزریق  نقطه محل  در  فشار خالص سیال  مقادیر 
m در جدول 3 آورده  و  n ، برحسب ترم هاي مختلفي از مقادیر 
شده است. اگرچه این جدول، یک افزایش در مقادیر فشار، با افزایش 
ماندن  کوچک  فرض  بدلیل  ولي  مي دهد  نشان   m و  n درجه 
بسیار  آن ها   m یا و  n مرتبه   توان  ماند،  و  گرانروي  فراسنج هاي 

کوچک هستند و اثرات ترم هاي بالاتر به تناسب کاهش مي یابد.
ترم هاي  صفر،  مرتبه  ترم هاي  به ترتیب،   9 تا   6 شکل های 
 ،Π اندرکنشي از مرتبه اول تا سوم فشار خالص سیال داخل ترک، 

را نشان مي دهد. 
محاسبه ضرایب ترم هاي بالاتر به دلیل پیچیدگي دسته معادله های 
مربوط به ترم هاي اندرکنشي و برخورد با انتگرال هاي تکینه به روش 
روش  به  انتگرال ها  این  اینجا  در  بنابراین  است  غیرممکن  تحلیلي 

عددي محاسبه خواهند شد. ذکر این نکته ضروري است که در روش 
اغتشاش براي تعیین ترم هاي بالاتر نیاز به داشتن تابعي از ترم هاي 
پایین تر جواب ها است، بنابراین براي تعیین تابع حاصل از حل عددي 
انتگرال از تکنیک درونیابي استفاده مي شود و با این روش تابع مراتب 

پایین تر را با درجه اي از تقریب تعیین مي کنیم.
Π، در محل  شکل 10 تغییرات فشار خالص سیال داخل ترک ،
،  و  تزریق بر حسب مقادیر مختلفي از فراسنج هاي گرانروي ،
 ،  را نشان مي دهد. در یک مقدار ثابت از فراسنج ماند ماند ،
با افزایش فراسنج گرانروي، میزان فشار خالص در محل تزریق 
افزایش مي یابد. سیر صعودي با افزایش فراسنج ماند و گرانروي شدت 

مي یابد.
مقدار  یک  در  که  گرفت  نتیجه  مي توان   10 از شکل  هم چنین 
ثابت از فراسنج گرانروي، با افزایش فراسنج ماند، مقادیر فشار در محل 
تزریق هم به صورت افزایشي و هم به صورت کاهشي است. افزایش یا 
کاهش بسته به مقدار فراسنج ها دارد. یعني در مقادیر بزرگتري از این 

فراسنج ها سیر افزایشي است و برعکس.
شکل های 11 و 12به ترتیب فشار خالص مقیاس شده ی سیال بر 
Π، از حل مرتبه سه با فراسنج ماند صفر و گرانروي  روي سطوح ترک،
} و فراسنج گرانروي صفر  }0, 0.01,0.02, 0.03, 0.04= مختلف
، را نشان مي دهد.  { }0, 0.1,0.2,0.4,0.6, 0.8= و ماند مختلف 

3 
 

)ضرايب محاسبه شده از ترم   .3جدول  )O m n,  ، m,n از فشار خالص مقياس شده در محل تزريق   21،در معادله→5,...,0,1
[m,n]0سيال 

54321*00[m,n] n m→




139406.980-6311.3514314.945763-18.9404001.7752190.183074*0
1332.36190-53.4573292.444367-0.1954641
5149.03324-162.320595.050932-0.14418162
19077.1239-495.6076111.617935-0.2051193

-0.38155194
-0.8167535

 . استشدهمحاسبه   [8]اين مقادير در مرجع  

0[m,n]Π ،در معادله21 از فشار خالص مقياس شده در محل تزریق سيال { }m,n 0,1,...,5→  ، ( )O m n,  جدول 3. ضرایب محاسبه شده از ترم 

 Table 3. Numerical values of coefficients of the ( )O m n,   terms ( { }m,n 0,1,...,5→ ) in the expansion [Eq. (21)] of net

pressure 0[m,n]Π  at the inlet.
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.Π شکل 6. ترم هاي مرتبه صفرو بدون ماند مرتبه هاي اول تا پنجم فشار خالص سيال داخل ترک، 
Fig. 6. Zero- to the fifth-order terms of net-pressure,Π , the inside of crack for zero- inertia

.Π شکل 7. ترم هاي مرتبه صفرو بدون گرانروي مرتبه هاي اول تا پنجم فشار خالص سيال داخل ترک، 
Fig. 7. Zero- to the fifth-order (zero-viscosity) terms of net-pressure,Π , the inside of crack

.Π شکل 8. ترم هاي اندرکنشي مرتبه اول و دوم فشار خالص سيال داخل ترک، 
Fig. 8. First and second order Cross terms of net-pressure,Π , the inside of crack
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نتایج این شکل ها نیز در مرجع ]8[ نیز آورده شده است. از آنجایي 
بین  اندرکنشي  بنابراین  شد،  نظرگرفته  در  فراسنج صفر  دو  از  یکي 
فراسنج ها وجود ندارد به عبارت دیگر تمام ضرایب ترم هاي اندرکنش 

برابر با صفر است.
با توجه به شکل 11، فشار خالص در جهت رشد ترک در حالت 
،  کاهش مي یابد.  0= یک سیال با گرانروي  ناچیز و بدون ماند، 
با ماند پایین روند فشار  در صورتي که در یک سیال غیرگرانروي و 
با  مطابق  اثر  این  بود )شکل 12(.  افزایشي خواهد  به صورت  خالص 

قاعده برنولي قابل توجیه است ]41[.
در نظرگرفتن اثر توام فراسنج هاي ماند و گرانروي به طور معمول 

فشار-مکان  منحني  روند  در  بیشینه  مقدار  یک  که  مي شود  باعث 
افزایش  با   ،13 شکل  با  مطابق   .)14 13و  بیاید )شکل های  به وجود 
ثابت  ماند  یک  در  تزریق  محل  و  نوک  فشار  بین  اختلاف  گرانروي 

افزایش مي یابد.
موجب  گرانروي  از  کوچک تري  مقادیر  در  ماند  فراسنج  افزایش 
کاهش فشار در اطراف محل تزریق و میانه ترک و افزایش فشار در 
≈0.03 از روند  اطراف نوک ترک مي شود، و در نواحي گرانروي 
خاصي پیروي نمي کند در حالیکه با افزایش تدریجي گرانروي مثلا 
≈0.04 میزان فشار در محل تزریق افزایش و در نواحي نوک  در 
 و  ترک کاهش مي یابد. این نتایج به دلیل وجود ترم اندرکنشي 

.Π شکل 9.  ترم هاي اندرکنشي مرتبه سوم فشار خالص سيال داخل ترک، 
Fig. 9. Third order Cross terms of net-pressure,Π , the inside of crack

. ،  و ماند ، Π، در محل تزریق بر حسب مقادیر مختلفي از فراسنج هاي گرانروي ، شکل 10. تغييرات فشار خالص سيال داخل ترک ، 

Fig. 10. Dependence of dimensionless net pressure,Π ,   at the inlet on the dimensionless viscosity  , and inertia  .
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 است که مسلما توصیف مکانیسم اندرکنش بین این دو فراسنج 
کار بسیار پیچیده به نظر مي رسد و مستلزم پژوهش هاي بیشتر و 

انجام تست هاي آزمایشگاهي با این نگرش است.
4-3- بازشدگي مقیاس شده ترک

به طور مشابه، مقادیر بازشدگي مقیاس شده در نقطه محل تزریق 
در جدول  m و n ، برحسب ترم هاي مختلفي از مقادیر  (0)Ω ترک،
4 آورده شده است. همانطور که مشاهده مي شود، فرآیند مشابه اي 
همانند ترم هاي فشار، در مقادیر بازشدگي مقیاس شده در نقطه محل 

m این مقادیر، و n تزریق ترک وجود دارد. یعني با افزایش درجه 
، افزایش مي یابد، ولي در نهایت اثرات ترم هاي بالاتر به دلیل  (0)Ω

 کاهش مي یابد. کوچک فرض کردن فراسنج هاي و
شکل های 15و 16مقایسه اي بین بازشدگي مقیاس شده مجدد،
اثر  گرفتن  نظر  در  با   ،Π ، ترک  داخل  سیال  خالص  فشار  و   ،Ω
بدون  و  پژوهش(  )این  ماند  و  گرانروي  فراسنج هاي  بین  اندرکنش 
) ]8[ را نشان مي دهد. افزایش  )O ,  اثر اندرکنشي از مرتبه اول
فراسنج ها منجر به افزایش اختلافات بین دو پژوهش خواهد شد. در 

. =0 بر حسب مقادیر مختلفي از فراسنج ها گرانروي ، Π، بي ماند  شکل 11. فشار خالص سيال داخل ترک ،

Fig. 11. (Constant injection rate, zero inertia) Net-pressure,Π , the inside of crack for various values of .

. =0 بر حسب مقادیر مختلفي از فراسنج ماند ، Π، بي گرانروي شکل 12.  فشار خالص سيال داخل ترک،

Fig. 12. (Constant injection rate, zero viscosity) Net-pressure,Π , the inside of crack for various values of .
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،  با  { }0.1,0.3,0.5,0.8= ،  در فراسنج ماند، Π، بر حسب مقادیر مختلفي از فراسنج گرانروي ، شکل 13. روند تغييرات فشار خالص سيال داخل ترک ،

( )3 3O ,  در نظرگيري اثر اندرکنشي تا مرتبه

Fig. 13. The trend of net fluid pressure,Π , for various values of   and in terms of various values of the viscosity parameter,

{ }0.1,0.3,0.5,0.8= , with considering FVII with third order ( )3 3O , 

 ، { }0.01,0.02,0.03,0.04= ، در فراسنج گرانروي، Π، بر حسب مقادیر مختلفي از فراسنج ماند ، شکل 14. روند تغييرات فشار خالص سيال داخل ترک،
. ( )3 3O ,  با درنظرگيري اثر اندرکنشي تا مرتبه 

Fig. 14. The trend of net fluid pressure,Π , for various values of   and in terms of various values of the viscosity parameter

{ }0.01,0.02,0.03,0.04= , with considering FVII with third order ( )3 3O , 
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 Ω نظر گرفتن اثر توام باعث افزایش میزان بازشدگي مقیاس شده مجدد
γ مي شود و به عبارت دیگر ممکن است اختلافات  و کاهش طول ترک 

Ω کاهش یابد. = γΩ بین نتایج در مورد بازشدگي مقیاس شده 
ترم هاي  صفر،  مرتبه  ترم هاي  به ترتیب،   20 تا   17 شکل های 
اندرکنشي از مرتبه اول تا سوم بازشدگي مقیاس شده مجدد ترک،

Ω، را نشان مي دهد. در تمام این ترم ها شرط مرزي در نوک ترک 
شده است.  ارضا  است(  صفر  با  برابر  نقطه  آن  در  بازشدگي  )میزان 
در  حاکم  معادله های  پیوسته  حل  با  ترم هاي  این  ضرایب  محاسبه 
حالت مقیاس شده از روش اغتشاش اصلاح شده تعیین شده است. این 
نکته قابل ذکر است که ترم هاي ماند صفر و یا گرانروي صفر توسط 

4 
 

)ضرايب محاسبه شده از ترم  .4جدول   )O m n,  ، m,n 0,1,..., از بازشدگي مقياس شده در محل تزريق   21،در معادله →4
ال سي

0[m,n]

54321*00[m,n] n m→




330867.704-15226.980778.621299-48.7218025.0517510.732296*0
2788.58618-111.898415.009004-0.3764641
9383.14194-295.633149.143605-0.2591422
29999.3845-781.4422018.348883-0.3245253

-0.5171324
-0.9368195

. استشدهمحاسبه   [8]اين مقادير در مرجع  

0[m,n]Ω ،در معادله 21 از بازشدگي مقياس شده در محل تزریق سيال { }m,n 0,1,..., 4→  ، ( )O m n,  جدول 4. ضرایب محاسبه شده از ترم 

 Table 4. Numerical values of coefficients of the ( )O m n,   terms ( { }m,n 0,1,...,5→ ) in the expansion [Eq. (21)] of

normalized opening 
0[m,n]Ω  at the inlet.

Ω، با در نظر گرفتن اثر اندرکنش بين فراسنج های گرانروي و ماند )این تحقيق( و بدون اثر اندرکنشي از  شکل 15.  مقایسه بازشدگي مقياس شده مجدد،
.]8[ ( )O ,  مرتبه اول

 Fig. 15. Comparison of normalized opening, Ω , considering the effect of interaction between viscosity and inertia parameters
(this study) and without interaction effect[8].
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Π، با در نظر گرفتن اثر اندرکنش بين فراسنج هاي گرانروي و ماند )این تحقيق( و بدون اثر اندرکنشي از  شکل 16. مقایسه فشار خالص سيال داخل ترک ،
.]8[ ( )O ,  مرتبه اول

 Fig. 16. Comparison of net fluid pressure, Π , considering the interaction effect between the viscosity and inertia parameters
(this study) and without interaction term[8].

،Ω شکل 17. ترم هاي مرتبه صفرو بدون ماند مرتبه هاي اول تا پنجم بازشدگي مقياس شده مجدد،

Fig. 17. Zero- to the fifth-order terms of normalized opening, Ω , for zero- inertia

گاراگاش ]8[ تعیین شده است. در این تحقیق ترم هاي اندرکنشي نیز 
برآورد شده است که در ادامه به چگونگي اثر بخشي این ترم ها بر روي 

میزان بازشدگي از لحاظ کیفي و کمي پرداخته مي شود.
تزریق  محل  در   ،Ω = γΩ ترک،  بازشدگي  تغییرات   21 شکل 
ماند، و    ، گرانروي، فراسنج هاي  از  مختلفي  مقادیر  حسب  بر 
از فراسنج گرانروي ثابت  ، را نشان مي دهد. در یک مقدار 

، میزان بازشدگي در محل تزریق کاهش  ، با افزایش فراسنج ماند
از  ثابت  مقدار  یک  در  که  گرفت  نتیجه  مي توان  هم چنین  مي یابد. 

، با افزایش فراسنج گرانروي، مقادیر بازشدگي در  فراسنج ماند
محل تزریق هم به صورت افزایشي و هم کاهشي است.

نتایج شکل های 22 و23 در مرجع ]8[ آورده شده است. به طورکلي 
افزایش گرانروي سیال موجب افزایش بازشدگي و کاهش میزان رشد 
)مطابق با شکل 3( با فرض ماند صفر خواهد شد. همان طور که اشاره 
شد، مطابق با شکل 12 افزایش ماند سیال میزان فشار خالص سیال 
در محل تزریق کاهش و در حوالي نوک ترک افزایش مي یابد. سطوح 
از  شد.  خواهند  ناحیه  آن  در  بازشدگي  افزایش  باعث  ترک  پرفشار 
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طرفي محدودیت شرایط مرزي در نوک ترک وجود دارد و نهایتا ترک 
دنبلي شکل درخواهد  به صورت  ماند  فراسنج  از  بزرگتري  مقادیر  در 
آمد )مطابق با شکل 23(. مسلما، در عملیات شکست هیدرولیکي در 
مرحله تزریق در نظر نگرفتن اثرات ماند مي تواند خطاي چشم گیري 

را وارد کند. این خطاها با افزایش فراسنج ماند، افزایش مي یابد.
Ω = γΩ ترک،  شدة  مقیاس  بازشدگي  میزان   24 شکل 

ماند  از  مختلفي  مقادیر  به ازاي  سه  مرتبه  حل  از   ،
گرانروي و  { }0, 0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6, 0.8=

، را با در نظر گرفتن اثر توام دو  { }0, 0.01,0.02, 0.03, 0.04=

فراسنج نشان مي دهد. همان طور که اشاره شد افزایش ماند در سیال 
بدون گرانروي باعث دنبلي شدن شکل ترک خواهد شد که با افزایش 

گرانروي ترک از دنبلي شکل شدن خارج مي شود.
5- نتيجه گيری

در  ماند  و  گرانروي  فراسنج هاي  اندرکنش  اثر  پژوهش  این  در 
سنگ هاي  در  ترک  داخلي  سیال  فشار  و  بازشدگي  انتشار،  میزان 
ماند و   گرانروي فراسنج هاي  از  مختلفي  مقادیر  براي  شکننده 

.Ω شکل 18. ترم هاي مرتبه صفر و بدون گرانروي مرتبه هاي اول تا پنجم بازشدگي مقياس شده مجدد،

Fig. 18. Zero- to the fifth-order terms of normalized opening, Ω , forzero- viscosity

.Ω شکل 19. ترم هاي اندرکنشي مرتبه اول و دوم بازشدگي مقياس شده مجدد،

Fig. 19. First and second order cross terms of normalized opening, Ω  in expansion solution.
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. ،  و ماند ، Ω، در محل تزریق بر حسب مقادیر مختلفي از فراسنج هاي گرانروي ، = γΩ شکل 21. تغييرات بازشدگي ترک، 

Fig. 21. Variation of opening, Ω = γΩ    at the inlet verses the dimensionless viscosity  , and inertia  .

. =0 بر حسب مقادیر مختلفي از فراسنج های گرانروي ، Ω، بدون ماند = γΩ شکل 22. بازشدگي ترک،

Fig. 22. Opening, Ω = γΩ  , for various values of   with zero-inertia, 0= .

.Ω شکل 20. ترم هاي اندرکنشي مرتبه سوم بازشدگي مقياس شده مجدد،

Fig. 20. Third order cross terms of normalized opening, Ω  in expansion solution.
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. =0 بر حسب مقادیر مختلفي از فراسنج ماند، Ω، بي گرانروي  = γΩ شکل 23. بازشدگي ترک، 

Fig. 23. Opening, Ω = γΩ  , for various values of  , with zero-viscosity, 0= .

 براي ترک دو بعدي KGD در مقیاس سختي با استفاده از روش 
زیر  به صورت  آن  نتایج  بررسي شد.  اغتشاش گسترش یافته  تحلیلي 

خلاصه مي شود:
مي یابد  کاهش  گرانروي  افزایش  با  ترک  نیم  الف( ضریب طول 
مقادیر  در  مي یابد.  شدت  ماند  فراسنج  افزایش  با  کاهشي  روند  و 
بزرگتري از گرانروي، افزایش فراسنج ماند منجر به کاهش طول نیم 
ترک مي شود. از طرف دیگر، اثر کاهنده فراسنج گرانروي بیشتر از اثر 
افزاینده ماند است؛ بنابراین مي توان نتیجه گرفت که اثرات گرانروي 
اثرات فراسنج  از  بیشتر  تزریق شکست هیدرولیکي  فرآیند  سیال در 
ماند با فرض جریان آرام مي باشد. مسلما، در نظرنگرفتن اثرات ماند 
مي تواند خطاي چشم گیري را وارد کند. این خطاها با افزایش فراسنج 
ماند، افزایش مي یابد و ممکن است به 300% نیز برسد. بنابراین این 

مورد مي تواند اهمیت این پژوهش را به خوبي نشان دهد.
فراسنج  افزایش  با   ، ماند فراسنج  از  ثابت  مقدار  یک  در  ب( 
مي یابد.  افزایش  تزریق  محل  در  خالص  فشار  میزان   ،گرانروي
مي یابد.  شدت  گرانروي  و  ماند  فراسنج  افزایش  با  صعودي  سیر 
فراسنج  از  ثابت  مقدار  یک  در  که  گرفت  نتیجه  مي توان  همچنین 
هم  تزریق  محل  در  فشار  مقادیر  ماند،  فراسنج  افزایش  با  گرانروي، 
به صورت افزایشي و هم کاهشي است. افزایش یا کاهش بستگي به 

مقدار فراسنج ها دارد.
با  سیال  یک  حالت  در  ترک  رشد  جهت  در  خالص  فشار  ج( 

، کاهش مي یابد. در صورتي که  0= گرانروي ناچیز و بدون ماند، 
در یک سیال غیرگرانروي و با ماند پایین روند فشار خالص به صورت 
افزایشي خواهد بود. این اثر مطابق با قاعده برنولي قابل توجیه است. در 
نظرگرفتن اثر توام فراسنج هاي ماند و گرانروي به طور معمول باعث 
بوجود  فشار-مکان  منحني  روند  در  بیشینه  مقدار  یک  که  مي شود 
بیاید. با افزایش گرانروي اختلاف بین فشار نوک و محل تزریق در یک 

ماند ثابت افزایش مي یابد.
د( در یک مقدار ثابت از فراسنج گرانروي، با افزایش فراسنج 
بازشدگي در محل تزریق کاهش مي یابد. همچنین  ، میزان  ماند
، با  مي توان نتیجه گرفت که در یک مقدار ثابت از فراسنج ماند
افزایش فراسنج گرانروي، مقادیر میزان بازشدگي در محل تزریق 

هم به صورت افزایشي و هم کاهشي است.
تزریق  افزایش ماند سیال میزان فشار خالص سیال در محل  ه( 
کاهش و در حوالي نوک ترک افزایش مي یابد. سطوح پرفشار ترک 
باعث افزایش بازشدگي در آن ناحیه خواهند شد. از طرفي محدودیت 
مقادیر  در  ترک  درنهایت  و  دارد  وجود  ترک  نوک  در  مرزي  شرایط 
بزرگتري از فراسنج ماند به صورت دنبلي شکل درخواهد آمد. افزایش 
ترک خواهد  دنبلي شدن شکل  باعث  گرانروي  بدون  در سیال  ماند 
شد که با افزایش گرانروي ترک از دنبلي شکل شدن خارج مي شود.

دیگر  توام  اثرات  مي توان  بخش،  این  در  پژوهش  ادامه  براي 
فراسنج ها هم چون چقرمگي و ماند را در رژیم گرانروي بررسي کرد. 
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هم چنین در نظر گرفتن اثرات نشت و یا عقب افتادگي سیال از نوک 
در کنار اثرات اندرکنش فراسنج ها چقرمگي، گرانروي و ماند مي تواند 

به عنوان یک موضوع پژوهشي مطرح شود.

6- تقدیر و تشکر
گاراگاش  دمیتري  پروفسور  ارزنده  راهنمایي هاي  از  نویسندگان 
فرصت  دوره  در  کانادا   Dalhousie دانشگاه  از   )Dmitry Garagash(

مطالعاتي براي واضح تر شدن روند این پژوهش سپاسگزارند.
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