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An investigation of meso-scale crack propagation process in concrete beams using 
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ABSTRACT: The current research seeks to investigate a novel method for reducing the computational 
costs of concrete modeling in the meso-scale. Two separate scales, macro and meso, were used to 
evaluate concrete behavior. As the stress distribution at the macro scale can be a good indicator to 
determine the crack critical zones (onset and growth of crack), the numerical model is analyzed at the 
macro scale using the extended finite element method (XFEM), and then, critical zones are specified 
in each step using macro-optimization. Afterward, the sum of the zones is modeled in the main model 
at the meso-scale. At the meso-scale, the three parts of aggregate are modeled with linear behavior, and 
cement mortar and transfer zone with nonlinear behavior. Aggregates are distributed in cement mortar 
by a random algorithm and Fuller curve in a circular shape. For meso-scale discretization, the piecemeal 
discretization method was used, considering the adhesive zone for all elements. Using this method, 
crack onset and growth are properly modeled. To validate this method, two numerical examples were 
examined in 2D. The numerical analysis results were in perfect agreement with the laboratory results, 
and the volume of the calculations was reduced by an average of 35% while maintaining accuracy.
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1- Introduction
The structure of concrete at the meso-scale plays a critical 

role in the onset and spread of cracks. Due to the great impact 
of the internal structure of heterogeneous materials on their 
mechanical behavior, various models for concrete behavior 
at the meso-scale have been proposed nowadays with the 
help of numerical calculation methods [1-4]. Different 
algorithms have been established to produce aggregate 
shape and location [5]. Various algorithms are proposed 
for optimization methods. One of these algorithms is to 
minimize von Mises stress or to maximize stiffness in the 
studied structure under applied restrictions [6]. In the current 
research, as meso-scale analysis is computationally highly 
expensive, some parts of the structure that are prone to crack 
growth (critical zones) are identified at the macro scale using 
topology optimization algorithm and XFEM. Critical zones 
are modeled at the meso-scale and other zones at the macro 
scale.

2- Methodology
To model a numerical sample on a meso-scale using 

topology optimization, the following steps must be pursued:  
(a) Numerical sample modeling on macro-scale using 

macro discretization and solution via XFEM. (b) Save the 
stress and strain results of each step relevant to the previous 
stage. These results are entered as input (initial stress and 

initial strain) in the optimization model, and the numerical 
model is analyzed under topology optimization. (c) Save all 
the results of topology optimization analysis and extraction 
of the whole material (critical stress levels) required in 
each step, taking into account crack propagation. (d) Meso-
scale modeling using the results of topology optimization. 
In this stage, the areas required for topology optimization 
are modeled as meso and the rest of the areas as macro. (e) 
Distribution of aggregates at meso-scale, design of fractional 
discretization, numerical model analysis and comparison of 
numerical model results using topology optimization, and 
modeling of the whole numerical sample at meso-scale. It 
should be noted that FEM and XFEM available in Ansys 
software were used in the present study, and the topology 
optimization part was coded with Fortran language and 
added in the form of macro to Ansys software to be able to 
specify the required parts using the results of the XFEM at 
each step. In addition, the discretization part was produced 
by coding in Fortran programming language.

3- Results and Numerical examples 
(a) Crack propagation in concrete beam under three-

point bending 
In this example, crack propagation in the concrete beam 

was investigated in 2D using topology optimization. Two 
samples of the beam in question were experimentally tested 
by Skarzianski et al. [7]. To compare the results, the numerical 
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model that was fully modeled on the meso-scale was 
designated as Model 1 (Direct Meso-scale), and the numerical 
model that was modeled using numerical optimization on the 
meso-scale was designated model 2 (Adaptive Meso-scale).

(b) Crack propagation in concrete beam under four-
point bending

In this example, crack propagation in concrete beams under 
four-point bending was investigated in 2D using topological 
optimization. Two examples of this beam were tested in the 
laboratory by Galvez et al. [8]. 
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Figure 1. (a) Crack propagation in DM numerical model, 
(b) Crack propagation in AM numerical model, (c) Force-

CMOD 

(b) Crack propagation in concrete beam under four-
point bending 

In this example, crack propagation in concrete 
beams under four-point bending was investigated in 2D 

Fig. 1. (a) Crack propagation in DM numerical model, (b) Crack 
propagation in AM numerical model, (c) Force-CMOD
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A numerical method for concrete beams modeling at meso-

scale was presented. This method works on two separate 
scales, macro and meso. The model was first analyzed at the 
macro scale using the XFEM, and the results of crack analysis 

 

using topological optimization. Two examples of this 
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Figure 2. (a) Crack propagation in DM numerical model, 
(b) Crack propagation in AM numerical model, (c) Force-

CMOD 
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4. Conclusions 

A numerical method for concrete beams modeling at 
meso-scale was presented. This method works on two 
separate scales, macro and meso. The model was first 
analyzed at the macro scale using the XFEM, and the 
results of crack analysis and growth were stored at each 
step (stress, strain and crack growth); these results were 
entered as input into the macro topology optimization 
using maximum stiffness formulation. Therefore, in 

each step of the macro-scale analysis, the model was 
analyzed using the topology optimization method, and 
critical stress zones were identified. In the current study, 
two numerical samples were modeled in 2D by this 
method on meso-scale. Crack onset and growth in both 
models were in good agreement with laboratory results. 
In general, this method has the following two 
advantages: 

1- Conformity of the general pattern of crack growth 
with laboratory results. 

2- Reduction in computational costs on the meso-scale 

In two numerical samples, thanks to topology 
optimization, the computational cost for three-point 
beam and four-point beam reduced by 32.8% and 
37.3%, respectively, in comparison with the overall 
modeling ratio at the meso-scale. 
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and growth were stored at each step (stress, strain and crack 
growth); these results were entered as input into the macro 
topology optimization using maximum stiffness formulation. 
Therefore, in each step of the macro-scale analysis, the model 
was analyzed using the topology optimization method, and 
critical stress zones were identified. In the current study, two 
numerical samples were modeled in 2D by this method on 
meso-scale. Crack onset and growth in both models were 
in good agreement with laboratory results. In general, this 
method has the following two advantages:

1- Conformity of the general pattern of crack growth with 
laboratory results.

2- Reduction in computational costs on the meso-scale
In two numerical samples, thanks to topology optimization, 

the computational cost for three-point beam and four-
point beam reduced by 32.8% and 37.3%, respectively, in 
comparison with the overall modeling ratio at the meso-
scale.
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بررسی روند گسترش ترک با مقیاس مزو در تیرهای بتنی و استفاده از بهینه سازی توپولوژی 
علی پرمنون، امیرهوشنگ اخویسی*

دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه رازی، کرمانشاه، ایران 

خلاصه: در این بررسی یک روش جدید برای کاهش حجم محاسبات مدل سازی عددی بتن در مقیاس مزو ارائه شده است. برای 
بررسی رفتار بتن از 2 مقیاس جداگانه ماکرو و مزو استفاده شد. با توجه به اینکه توزیع تنش در مقیاس ماکرو می تواند شاخص مناسبی 
برای تعیین مناطق بحرانی ترک )شروع و رشد ترک( باشد، بنابراین در مقیاس ماکرو مدل عددی با استفاده از روش اجزای محدود 
توسعه یافته تحلیل شده و در هر گام با استفاده از ماکروی بهینه سازی مناطق بحرانی مشخص، و سپس مجموع این مناطق در مدل 
اصلی در مقیاس مزو مدل می شوند. در مقیاس مزو 3 بخش، سنگدانه با رفتار خطی، ملات سیمان و ناحیه انتقال با رفتار غیرخطی 
مدل سازی شده است. سنگدانه ها توسط الگوریتم تصادفی و منحنی فولر با شکل دایره ای در ملات سیمان توزیع می شوند. برای 
گسسته سازی در مقیاس مزو از روش گسسته سازی تکه ای با در نظر گرفتن منطقه چسبنده برای تمامی المان ها استفاده شد، با 
استفاده از این روش شروع و رشد ترک به خوبی مدل سازی می شود. برای اطمینان از این روش 2 مثال عددی به صورت 2 بعدی 
بررسی گردید، نتایج تحلیل های عددی تطابق کاملا مناسبی با نتایج آزمایشگاهی داشت و همچنین حجم محاسبات با حفظ دقت به 

طور متوسط 35 درصد کاهش یافت.
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مقدمه- 1
بتن ماده غیرهمگنی است که از سنگدانه درشت )شن(، ریزدانه )ماسه(، 
سیمان و آب ساخته شده  است. امروزه برخی مواد افزودنی برای بهبود رفتار 
بتن نیز در این مخلوط وجود دارد. بنابراین بتن در ساختار خود دارای ناهمگنی 
بسیاری می باشد. مطالعات تحلیلی و تجربی نشان می دهد که رفتار بتن متاثر 
از ریز ساختار آن است، لذا در پیش بینی دقیق تر خواص و رفتار بتن باید آن 
را به صورت یک ماده سه فازه شامل فاز اول خمیر سیمان، فاز دوم سنگدانه 
ها و فاز سوم ناحیه انتقاليITZ( 1( در نظر  گرفت. ناحیه انتقالی، به منطقه 
ارتباط  با سنگدانه در  از بتن گفته مي شود که در آن خمیر سیمان  ضعیفي 
مي باشد. در مقیاس ماکرو2 مجموعه ای از رفتار مکانیکی سنگدانه، ماتریس 
سیمانی و ناحیه انتقالی به عنوان رفتار مکانیکی بتن در نظر گرفته می شود، 
اما در مقیاس مزو3 تاثیر هر عامل در نظر گرفته می شود، بنابراین مدل سازی 

1  Interfacial Transition Zone (ITZ)
2  Macro-scale
3  Meso-scale

در مقیاس مزو می تواند درک صحیح و بهتری از رفتار بتن را نشان دهد. 
ساختار بتن در مقیاس مزو نقش بسیار مهمی در شروع و گسترش ترک 
دارد. از این رو در مدلهای عددی که در آن ها رفتار بتن همگن فرض می 
ماکرو  مقیاس  در  جز  هر  مکانیکی  و  هندسی  مشخصات  بین  رابطه  شود، 
نتایج  از  بیشتری  احتیاط  و  دقت  با  باید  بنابراین  نمی گردد،  تعیین  درست 
تحلیلها در مقیاس ماکرو استفاده شود ]3-1[. با توجه به تاثیر زیاد ساختار 
روش های  کمک  با  امروزه  آن ها،  مکانیکی  رفتار  بر  ناهمگن  مواد  داخلی 
محاسبات عددی مدلهای مختلفی برای رفتار بتن در مقیاس مزو ارائه شده 
یافته  توسعه  مشبک  مدلهای  اساس  بر  مدل  مطالعات  از  برخی  در  است. 
صورت گرفته  است ]4[، که در آن ها مواد پیوسته توسط سیستم گسستهای 
از عناصر )خرپا یا تیر( مدل می شوند. این عناصر امکان تعیین خصوصیات 
کنند.  می  فراهم  را  انتقالی  ناحیه  و  ملات  ماتریس  مانند  جز  هر  مکانیکی 
رویکرد دیگر مبتنی بر مدل سازی به وسیله تعامل ذرات می باشد ]8-5[، این 
مدلها همانند مدلهای مشبک میباشند، که شامل المانهای مجزا هستند، اما 
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 1FEM کالیبره کردن این مدلها بسیار دشوار می باشد. در مدلهای پیوسته
عناصر تشکیل دهنده بتن در مقیاس مزو به صورت مستقیم مدل سازی می 
با  )ترک( تحلیل  ناپیوستگی  این روش در صورت وجود  شوند ]13-9[. در 
مشکل مواجهه می شود، برای حل این مشکل از المان تماسی )گسسته سازی 
تکه ای( ]16-14[، روش اجزای محدود جایگذاری شده2 ]18 و 17[ و یا 

روش اجزای محدود توسعه یافته3 استفاده می شود ]19[.
برای تولید شکل سنگدانه ها و محل آن ها الگوریتمهای مختلفی پایه 
 ]11[4 همکاران  و  ونگ  توسط  گرفته  صورت  بررسی  در  اند.  شده  ریزی 
مانند  منحنی  کلی  از شکل های  )گرد گوشه(  رودخانه ای  برای مصالح شن 
استفاده شده  دار  زاویه  از شکلهای  برای مصالح شکسته شده  و  )دایرهای( 
بیضی  و  دایره  شکل های  از  محققین  از  بسیاری  کار،  سادگی  برای   است. 
چند  هندسی  اشکال  محققین  از  دیگر  برخی   .]20-25[ کنند  می  استفاده 
ضلعی را پیشنهاد کرده اند ]11 و 1[. کیم و راب5 ]26[ به بررسی تاثیر شکل 
مطالعات  به  توجه  با  پرداختند.  سنگدانه  شکل  از  مختلف  نوع   5 سنگدانه 
صورت گرفته 2 روش برای توزیع سنگدانه ها در ماتریس ارائه شده است. 
اولین روش استفاده از منحنی دانه بندی در آزمایشگاه می باشد. در روش 
دوم بسیاری از محققین منحنی دانه بندی را با منحنی فولر6 تطبیق می دهند 
توزیع  برای  به حداکثر چگالی برسند ]27 و 24-20[. روشهای مختلفی  تا 
درشت  جایگذاری  روش   : جمله  از  دارد:  وجود  ماتریس ملات  در  سنگدانه 
دانه بر اساس قطر7، انتخاب المانهای مثلثی بر اساس قطر سنگدانه درشت8، 
جایگذاری اولین سنگدانه بر اساس الگوریتم تصادفی اکتشافی9، قرار دادن 
سنگدانه بر اساس الگوریتم تصادفی در ماتریس ملات10 ]29 و 28 و 23 و 
15 و 9[. در مطالعات اخیر برخی از محققین از روشهای پردازش تصویر و 
میکروسکوپهای الکترونی برای مشخص کردن محل سنگدانه استفاده کرده 

اند ]30-33[.
در اکثر سازه های مهندسی، سختی و مقاومت 2 کمیت قابل توجه و 
مهم هستند، و معمولا طراحان به دنبال روشهایی برای ایجاد تعادل بین این 
ارائه  مختلفی  الگوریتمهای  بهینه سازی  روشهای  برای  باشند.  می  عامل   2

1  Finite element method
2  Embedded finite element method(E-FEM)
3  Extended finite element method (XFEM)
4  Wang et al
5  Kim and Rub
6  Fuller’s Curve
7  Take-and-Place method
8  Divide-and-fill method
9  Stochastic-heuristic algorithm
10  Random particle drop method

شده است. یکی از این الگوریتمها به حداقل رساندن تنش فون مایسز11 در 
سازه مورد بررسی تحت قیود اعمالی می باشد، اما طراحی توسط این روش 
همواره بیش ترین تنش را در سازه تحت طراحی ارائه نمی دهد ]35 و 34[. 
یکی دیگر از روشهای موجود رسیدن به حداکثر سختی می باشد. این روش 
برای سازه هایی که با محدودیت سختی روبرو هستند به کار برده می شود، 
اصول این روش بر مبنای کمینه کردن انرژی کرنشی سازه می باشد، نتایج 
این روش تقریبا الگویی مشابه با روش حداقل رساندن تنش را ارائه می دهد 
]37 و 36 و 34[. رفتار دینامیکی سازه معمولا متاثر از فرکانسهای طبیعی آن 
می باشد، بنابراین بر مبنای فرکانسهای طبیعی سازه الگوریتم بهینه سازی 
توپولوژی بر مبنای فرکانس توسعه یافت ]40-38[. در طراحی یک سازه با 
است  و ممکن  سازه لاغرتر می شوند،  مقاومت مصالح، عضوهای  افزایش 
را  رویکرد  این  محققین  از  خیلی  بنابراین   ،]41[ شوند  کمانش  دچار  اعضا 

مبنای الگوریتم بهینه سازی خود قرار دادند ]42-44[. 
در این بررسی، با توجه به اینکه تحلیل در مقیاس مزو از لحاظ محاسباتی 
بسیار پرهزینه می باشد، لذا با استفاده از الگوریتم بهینه سازی توپولوژی12 و 
روش حل اجزای محدود توسعه یافته، در مقیاس ماکرو قسمتهایی از سازه 
بحرانی( مشخص  )مناطق  باشد  بیشتر می  آن ها  در  ترک  احتمال رشد  که 
می گردد. مناطق بحرانی در مقیاس مزو، و سایر مناطق در مقیاس ماکرو 
مدل سازی می شوند. مدل عددی با استفاده از گسسته سازی تکه ای13 به 
روش اجزای محدود تحلیل می شود، که رشد و گسترش ترک را به خوبی 
مدل سازی می کند، در این روش سنگدانه ها با استفاده از توزیع تصادفی و 
منحنی فولر در ملات توزیع شدند. در نهایت با تحلیل مدل و بررسی نتایج 
نتایج کاملا  با کاهش هزینه محاسباتی، دقت  به روشنی مشاهده می شود 

رضایت بخش می باشد. 

مدل سازی در مقیاس مزو بر مبنای روش بهینه سازی- 2
روش  مبنای  بر  مزو  مقیاس  در  بتن  مدل سازی  روش  قسمت  این  در 
بهینه سازی توپولوژی شرح داده می شود. بتن در 3 مقایسه مختلف همانند 
شکل 1 می باشد. در مقیاس ماکرو مجموعه ای از رفتار مکانیکی سنگدانه، 
بتن  مکانیکی  رفتار  عنوان  به  هوا  حباب  و  انتقالی  ناحیه  سیمانی،  ماتریس 
در تحلیل های عددی نظر گرفته شده و تقریبا طول این مقیاس بزرگ تر از 
0/1 متر می باشد، در مقیاس مزو 3 بخش، سنگدانه درشت، ملات سیمان 

11  Von Mises
12  Topology optimization
13  Mesh fragmentation technique (MFT)
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و ناحیه انتقالی هر کدام جداگانه در تحلیلهای عددی در نظر گرفته شده و 
طول این مقیاس بین 0/1 تا 0/1000 متر می باشد و در مقیاس میکرو 4 
بخش سنگدانه، ملات سیمان، ناحیه انتقالی و حبابهای هوا هر کدام جداگانه 
در تحلیلهای عددی در نظر گرفته شده و طول این ناحیه از 0/1000 متر 
کوچک تر می باشد. با توجه به مقیاسی که برای تحلیل های عددی در نظر 
گرفته می شود، دقت نتایج و سرعت محاسبات تغییر خواهد کرد، در مقیاس 
ماکرو تقریبا سرعت محاسبات بالا بوده و بتن به عنوان یک ماده همگن با 
ترکیبی از خصوصیات مواد سازنده خود در نظر گرفته می شود، در مقیاس مزو 
سرعت تحلیل به علت وجود 3 بخش مختلف و مقیاس کوچک دارای سرعت 
پایینی می باشد )هزینه محاسباتی بالا( اما رفتار نسبت به مقیاس ماکر دارای 
دقت بالاتری بوده و کاملا شروع و رشد ترک در بتن و اطراف سنگدانه ها 
قابل تحلیل می باشد و در مقیاس میکرو به علت دیده شده تقریبا تمامی 
عوامل موجود در بتن اعم از سنگدانه، تخلخل، حباب هوا، ملات سیمان و 
ناحیه انتقالی بین ملات و سنگدانه ریز و درشت دارای دقت بالاتری نسبت 
به 2 مقیاس قبلی می باشد، اما این مقیاس دارای هزینه محاسباتی بسیار 

بالایی می باشد.

توضیح روند کلی مدلسازی                  - 1- 2
با  باشد.  می  مزو  مقیاس  در  2-الف  شکل  بتنی  نمونه  تحلیل  هدف 
بالایی  محاسباتی  هزینه  مزو  مقیاس  در  نمونه  کل  تحلیل  اینکه  به  توجه 
دارد، بنابراین با استفاده از بهینه سازی توپولوژی این هزینه کاهش داده می 
شود. به این منظور نمونه در مقیاس ماکرو با رفتار الاستیک خطی و روش 
XFEM مدل سازی می شود )شکل2-ب(. در طول تحلیل با رشد ترک در 

هر گام، نمونه عددی همزمان، تحت آنالیز بهینه سازی توپولوژی قرار میگیرد 
و نتایج هر گام ذخیره می گردد )شکل2-پ(. در انتهای تحلیل در مقیاس 
ماکرو، المانهای قرار گرفته در مناطق بحرانی هر گام از تحلیل به صورت 
تجمعی ذخیره می گردد )شکل2-ت(. در نهایت با توجه به شکل 2-ث نمونه 
در مقیاس مزو مدل سازی می شود، با این تفاوت که فقط محلهای بحرانی 
به صورت مزو مدل سازی می شود و سایر مناطق به صورت ماکرو در نظر 
با در نظر گرفتن سه فاز ملات، سنگدانه و ITZ در  تا  گرفته خواهد  شد، 

مناطق بحرانی، شروع و رشد ترک با دقت بیشتری مدل شود )شکل2-ج(.

مدل سازی در مقیاس مزو- 2- 2
توزیع سنگدانه در ماتریس ملات - 1- 2- 2

توزیع  و  بندی  دانه  منحنی  از  ها  سنگدانه  محل  و  اندازه  تعیین  برای 
اطلاعات  اساس  بر  ها  سنگدانه  دانهبندی  منحنی  شد.  استفاده  تصادفی1 
آزمایشگاهی به دست میآید و با توجه به مقدار حجم کلی سنگدانه ها میتوان 
درصد حجمی هر قطر خاص را با توجه به رابطه )1( محاسبه نمود. در این 
رابطه احتمال درصد سنگدانه هایی با قطر کمتر از D0 محاسبه می گردد 

:]45[

(1) (1                                                 )

0.50
0

max

4 60 0

max max

8 100 0

max max

( ) [1.065( )

0.053( ) 0.012( )

0.0045( ) 0.0025( ) ]          

k
DP D D P

D
D D

D D
D D

D D

 

 

 

 

 

(2                                                                                                                            )   
max

100( )ni
i

dP
D

 

 

(3                                                                                                                  ) minimum c iU a 

 0 1  i=1, 2, 3, ...., Ni  subject to 
*

0V V V  

 

 

(4                                                                                  ) 1 2
1

, ,..., ,  W 0 kk i
C C C i C ii

F U U U W U


  

 

 

(5                                                                                                                            )         i ii
V V

    i i iE      i iE E    

 

 

 

(6                                                        )
       

   
1 1 1 1

1

    
j

j Ij

u x N x u H x N x a

N x F x b

  


 

 

 

1  Random distribution

 

 نمایی از مقیاس ماکرو، مزو و میکرو. 1شکل 
Figure 1. View of macro, meso and micro scales 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. نمایی از مقیاس ماکرو، مزو و میکرو

Fig. 1. View of macro, meso and micro scales
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شکل 2. روند مدل سازی الف( نمونه بتنی در مقیاس مزو ب( مدل عددی در مقیاس ماکرو پ( نتایج بهینه سازی توپولوژی در چند گام ت( نتایج  
بهینه سازی توپولوژی به صورت تجمعی ث( مدل سازی در مقیاس مزو با بهینه سازی توپولوژی ج( رشد ترک در مقیاس مزو

Fig. 2. Modeling process a) Meso-scale concrete sample b) Macro-scale numerical model c) Topology optimization 
results in several steps d) Cumulative topology optimization results e) Meso-scale modeling with topology optimiza-

tion c) Crack growth at Meso-scale
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kP درصد حجمی کل سنگدانه های داخل بتن می باشد،  در رابطه )1( 
از سوی دیگر برای توزیع بهینه سنگدانه ها و ایجاد حداکثر چگالی در مخلوط 
بتن رابطه )1( با رابطه ی ارائه شده توسط فولر )رابطه )2(( مقایسه می گردد:
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Pi و di به ترتیب نشان دهنده مقدار درصد عبوری سنگدانه و درi ام 

و  بوده  سنگدانه  اندازه  بزرگ ترین  مقدار   Dmax باشد.  می  سنگدانه  اندازه 
با مشخص  می گردد.  انتخاب   0/7 تا   0/45 بین  متغیر  به صورت   n مقدار 
تعداد  به  آن  تبدیل  و  مساوی  قطر  با  های  سنگدانه  حجم  مقدار  شدن 
، میتوان با استفاده از توزیع تصادفی محل هر سنگدانه  34

3i iV Rπ = 
 

را در ملات مشخص نمود. در این توزیع اولین سنگدانه به صورت تصادفی 
در ماتریس ملات جایگذاری شده و بقیه سنگدانه ها بر اساس محل اولین 
سنگدانه توزیع خواهند شد )شکل 3(. بنابراین با فرض اینکه تمامی سنگدانه 
در ملات توزیع یکنواختی دارند برای جایگذاری سنگدانه ها از توزیع تصادفی 
استفاده می شود. لازم به ذکر است در الگوریتم توزیع تصادفی هر سنگدانه 
باید به اندازه λ از سنگدانه مجاور فاصله داشته باشد، این فاصله بر اساس 
حجم کلی سنگدانه ها در ماتریس تعیین میگردد، یعنی مقدار λ به صورت 

ماتریس  شده  محاسبه  های  سنگدانه  کلی  تعداد  تا  کند  می  تغییر  تکراری 
ملات قرار بگیرند.

گسسته سازی تکه ای1- 2- 2- 2
برای گسسته سازی مدل عددی بتن در مقیاس مزو از روش گسسته سازی 
سنگدانه،  4فاز  روش  این  در   .]46-52[ شد  استفاده   )MFT( ای  تکه 
تماسی  المان  و   )MMI(2ملات-ملات بین  تماسی  المان  سیمانی،  ملات 
انجام  مراحل  مزو مدل می شود.  مقیاس  در   ،)ITZ( بین سنگدانه-ملات 
گسسته سازی تکه ای در شکل 4 مشخص می باشد، به طور مثال مکعب 
شکل 4 را در نظر بگیرید، ابتدا مکعب شکل 4-الف توسط 4 المان و 5 گره، 
گسسته سازی می شود، در ادامه با ذخیره کردن مختصات هر گره و تولید 
گره های مورد نیاز 4 المان جدا می شوند )شکل 4-ب(، و در نهایت بین هر 
 iE المان مثلثی یک المان تماسی قرار می گیرد )شکل 4-پ(. در شکل 4
in شماره گره ها و h مقدار ضخامت المان تماسی و برابر  شماره المان، 

صفر می باشد.
بعد از توزیع سنگدانه ها و ایجاد گسسته سازي، گسسته سازي اطراف هر 
سنگدانه به صورت شماتیک همانند شکل 5 می باشد. در این نوع گسسته 

1  Mesh Fragmentation Techniqe (MFT)
2  matrix–matrix interface

 
 ها در ماتریس ملاتتوزیع تصادفی سنگدانه. 3 شکل

Figure 3. Random distribution of aggregates in the mortar matrix 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. توزیع تصادفی سنگدانه ها در ماتریس ملات

Fig. 3. Random distribution of aggregates in the mortar matrix



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 53، شماره 12، سال 1400، صفحه 5281 تا 5306

5286

سازی 2 نوع جدایش و لغزش می تواند رخ دهد، لغزش و جدایش ملات-
ملات )MMI( و لغزش و جدایش ملات-سنگدانه )ITZ(، معمولا شروع 
لغزش و جدایش در قسمت ناحیه انتقال بین سنگدانه و ملات )ITZ( خواهد 
الی 15  با ضخامت 10  این قسمت منطقه واکنش سیمان و سنگدانه  بود. 
میکرومتر در اطراف سنگدانه است که ضعیف تر از سنگدانه و ملات سیمان 

می باشد و دلیل عمده شروع سریع رفتار غیرخطی بتن می باشد.

بهینه سازی توپولوژی- 3- 2
مرور کلی- 1- 3- 2

این بهینه سازی در حقیقت بهینه سازی شکل سازه می باشد. هدف آن 
یافتن مناسبترین شکل برای سازه تحت طراحی می باشد. به طوری که تابع 

هدف )سختی، فرکانس طبیعی، انرژی سازه و.....( نسبت به قیدهای اعمالی 
به  در جسم  ماده  توزیع  این روش  در  باشد.  بیشینه  یا  مقادیر کمینه  دارای 
عنوان پارامتر بهینه سازی مورد استفاده قرار می گیرد ]56-53[. شکل 6-الف 
اعمالی  قیدهای  توپولوژی تحت  بهینه سازی  تحلیل  بگیرید که  نظر  در  را 
)مناطق  باشد  نیاز می  ماده مورد  مقدار  آبی رنگ  مناطق  است.  انجام شده  
و  نیرو(  انتقال  برای  نیاز  مناطق مورد  یا  بارگذاری  این  بحرانی تنش تحت 
با توجه به قیدهای اعمالی می توان از مناطق سفید رنگ صرف نظر نمود. 
توزیع تنش در شکل 6-ب نیز کاملا تحلیل بهینه سازی توپولوژی را تایید 
می کند و کاملا واضح می باشد مناطقی که تنش در آن ها زیاد می باشد به 
عنوان ماده لازم باقی مانده است. با استفاده از این تفکر می توان از این بهینه 
سازی برای مدلسازی در مقیاس مزو استفاده نمود، زیرا مناطق مشخص شده 

 

 

 الف                                                     ب                                                                  

    

 پ
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Figure 4. Mesh Fragmentation Technique process a) Initial discretization b) Production of separate elements 
schematically with distance h = 0 c) Production of contact element between triangular elements 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 4. روند گسسته سازي تکه ای الف( گسسته سازي اولیه ب( تولید المان های جدا به صورت شماتیک با فاصله h = 0 پ( 
تولید المان تماسی بین المان های مثلثی

Fig. 4. Mesh Fragmentation Technique process a) Initial discretization b) Production of separate 
elements schematically with distance h = 0 c) Production of contact element between triangular 

elements
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توسط این الگوریتم، تحت بارگذاری مشخص، دارای بیش ترین تنش نسبت 
به بقیه مناطق جسم مورد نظر هستند، لذا این مناطق با توجه به مسیر تنش 
بیشتر مستعد شروع و رشد ترک می باشند. بنابراین در این تحقیق با استفاده 
هستند،  بیشتر  تنش  دارای  که  مناطقی  توپولوژی  بهینه سازی  الگوریتم  از 

مشخص شده و در مقیاس مزو مدلسازی می شوند.

روش بهینه سازی توپولوژی: بیشینه سختی استاتیکی بر اساس - 2- 3- 2
کمترین حجم ماده

تحت  جسم  یک  از  مناطقی  به  دستیابی  توپولوژی  بهینه سازی  هدف 
طراحی، با بیش ترین مقدار تنش و کمترین مقدار ماده مصرفی می باشد. با 

توجه به اینکه هدف در این بررسی دستابی به نقاط تنش بحرانی می باشد 

تقریبا  جوابهای  به  منجر  سختی،  بیشینه  یا  تنش  کردن  کمینه  روش   2 و 

نقاط  محاسبه  برای  سختی  بیشینه  روش  از  رو  این  از  شود،  می  یکسانی 

کردن  کمینه  هدف  استاندارد  فرمولاسیون  اساس  بر  شد.  استفاده  بحرانی 

مقابل  در  باشد  می  مصرفی  ماده  کاهش حجم  برای   )Uc( کرنشی  انرژی 

بیش ترین  معادل  حقیقت  در  انرژی  کردن  کمینه  باشد.  می  بیشینه سختی 

سختی سازه )یا مناطقی تحت بیش ترین تنش می باشد( می باشد. در این 

روش رابطه کلی طبق رابطه )3( می باشد ]57 و 35 و 34[: 

 

 

 هاي تماسی بین اجزا بتنو المان سازيگسستهي نحوه. 3شکل 
Figure 5. Mesh Fragmentation Technique and contact elements between concrete components 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 5. نحوه ی گسسته سازی و المان های تماسی بین اجزا بتن

Fig. 5. Mesh Fragmentation Technique and contact elements between con-
crete components

 
 ب                                                                        الف                                                                

  توزیع تنشب( توپولوژي  سازيبهینهتوزیع مقدار ماده مورد نیاز با استفاده از الف(  .4شکل 
Figure 6. a) Distribution of the required amount of material using topology optimization b) Stress 

distribution 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 6.الف( توزیع مقدار ماده مورد نیاز با استفاده از بهینه سازی توپولوژی ب( توزیع تنش

Fig. 6. a) Distribution of the required amount of material using topology optimization b) Stress distribution
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ضریب بهینه سازی برای هر المان تحت بهینه سازی،  iη در رابطه )4(،  
V حجم مدل اجزا محدود ، V0 حجم اولیه، V* مقدار ماده که باید حذف 
گردد. بهینه سازی توپولوژی ممکن است بر اساس یک ترکیب بارگذاری یا 
چند ترکیب بارگذاری باشد. بر این اساس مقدار K )سختی مورد نیاز( در هر 

ترکیب بارگذاری با اعمال ضریب وزنی طبق رابطه )5( محاسبه می گردد.
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Wi مقدار ضریب وزنی هر ترکیب بارگذاری بر اساس Uc می باشد. 

رابطه )5( زمانی کاربرد دارد که مسئله مورد نظر بهینه سازی توپولوژی تحت 
چند ترکیب بارگذاری با ضرایب وزنی یکسان یا متفاوت قرار داشته باشد. در 

ادامه حجم کلی المانها بر اساس رابطه )5( محاسبه می گردد.
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مدول  تانسور  مقدار  باشد.  می  ام   i المان  حجم   Vi  ،)5( رابطه  در 
مدول  تانسور  نتیجه  در  باشد،  می  وابسته  المان  هر  تانسور  به  الاستیسیته 
توان  بنابراین می  تانسور تنش و کرنش وابسته خواهد شد،  به  الاستیسیته 

1η = نتیجه گرفت قسمتهای مورد نیاز )المانهای مورد نیاز( در یک مسئله )
( دارای بیش ترین تنش و کرنش خواهد بود و از این رو امکان گسترش ترک 
در این نواحی بیشتر می باشد، با این استدلال یک مسئله تحت بهینه سازی 
توپولوژی تحلیل میگردد و نواحی مورد نیاز تحت این تحلیل در مسئله اولیه 
به صورت مزو مدل سازی خواهد شد، تا هزینه محاسبات کاهش داده  شود و 

تحلیل سریع تر و با دقت مناسب انجام شود.

تحلیل مدل ماکرو با روش اجزای محدود توسعه یافته- 4- 2
برای به دست آوردن مسیر ترک )شروع و گسترش ترک( در مقیاس 
ماکرو، ابتدا مدل اولیه با گسسته سازی درشت با روش اجزای محدود توسعه 

یافته تحلیل می شود، در هر گام با رشد ترک، نتایج تنش و کرنش هر المان 
ذخیره شده و در تحلیل بهینه سازی توپولوژی فراخوانی میگردد و تحلیل 
بهینه سازی توپولوژی همزمان انجام می گیرد، این حلقه تا آخرین مرحله 
گسترش ترک ادامه مییابد، تا تمامی مناطق مورد نیاز برای تحلیل مقیاس 
مزو مشخص شود. لازم به ذکر است معادلات حاکم بر میدان جابجایی در 
روش اجزای محدود توسعه یافته به صورت رابطه )6( می باشد، در این رابطه 

تابع شکل به صورت خطی عمل می کند ]58-62[:
      

(6)

(1                                                 )

0.50
0

max

4 60 0

max max

8 100 0

max max

( ) [1.065( )

0.053( ) 0.012( )

0.0045( ) 0.0025( ) ]          

k
DP D D P

D
D D

D D
D D

D D

 

 

 

 

 

(2                                                                                                                            )   
max

100( )ni
i

dP
D

 

 

(3                                                                                                                  ) minimum c iU a 

 0 1  i=1, 2, 3, ...., Ni  subject to 
*

0V V V  

 

 

(4                                                                                  ) 1 2
1

, ,..., ,  W 0 kk i
C C C i C ii

F U U U W U


  

 

 

(5                                                                                                                            )         i ii
V V

    i i iE      i iE E    

 

 

 

(6                                                        )
       

   
1 1 1 1

1

    
j

j Ij

u x N x u H x N x a

N x F x b

  


 

 

 

 u1 گرهای،  شکل  تابع   N1(x( جابجایی،  بردار   u(x(  )6( معادله  در 
جابجایی گرهای، )H(x تابه هوی ساید، aI درجه آزادی غنی شده گسترش 
بر  نوک ترک  آزادی  j درجه 

Ib نوک ترک،  تابع عملگر   Fj(x( جابجایی، 
اساس سینگیولارتی نوک ترک می باشد.

سطوح تسلیم - 5- 2
و  آلفانو  فرمولاسیون  اساس  بر   )CZM( چسبنده1  ترک  مدل 
کریسفیلد2]63[ برای غلبه بر محدودیتهای مکانیک شکست الاستیک خطی 
نظیر تکینگی تنش در نوک ترک گسترش یافت. این روش گسترش ترک 
مدل  بیشتر  جزییات  میکند.  مدل سازی  تنش-جدایش  قانون  مبنای  بر  را 
CZM در مراجع ]68-64[ مشخص می باشد. با توجه به شکل 5 در مدل 

و  نرمال  برای محاسبه تنش  از مدل 2 خطی و اصطکاک کلمب   CZM

برشی بین المانها استفاده شده است )روابط 7-9(. 
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1  cohesive zone model
2  Alfano and Crisfield
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 ,n tδ δ σ, به ترتیب مقدار مقاومت برشی و کششی المان تماسی،  τ

مقادیر جدایش المان تماسی در راستای نرمال و برشی می باشد.  همچنین 
مقدار   0 0,n tδ δ ماندگار،  جدایش  اولین  برشی  و  نرمال  مقادیر   0 0,n tδ δ

نرمال و برشی جابجایی در انتهالی خرابی می باشد. از سطح تسلیم درجه 2 
برای ترکیب مدهای شکست استفاده شده  است ]69-72[.
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برش  و  در کشش  بحرانی  انرژی  رهایی  نرخ  ترتیب  به   ,IC IICG G

I, به ترتیب مقدار انرژی جذب شده در راستای  IIG G )چقرمگی شکست(. 

نرمال و برشی و در نهایت D شاخص خسارت دارای مقداری بین 0 تا 1 
می باشد.  

برای رفتار غیرخطی ملات از سطح تسلیم ویلیام -منتری1 استفاده شده 
 است. این سطح تسلیم به صورت شکل 8 رفتار را در کشش و فشار در نظر 
می گیرد که جزئیات بیشتر این سطح تسلیم در مراجع ]75-73[ می باشد. 
شایان ذکر است رفتار سنگدانه به صورت الاستیک-خطی در نظر گرفته شد.

فلوچارت مدل سازی در مقیاس مزو با استفاده از بهینه سازی توپولوژی- 6- 2
به صورت  توضیح هر قسمت  و  قبل  قسمتهای  توضیحات  به  توجه  با 
جداگانه، در این قسمت به صورت منسجم الگوی کلی این روش توضیح داده 
می شود. برای مدل سازی یک نمونه عددی در مقیاس مزو با استفاده از بهینه 

سازی توپولوژی، مراحل زیر باید طی شود:
1- مدل سازی نمونه عددی در مقیاس ماکرو با گسسته سازی ماکرو و 

حل با استفاده از روش اجزای توسعه یافته
2-ذخیره نتایج تنش و کرنش هر گام از مرحله قبل، این نتایج به صورت 
ورودی )تنش اولیه و کرنش اولیه( در مدل بهینه سازی وارد می شوند و مدل 

عددی تحت بهینه سازی توپولوژی تحلیل می گردد.
کل  استخراج  و  توپولوژی  بهینه سازی  تحلیلهای  نتایج  تمام  3-ذخیره 

ماده )سطوح تنش بحرانی( مورد نیاز در هر گام با توجه به گسترش ترک
4-مدل سازی در مقیاس مزو با استفاده از نتایج بهینه سازی توپولوژی، 

1  Menetrey-William

 

 

 برشتحت نیروي کشش ب( تحت نیروي الف(  CZM مدل. 5شکل 
Figure 7. Cohesive zone model equipped with Coulomb's friction law: (A) tension; and (B) shear 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 7. مدل CZM الف( تحت نیروی کشش ب( تحت نیروی برش

Fig. 7. Cohesive zone model equipped with Coulomb's friction law: (A) tension; and 
(B) shear
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در این مرحله مناطق مورد نیاز بهینه سازی توپولوژی به صورت مزو و مابقی 
مناطق به صورت ماکرو مدل می شوند.

5- توزیع سنگدانه ها در مقیاس مزو، تولید گسسته سازی تکهای، تحلیل 
مدل عددی و مقایسه نتایج مدل عددی با استفاده از بهینه سازی توپولوژی و 

مدل سازی کل نمونه عددی در مقیاس مزو
لازم به ذکر است در این بررسی از روش اجزا محدود و اجزای محدود 
توسعه یافته موجود در نرم افزار Ansys استفاده شد و قسمت بهینه سازی 
An-  توپولوی با زبان فرترن کدنویسی شده و به صورت ماکرو به نرم افزار

sys اضافه شد تا در هر گام با استفاده از نتایج اجزای محدود توسعه یافته 

قسمتهای مورد نیاز مشخص شود و همچنین تولید قسمت گسسته سازی نیز 
توسط کدنویسی در زبان فرترن انجام گرفته است.

مثالهای عددی- 3
بررسی گسترش ترک در تیر بتنی، تحت خمش سه نقطه- 1- 3

در این مثال گسترش ترک در تیر بتنی با استفاده از بهینه سازی توپولوژی 
به صورت 2 بعدی بررسی شد. 2 نمونه از تیر مورد نظر به صورت آزمایشگاهی 
توسط اسکارزیانسکی و همکاران ]76[ با ابعاد نشان داده شده در شکل 10 
آزمایش شده  است. اسکارزیانسکی و همکاران1 ]77 و 76 و 48[ مشخصات 

1  Skarżyński et al

مکانیکی قسمتهای مختلف اجزای بتن را طبق جدول 1 ارائه دادند. در این 
بررسی نیز از مشخصات مکانیکی جدول 1 استفاده شد. با توجه به اینکه دانه 
اندازه سنگدانه ها از ذرات بسیار ریز تا  بندی به صورت پیوسته می باشد و 
بسیار درشت متغیر می باشد، بنابراین نمیتوان تمام سنگدانه ها مدل سازی شود 
باشد )شکل 11-الف(،  d2 می   = اینکه مقدار %50  به  با توجه  و همچنین 
سنگدانه های بین 2 میلیمتر تا 16 میلیمتر در مدل عددی در نظر گرفته شد. 
استفاده شد.   )1( رابطه  از  مساوی  قطر  با  ها  درصد حجمی سنگدانه  برای 
نتایج درصد حجمی سنگدانه ها با منحنی فولر مقایسه شد و با تطابق مناسب 
با منحنی فولر کاملا مشخص می باشد با انتخاب این تعداد قطر سنگدانه 
حداکثر چگالی حاصل شده است )شکل 11(. لازم به ذکر است طبق مکانیک 
شکست این تیر تحت این بارگذاری فقط دارای مود اول بازشدگی قرار می 

باشد.
با توجه به توضیحات قسمت 2 برای به دست آوردن نواحی تنش بحرانی 
مورد نیاز برای مدل سازی در مقیاس مزو، مدل عددی در مقیاس ماکرو شبیه 
سازی شد. برای مدلسازی در در مقیاس ماکرو از المان 2 بعدی، 4 گرهی 
باشد.  انتقالی می  آزادی  دارای 2 درجه  المان در هر گره  این  استفاده شد، 
با  باشد.  ماکرو 39285 عدد می  مقیاس  در  آزادی  درجات  تعداد  تعداد کل 
تحلیل این مدل به روش اجزای محدود توسعه یافته و رشد ترک و همچنین 
اعمال بهینه سازی توپولوژی نواحی مورد نیاز طبق شکل 12 محاسبه شد. در 

 
 الف                                                                                 ب                                                                  

 فضاي سه بعدي الف( کپ کششی و فشاري  ب( در Menetrey-Willam بعدي 3سطح تسلیم . 8 شکل

Figure 8. Yield Surface for the Menetrey-Willam Model a) compressive and tensile meridians in the Rendulic 
plane b) deviatoric sections at three generic values of hydrostatic pressure 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 8. سطح تسلیم 3 بعدی Menetrey-Willam الف( کپ کششی و فشاری  ب( در فضای سه بعدی

Fig. 8. Yield Surface for the Menetrey-Willam Model a) compressive and tensile meridians in the Rendulic 
plane b) deviatoric sections at three generic values of hydrostatic pressure
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شکل 9. فلوچارت استفاده از بهینه سازی توپولوژی برای مدل سازی در مقیاس مزو

Fig. 9. Flowchart Using topology optimization for meso-scale modeling

 

 

 [88] بتنی تحت خمش سه نقطهابعاد تیر . 6شکل 
Figure 10. Dimensions of concrete beams under three-point bending [48] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 10. ابعاد تیر بتنی تحت خمش سه نقطه ]48[

Fig. 10. Dimensions of concrete beams under three-point bending [48]



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 53، شماره 12، سال 1400، صفحه 5281 تا 5306

5292

جدول 1. مشخصات مکانیکی اجزا مختلف تیر بتنی

Table 1. Mechanical properties of different components of concrete beams

 

 تیر بتنی مشخصات مکانیکی اجزا مختلف. 1جدول 
Table 1. Mechanical properties of different components of concrete beams 

 
هاالمان  بتن ملات سیمان سنگدانه 

E (GPa) 2/74  2/22  1/63  
ν 2/0  2/0  2/0  

 ناحیه انتقال ملات سیمان  المان تماسی
K0 (MPa/mm)  10+3 3+10 

(MPa) tf  3/6  3/1  

Gf (N/m)  22 20 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 الف                                                                                    ب                                                

 ( و فولر 1الف(آزمایشگاهی ب( منحنی محاسباتی رابطه )[ 88]هاي مصرفی در ساخت بتن بندي سنگدانه. منحنی دانه7شکل 
Figure 11. aggregate size distribution curve [48] a) Laboratory b) Computational Fuller curve 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 11. منحنی دانه بندی سنگدانه های مصرفی در ساخت بتن ]48[ الف(آزمایشگاهی ب( منحنی محاسباتی رابطه )1( و فولر

Fig. 11. aggregate size distribution curve [48] a) Laboratory b) Computational Fuller curve
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شکل 12-الف 5 نتیجه از تحلیلهای بهینه سازی توپولوژی با توجه به رشد 
ترک در هرگام در انتهای هر تکرار تحلیل بهینه سازی توپولوژی نشان داده 
نتایج  قوا، مجموع  آثار  به اصل جمع  توجه  با  در شکل 12-ب  است،  شده 
تحلیل های عددی بهینه سازی توپولوژی با توجه به رشد کامل ترک نشان 

داده شده است.

در ادامه تحقیق نتایج حاصل از مدل سازی تیر در مقیاس مزو با استفاده 
از بهینه سازی توپولوژی با نتایج مدل عددی که به صورت کامل از مقیاس 
مزو مدل شده، مقایسه شد. مدلهای عددی و نحوهی گسسته سازی در شکل 
13 نشان داده شده است. در مدل عددی با استفاده از بهینه سازی توپولوژی، 
نواحی خارج از محدوده بهینه سازی با رنگ سبز نشان داده شده است، برای 

 

 
 الف

 
 ب

 
 پ

در چند گام  سازي توپولوژيتحلیل بهینهمتر ب( میلی2سازي طول اضلاع المان سازي در تحلیل بهینهابعاد گسسته. الف( 8شکل 
سازي توپولوژي بر اساس جمع آثار ( پ( مجموع نتایج تحلیل بهینه0و  14و  32و  88و  48خاص با توجه  به رشد ترک )طول ترک 

 قوا
Figure 12. a) Discretization dimensions in optimization analysis of 2 mm element lengths b) Topology 

optimization analysis in several specific steps according to crack growth (crack lengths, 0, 16, 32, 48, and 64) 
c) Total results of optimization analysis Topology based on the stress superposition principle 

 

 

 

شکل 12. الف( ابعاد گسسته سازي در تحلیل بهینه سازی طول اضلاع المان 2میلی متر ب( تحلیل بهینه سازی توپولوژی در چند گام خاص با 
توجه  به رشد ترک )طول ترک 64 و 48 و 32 و 16 و 0( پ( مجموع نتایج تحلیل بهینه سازی توپولوژی بر اساس جمع آثار قوا

Fig. 12. a) Discretization dimensions in optimization analysis of 2 mm element lengths b) Topology optimi-
zation analysis in several specific steps according to crack growth (crack lengths, 0, 16, 32, 48, and 64) c) 

Total results of optimization analysis Topology based on the stress superposition principle
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استفاده شد.  بتن  از خصوصیات مکانیکی  بوده،  ماکرو  رفتار  نواحی که  این 
لازم به ذکر است برای مقایسه بین نتایج، مدل عددی که به صورت کامل 
در مقیاس مزو مدل سازی شده، مدل DM( 1 1( و مدل عددی که با استفاده 
 )AM(  2  2 مدل  شده،  مدل سازی  مزو  مقیاس  در  عددی  بهینه سازی  از 

نامگذاری کرده ایم.
 )DM( با توجه به شکل 14 تقریبا الگوی کلی ترک خوردگی بین مدل

1  Direct Meso-scale
2  Adaptive Meso-scale

و مدل )AM( یکسان می باشد و تفاوت اندکی در گسترش ترک در آخرین 
اما الگوی کلی رشد ترک در میان سنگدانه ها و  گام بارگذاری وجود دارد 
مناسبی  تطابق   15 شکل  به  توجه  با  باشد.  می  یکسان  آن ها  جهت  تغییر 
بین نمودار نیرو-بازشدگی ترک، بین نتایج آزمایشگاهی و مدل های عددی 
و  آزمایشگاهی  بین مدلهای  اولیه  نمودار سختی  این  در  مشاهده می شود. 
عددی تقریبا یکسان می باشد، رفتار مدلهای عددی در قسمت نرم شوندگی 
تطابق کاملا مناسبی با نتایج آزمایشگاهی دارد. مدل )AM( مقدار نیروی 

 
 الف

 
 ب

 AM 2ب( مدل  DM  1سازي الف( مدل ي گسسته. مدل عددي و نحوه9شکل 
Figure 13. Numerical model and discretization method a) Model (1) DM b) Model (2) AM 

 

 

 

 

 

 

 

 

AM 2 ب( مدل DM  1 شکل 13. مدل عددی و نحوه ی گسسته سازی الف( مدل

Fig. 13. Numerical model and discretization method a) Model (1) DM b) Model (2) AM
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بیشتری نسبت به مدل )DM( تحمل کرده است. احتمالا دلیل این امر وجود 
المانهای بزرگ تر نسبت به مدل )DM( می باشد.

باشد،  می  محاسبات  حجم  کاهش  روش  این  هدف  اینکه  به  توجه  با 
بنابراین با مقایسه زمان حل برای هر 2 مدل، کاملا تاثیر این روش مشخص 
تقریبا 32/8 درصد کاهش  تعداد معادلات حل شده و زمان حل  می شود. 
یافته است )جدول 2(. با توجه به اینکه تقریبا تمامی نتایج یکسان و تطابق 
مناسبی بین 2 مدل با نتایج آزمایشگاهی مشاهده می شود، از این رو منطقی 
کل  مدل سازی  جای  به  ساده،  الگوریتم  این  از  استفاده  با  میرسد  نظر  به 

مقیاس  در  بحرانی(  )مناطقی  نیاز  مورد  مناطق  فقط  مزو  مقیاس  در  نمونه 
 Intel مزو مدل گردد. لازم به ذکر است تمامی تحلیل ها توسط پردازنده
 SSD و هارد DDR4 با رم 32 گیگابایت i7-6700k@4.00GHz

با سرعت خواندن اطلاعات 560 مگابایت بر ثانیه و سرعت ذخیره اطلاعات 
530 مگابایت بر ثانیه انجام گرفته است.

بررسی گسترش ترک در تیر بتنی، تحت خمش چهار نقطه- 2- 3
با  نقطه  چهار  خمش  تحت  بتنی  تیر  در  ترک  گسترش  مثال  این  در 

 

 

 الف                                                                                 ب                                                    

 برابر( 30نمایی )بزرگ  AMب( مدل  DMدر مدل عددي الف( مدل ي ترک خوردگی . نحوه10شکل 
Figure 14. Cracking propagation in numerical model a) DM model b) AM model (30x magnification) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 14. نحوه ی ترک خوردگی در مدل عددی الف( مدل DM ب( مدل AM  )بزرگ نمایی 30 برابر(

Fig. 14. Cracking propagation in numerical model a) DM model b) AM model (30x magnification)

 

 بازشدگی ترک -ي نتایج نیرو. مقایسه11شکل 
Figure 15. Comparison of force-CMOD 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 15. مقایسه ی نتایج نیرو- بازشدگی ترک

Fig. 15. Comparison of force-CMOD
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استفاده از بهینه سازی توپولوژی به صورت 2 بعدی بررسی شد. 2 نمونه از 
ابعاد نشان  با  این تیر این تیر در آزمایشگاه توسط گالوز1 و همکاران ]78[ 
داده شده در شکل 16 آزمایش شده  است. گالوز و همکاران ]78[ مشخصات 
مکانیکی قسمتهای مختلف اجزای بتن را طبق جدول 3 در نظر گرفتند. در 
این تحقیق از مشخصات مکانیکی ارائه شده در جدول 3 استفاده شد. برای 
مدل سازی سنگدانه ها در بتن، با توجه به اینکه اندازه سنگدانه ها بین 2 تا 5 
میلیمتر متغیر می باشد و منحنی دانه بندی توسط گالوز و همکاران ارائه نشده 
 است ]78[، لذا برای درصد حجمی هر قطر سنگدانه از رابطه )2( استفاده شد 
و نتایج با منحنی فولر مقایسه شد و کاملا مشخص می باشد توزیع دانه ها 

با حداکثر چگالی در نظر گرفته شده است )شکل 17(.
با توجه به توضیحات قسمت 2 برای به دست آوردن قسمتهای بحرانی 
تنش و محلهای انتقال نیرو در مدل ماکرو، از روش اجزای محدود توسعه 
یافته با 36904 درجه آزادی استفاده شد. با تحلیل این مدل به روش اجزای 

1  Galvez et al

توپولوژی  بهینه سازی  اعمال  و همچنین  ترک  رشد  و  یافته  توسعه  محدود 
و  18-ب  شکل  آمد.  دست  به   18 شکل  طبق  نیاز  مورد  بحرانی  مناطق 
18- پ به ترتیب 5 نتیجه از تحلیلهای بهینه سازی توپولوژی با رشد ترک 
به صورت تصادفی و مجموع نتایج تحلیلهای عددی بهینه سازی توپولوژی 

نشان داده شده  است.
در ادامه تحقیق نتایج مدل سازی در مقیاس مزو به صورت M 2D و 
3AM، مقایسه شد. مدلهای عددی و نحوهی گسسته سازی مطابق شکل 

19 می باشد. در مدل عددی AM، قسمتهای سبز رنگ که خارج از محدوده 
مدل سازی در مقیاس مزو می باشند، از خصوصیات مکانیکی بتن استفاده شد.

 DM با توجه به شکل 20 تقریبا الگوی کلی ترک خوردگی بین مدل
و مدل AM یکسان می باشد و تفاوت اندکی در گسترش ترک در آخرین 
ها  سنگدانه  میان  در  ترک  رشد  کلی  الگوی  اما  دارد  وجود  بارگذاری  گام 
ترک  الگوی  بین  مناسبی  کاملا  تطابق  است.  یکسان  آن ها  جهت  تغییر  و 

2  Direct Meso-scale
3  Adaptive Meso-scale

جدول 2. مقایسه زمان تحلیل و تعداد معادلات در هر مدل

Table 2. Comparison of analysis time and number of equations in each model

 
 . مقایسه زمان تحلیل و تعداد معادلات در هر مدل2 جدول

Table 2. Comparison of analysis time and number of equations in each model 
 

  (CPU time) زمان حل تعداد معادلات 

Direct Mesoscale 270230 67/102471  Sec ( 2662/22 h) 

Adaptive Mesoscale TO 636070 62/32062  Sec ( 144/12 h) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 . ابعاد تیر بتنی تحت خمش چهار نقطه12شکل 
Figure 16. Dimensions of concrete beams under four-point bending 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 16. ابعاد تیر بتنی تحت خمش چهار نقطه

Fig. 16. Dimensions of concrete beams under four-point bending
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خوردگی در آزمایشگاه و مدل AM در شکل 20-پ مشاهده می شود. با 
توجه به شکل 21 تطابق مناسبی بین نمودار نیرو-بازشدگی ترک، بین نتایج 
آزمایشگاهی و مدل های عددی مشاهده می شود، در این نمودار سختی اولیه 
مدلهای  رفتار  باشد،  یکسان می  تقریبا  و عددی  آزمایشگاهی  مدلهای  بین 
آزمایشگاهی  نتایج  با  نرم شوندگی تطابق کاملا مناسبی  عددی در قسمت 
دارد. مدلAM  مقدار نیروی بیشتری نسبت به مدلDM  تحمل کرده 

است، احتمالا دلیل این امر وجود المانهایی با سایز نسبتا بزرگ تر در ناحیه 
خارج از محدوده بحرانی می باشد.

 CPU( با توجه به اینکه هدف این روش کاهش حجم محاسبات عددی
time( می باشد، لذا با مقایسه زمان حل برای هر دو مدل کاملا تاثیر این 

روش مشخص است. تعداد معادلات حل شده و زمان حل تقریبا 37/3 درصد 
کاهش یافته است )جدول 4(. با توجه به اینکه تقریبا تمامی نتایج یکسان و 

جدول 3. مشخصات مکانیکی اجزا مختلف

Table 3. Mechanical properties of different components of concrete beams

 

 . مشخصات مکانیکی اجزا مختلف2جدول 
Table 3. Mechanical properties of different components of concrete beams 

 
هاالمان  بتن ملات سیمان سنگدانه 

E (GPa) 20 2/60  62 

ν 2/0  2/0  2/0  

 ناحیه انتقال ملات سیمان  المان تماسی

K0 (MPa/mm)  10+3 10+3 

(MPa) tf  7 7 

Gf (N/m)  22 73 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نقطه و مقایسه با منحنی فولر 8هاي مصرفی در ساخت بتن تیر تحت خمش بندي سنگدانهمنحنی دانه. 13شکل 
Figure 17. aggregate size distribution curve used in the construction of beam concrete under 4-point bending 

and comparison with Fuller curve 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 17. منحنی دانه بندی سنگدانه  ای مصرفی در ساخت بتن تیر تحت خمش 4 نقطه و مقایسه با منحنی فولر

Fig. 17. aggregate size distribution curve used in the construction of beam concrete under 4-point bending 
and comparison with Fuller curve
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 الف

 
 ب

 
 پ

سازي توپولوژي در چند گام تحلیل بهینهمتر ب( میلی2سازي طول اضلاع المان سازي در تحلیل بهینهابعاد گسسته. الف( 14شکل 
سازي ( پ( مجموع نتایج تحلیل بهینه33/78و  52/82و  75/24و  81/18و  23/10خاص با توجه  به رشد ترک )طول ترک،

 توپولوژي بر اساس جمع آثار قوا
Figure 18. a) Discretization dimensions in optimization analysis of 2 mm element lengths b) Topology 

optimization analysis in several specific steps according to crack growth (crack lengths, 10.23, 18.41, 26.57, 
42.72, and 54.33) c) Total results of optimization analysis Topology based on the stress superposition principle 
 

 

 

 

 

شکل 18. الف( ابعاد گسسته سازي در تحلیل بهینه سازی طول اضلاع المان 2میلی متر ب( تحلیل بهینه سازی توپولوژی در چند گام خاص 
با توجه  به رشد ترک )طول ترک،10/23 و 18/41 و 26/57 و 42/72 و 54/33( پ( مجموع نتایج تحلیل بهینه سازی توپولوژی بر اساس 

جمع آثار قوا

Fig. 18. a) Discretization dimensions in optimization analysis of 2 mm element lengths b) Topology optimi-
zation analysis in several specific steps according to crack growth (crack lengths, 10.23, 18.41, 26.57, 42.72, 

and 54.33) c) Total results of optimization analysis Topology based on the stress superposition principle
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Figure 19. Numerical model and discretization method a) Model (1) DM b) Model (2) AM 
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Fig. 19. Numerical model and discretization method a) Model (1) DM b) Model (2) AM
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Figure 20. Cracking propagation in numerical model in the numerical model a) DM model b) AM model (30x 
magnification) c) Comparison of crack propagation range in the laboratory and AM model 
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Fig. 20. Cracking propagation in numerical model in the numerical model a) DM model b) AM model (30x 
magnification) c) Comparison of crack propagation range in the laboratory and AM model
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تطابق مناسبی بین دو مدل با نتایج آزمایشگاهی مشاهده می شود، از این 
رو منطقی به نظر میرسد با استفاده از این الگوریتم ساده، به جای مدل سازی 
کل نمونه در مقیاس مزو فقط مناطق مورد نیاز )مناطقی که شدت نیرو در آن 

بیشتر است( در مقیاس مزو مدل گردد. 

نتیجه4گیری-44
در این مقاله یک روش عددی برای مدل سازی تیرهای بتنی در مقیاس 
میکند.  مزو عمل  و  ماکرو  مقیاس جداگانه  دو  در  این روش  ارائه شد.  مزو 
یافته  از روش اجزای محدود توسعه  با استفاده  ابتدا در مقیاس ماکرو  مدل 
تحلیل می شود و نتایج تحلیل و رشد ترک در هر گام ذخیره میگردد )تنش، 

بهینهسازی  ماکروی  در  ورودی  عنوان  به  نتایج  این  ترک(،  رشد  و  کرنش 
بنابراین در هر گام  توپولوژی با فرمولاسیون سختی بیشینه وارد می شود. 
از روش بهینه سازی توپولوژی  با استفاده  از تحلیل در مقیاس ماکرو، مدل 
تحلیل میگردد و مناطق بحرانی تنش مشخص می شود. مناطق بحرانی در 
تحلیل بهینه سازی توپولوژی به صورت تجمعی، ذخیره میگردد، این مناطق 
که مستعد شروع و رشد ترک هستند، در مقیاس مزو مدلسازی می شوند، و به 
جای مدلسازی کل نمونه در مقیاس مزو، فقط نواحی بحرانی در مقیاس مزو 
مدل می شود. برای مدلسازی نمونه در مقیاس مزو ابتدا با الگوریتم تصادفی 
و منحنی فولر محل و مقدار سنگدانه ها مشخص می شود، لازم به ذکر است 
گسسته سازی  روش  با  ادامه  در  اند.  شده  فرض  دایرهای  سنگدانه  تمامی 
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Figure 21. Comparison of force-CMOD 

 

شکل 21. مقایسه ی نتایج نیرو- بازشدگی ترک

Fig. 21. Comparison of force-CMOD

جدول 4. مقایسه زمان تحلیل و تعداد معادلات در هر مدل

Table 4. Comparison of analysis time and number of equations in each model
 . مقایسه زمان تحلیل و تعداد معادلات در هر مدل3جدول 

Table 4. Comparison of analysis time and number of equations in each model 
 

 (CPU time) زمان حل  تعداد معادلات 

Direct Mesoscale 232042 67/102320  Sec ( 102/60 h) 

Adaptive Mesoscale TO 632230 62/32062  Sec ( 222/12 h) 
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تکه ای مدل اجزای محدود ساخته می شود. گسسته سازی تکه ای بر پایه ی 
سطح شکست تنش-جابجایی استوار می باشد. بر این اساس ترک به راحتی 
از هر ناحیه ی مستعدی شروع و گسترش می یابد. در این بررسی دو نمونه 
عددی به صورت 2 بعدی توسط این روش در مقیاس مزو مدل سازی شد. 
شروع و رشد ترک در هر دو مدل تطابق مناسبی با نتایج آزمایشگاهی داشت. 

به طور کلی این روش دارای دو مزیت زیر می باشد:
1-تطابق الگوی کلی رشد ترک با نتایج آزمایشگاهی

2-کاهش هزینه محاسباتی در مقیاس مزو
تیر سه  برای  بهینه سازی توپولوژی،  از  استفاده  با  در دو نمونه عددی 
در  کلی  مدل سازی  نسبت  درصد   37/3 نقطه،   4 تیر  و  درصد   32/8 نقطه، 
مقیاس مزو، هزینه محاسباتی کاهش یافت. به نظر می رسد، با توجه به اینکه 
CPU time عامل مهمی در مدل سازیهای عددی ایفا می کند، استفاده از 

این روش برای کاهش این زمان مناسب می باشد. 
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