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ABSTRACT: This paper evaluates the vibration of M-DOF systems by calculating the natural 
frequencies and mode shapes. The introduced method is established on the base of the node concept, 
which is the point of a mode shape with zero displacement. In this method, a system with two or more 
degrees of freedom is transformed into two or more isolated systems with one- DOF. Those systems 
are isolated in node places and vibrate with the same frequencies in every mode. Each spring located 
between two adjacent lumped masses will be converted to series combination of two separated springs. 
The stiffness of the first spring is equal to the effective stiffness of the two series separated springs. The 
proposed method provides a good physical understanding about the concept of vibration modes. Besides, 
this method is accurate and sometimes is simpler and quicker than the common method.
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1- Introduction
Vibration modes and their frequencies are important 

subjects in the dynamic of structures and the relevant 
references [1]. Namjooyan et al. [2] obtained a new relation 
for the empirical period time of moment frames and evaluated 
the accuracy of the offered equations in Iranian Standard 
No. 2800 [3]. Ahmadi Danesh and Rafiee [4] evaluated the 
upper modes effects on the behavior of tall buildings. The 
studied buildings were 5, 12, 18, 30 and 50 story buildings. 
They realized that the upper modes are more effective on 
the upper and middle stories of fairly tall (12&18 story) and 
very tall (30&50 story) buildings, respectively. Do Hyun 
Kim and Ji Young Kim [5] by field measurement and FEM 
determined the natural frequencies of the three first modes 
of multi-story reinforced concrete buildings with various 
structural systems. They observed that the value of concrete 
elasticity modulus, the existence of non-structural members 
and flexural stiffness of slabs have effects on dynamic 
parameters. The Modified Energy Method was employed for 
the dynamic analysis of SDOF by Jalili Sadrabad et al. [6]. 
In this method, potential, dissipation and kinematic energy 
were defined in accordance with spring, dissipation and 
inertia forces. This approach was done by integrating two 
sides of the motion equation of SDOF, accordingly “dx” was 
written as “dx=v(t)dt”. In this way, energy equations were 
converted into definite integrals in the time domain.

In the literature review [1, 7-9], the mass-spring model 

of a shear-building structure must firstly be drawn for 
its vibration evaluation. Lumped masses and springs are 
equivalent of stories masses and shear stiffness between 
stories, respectively. By making mass and stiffness matrices 
and doing some mathematical operations, characteristic 
matrix and characteristic equation could be obtained. 
Frequencies of modes are the roots of the characteristic 
equation. 

In almost all the researches, frequencies and relevant 
shape modes were calculated by Eigenvalues Problem and 
characteristic equation. Here, this problem is solved by a 
new and simple method and on the base of physical primary 
concepts of mass, spring and node of vibration. To enter the 
main text, present some concepts that is suitable: 

Rigid mode: One of the vibration modes of unstable 
structures in which all the masses have similar movements.

Series and Parallel springs: Two or more springs are 
said to be in series when they are connected end-to-end or 
point to point and it is said to be in parallel when they are 
connected side-by-side. 

Node: In mode shapes, point(s) of the system which has 
(have) no movement is (are) node(s) of vibration.

2- Methodology 
2- 1- Shape modes and frequencies in 2-DOF Unstable 

systems 
 This system has no support, thus is unstable and has 

rigid mode (Figure 1).
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2- 1- 1- Rigid mode
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its mode shape is 
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A support can be imagined in the location of the node, 
accordingly each of the masses is connected to a rigid support 
via separated springs, “K1” and “K2” (Figure 1). Thus the 
frequency of the second mode will be equal to:

2 
 

2.1.1 Rigid mode 

In this mode the spring has no deformation consequently, its mode shape is 








=
1
1

1  and the relevant frequency 

is equal to zero, 01 = .  

2.1.2 non-rigid mode  
According to the node concept, a point is considered between two masses. In this mode, the movements of masses 

are against each other, therefore, the shape mode can be written as








=
22

12
2 


 . 

 

 
Figure 1. Dividing the primary spring (left) into two adjusted series springs (K1&K2) from the node location (right) 
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2.2 Shape modes and frequencies in 2-DOF Unstable systems  
2.2.1 Stable systems which have a support  

              
Figure 2. A 2-DOF stable system that has a support (left), assuming node location and dividing the primary 

spring into K21 and K22 (right) 

    This system is not unstable; thus, rigid mode will not form. A suitable location must be assumed as a node to 
determine the shape modes and corresponding frequencies. Between the masses is that location (Figure 2). 
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Besides, the first spring (K) is the equivalent spring of 
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2- 2- Shape modes and frequencies in 2-DOF Unstable 
systems 
2- 2- 1- Stable systems which have a support 

This system is not unstable; thus, rigid mode will not form. 
A suitable location must be assumed as a node to determine 
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Top equation has two roots for “K21”, each of them must 
be used for a mode. Then the value of “K22” will be obtained. 
Therefore shape modes and frequencies can be determined. 
Other systems with upper DOFs are evaluated in the main 
text.

3- Results and Discussion
Example: 
The frequencies of the second mode of unstable (Figure 1) 

and stable systems (Figure 2) with the below characteristics 
are requested: unstable system: m1=1 kg, m2=2 kg, K= 1000 
N/m. stable system: m1=1 kg, m2=2 kg, K1=1000 N/m, 
K2=2000 N/m.
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Solution with the proposed method:
Unstable system:

3 
 

Top equation has two roots for "K21", each of them must be used for a mode. Then the value of "K22" will be 
obtained. Therefore shape modes and frequencies can be determined. Other systems with upper DOFs are 
evaluated in the main text. 

3. Results and Discussion 

Example:  
    The frequencies of the second mode of unstable (Figure 1) and stable systems (Figure 2) with the below 
characteristics are requested: unstable system: m1=1 kg, m2=2 kg, K= 1000 N/m. stable system: m1=1 kg, m2=2 
kg, K1=1000 N/m, K2=2000 N/m. 

Solution with the proposed method: 
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The solution process shows that the application of the introduced method is very simple and fast and the results 
are exact.   

4. Conclusion  

   In this paper, frequencies and mode shapes of dynamic systems are calculated on the base of the node concept in 
vibration. Node is a point of a mode shape with zero displacement. The application of the proposed method is very simple 
and does not need complex physical and mathematical operations. The method is not approximate; thus, the results are 
exact.      
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شیوه ای نوین در تعیین مدهاي طبیعي و فرکانس هاي متناظر سیستم های 
با چند درجه آزادی بر اساس مفهوم گره ارتعاش
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دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه گلستان، گلستان، ایران. 

خلاصه:روش  هاي گوناگون تحليل دیناميکي سازه  ها با مفهوم مدهاي طبيعي سر و کار دارند و در ریاضيات به مدهاي طبيعي 
اصطلاحا بردارهاي مشخصه گفته مي  شود. روش مرسوم براي تعيين مدهاي طبيعي یک سيستم حل مسئله مقادیر ویژه است. در 
این روش بر اساس ماتریس  هاي سختي و جرم، ماتریس مشخصه ساخته می  شود که با صفر قرار دادن دترمينان آن، فرکانس  هاي 
طبيعي سيستم به   دست می  آید. با تعيين فرکانس  ها، بردار مدهای ارتعاش ساخته می  شوند. روشي که در این مقاله بيان مي  شود مبتني 
بر تعيين مکان )مکان  هایي( است که در هر شکل مد، جابجایي آن )آن  ها( صفر است که به گره موسوم است. در واقع با این روش، 
یک سيستم با چند درجه آزادی در هر مد به چند سيستم با یک درجه آزادی تبدیل مي  شود که در محل گره  های فرضی از یکدیگر 
جدا شده  اند. جرم  های سيستم  هاي مزبور به   طور هم  زمان، با یک فرکانس ارتعاش مي  کنند که همان فرکانس ارتعاش در مد مورد نظر 
است. هر فنری که بين دو جرم مجاور قرار دارد، در محل گره به دو فنر متوالی تفکيک می  شود، به   طوری که فنر اوليه دارای سختی 
معادل فنرهای متوالی )سری( است. این روش درک فيزیکی مناسبی برای مفهوم مد ارتعاش ارائه می  کند. روش به   کار رفته دقيق بوده 

و در برخي موارد، ساده و سریع  تر از روش مرسوم عمل مي  کند.
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مقدمه-  
از مباحثی که در متون پایه  ای دینامیک سازه  ها به   وفور به آن اشاره شده 
  است، موضوع مدها و فرکانس  های ارتعاش است. هم  اکنون در هر آیین  نامه و 
مقاله  ای که درباره مهندسی زلزله و دینامیک سازه  ها نوشته می  شود بی  تردید 
به این واژه  ها اشاره می  شود. مفهوم مد و فرکانس در ادبیات فنی دینامیک 
پایه  ای در تحلیل دینامیکی سازه ها است که در مراجع  از مفاهیم  سازه  ها 
نامجویان و همکاران ]2[ رابطه  ای  متعددی به آن  ها اشاره شده   است ]1[. 
جدید در تعیین زمان تناوب تجربی قاب  های خمشی فولادی ارائه کردند. به 
علاوه به بررسی دقت زمان تناوب تجربی پیشنهاد شده در آیین  نامه 2800 
در مورد قاب  های خمشی فولادی و مقایسه آن با زمان تناوب به دست آمده 
از آنالیز رایانه  ای پرداختند. در پژوهش ایشان پانزده ساختمان منظم با سیستم 
و  دانش  احمدی  گردید.  آنالیز  طبقه  پانزده  تا  یک  از  فولادی  قاب خمشی 
رفیعی ]3[ اثر مدهای بالاتر را بر رفتار سازه  های بلند بررسی کردند. ایشان 
پنج قاب را با سیستم دوگانه قاب خمشی-دیوار برشی و تعداد طبقات 5، 12، 

با کمک تحلیل  فرایند طراحی آن  ها  18، 30 و 50 طبقه در نظر گرفته و 
استاتیکی غیرخطی انجام دادند. به این نتیجه رسیدند که مدهای بالاتر بر 
طبقات بالایی ساختمان  های نسبتا بلند )دوازده و هجده طبقه( و بر طبقات 
میانی ساختمان  های خیلی بلند )سی طبقه و پنجاه طبقه( اثرگذار است. هیون 
کیم و یانگ کیم ]4[ با کمک اندازه  گیری محلی1 ارتعاشات و روش اجزای 
محدود به تعیین فرکانس  های طبیعی سه مد اول ساختمان  های چند طبقه 
با انواع سیستم سازه  ای پرداختند. مشاهده کردند که ضریب الاستیسیته بتن، 
پارامترهای  بر  موثر  عوامل  از  دال  ها  خمشی  سختی  غیرسازه  ای،  اعضای 
دینامیکی سازه  ها هستند. ضمنا ایشان به تعیین ضریب میرایی این سازه  ها 
نیز نائل شدند. جلیلی صدر آباد و همکاران ]5[ آنالیز دینامیکی سیستم  های 
یک درجه آزادی را با روش انرژی اصلاح شده 2 انجام دادند. در این روش 
متناظر با نیروی فنر، نیروی میرایی و نیروی اینرسی، به   ترتیب انرژی  های 
از  انتگرال  گیری  با  کار  این  شده   است.  تعریف  جنبشی  و  اتلافی  پتانسیل، 
انجام   x متغیر  به  نسبت  آزادی  درجه  یک  سیستم  حرکت  معادله  طرفین 

1  Field measurement
2  MODIFIED ENERGY METHOD
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شد و با نوشتن dx به   صورت v(t)dt، روابط انرژی به   شکل انتگرال  هایی 
از  زمان  در حوزه  معین  انتگرال  برای محاسبه  و  تبدیل شد  زمان  در حوزه 
روش عددی ذوزنقه  ای استفاده گردید. مهدی  پور و همکاران ]6[ و بابازاده و 
همکاران ]7[ در مقالات جداگانه روش توازن انرژی را بر مبنای روش حساب 
تغییرات برای معادلات دیفرانسیل غیرخطی ارتعاشات به   کار بستند. ابتدا در 
معادله مورد نظر، شرایط اولیه را به   صورتی که مقادیر تابع جواب و مشتق آن 
به   ترتیب برابر با دامنه ارتعاش و صفر است، لحاظ کردند و تابع کسینوسی را 
به عنوان حدس اولیه  ی پاسخ معادله در نظر گرفتند. پس از حصول معادلات 
مورد نظر با حل مثال  هایی، روش خود را با روش  های دیگر مقایسه کردند. 
روش  های به کار رفته در دو مرجع اخیر به   ترتیب با روش  های رونگ-کوتا 

مرتبه چهار1 و حل اغتشاشی هموتوپی2 مقایسه شده است. 
ابتدا  سازه  ،  یک  ارتعاشات  بررسی  برای   ]8-10 و   1[ فنی  ادیبات  در 
مدل جرم و فنر آن رسم می  گردد. جرم  های متمرکز معادل جرم طبقات و 
ماتریس های  سپس  است.  طبقات  بین  برشی  سختی  معادل  فنرها  سختی 
پارامتر  مجذور  در  جرم  ماتریس  حال  می  شوند.  نوشته  مدل  و سختی  جرم 
فرکانس ضرب شده، حاصل آن با ماتریس   سختی جمع می  شود. با محاسبه 
با صفر، معادله  ای حاصل می  گردد  برابری آن  دترمینان ماتریس مجموع و 
ماتریس  در  هربار  بود.  خواهد  مختلف  مدهای  فرکانس  آن،  ریشه  های  که 
قرار  مد  یک  آمده  ی  دست  به  فرکانس  فرکانس،  پارامتر  به   جای  مجموع، 
داده می  شود، حاصل ضرب ماتریس حاصله در بردار شکل مد )نامعلوم( برابر 
با برداری هم  مرتبه و با درایه های صفر قرار داده می  شود تا بردار شکل مد 
تعیین گردد. شایان ذکر است درایه اول را در هر بردار شکل مد برابر با عدد 
یک در نظر گرفته و آنگاه سایر درایه ها بر اساس آن تعیین می شوند. پس از 
تعیین بردار شکل همه  ی مدها، می  توان آن ها را به ترتیب در یک ماتریس 
مربعی جای داد که به ماتریس مدال نام گذاری شده است. به بردارهای مد، 
در ریاضیات بردارهای مشخصه نیز گفته می  شود. خطیبی و همکاران ]11[ 
روش تجزیه فرکانسی را به   صورت عددی و تجربی بررسی کردند. در بررسی 
عددی از مدل یک ساختمان 6 طبقه استفاده کردند و آن را با روش اجزای 
انجام  با  کردند. ضمنا  تعیین  را  آن  مدال  پارامترهای  و  کرده  مدل  محدود 
آزمایش شبیه  سازی شده روی مدل ساخته شده در یک تحریک اتفاقی، با 
روش تجزیه فرکانسی پارامترهای مدال را محاسبه کردند و نتایج دو روش 
را مقایسه کردند. سرپرست و همکاران ]12[ به شناسایی پارامترهای مدال 
سازه تحت بار محیطی با استفاده از آنالیز پاسخ پرداختند. ایشان در محیط 

1  Runge–Kutta method of order 4
2  Homotopy perturbation solution

شبیه  سازی برای یک تیر دو سر گیردار پارامترهای مدال را با روش تجزیه 
فرکانسی محاسبه و با نتایج روش اجزای محدود مقایسه کردند. سپس یک 
نمونه پل را که تحت بارهای محیطی است، به   عنوان مثال کاربردی بررسی 
آزاد  ارتعاش  بر  محوری  بار  تاثیر  بررسی  به   ]13[ رافضی  و  قندی  کردند. 
خمشی   پیچشی سازه  های قابی مسطح و سه بعدی با استفاده از روش سیستم 
با یک عضو  سازه ساختمانی  پیوسته،  در روش سیستم  پرداخته  اند  .  پیوسته 
با  تیری مناسب که شامل مشخصات غالب سازه است، جایگزین می  شو  د. 
این کار، با حل معادله دیفرانسیل حاکم بر تیر معادلی که در آن توزیع جرم 
و سختی یکنواخت فرض شده است، می  توان فرکانس  های طبیعی سازه  های 
ساختمانی مذکور را محاسبه کرد. رافضی و همکاران ]14[ ارتعاش سازه  های 
از قاب  های  را بررسی کردند. سازه  های مورد نظر  نامتقارن  قابی سه   بعدی 
متعامد تشکیل شده   بودند که در طبقات مختلف، مشخصات هندسی اعضای 
نمی  کرد،  تغییر  آن  ها  در  ستون  ها  که مشخصات  طبقاتی  می  کرد.  تغییر  آن 
یک  در  موازی  قاب  های  از  قاب  هر  قطعه،  هر  در  شد.  مدل  قطعه  یک  با 
جهت از پلان، با یک تیر برشی مدل می  شود و اثر همه  ی تیرهای برشی 
برای مدل کردن اثر قاب  های اصلی هم   جهت با هم جمع می  شوند. سپس 
معادله دیفرانسیل حاکم بر حرکت تیرهای برشی استخراج می  شود. رافضی و 
هاوسون3 ]15[ در تحقیقی مشابه با تحقیق پیشین تحلیل ارتعاشی سازه  های 
سه   بعدی نامتقارنی را که از قاب و دیوار تشکیل شده است، بررسی کردند. در 
این مطالعه، قاب  ها با تیر برشی و دیوارها با تیر خمشی مدل شده  اند. رافضی 
حاوی  نامتقارن  بعدی  سازه  های سه    به  دیگر  تحقیقی  در   ]16[ هاوسون  و 
دیوار برشی و هسته باربر جانبی پرداختند. با توجه به آنکه در ساختمان  های 
بلند عملکرد این عناصر به   صورت خمشی است، دیوارهای برشی را با تیر با 
عملکرد خمشی و  هسته  ها را با تیر با عملکرد خمشی پیچشی مدل کردند. 
قاب های  آزاد  ارتعاش  دقیق  تحلیل   ]17[ تونی  حسینعلی  زاده  و  بمبائی  چی 
نیمه سخت با تکیه گاه های نیمه  صلبی را که مقاطع اعضای آن  ها از مصالح 
مدرج تابعی4 ساخته شده   است، انجام دادند. در واقع مقاطع اعضا، از لایه  های 
متفاوت مصالح ساخته شده است که یک مشخصه  مکانیکی )مثلا ضریب 
تغییر  مقطع  در ضخامت  مشخص  تابع  یک  طبق  آن ها  برای  الاستیسیته( 
می  کند. ایشان ابتدا معادله دیفرانسیل حاکم بر ارتعاش آزاد سازه را با فرض 
اولر- برنولی حل کردند و پاسخ ها را بر حسب توابع بسل به دست آوردند. 
سپس با اعمال شرایط مرزی، ماتریس ضرایب را ساخته، از برابر صفر قرار 
دادن دترمینان ماتریس ضرایب ، معادله مشخصه ارتعاش سازه را به   دست 

3  W. P. Howson
4  FGM (functionally graded materials)
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قرار  بررسی  مورد  آزادی  درجه  دو  با  سیستم  یک  دینامیکی  پاسخ  آوردند. 
گرفت ]18[. در این مطالعه به بررسی شرایط تشدید در ارتعاش سازه پرداخته 
تکیه  گاهی  شرایط  با  ستون  ها  و  تیرها  آزاد  ارتعاش  برای  عددی  حل    شد. 
متنوع با کمک روش تربیع دیفرانسیلی1 و تربیع دیفرانسیلی هارمونیک2 مورد 
استفاده واقع شد ]19[. نتایج به   دست آمده از این روش با نتایج تحلیلی و 
اثر سختی  گردید.  مقایسه  محدود  اجزای  روش  قبیل  از  عددی  روش  های 
تیرهای  ارتعاش  مدهای  و  طبیعی  فرکانس  های  بر  ارتجاعی  تکیه  گاه  های 
انجام گرفت.   ]20[ و شاه  بابایی  ذاکری  توسط  آزاد  ارتعاش  دو دهانه تحت 
ایشان معادلات حاکم بر ارتعاش آزاد تیر دو دهانه با تکیه  گاه  های ارتجاعی 
را به   دست آوردند، سپس آن را با نرم  افزارهای ریاضی حل کرده، نتایج را 
با نتایج مدل  سازی در نرم  افزار اجزای محدود مقایسه کردند. نهایتا تغییرات 
و  تکیه  گاهی  اساس سختی  های  بر  ارتعاش  و مدهای  فرکانس  های طبیعی 
طول دهانه بررسی شد. روشی خاص در بررسی مدل  های خطی جرم و فنر 
معکوس3  ارتعاش  مسئله  به  که   ]21[ است  بررسی شده  آزادی  درجه   n با 
اطلاق شده   است. این روش بیان می کند که چگونه می  توان ماتریس  های 
جرم و سختی را بر مبنای مقادیر فرکانس  های طبیعی یا سایر مشخصه  های 
مکانیکی تجویزی، مجددا ساخت. مسائل ارتعاش معکوس برای سیستم  های 

جرم و فنر در برخی از کاربردها مورد توجه قرار گرفته   است. 
و مودهای  فرکانس  ها  تعیین  مبنای  در مطالعات صورت گرفته، عموما 

1 3 differential quadrature (DQ) 
2  harmonic differential quadrature (HDQ)
3  Inverse vibration problem

ارتعاش حل مسئله مقادیر ویژه و معادله مشخصه بوده   است، در این مقاله 
تعیین مد  ها و فرکانس  های ارتعاش با شیوه  ای جدید، ساده و بر اساس مفاهیم 
اولیه جرم و فنر بیان می  گردد به   طوری که در آن ارتباط و شباهتی با روش 
مرسوم در ادبیات فنی مشاهده نمی  شود. برای ورود به مطلب توضیح چند 

واژه که در متن مقاله زیاد استفاده شده، مفید به نظر می  رسد:
مد صلب: در سازه  هایي که از لحاظ استاتیکي ناپایدار هستند، در یک یا 
چند مد، جابجایی تمامی جرم  ها یکسان است یا به   طور دقیق  تر به گونه  ای 
نشده،  شکل  تغییر  دچار  جرم  ها  بین  سختی  های  معادل  فنرهای  که  است 

نیرویی در آن  ها پدید نیاید. به این مدها مد صلب گفته می  شود.
فنرهای سری: طرز قرارگیری پشت سر هم تعدادی فنر، به   طوری که 
تغییر طول کلی مجموعه آن  ها برابر با مجموع تغییر طول تک تک آن  هاست.  
فنرهای موازی: آرایشی از فنرها که سبب می  شود هنگام تغییر شکل، 
تغییر طول یکسان در فنرها حاصل شود و بار اعمال شده بین فنرها به نسبت 

سختی  هایشان تقسیم می  گردد.
گره: به نقطه  ای از سیستم که در هر شکل مد، جابجایی آن برابر با صفر 

است، گره گفته می  شود.
با توجه به شکل 1 در مدهاي دوم و سوم مدل جرم و فنر سازه، به ترتیب 
یک و دو گره تشکیل شده است. )گره در مد دوم بین جرم معادل سقف اول و 
دوم قرار دارد، در مد سوم یک گره بین جرم معادل سقف اول و دوم و گره  ي 

دیگر بین سقف دوم و سوم تشکیل می  شود(.

 
 مفهوم گره در مدهای ارتعاش. 1شکل 

Figure 1. Concept of node in vibration modes 
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Fig. 1. Concept of node in vibration modes 
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در مقاله حاضر پس از ترسیم مدل جرم و فنر سازه، فنر  ها بر اساس محل 
می  آید.  پدید  مجزا  آزادی  درجه  تک  سیستم  هاي  و  شده  جداسازي  گره  ها 
 iω براي هر مد ارتعاش همه  ي جرم  هاي مجزا با فرکانس زاویه  اي یکسان 
ارتعاش مي  کنند )البته غیر از جرمی که در آن، گره تشکیل شده است(. با 
توجه به مفهوم فرکانس و سختی فنرهای مجزا شده، مدها و فرکانس  های 

متناظر تعیین می  شوند. 
در این مقاله برای حل مسائل، گام  های اساسی زیر انجام می  گیرد:

الف-ترسیم مدل جرم و فنر.
تعیین مد   )های( صلب  استاتیکی و  ناپایداری  یا  پایداری  ب-تشخیص 

در صورت ناپایداری.
ج-بررسی تشکیل گره در جرم  های متمرکز در سیستم  های پایدار با سه 

درجه آزادی و بیشتر.
د-نوشتن معادلات لازم بر اساس تشکیل گره بین هر دو جرم متمرکز 

مجاور و حل آن  ها.  

در 2-  متناظر  فرکانس  های  و  ارتعاش  مدهای  تعیین   
سیستم  های دو درجه آزادی

سیستم ناپایدار استاتیکی- 1- 2
با توجه به سادگی موضوع ابتدا به این سیستم که مدل آن تنها شامل دو 
جرم و یک فنر است پرداخته می  شود. این سیستم به   دلیل عدم وجود تکیه  گاه 

از لحاظ استاتیکی ناپایدار است و مد صلب خواهد داشت.
الف- تعیین مد صلب

به   خاطر ناپایداری سیستم، یک مد صلب تشکیل می  گردد. در این مد با 
توجه به عدم تغییر طول فنر، جابجایی دو جرم یکسان است، بنابراین بردار 
1 است. طبیعی است که فرکانس این مد برابر با صفر 

1
ϕ

 
=  
 

شکل این مد 
   . 1 0ω = ااست:                                               

ب- مد غیرصلب
    با توجه به مفهوم گره، نقطه ای به عنوان گره بین دو جرم در نظر 

گرفته می  شود و محاسبات بر همین اساس نوشته می  شود:
 2m 1m و  با توجه به مفهوم گره در شکل 2 واضح است که دو جرم 
آن  ها در خلاف  دور می  شوند )حرکت  از هم  یا  نزدیک  به هم  مد،  این  در 

جهت یکدیگر است(.
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، عدد یک نماینده  12ϕ 2ϕ بردار مد دوم است، در زیرنویس ِ پارامتر 

(. هنگامی که  22ϕ شماره جرم است و عدد دو معرف مد دوم )متناظرا برای 
در محلی گره تشکیل می  شود مثل این است که در آن محل، تکیه  گاه فرض 
شود و با این کار هر یک از جرم  ها به بخشی از فنر اولیه متصل هستند. از 
k را برای 

m
این رو برای محاسبه فرکانس ارتعاش هر مد، می  توان مقدار 

البته این دو به یک مقدار )فرکانس مد(  هر یک از جرم  ها محاسبه کرد و 
منجر می  شوند.

در هر لحظه   از ارتعاش آزاد، نیروی کششی یا فشاری )F( که در دو تکه   
( و جابجایی  1 2 1 12 2 22F F K Kϕ ϕ= = = فنر پدید می  آید با هم برابر )

دو جرم در خلاف جهت یکدیگر است، بنابراین نتیجه زیر حاصل می  شود:

(2)
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2K است،  1K و  اولیه معادل فنرهای سری  با توجه به آن که فنر 
می  توان نوشت:

 
 ، به دو فنر سری از محل گره.  Kتقسیم فنر اولیه با سختی . 2 شکل

Figure 2. The primary spring is divided into two serial springs from the node location 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. تقسیم فنر اولیه با سختی K، به دو فنر سری از محل گره. 

Fig. 2. The primary spring is divided into two serial springs from the node location
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(3)
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در  مد  این  در  ارتعاش  فرکانس  پیشین،  شده  ی  بیان  سطور  طبق 
تساوی  های زیر صدق می  کند: 

(4)
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از روابط )2( تا )4( به سادگی بردار شکل مد دوم به   دست می  آید:

(5)
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بنابراین ماتریس مدال به   صورت زیر بیان می  گردد:

(6)
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محاسبه فرکانس مد غیرصلب:

(7)
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 سیستم پایدار استاتیکی2- 2- 
الف- سیستم با یک تکیه  گاه

با توجه به پایداری استاتیکی این سیستم )شکل 3(، مد صلب به   وجود 
نمی  آید و برای تعیین مدها و فرکانس  های متناظر،  نقطه  ی مناسبی را به 
  عنوان گره باید در نظر گرفت. نقطه  ی نامشخصی در فاصله بین دو جرم در 

نظر گرفته می  شود )شکل 4(. 
21K و 2K از محل گره به دو فنر سری در این شکل فنر با سختی 

22K تبدیل شده است:

 
  . گاهدینامیکی سیستم پایدار با دو درجه آزادی و یک تکیهمدل . 3شکل 

Figure 3. Dynamic model of a 2-DOFs stable system which has a support 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 3. مدل دینامیکی سیستم پایدار با دو درجه آزادی و یک تکیه گاه.  

Fig.  3. Dynamic model of a 2-DOFs stable system which has a support  

 

 
 فنرهای مجزا شده از محل گره.  سختی. 4 شکل

Figure 4. The stiffness of divided springs from the node location 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 4. سختی  فنرهای مجزا شده از محل گره.

Fig.4. The stiffness of divided springs from the node location 
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(8)
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با توجه به یکسان بودن نیروی فنرهای سری در ارتعاش آزاد دو جرم )
(، می  توان نوشت: 1 2 21 1 22 2i iF F K Kϕ ϕ= = =

(9)
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( نوشته شده است. در معادله  های )9(  2i ≤ ( i رابطه بالا برای هر مد
، برای هر مد، مقداری متفاوت با همان پارامتر در مد  K پارامتر زیرنویس  دار

دیگر دارد. برای فرکانس  های هردو مد تساوی  های زیر صادق است:

(10)
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ها سختی معادل برای محاسبه فرکانس ارتعاش در مد  eK که در آن 
i ام دو جرم است:

(11)
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پس می  توان معادله )12( را نتیجه گرفت:

(12)









=
22

12
2 


                                                                                                                   )1(    

1

2

22

12

K
K

−=



                                                                                                              )2( 

21

21

KK
KKK
+

=                                                                                                            )3( 

2

2

1

1
2 m

K
m
K

==                                                                                                     )4( 












−=













=
2

1

12

222

11

m
m


                                                                                                 )5(  












−=

2

11
11

m
m                                                                                                          )6( 

21

21

1

1
2 mm

mmK
m
K +

==                                                                                           )7( 

 

2221

2221
2 KK

KKK
+

=                                                                                                        )8( 

21

22

2

1

2

1

K
K

i

i

i

i
i −=→









=






                                                                                           )9( 

2

2

1

1

m
K

m
K ee

i ==                                                                                                   )10( 

 
2222111 KKKKK ee =+=                                                                                          )11( 

2

22

1

211

m
K

m
KK

=
+                                                                                                       )12( 

0)( 21212
2

1
21

2
21 =−−−+ KKKK

m
mKKK                                                                            )13(         













+







−








+−








+= 21

2

1
2

1
21

2

1
221 411

2
1 KKK

m
mKK

m
mKK                                           )14( 

 

1
2

21

22

21 −=
K
K

K
K                                                                                                          )15( 

 












−=













=→








=
22

21

1

2

2

1
11

K
K

i

ii
i

i
i







                                                                                    )16( 

 

با حل هم  زمان معادلات )10( تا )12(، معادله درجه دوم زیر به   دست 
می  آید:
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21K برای یک مد  معادله )13(، دو ریشه   حقیقی دارد که هر یک مقدار
)اول یا دوم( است:
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2K را  با کمک معادله )8(، رابطه بین سختی فنرهای سری و سختی 
می  توان به   صورت زیر نوشت:

(15)
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بردار مد به   صورت معادله )16( تعیین می  شود:

(16)
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بنابراین:
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و سرانجام:
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هر یک از علامات مثبت و منفی مربوط به یک مد است. برای فرکانس   
هر مد می  توان نوشت:



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 54، شماره 1، سال 1401، صفحه 229 تا 246
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21K و در  طبیعی است که علامت منفی منجر به مقدار کم  تری برای
و  مد  بردار  محاسبه  عبارت  های  در  بنابراین  می  شود،  فرکانس  برای  نتیجه 

فرکانس، علامت منفی برای مد اول و مثبت مربوط به مد دوم است. 
ب- سیستم با دو تکیه  گاه

این سیستم به   صورت شکل 5 مدل می  شود: 
این سیستم بین دو جرم، یک گره در نظر گرفته می  شود و مشابه  در 

حالات گذشته معادلات مورد نیاز به سادگی به   دست می  آیند )شکل 6(: 
 22K 21K و ، معادل با دو فنر سری 2K در این شکل فنر با سختی

است که در محل گره ارتعاش جدا شده اند:
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در هر مد برای فرکانسِ مد رابطه زیر برقرار است:

(21)
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با حل معادلات بالا سختی  های مجزا شده و فرکانس  های متناظر مدها 
تعیین می  گردند:
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البته ساده  تر است که برای مقادیر مشخصِ جرم  ها و سختی  ها، معادلات 
داده شده را به یک نرم  افزار ریاضی وارد کرد و مقادیر سختی  های جدا شده 

از محل گره، فرکانس  ها و بردارهای مد را یافت.  
( سری  فنرهای  نیروی  بودن  یکسان  توجه  با  ام،   -i مد  بردار  برای 

:) 2i ≤ ( می  توان نوشت ) 1 2 21 1 22 2i iF F K Kϕ ϕ= = =
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 .گاهمدل دینامیکی سیستم با دو درجه آزادی و دو تکیه. 5شکل 

Figure 5. Dynamic model of a 2-DOFs system which has two supports 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 5. مدل دینامیکی سیستم با دو درجه آزادی و دو تکیه گاه.

Fig. 5. Dynamic model of a 2-DOFs system which has two supports 

 
 . 5 شده از محل گره برای شکلسختی فنرهای مجزا . 6 شکل

Figure 6. The stiffness of divided springs from the node location for Figure 5
شکل 6. سختی فنرهای مجزا شده از محل گره برای شکل 5.

Fig. 6. The stiffness of divided springs from the node location for Figure 5 
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بنابراین بردار مد i- ام به   سادگی تعیین می  شود:

(24)
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پس از تعیین K21 از رابطه K22 ،23 از رابطه 21 محاسبه و بردار مود از 
رابطه 24 به دست می  آید.

تعیین مدهای ارتعاش و فرکانس  های متناظر در سیستم  های - 3
با سه درجه آزادی 

ممکن است مقادیر جرم و فنر به گونه  ای باشند که در یکی از مدها در 
محل جرم میانی گره تشکیل شود. از این رو باید در هر حالت امکان رخداد 

این وضعیت در ابتدا بررسی شود.

سیستم   پایدار- 1- 3
اتصال پی در پی  یا دو تکیه گاه و  به   خاطر داشتن یک  این سیستم   

جرم  ها پایدار است. 

سیستم پایدار با یک تکیه  گاه- 1- 1- 3
سیستم اخیر را می  توان به صورت شکل 7 مدل کرد.

بررسی این مسئله برای دو حالت تشکیل و عدم تشکیل گره در محل 
جرم میانی در ادامه آمده   است.

( و تعیین شکل مد و  2m الف- تشکیل گره در جرم میانی )
فرکانس

در صورت برقراری معادله )25( بین مقادیر جرم و سختی، در یکی از 
2m تشکیل می  گردد: مدها، گره در محل جرم 
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و طبیعتا فرکانس آن مد برابر با هر یک از مقادیر بالاست. ضمنا بردار 
شکل مد به صورت معادله )26( به   دست می  آید )مثل سیستم دو درجه آزادی 

3K از محل گره(: 2K و  با فنرهای مجزا شده  ی

(26)
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 ب- تعیین شکل مد و فرکانس در مدهایی که گره در محل 
( تشکیل نمی شود 2m جرم میانی )

در این حالت برای تعیین شکل مد و فرکانس، بین هر دو جرم یک گره 
در نظر گرفته می  شود )شکل 8(:

:) 3i ≤ همچون گذشته برای هر مد i می  توان نوشت )

(27)
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از سوی دیگر برای فنرهای سری، معادله  های )28( و )29( را می  توان 
در نظر گرفت:

 
 گاه.مدل دینامیکی سیستم با سه درجه آزادی و یک تکیه. 7شکل 

Figure 7. Dynamic model of a 3-DOFs system which has a support 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 7. مدل دینامیکی سیستم با سه درجه آزادی و یک تکیه گاه.

Fig. 7. Dynamic model of a 3-DOFs system which has a support  
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بدین ترتیب از دو معادله اخیر سختی فنرهای مجزا شده و فرکانس هر 
مد حاصل می  شود. بردار شکل مد i به   صورت معادله )30( تعیین می  شود:   
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iϕ حاصل شود، در مد دیگر در محل  چنانچه تنها دو بردار جواب برای 
جرم میانی، گره تشکیل شده است )البته شکل مد متناظر با چنین وضعیتی 

طبق معادله )26( بیان گردیده است(.

سیستم پایدار با دو تکیه  گاه- 2- 1- 3
این سیستم به  صورت شکل 9 مدل می  شود:

در این حالت نیز ابتدا باید امکان تشکیل گره در محل جرم میانی بررسی 
شود.

) 2m الف- تشکیل گره در جرم میانی )
تشکیل  گره   ، 2m جرم محل  در   ،)31( معادله  برقراری  صورت  در 

می  گردد: 
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و فرکانس آن مد برابر با هر یک از مقادیر بالا خواهد بود. ضمنا بردار 
شکل آن مد به صورت زیر حاصل می  شود )مشابه سیستم با دو درجه آزادی 

3K از محل گره(: 2K و  با فنرهای مجزا شده  ی 
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 . 7سختی فنرهای مجزا شده از محل گره برای شکل  . 8شکل 

Figure 8. The stiffness of divided springs from the node location for Figure 7 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 8. سختی فنرهای مجزا شده از محل گره برای شکل 7.

Fig. 8. The stiffness of divided springs from the node location for Figure 7 

 
 .گاهدرجه آزادی و دو تکیهمدل دینامیکی سیستم با سه . 9شکل 

Figure 9. Dynamic model of a 3-DOFs system which has two supports 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 9. مدل دینامیکی سیستم با سه درجه آزادی و دو تکیه گاه.

Fig. 9. Dynamic model of a 3-DOFs system which has two supports 



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 54، شماره 1، سال 1401، صفحه 229 تا 246

238

ب- تعیین شکل مد و فرکانس در مدهایی که گره در محل 
( تشکیل نمی شود 2m جرم میانی )

در این حالت، بین هر دو جرم یک گره در نظر گرفته می  شود )شکل 10(: 
:) 3i ≤ همچون گذشته برای مد i می  توان نوشت )
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نظر  در  را می  توان   )35( و   )34( معادله    دو  فنرهای سری،  برای  ضمنا 
گرفت:
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بدین ترتیب از معادلات بالا سختی فنرهای مجزا شده و فرکانس هر 

مد حاصل می  شود. بردار شکل مد i، همچون گذشته به   صورت زیر به   دست 
می  آید:
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iϕ حاصل شود، در مد دیگر در محل جرم  چنانچه تنها دو بردار برای 
میانی، گره تشکیل شده است )البته شکل مد متناظر با چنین وضعیتی طبق 

معادله )32( بیان گردیده است(.

سیستم ناپایدار- 2- 3
در این بخش سیستم بدون تکیه  گاهی که سه جرم به   طور متوالی در 
ادامه یکدیگر هستند، بررسی می  گردد. مدل جرم و فنر در این حالت مطابق 

با شکل 11 است.

 
 9سختی فنرهای مجزا شده از محل گره برای شکل . 10شکل 

Figure 10. The stiffness of divided springs from the node location for Figure 9 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 0 . سختی فنرهای مجزا شده از محل گره برای شکل 9

Fig. 10. The stiffness of divided springs from the node location for Figure 9 

 
 . گاهمدل دینامیکی سیستم با سه درجه آزادی و بدون تکیه. 11شکل 

Figure 11. Dynamic model of a 3-DOFs system without support 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل   . مدل دینامیکی سیستم با سه درجه آزادی و بدون تکیه گاه.

Fig. 11. Dynamic model of a 3-DOFs system without support 
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1
1
1

ϕ
 
 =  
 
 

ناپایدار بودن سیستم، مد صلب  طبیعی است که با توجه به 
1 وجود دارد. حال به بررسی و تعیین سایر مدها پرداخته  0ω = متناظر با 

می  شود.
الف- تشکیل گره در جرم میانی و تعیین شکل مد

درصورت برقراری معادله )37(، در محل جرم میانی گره تشکیل 
می  شود:
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در این صورت فرکانس مد مزبور برابر با هر یک از مقادیر طرفین تساوی 
بالا خواهد بود. بردار شکل مد به   سادگی تعیین می  شود:

(38)
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ب- تعیین شکل مد و فرکانس در مدهایی که گره در محل 
( تشکیل نمی شود 2m جرم میانی )

مد )مدهای( باقی مانده که در آن )آن  ها( گره در محل جرم میانی تشکیل 
نمی شود، با فرض تشکیل گره بین اجرام مجاور قابل تعیین خواهد بود )شکل 

:)12
 12 شکل  فنر  های  سختی  و  جرم  مقادیر  و  فرکانس  بین  مد  هر  در 

تساوی  های زیر برقرار است:

(39)
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از سوی دیگر بین سختی فنرها دو رابطه بعد حاکم است:

(40)
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 با حل معادلات بالا برای هر یک از سختی  های فنرهای سری، یک یا 
دو جواب به   دست می  آید. بنابراین در کنار مد صلب، یک یا دو بردار شکل 

مد باقی  مانده ساخته می  شود:

(42)
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 .11سختی فنرهای مجزا شده از محل گره برای شکل . 12شکل 

Figure 12. The stiffness of divided springs from the node location for Figure 11 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 2 . سختی فنرهای مجزا شده از محل گره برای شکل   .

Fig. 12. The stiffness of divided springs from the node location for Figure 11
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دیگر  غیرصلب  مد  در  iϕ حاصل شود،  برای  بردار  تنها یک  چنانچه 
در محل جرم میانی، گره تشکیل شده است )البته شکل مد متناظر با چنین 

وضعیتی طبق معادله )37( بیان گردید(.

 مثال  ها4- 
برای اختصار در متن، تنها خلاصه  ی مثال  ها آمده   است. البته واحدهای 

پارامترها در مثال  ها به واحدهای دستگاه SI تبدیل شده  اند. 
مثال  

و  طبقه  دو  با  ساختمانی  شده   است.  انتخاب   ]11[ مرجع  از  مثال  این 
فولادی به   صورت شکل 13 مدل شده است. مقادیر جرم و سختی ها داده 

شده است. فرکانس  های طبیعی و مدهای آن خواسته شده   است.
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الف- حل با روش پیشنهادی
با فرض گره در نقطه  ی نامعلومی بین جرم  های متمرکز در شکل 13 و 

با کمک معادلات بخش 2-2 و شکل 4 می  توان نوشت:
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( مقادیر زیر  22 12,K K با حل دو معادله  ی دو مجهولی بالا )برای
حاصل می  شوند:
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فرکانس  ها به   سادگی تعیین می  شوند:

























−

=

2

1

0
1

K
K

i                                                                                                            )38( 

 

3

22

2

2112

1

11

m
K

m
KK

m
K

i =
+

==                                                                              )39( 

 

(40)                                                                                                       
1211

1211
1 KK

KKK
+

= 

2221

2221
2 KK

KKK
+

=                                                                                                       )41(  

 































−=

22

21

12

11

12

11

1

K
K

K
K

K
K

i                                                                                                    )42( 

 
kgmkgmmNKmNK 66,136,/44300,/30700 2121 ==== 

 

66136
30700 2221 KK

i =
+

=

 

2221

222144300
KK

KK
+

=  

 









=






−

=
71461
9236

,
116553

11668
2221 KK  

srad

sradK
i

/90.32
66

71461

,/83.11
66

9236
66

2

1
22

==

===




 

 
درایه اول از هر دو جواب K21 و K22، مربوط به مدی است که جابجایی 
دو جرم هم   جهت بوده، بین دو جرم گره  ی حقیقی تشکیل نمی  شود. بلکه 
به   لحاظ تئوری، گرهی تشکیل شده است که از لحاظ فیزیکی قابل تصور 
نیست. بنابراین بردارهای شکل مد اول و دوم به   صورت زیر تعیین می  شوند:
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نهایتا ماتریس مدال به   شکل زیر خواهد بود:
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همانگونه که مشاهده می  شود مدها و فرکانس  ها بلافاصله پس از حل 
دو معادله  ی دو مجهولی تعیین می  گردند. اگر خواسته شود مستقیما از معادله 

)18( استفاده شود، با کمک جایگذاری مقادیر در آن معادله می  توان نوشت:

 
 . 1 دینامیکی و جرم و فنرهای مثالمدل . 13شکل 

Figure 13. Dynamic model of Ex.1 and relevant lumped mass and spring 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 3 . مدل دینامیکی و جرم و فنرهای مثال  . 

Fig. 13. Dynamic model of Ex.1 and relevant lumped mass and spring. 
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علامت منفی پشت علامت رادیکال، منجر به بردار با عناصر هم   علامت 
شده است و مد اول را نشان می  دهد.

دینامیک سازه  ها  فنی  ادبیات  در  با روش مرسوم  ب- حل 
]8- 0[

ماتریس سختی مدل:
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ماتریس جرم متمرکز:
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2 و برابر قرار دادن دترمینان آن با 
nK Mω −  ساخت ماتریس 

صفر برای تعیین فرکانس طبیعی مدهای ارتعاش:
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( زیر: 2
nω حل معادله  ی درجه دوم )برحسب متغیر ِ
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بنابراین فرکانس طبیعی مدها و بردارهای شکل آن  ها حاصل می  شود:
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بنابراین بردارهای شکل مد به   صورت زیر تعیین می  گردند:
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بنابراین ماتریس مدال به   شکل زیر خواهد بود:
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مثال 2
در مدل جرم و فنر شکل 2 بردارهای مد و فرکانس  های متناظر را تعیین 

کنید ]10[. 
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با توجه به ناپایداری استاتیکی سیستم، یکی از مدها مد صلب است: 
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مد دیگر با فرض گره در حد فاصل بین دو جرم و نوشتن معادلات مورد 
نیاز به   دست می  آید
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kفرکانس ارتعاش در این مد در تساوی   زیر صدق می  کند: 
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بنابراین:

k
KK

KKK 2
21

21 =
+

=  

m
K

m
K 21

2 2
==   

kKkK 36 21 ==  








−

=−=
2

1
2

2

1

21

22 



K
K  









−

=
21

11

 









−

−
=

kk
kk

K
22
22

 









=

m
m

M
0

02
 

 
 

0
22

222
2

2
2 =









−−
−−

=−
n

n
n mkk

kmkMK


  

062 24 =− nn km   

srad
m
ksrad /3/0 21 ==   









=
1
1

1  

  0
1

262
2

=








−−
i

kkk


 








−

=
2

1
2  









−

=
21

11
 

 
kgmkgmkgmmNKmNKmNK 1,2,3,/5,/6,/9 321321 ======  

 
 

5
1
5

5
3

69

3

3

1

21

==

=
+

=
+

m
K

m
KK

 

با کمک رابطه زیر بردار مد غیرصلب حاصل می  گردد:
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بنابراین ماتریس مدال به   شکل زیر خواهد بود:
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سازه  ها  دینامیک  فنی  ادبیات  در  موجود  روش  با  حل  ب- 
]8- 0[

ماتریس سختی مدل:
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ماتریس جرم متمرکز:
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2 و برابر قرار دادن دترمینان آن با 
nK Mω −  ساخت ماتریس 

صفر برای تعیین فرکانس طبیعی مدهای ارتعاش:
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:) 2
nω حل معادله  ی درجه دوم )برحسب 

k
KK

KKK 2
21

21 =
+

=  

m
K

m
K 21

2 2
==   

kKkK 36 21 ==  








−

=−=
2

1
2

2

1

21

22 



K
K  









−

=
21

11

 









−

−
=

kk
kk

K
22
22

 









=

m
m

M
0

02
 

 
 

0
22

222
2

2
2 =









−−
−−

=−
n

n
n mkk

kmkMK


  

062 24 =− nn km   

srad
m
ksrad /3/0 21 ==   









=
1
1

1  

  0
1

262
2

=








−−
i

kkk


 








−

=
2

1
2  









−

=
21

11
 

 
kgmkgmkgmmNKmNKmNK 1,2,3,/5,/6,/9 321321 ======  

 
 

5
1
5

5
3

69

3

3

1

21

==

=
+

=
+

m
K

m
KK

 

بنابراین فرکانس طبیعی مدها و بردارهای شکل آن  ها حاصل می  شود:
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بنابراین بردارهای شکل مد به   صورت زیر تعیین می  گردند:
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بنابراین ماتریس مدال به   شکل زیر خواهد بود:
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مثال 3
و  مد  بردارهای  زیر  مقادیر  به  توجه  با   7 شکل  فنر  و  جرم  مدل  در 

فرکانس  های متناظر را تعیین کنید. 
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الف- حل با روش پیشنهادی

ابتدا امکان تشکیل گره در محل جرم میانی بررسی می  شود )معادله 25(:
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بنابراین در یکی از مدها در محل جرم میانی گره تشکیل   شده و فرکانس 
مد  آن  بردار شکل  به  سادگی  بود.  5 خواهد  یعنی  بالا  مقدار  مد، همان 

تعیین می  شود )معادله 26(.
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مجاور  جرم  دو  هر  بین  فاصله  در  گره  فرض  با  ارتعاش  مدهای  سایر 
قابل دست  یابی است. با توجه به شکل 8 و معادلات 27، 28 و 29 می  توان 

معادلات زیر را نوشت:
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با حل معادلات فوق مقادیر سختی  ها و فرکانس  ها به   دست می  آید: 
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تولید  را  iω یک جواب  برای بالا  ماتریس  های ستونی  در  اول  عناصر 
می  کنند و عناصر دوم هم همین  طور. بنابراین  فرکانس دو مد باقی  مانده به 

  سادگی حاصل می  شود:
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با توجه به حدود مقادیر به   دست آمده، فرکانس  های مزبور مربوط به مد 
(. با کمک معادله )30( بردارهای  2 5 2.24ω = ≈ اول و سوم هستند )

شکل سایر مدها ساخته می  شود:
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به همین ترتیب:
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بنابراین ماتریس مدال سیستم به   صورت زیر خواهد بود:
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دینامیک سازه  ها  فنی  ادبیات  در  با روش مرسوم  ب- حل 
]8- 0[

ماتریس سختی مدل:
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2 و برابر قرار دادن دترمینان آن با 
nK Mω −  ساخت ماتریس 

صفر برای تعیین فرکانس طبیعی مدهای ارتعاش:  
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(، فرکانس طبیعی مدها و بردارهای  2
nω با حل معادله   بالا )درجه سه از

شکل آن  ها حاصل می  شود:
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بنابراین بردارهای شکل مد به   صورت زیر تعیین می  گردند:
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بنابراین ماتریس مدال به   صورت ماتریسی که در ادامه آمده   است، بیان 
می  شود:
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مثال 4
بررسی مثال 3 برای حالتی که مدل فاقد تکیه  گاه )ناپایدار( است و در حد 
تعیین فرکانس  های ارتعاش، خواسته شده   است. برای حل این مثال، شکل 

11 با مقادیر زیر در نظر گرفته شده   است:
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الف- حل با روش پیشنهادی
  طبیعی است که با توجه به ناپایدار بودن سیستم، مد صلب با فرکانس

1 وجود دارد. ابتدا امکان تشکیل گره در محل جرم میانی بررسی  0ω =

می  شود )معادله 37(:
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کمک  با  اکنون  نمی  گردد.  تشکیل  میانی  جرم  محل  در  گره  بنابراین 
بین جرم  ها تشکیل می  گردد،  فاصله  تا 42 حالتی که گره در  معادلات 40 

بررسی می  شود )شکل 12(:

 
 

0
550

52116
06315

2

2

2

2 =
















−−
−−−

−−
=−

n

n

n

n MK





  

 

srad
srad
srad

/09.3
/23.2
/97.0

3

2

1

=
=
=





 

 
( )





=
=






=−−+−
=−−

50.2
03.2

05)97.0211(16
06197.0315

31

21

3112
2

21
2





  

( )




−=
=






=−−+−
=−−

20.1
01.0

05)23.2211(16
06123.2315

32

22

3222
2

22
2





  

( )




=
−=






=−−+−
=−−

48.2
27.2

05)09.3211(16
06109.3315

33

23

3323
2

23
2





  

 

















−
−=

48.220.150.2
27.201.003.2

111
 

 
kgmkgmkgmmNKmNK 1,2,3,/5,/6 32121 =====  

 

5
1
52

3
6

3

2

1

1 ====
m
K

m
K                                                                                                            

 
 

22
211211

3

22

2

2112

1

11

23
KKKK

m
K

m
KK

m
K

i =
+

==
+

==   , 
1211

12116
KK

KK
+

=  , 
2221

22215
KK

KK
+

=  

 

















− 

 + 
=

















− 

+ 
=

















+ 

− 
=

















− 

+ 
=

)14525(
4
1

)14525(
4
1

,
)1451(

6
5

)1451(
6
5

)14535(
3
1

)14535(
3
1

,
)14525(

4
3

)14525(
4
3

2221

1211

KK

KK

 

 
 

0
550

52116
06315

2

2

2

2 =
















−−
−−−

−−
=−

n

n

n

n MK





  

 

srad
srad
srad

/09.3
/23.2
/97.0

3

2

1

=
=
=





 

 
( )





=
=






=−−+−
=−−

50.2
03.2

05)97.0211(16
06197.0315

31

21

3112
2

21
2





  

( )




−=
=






=−−+−
=−−

20.1
01.0

05)23.2211(16
06123.2315

32

22

3222
2

22
2





  

( )




=
−=






=−−+−
=−−

48.2
27.2

05)09.3211(16
06109.3315

33

23

3323
2

23
2





  

 

















−
−=

48.220.150.2
27.201.003.2

111
 

 
kgmkgmkgmmNKmNK 1,2,3,/5,/6 32121 =====  

 

5
1
52

3
6

3

2

1

1 ====
m
K

m
K                                                                                                            

 
 

22
211211

3

22

2

2112

1

11

23
KKKK

m
K

m
KK

m
K

i =
+

==
+

==   , 
1211

12116
KK

KK
+

=  , 
2221

22215
KK

KK
+

=  

 

















− 

 + 
=

















− 

+ 
=

















+ 

− 
=

















− 

+ 
=

)14525(
4
1

)14525(
4
1

,
)1451(

6
5

)1451(
6
5

)14535(
3
1

)14535(
3
1

,
)14525(

4
3

)14525(
4
3

2221

1211

KK

KK

 

با حل معادلات فوق مقادیر زیر به   دست می  آید: 
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، به   سادگی فرکانس دو مد  1 0ω = اکنون در کنار فرکانس مود صلب 
باقی  مانده به   دست می  آید:
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  ب- حل با روش مرسوم در ادبیات فنی دینامیک سازه  ها
]8- 0[

ماتریس سختی مدل: sradK
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ماتریس جرم متمرکز:
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2 و برابر قرار دادن دترمینان آن با 
nK Mω −  ساخت ماتریس 

صفر برای تعیین فرکانس طبیعی مدهای ارتعاش:
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 نتیجه گیری5- 
ارتعاش  مدهای  بردارهای  تعیین  در  ساده  و  نوین  روشی  مقاله  این  در 
و فرکانس  های نظیر برای سیستم  های با چند درجه   آزادی بیان شده است. 
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اساس این روش یافتن نقطه  ای )نقاطی( در فاصله  ی جرم  های مجاور است 
که در هر مد جابه جایی آن صفر است. به این نقاط گره  ی ارتعاش اطلاق 

شده است.
درک  ایجاد  مرسوم،  روش  به  نسبت  روش  این  مهم  مزایای  از  یکی 
تعداد  دیگر  سوی  از  است.  مختلف  مد  های  مفهوم  به  نسبت  بهتر  فیزیکی 
مراحلِ تعیین فرکانس  های مدی در روش مطرح شده از روش مرسوم کوتاه  تر 

است. 
ضمنا همچون روش مرسوم، روش بیان شده قابلیت استفاده به 
  صورت برنامه  های رایانه  ای را داراست. چنانچه از حل مثال  ها فهمیده 
می  شود، اختلاف ناچیز بین پاسخ  های متناظر در روش  های حل تنها 
به   خاطر عملیات ریاضی و تعداد ارقام پس از ممیز است. روش بیان 
شده یک روش تحلیلی است و منجر به پاسخ  های دقیق می  شود. هر 
چند که در این مقاله تنها به سیستم  های دینامیکی با دو و سه درجه 
آزادی پرداخته شده   است، به دست آوردن روابط برای سیستم  ها با 
درجات آزادی بالاتر مشابه روش بیان شده در سیستم  های دو و سه 
درجه آزادی است. هدف اصلی این مقاله صرفا بیان روش بوده، لذا 

اغلب از به دست آوردن روابط طولانی اجتناب شده است.
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