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ABSTRACT: Recently, converting ambient vibrational energy into useful electric energy through 
energy harvesters has been attracted worldwide attention due to its application in realizing self-powered 
operation of wireless sensors. Piezoelectric energy harvesters are usually equipped with elastic stoppers to 
prevent damage to the piezoelectric layer when the oscillating structure is attacked by sudden overloads. 
However, elastic stoppers cause nonlinear piecewise forces, which can lead to irregular voltage response 
of the system. So, in this paper, the resistive load is used as the control parameter to increase range of 
periodic voltage and avoid the appearance of irregular response of a bi-directional piezoelectric vibration 
energy harvester with the elastic stoppers. The governing electromechanical equations are extracted and 
solved by the Runge–Kutta method. The nonlinear dynamic response is analyzed using bifurcation plot, 
phase plane, power spectrum plot and Poincaré map. In order to validate simulation results, experiments 
have been carried out. Various nonlinear behaviors such as multi periodic and chaotic responses are 
observed, which are affected by the resistive load. Also, the results show that a higher value of resistive 
load can lead to a wider range of periodic responses of the system. The results of this study can provide a 
methodology to optimize system parameters according to vibration conditions of different environments.

Review History:

Received: Apr.25, 2025
Revised: May, 25, 2025
Accepted: Jun. 01, 2025
Available Online: Jun. 02, 2025

Keywords:

Piezoelectric

Bi-directional Energy Harvesting

Vibrational Test

Chaos

Elastic Stoppers

125

1- Introduction
With development of battery-free electronic devices 

and wireless sensor networks (WSNs), harvesting energy 
from external sources present in the environment has seen an 
increasing interest during recent years [1-3]. Vibration energy 
is very often present in nature and abundant. Electrostatic, 
electromagnetic and piezoelectric are common mechanisms for 
converting ambient vibration energy into electrical energy [4].

Vibration piezoelectric energy harvesters are usually 
equipped with elastic stoppers, to prevent damage of the 
piezoelectric elements when the harvester is attacked by 
shock forces. Utilizing elastic stoppers introduces the 
nonlinearity due to the piecewise contact force, which 
can lead to irregular voltage response of the system. The 
complexity of the voltage responses is the major challenge 
in designing the rectifier circuits. Therefore, some studies 
focus on the nonlinear vibration energy harvesters. Stanton et 
al. [5] studied nonlinear behavior of a bistable piezoelectric 
generator. They indicated that suitable distance between 
two magnets can be obtained by considering the magnet 
spacing as bifurcation parameter. Friswell et al. [6] modelled 
a nonlinear piezoelectric inverted beam with tip mass. They 
found that the effective operating frequency bandwidth can 
be extended, when the beam is near buckling.

Despite the availability of researches that concentrate 

on the nonlinear vibration energy harvesters, bifurcation 
behavior and routes to chaos in a bi-directional vibration-
based piezoelectric energy harvester equipped with nonlinear 
elastic stoppers has not been reported in the literature yet. 
Therefore, in this study the effects of excitation frequency 
and resistive load on the chaotic behavior of the vibration-
based piezoelectric energy harvester are investigated.

2- Mathematical modelling
As shown in Fig. 1, two uniform beams with length L, 

width b, thickness hb, Young’s modulus Eb and mass per unit 

*Corresponding author’s email: rebrahimi@yu.ac.ir
                                  
                                  Copyrights for this article are retained by the author(s) with publishing rights granted to Amirkabir University Press. The content of this article                                                  
                                 is subject to the terms and conditions of the Creative Commons Attribution 4.0 International (CC-BY-NC 4.0) License. For more information, 
please visit https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode.

2 
 

that the effective operating frequency bandwidth can be 
extended, when the beam is near buckling. 

Despite the availability of researches that 
concentrate on the nonlinear vibration energy 
harvesters, bifurcation behavior and routes to chaos in a 
bi-directional vibration-based piezoelectric energy 
harvester equipped with nonlinear elastic stoppers has 
not been reported in the literature yet. Therefore, in this 
study the effects of excitation frequency and resistive 
load on the chaotic behavior of the vibration-based 
piezoelectric energy harvester are investigated. 

2. Mathematical modelling 
As shown in Fig. 1, two uniform beams with length L, 
width b, thickness hb, Young’s modulus Eb and mass per 
unit length mb are studied. The x-axis is along the 
undeflected axis of the beam and w(x,t) is the transverse 
deflection of the beam relative to its base (along the z-
axis). A piezoelectric layer is extended on the top 
surface of each beam. Each piezoelectric layer has mass 
per unit length mp, thickness hp and Young’s modulus 
Ep. The boundary conditions of the beams are 
considered as clamped at one end and free at the other 
end. A lumped mass m is attached to each beam at x=L. 
In order to protect the piezoelectric layers during an 
overload situation, two stoppers are included in the 
harvester design. The equilibrium gap at each stopper is 
δ1. The collision between the stopper and the lumped 
mass is modeled using a contact spring with stiffness ks. 
The angular position of the adjustable frame is 
characterized by the angle θ with respect to the 
horizontal direction. The harvester is subject to 
excitations due to base motion. The translational 
motions of the base along the vertical and horizontal 
directions are described by the g(t) and h(t), 
respectively. Equivalent circuit model for each 
piezoelectric layer comprises a current source in series 
with a load resistance R. 

 
Fig. 1. Schematic of the bi-directional tunable piezoelectric 

energy harvesting system with elastic stoppers. 

The electromechanical equations can be attained by 
applying the Lagrange’s equation: 
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3. Results and discussion 
In this section, the numerical simulations in MATLAB 
software package are performed to evaluate the 
influence of resistive load and excitation frequency on 
the nonlinear dynamic behavior of the harvester. The 
parameter values used in the analysis are presented in 
Table 1. 

The bifurcation diagrams in Fig. 2 exhibit the effect 
of the excitation frequency on the responses of the 
harvester for different values of R=100 kΩ, R=340 kΩ 
and R=500 kΩ. Comparing the bifurcation diagrams 
indicates that a change in the resistive load can 
significantly alter the nonlinear responses of the 
harvester. So, the resistive load can be used as a tuning 
parameter. Also, by increasing the resistive load, wider 
range of periodic responses can be obtained. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1. Schematic of the bi-directional tunable piezo-
electric energy harvesting system with elastic stoppers.
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length mb are studied. The x-axis is along the undeflected axis 
of the beam and w(x,t) is the transverse deflection of the beam 
relative to its base (along the z-axis). A piezoelectric layer is 
extended on the top surface of each beam. Each piezoelectric 
layer has mass per unit length mp, thickness hp and Young’s 
modulus Ep. The boundary conditions of the beams are 
considered as clamped at one end and free at the other end. A 
lumped mass m is attached to each beam at x=L. In order to 
protect the piezoelectric layers during an overload situation, 
two stoppers are included in the harvester design. The 
equilibrium gap at each stopper is δ1. The collision between 
the stopper and the lumped mass is modeled using a contact 
spring with stiffness ks. The angular position of the adjustable 
frame is characterized by the angle θ with respect to the 
horizontal direction. The harvester is subject to excitations 
due to base motion. The translational motions of the base 
along the vertical and horizontal directions are described by 
the g(t) and h(t), respectively. Equivalent circuit model for 
each piezoelectric layer comprises a current source in series 
with a load resistance R.

The electromechanical equations can be attained by 
applying the Lagrange’s equation:
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load at Ω/2π=44.0 Hz.
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مقدمه-  
در سال های اخیر، تمایل به ساخت دستگاه های الکترونیکی قابل حمل 
بدون باتری و همچنین شبکه حسگرهای بدون سیمWSNs( 1( باعث شده 
انرژی  منابع  از  انرژی  برداشت  بسیاری روی روش های  است که تحقیقات 
تجدیدپذیر محیط متمرکز شوند. محیط اطراف دارای منابع انرژی زیادی از 
ارتعاشات  رادیویی ]4[،  امواج  باد ]2[، گرما ]3[،  انرژی خورشید ]1[،  جمله 
]5[ و ... است. از میان منابع انرژی که به آنها اشاره شد، تمرکز این مقاله بر 

برداشت انرژی از ارتعاشات محیط است.
روش  سه  بر  مبتنی  عمدتا  ارتعاشات،  از  انرژی  برداشت  روش های 
الکترومغناطیس، الکترواستاتیک و پیزوالکتریک می باشند. برداشت کننده های 
فارادی  الکترومغناطیس  القای  قانون  اساس  بر  الکترومغناطیس،  انرژی 
درون  مغناطیسی  زمانی که چگالی شار  قانون،  این  با  کار می کنند. مطابق 

1. Wireless Sensor Networks

القا  الکتریکی  نیروی محرک  حلقه، یک  درون  کند،  تغییر  بسته  حلقه  یک 
می شود. ساختار این نوع برداشت کننده ها از یک آهنربای دائم، کویل و یک 
سیستم تعلیق تشکیل شده است. با حرکت نسبی بین آهنربا و کویل در اثر 
 .]7 و   6[ می گردد  القا  کویل  در  الکتریکی  محرک  نیروی  یک  ارتعاشات، 
روش الکترواستاتیک می تواند در کاربردهایی با مقیاس میکرو به کار گرفته 
عمل  متغیر،  خازن  یک  ظرفیت  تغییر  اساس  بر  برداشت کننده ها  این  شود. 
ارتعاش  وسیله  به  مقابل هم  باردار  فاصله صفحات  که  به طوری  می کنند. 
تغییر کرده و بدین وسیله انرژی مکانیکی به الکتریکی تبدیل می شود. این 
صفحات از پلیمرهای با مقاومت بالا درست می شوند و در ابتدا با یک منبع 
ولتاژ، باردار می شوند ]8 و 9[. در روش پیزوالکتریک، با ایجاد کرنش در یک 
ماده پیزوالکتریک، انرژی مکانیکی حاصل از ارتعاشات به انرژی الکتریکی 
نام  به  از مواد  پیزوالکتریک، متعلق به دسته بزرگتری  تبدیل می شود. مواد 
فروالکتریک هستند. این برداشت کننده ها معمولًا از یک تیر یکسرگیردار یک 
پیزوالکتریک روی آن نصب شده اند.  آزاد تشکیل شده اند که لایه های  سر 
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به منظور افزایش کرنش ایجاد شده در تیر، نسبت به یک ورودی معلوم، در 
انتهای آزاد آن، یک جرم متصل است ]10 و 11[.

متوقف کننده های  با  معمولًا  پیزوالکتریک  انرژی  برداشت کننده های 
ارتعاش، در معرض  تا هنگامی که سازه در حال  الاستیک مجهز می شوند 
جلوگیری  پیزوالکتریک  به  آسیب  از  می گیرد،  قرار  ناگهانی  بیشبارهای 
نمایند. هرچند، به کارگیری متوقف کننده های الاستیک باعث تولید نیروهای 
یا  برخورد  از  ناشی  غیرخطی  نیروهای  اعمال  می شوند.  تکه ای  غیرخطی 
ضربه به متوقف کننده های الاستیک، پاسخ ولتاژ نامنظم سیستم را به ازای 
برخی از پارامترها به دنبال خواهد داشت که مهمترین چالش در طراحی مدار 
غیرخطی  دینامیک  مطالعه  لذا  می شود.  محسوب  برداشت کننده  یکسوساز1 

برداشت کننده های انرژی ارتعاشی از اهمیت خاصی برخوردار است.
انرژی  برداشت کننده  یک  آشوبناک  رفتار   ]12[ همکاران  و  استانتون 
دوپایداره را که متشکل از آهنرباهای دائمی و یک تیر پیزوالکتریک است، 
بررسی کردند. پس از مدل سازی سیستم، با استفاده از نمودارهای دوشاخگی 
و انتخاب فاصله دو آهنربا به عنوان پارامتر کنترلی در آن نمودارها، فاصله 

مطلوب و مناسب بین دو آهنربا تعیین گردید.
پاندول  شکل  به  را  پیزوالکتریک  تیر  یک   ]13[ همکاران  و  فریزول 
نزدیک  تیر  که  هنگامی  داد  نشان  آنها  نتایج  نمودند.  مدل سازی  معکوس 
حالت کمانش قرار گیرد، پهنای باند فرکانسی سیستم به طور مؤثری می تواند 
افزایش یابد. تحلیل رفتار دوشاخگی همین سیستم نیز به ازای پارامترهای 
جرم انتهایی مختلف، در مطالعه دیگری توسط لیتاک و همکاران ]14[ انجام 

شد.
اوزون و کورت ]15[ اثر یک میدان مغناطیسی پریودیک که منجر به 
پاندولی  برداشت کننده  پاسخ یک  را روی  نیروی غیرخطی است  تولید یک 
شکل پیزوالکتریک، مورد بررسی قرار دادند. نتایج نشان دهنده یک پدیده 

غیرخطی نرم شوندگی2 در پاسخ ولتاژ خروجی بود.
حلیم و همکاران ]16[ به تحلیل یک سیستم برداشت انرژی پیزوالکتریک 
ضربه-ارتعاشی پرداخته اند. این دستگاه برای محیط های با ارتعاشات فرکانس 
پایین مرتبط با حرکت انسان طراحی شده است. مدل طراحی شده به این گونه 
تیر  دو  تیر محرک،  پایین،  فرکانس  دوره ایی  اثر ضربه های  در  می باشد که 
تولید  بالاتری  ارتعاش درمی آورد و فرکانس های تشدید  به  را  پیزوالکتریک 
می کند که موجب افزایش توان خروجی می شود. نمونه اولیه این دستگاه در 
در  را  میکرووات  توان 129/15  تولید  قابلیت  میکرو ساخته شد که  مقایس 

1.  Rectifier circuit
2. Softening behavior

فرکانس 12/5 هرتز دارد.
فان و همکاران ]17[ یک برداشت کننده دوجهته را با قابلیت تبادل انرژی 
بین دو تیر پیزوالکتریک ارائه نمودند. نتایج نشان داد که این تبادل انرژی 
بین دو تیر که ناشی از کوپلینگ مغناطیسی است، تغییر شکل تیرها را در 
یک محدوده ایمن نگه داشته و از آسیب رسیدن به آنها جلوگیری می کند. 
با  رزونانس  فرکانس  آمده،  وجود  به  غیرخطی  خاصیت  خاطر  به  همچنین 

کاهش سطح تحریک، کاهش می یابد.
انرژی  برداشت کننده  یک  آشوبناک  ارتعاشات   ]18[ ایگاراشی  و  ساتو 
الکترومغناطیس را مطالعه نمودند. در این سیستم از یک هسته مغناطیسی 
از وجود یک  نتایج حاکی  است.  استفاده شده  نیروی غیرخطی  ایجاد  برای 
همچنین  می باشند.  هرتز   50 تا   20 محدوده  در  باندپهن  فرکانسی  پیک 

نماهای لیاپانو وقوع آشوب را در محدوده 60 تا 65 هرتز تأیید می کند.
انرژی  برداشت کننده  یک   ]19[ دیگری  مطالعه  در  همکاران  و  حلیم 
پهن باند مبتنی بر پیزوسرامیک را معرفی کرده اند که از ضربه مکانیکی برای 
برداشت انرژی از ارتعاشات با فرکانس پایین استفاده می کند. طرح ارائه شده، 
این  می کند.  عمل  پایین  فرکانس  تصادفی  ارتعاشات  از  گسترده ای  بازه  در 
با  ارتعاش  هنگام  در  که  است  پلیمری  انعطاف پذیر  تیر  یک  شامل  دستگاه 
متوقف¬کننده پایه، در تعامل است و از طریق ضربه های غیرخطی، پهنای 
فرکانس  کاهش  باعث  پلیمر  از  استفاده  می دهد.  افزایش  را  فرکانس  باند 
تشدید، افزایش محدوده جابجایی، و تقویت بزرگ نمایی دینامیکی می شود. 
 449 به  را  تولیدی  توان  است  توانسته  پیشنهادی  انرژی  برداشت کننده 

میکرووات در فرکانس 17 هرتز برساند.
هی و همکاران ]20[ یک برداشت کننده انرژی پیزوالکتریک مبتنی بر 
پیزوالکتریک  تیر  دو  دستگاه شامل  این  کرده اند.  ارائه  غلتان  با جرم  ضربه 
کانال  یک  باز  انتهای  دو  در  متقارن  به صورت  که  است  گیردار  یک سر 
کانال  داخل  در  چرخان  فولادی  ساچمه  یک  گرفته اند.  قرار  هدایت کننده 
در  پایه  تحریک  هنگام  ساچمه  این  می کند.  عمل  متحرک  جرم  به عنوان 
جهت موازی با کانال، آزادانه می چرخد و به تیرها ضربه می زند. این ضربات 
باعث ایجاد ارتعاشات در تیرها و تبدیل انرژی مکانیکی به انرژی الکتریکی از 
طریق لایه های پیزوالکتریک می شود. نتایج نشان می دهد که تحت تحریک 
پایه با شتاب 1.0g، حداکثر توان خروجی 511 میکرووات در فرکانس 18/4 

هرتز قابل دستیابی می باشد.
را  پیزوالکتریک  پهن باند  انرژی  برداشت کننده  یک   ]21[ یانگ  و  ژائو 
که مجهز به یک متوقف کننده مکانیکی است، معرفی نمودند. این دستگاه 
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انرژی  بادی  جریان های  و  پایه  ارتعاشات  از  همزمان  طور  به  می تواند 
به یک  که  است  شکل   D بدنه  یک  شامل  پیشنهادی  مدل  برداشت  کند. 
تیر پیزوالکتریک متصل شده است و در پایین آن یک متوقف کننده مکانیکی 
قرار دارد. نتایج نشان داد که به ازای سرعت باد 5/5 متر برثانیه، تحریک پایه 
با شتاب 0/5g و فاصله 19/5 میلی متری بین متوقف کننده و بدنه D شکل، 
توان خروجی بین 3 میلی وات در فرکانس 17/3 هرتز تا 3/8 میلی وات در 

فرکانس 19/1 هرتز قابل دستیابی است.
متوقف کننده های  از  را  جدیدی  چیدمان  یک   ]22[ همکاران  و  هو 
این  استفاده کردند.  آزادی  پیزوالکتریک دو درجه  ژنراتور  مکانیکی در یک 
متوقف کننده ها، به عنوان ایجادکننده نیروهای غیرخطی در معادلات سیستم 
به کار گرفته شده اند. حل تحلیلی سیستم با روش میانگین گیری به دست آمد. 
نتایج نشان داد که دامنه پاسخ ولتاژ می تواند با کاهش فاصله متوقف کننده 
باند  پهنای  در   289/8% و   232/1% افزایش  یک  همچنین  یابد.  افزایش 

سیستم نسبت به مدل خطی یک و دو درجه آزادی مشاهده گردید.
فرکانس  با  پیزوالکتریک  انرژی  برداشت کننده  ]23[ یک  و کین  ژانگ 
قابل تنظیم و مجهز به یک مکانیزم ضربه ای را طراحی و مورد بررسی قرار 
پیزوالکتریک  تیر  به  ریسمان،  یک  کمک  به  ضربه  دستگاه،  این  در  دادند. 
برای  می تواند  دستگاه  این  آمده،  دست  به  نتایج  به  توجه  با  می شود.  وارد 

محیط هایی با فرکانس پایین مورد استفاده قرار گیرد.
وی و همکاران ]24[ و همچنین لی و همکاران ]25[ از یک مکانیزم 
برداشت کننده  یک  طراحی  در  شکل(،  )قیچی   X شبیه  ساختاری  با  جدید 
انرژی با قابلیت تنظیم فرکانس استفاده نمودند. نتایج حاکی از آن بود که با 
تنظیم برخی پارامترهای پیکربندی سازه مذکور، به راحتی می توان انرژی را 

از محیط های ارتعاشی با فرکانس های پایین استحصال نمود.
تؤدورو و همکاران ]26[ یک مبدل انرژی ضربه ای پیزوالکتریک جدید 
را معرفی کردند. این سیستم شامل یک تیر یکسرگیردار با جرم کروی در 
انتهای آزاد آن است که در حین ارتعاش با غشاهای1 الاستیک ساکن برخورد 
انرژی  می کند. لایه های پیزوالکتریک تعبیه شده در دو طرف تیر و غشاها، 
مکانیکی را به انرژی الکتریکی تبدیل می کنند. نتایج نشان می دهد که این 
سیستم برای محیط های ارتعاشی فرکانس پایین مناسب است. ضمن اینکه 
استفاده از غشاهای الاستیک و لایه های پیزوالکتریک می تواند بازدهی تولید 

انرژی را به طور قابل  توجهی افزایش دهد.
کائو و همکاران ]27[ یک سیستم برداشت  کننده انرژی ضربه-ارتعاشی 

1. Membranes

را بر اساس یک تیر پیزوالکتریک با لایه های جداشونده طراحی کرده اند. این 
کار با هدف افزایش خروجی ولتاژ و پهنای باند فرکانسی انجام شده است. 
ولتاژ،  پیک  دو  که  می دهند  نشان  تجربی  نتایج  و  عددی  شبیه سازی های 
پیک  یافت می شوند.  دوم  تشدید  ناحیه  در  و هم  اول  تشدید  ناحیه  در  هم 
برداشت کننده ضربه-ارتعاشی طراحی  فرکانسی دستگاه  باند  پهنای  و  ولتاژ 
توان  حداکثر  همچنین  می باشد.  معمولی  برداشت کننده  از  بزرگ تر  شده 
برداشت کننده جدید، در ناحیه تشدید اول برابر با 0/605 میکرو وات است که 
توان 0/048 میکر وات تحت  با  برداشت کننده معمولی  از  بیشتر  برابر   12/6

شتاب یکسان پایه می باشد.
درجه  دو  هیبریدی  انرژی  برداشت کننده  یک   ]28[ همکاران  و  چن 
آزادی مبتنی بر ترکیب پیزوالکتریک و تریبو الکتریک2 معرفی کرده اند. این 
سیستم شامل یک نوسانگر آونگی، تیر پیزوالکتریک و قسمت تریبوالکتریک 
می باشد. نتایج نشان داد که این سیستم می تواند نوسانات با دامنه بزرگ را در 
یک پهنای باند وسیع و فرکانس های پایین ایجاد کند. حداکثر توان خروجی 
زیرسیستم پیزوالکتریک 0/93 میلی وات و زیرسیستم تریبوالکتریک 0/053 
میلی وات در فرکانس تحریک 4 هرتز و دامنه تحریک 15 میلی متر می باشد 
این مقادیر به ترتیب 23 و 38 برابر بزرگتر از برداشت کننده مشابهی هستند 

که در آن حرکت آونگ در نظر گرفته نشده است.
انرژی  برداشت  دستگاه  دیگری یک  مطالعه  در   ]29[ همکاران  و  کائو 
پیزوالکتریک ضربه-ارتعاشی را به شکل چنگال3 طراحی نمودند. در این طرح 
از یک آونگ با طول قابل تنظیم برای تولید ضربه استفاده شده است. نتایج 
نشان می دهد که سیستم قادر است توان 0/6 میلی وات و 6/4 میلی وات را 
 0.5g به ترتیب در فرکانس های 5 هرتز و 34 هرتز، تحت دامنه تحریک

تولید کند.
مدل های  می دهد،  نشان  شده  انجام  تحقیقات  مرور  که  همان طور 
غیرخطی ارائه شده برای برداشت کننده های انرژی ارتعاشی، بیشتر با هدف 
تحلیل پاسخ فرکانسی، مورد بررسی قرار گرفته اند. همچنین با وجود عوامل 
نامنظم  غیرخطی  رفتارهای  وقوع  احتمال  و  سیستم ها  این  در  غیرخطی 
تأثیر  آنها،  در  آشوبناک(  و  دوشاخگی  پرش4،  زیرهارمونیک،  )پاسخ های 
در مطالعات  رفتارهای غیرخطی،  این  وقوع  بر  فیزیکی مختلف  پارامترهای 
از  جدیدی  مدل  حاضر،  مطالعه  در  رو  این  از  است.  شده  ارائه  کمی  بسیار 
الاستیک  متوقف کننده های  با  پیزوالکتریک  جهته  دو  انرژی  برداشت کننده 

2. Triboelectric
3. Tuning fork
4. Jump
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پاسخ  روی  مقاومتی  بار  و  تحریک  فرکانس  اثر  سپس  است.  گردیده  ارائه 
دینامیک غیرخطی سیستم، توسط نمودارهای دوشاخگی، طیف توان، مقاطع 
پوانکاره و صفحه فاز بررسی شده است. در نهایت نتایج تئوری با نتایج تست 
حاصل از نصب برداشت کننده طراحی و ساخته شده بر روی یک لرزاننده، 

مقایسه شده است.

پیکربندی دستگاه و مدل سازی تئوری- 2
دوجهته  پیزوالکتریک  انرژی  برداشت کننده  غیرخطی  مدل   ،1 شکل 
متوقف کننده های  با  همراه  را  است  شده  ارائه  مطالعه  این  در  که  جدیدی 
الاستیک، به طور شماتیک نشان می دهد. سیستم از دو تیر فلزی یکنواخت به 
طول L، ضخامت hb، پهنای b، جرم بر واحد طول mb و مدول الاستیسیته 
Eb تشکیل شده است. محور x در امتداد طولی تیرها در نظر گرفته می شود 

و جابجایی عرضی تیر نسبت به پایه، با پارامتر) w(x,t نشان داده می شود 
)در امتداد محور z(. یک لایه پیزوالکتریک روی کل سطح بالایی هر تیر قرار 
گرفته است. لایه پیزوالکتریک دارای ضخامت hp، پهنای b، جرم بر واحد 
طول mp و مدول الاستیسیته Ep می باشد. لایه پیزوالکتریک، به مقاومت 
گیردار  سر  یک  صورت  به  تیرها،  مرزی  شرایط  است.  شده  متصل   R بار 
ایجاد شده  آزاد در نظر گرفته شده اند که به وسیله تکیه گاه ها1  – یک سر 
است. یک جرم متمرکز m به انتهای هر تیر )x=L( متصل گردیده است. 

1.Clamp

برای محافظت از لایه های پیزوالکتریک در شرایط بیشباری، دو متوقف کننده 
الاستیک در طراحی برداشت کننده در نظر گرفته شده است. در حالت تعادل، 
فاصله بین جرم متمرکز و متوقف کننده ها با δ1 نشان داده می شود. برخورد 
 ks بین متوقف کننده و جرم متمرکز، مانند برخورد به یک فنر خطی با سختی
مدل می گردد. از اتلاف انرژی در متوقف کننده الاستیک، حین برخورد صرف 
نظر شده است. موقعیت زاویه ای قاب قابل تنظیم2، با زاویه Ψ نسبت به افق 
مشخص می شود. برداشت کننده در معرض تحریک ناشی از حرکت پایه )قاب 
 )g)t ثابت3( قرار دارد. حرکت انتقالی پایه در جهات قائم و افقی به ترتیب با

و h)t( توصیف می شود.
انرژی جنبشی کلی سیستم Πk، جمع انرژی جنبشی جرم  متمرکز، تیر و 

لایه پیزوالکتریسیته است که عبارت است از:
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2. Adjustable frame
3. Fixed frame

 
 

 کیالاست یهاکنندهدوجهته با متوقف کیزوالکتریپ یکننده انرژمدل دستگاه برداشت: 1شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. مدل دستگاه برداشت کننده انرژی پیزوالکتریک دوجهته با متوقف کننده های الاستیک

Fig. 1. Model of the bi-directional tunable piezoelectric energy harvesting device with elastic stoppers.
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که بالانویس نقطه، معرف مشتق نسبت به زمان t است. بر اساس تئوری 

به  تیر می تواند  σb در  εx و تنش متناظر  اویلر-برنولی کرنش محوری  تیر 

صورت زیر نوشته شود:
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براساس روابط بنیادین تئوری پیزوالکتریسیته، معادلات الکترومکانیکال 

اولیه عبارت اند از ]30[:

(4)

(1)  

 

2

0 2

2

2

2
) , ( ) (cos ) (sin

) (sin ) (cos

) , ( ) (cos ) (sin
     

2
) (sin ) (cos

b p
k

L

m m

w x t g t h t
t dx

g t h t

w L t g t h tm t

g t h t

 

 

 

 


  

       
    

        
    



 

 

(2) 
2

2
) , (

x
w x tz

x
 
 


 

(3) b b xE   

 

(4) 31p p x zE e E    

(5) 3 31 33
s

x zD e E    

 

(6) ) (
z

p

v tE
h

   

 

(7) 

 3

22

20

2
2

20

1 1
2 2

) , (    =
2

) , ( 1      ) ( ) (
2

b p
p b x b p x z pv v

Lb b p p

L

p

dv D E dv

E I E I w x t dx
x

w x tv t dx C v t
x

   



   

  
  


 



 





 

 

(8)  3 3
2 1

3b

b h h
I


  

(9)  3 3
3 2

3p

b h h
I


  

(11)  2 2
31 3 2

2 p

e b h h
h




   

(11) 33
s

p
p

bLC
h


  

 

(12) b

p

En
E

  

(13)  
2 2

1

2 .
2 .

p b p b

p b

h h h n h
h

h n h
 




 

 

(5)

(1)  

 

2

0 2

2

2

2
) , ( ) (cos ) (sin

) (sin ) (cos

) , ( ) (cos ) (sin
     

2
) (sin ) (cos

b p
k

L

m m

w x t g t h t
t dx

g t h t

w L t g t h tm t

g t h t

 

 

 

 


  

       
    

        
    



 

 

(2) 
2

2
) , (

x
w x tz

x
 
 


 

(3) b b xE   

 

(4) 31p p x zE e E    

(5) 3 31 33
s

x zD e E    

 

(6) ) (
z

p

v tE
h

   

 

(7) 

 3

22

20

2
2

20

1 1
2 2

) , (    =
2

) , ( 1      ) ( ) (
2

b p
p b x b p x z pv v

Lb b p p

L

p

dv D E dv

E I E I w x t dx
x

w x tv t dx C v t
x

   



   

  
  


 



 





 

 

(8)  3 3
2 1

3b

b h h
I


  

(9)  3 3
3 2

3p

b h h
I


  

(11)  2 2
31 3 2

2 p

e b h h
h




   

(11) 33
s

p
p

bLC
h


  

 

(12) b

p

En
E

  

(13)  
2 2

1

2 .
2 .

p b p b

p b

h h h n h
h

h n h
 




 

 

در معادلات بالا σp تنش در ماده پیزوالکتریک، e31 ثابت پیزوالکتریک1، 

33 نشان دهنده گذردهی 
Sε Ez میدان الکتریکی، D3 جابجایی الکتریکی2 و 

الکتریکی3 در کرنش ثابت می باشند. میدان الکتریکی یکنواخت ایجاد شده 

در لایه پیزوالکتریک برابر است با ]31[:
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که )v)t نشان دهنده ولتاژ ایجاد شده در لایه پیزوالکتریک است. انرژی 

الکتریکی  و  مکانیکی  اثرات  از  ناشی  در سیستم،  Πp ذخیره شده  پتانسیل 

است که عبارت است از:

1. Piezoelectric constant
2. Electric displacement
3. Permittivity
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لایه  حجم  و  اصلی  تیر  حجم  نشان دهنده  ترتیب  به   vp و   vb که 
پیزوالکتریسیته هستند. ضرایب θ ،Ip ،Ib و Cp نیز به صورت زیر محاسبه 

می شوند:
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همان طور که در مقطع عرضی تیر اصلی و لایه پیزوالکتریک نشان داده 
شده در شکل 2 مشخص گردیده است، پارامتر h1 فاصله بین سطح خنثی 
و سطح زیرین تیر اصلی است. پارامتر h2 فاصله بین سطح خنثی و سطح 
بالایی تیر را نشان می دهد. پارامتر h3 نیز معرف فاصله بین سطح خنثی تا 

سطح بالایی لایه پیزوالکتریک است.

 
 

 کیزوالکتریپ هیو لا ریت یمقطع عرض: 2شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. مقطع عرضی تیر و لایه پیزوالکتریک

Fig. 2. Cross section of the beam and piezoelectric layer.
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کلیه   ،]32[ )مرکب(  جنسی  چند  تیرهای  بر  حاکم  روابط  به  توجه  با 
لایه  hb، ضخامت  اصلی  تیر  برحسب ضخامت   h3 و   h2  ،h1 پارامترهای 

پیزوالکتریک hp و n به صورت زیر قابل محاسبه هستند:

(12)

(1)  

 

2

0 2

2

2

2
) , ( ) (cos ) (sin

) (sin ) (cos

) , ( ) (cos ) (sin
     

2
) (sin ) (cos

b p
k

L

m m

w x t g t h t
t dx

g t h t

w L t g t h tm t

g t h t

 

 

 

 


  

       
    

        
    



 

 

(2) 
2

2
) , (

x
w x tz

x
 
 


 

(3) b b xE   

 

(4) 31p p x zE e E    

(5) 3 31 33
s

x zD e E    

 

(6) ) (
z

p

v tE
h

   

 

(7) 

 3

22

20

2
2

20

1 1
2 2

) , (    =
2

) , ( 1      ) ( ) (
2

b p
p b x b p x z pv v

Lb b p p

L

p

dv D E dv

E I E I w x t dx
x

w x tv t dx C v t
x

   



   

  
  


 



 





 

 

(8)  3 3
2 1

3b

b h h
I


  

(9)  3 3
3 2

3p

b h h
I


  

(11)  2 2
31 3 2

2 p

e b h h
h




   

(11) 33
s

p
p

bLC
h


  

 

(12) b

p

En
E

  

(13)  
2 2

1

2 .
2 .

p b p b

p b

h h h n h
h

h n h
 




 
 

(13)

(1)  

 

2

0 2

2

2

2
) , ( ) (cos ) (sin

) (sin ) (cos

) , ( ) (cos ) (sin
     

2
) (sin ) (cos

b p
k

L

m m

w x t g t h t
t dx

g t h t

w L t g t h tm t

g t h t

 

 

 

 


  

       
    

        
    



 

 

(2) 
2

2
) , (

x
w x tz

x
 
 


 

(3) b b xE   

 

(4) 31p p x zE e E    

(5) 3 31 33
s

x zD e E    

 

(6) ) (
z

p

v tE
h

   

 

(7) 

 3

22

20

2
2

20

1 1
2 2

) , (    =
2

) , ( 1      ) ( ) (
2

b p
p b x b p x z pv v

Lb b p p

L

p

dv D E dv

E I E I w x t dx
x

w x tv t dx C v t
x

   



   

  
  


 



 





 

 

(8)  3 3
2 1

3b

b h h
I


  

(9)  3 3
3 2

3p

b h h
I


  

(11)  2 2
31 3 2

2 p

e b h h
h




   

(11) 33
s

p
p

bLC
h


  

 

(12) b

p

En
E

  

(13)  
2 2

1

2 .
2 .

p b p b

p b

h h h n h
h

h n h
 




 
 

(14) (14) 2 1bh h h   

(15)  3 1b ph h h h    

 

(16) 
 

2

0 2

) , ( ) (cos ) (sin

2
) (sin ) (cos

L

d

w x t g t h tc t dx
g t h t

 

 

         
    


 

 

(17) ) , ( ) (. ) (w x t x q t  

 

(18) 
    

   
        

)x( cosh x cos x

sin sinh
sinh x sin x

cosh cos

  

 
 

 

 

 
   

 

 

(19) ) ( ) ( ) ( ) ( ) (pk k dd F t
dt q q q q

  
   

   
 

(21) ) ( ) ( ) ( ) ( ) (pk k dd Q t
dt v v v v

  
   

   
 

 

(21)  
1

1 1

0 ) , (
) (

) , ( ) , (s

w L t
F t

k w L t w L t


 


   
 

 

(22) ) ( ) (dQ t v t
dt R

  

 

(23) 
0 0

) ( ) ( ) ( ) (
) ( ) ( ) (

Mq t Cq t Kq t v t
F t M Z t C Z t

   

 
 

(24) ) () ( ) ( 0p
v tC v t q t
R

    

 

(25)   2 2

0
) ( . ) (

L

b pM m m x dx m L     

(26)  0 0
) ( . ) (

L

b pM m m x dx m L     

(27) 2

0
) (

L
C c x dx   

 

(15)

(14) 2 1bh h h   

(15)  3 1b ph h h h    

 

(16) 
 

2

0 2

) , ( ) (cos ) (sin

2
) (sin ) (cos

L

d

w x t g t h tc t dx
g t h t

 

 

         
    


 

 

(17) ) , ( ) (. ) (w x t x q t  

 

(18) 
    

   
        

)x( cosh x cos x

sin sinh
sinh x sin x

cosh cos

  

 
 

 

 

 
   

 

 

(19) ) ( ) ( ) ( ) ( ) (pk k dd F t
dt q q q q

  
   

   
 

(21) ) ( ) ( ) ( ) ( ) (pk k dd Q t
dt v v v v

  
   

   
 

 

(21)  
1

1 1

0 ) , (
) (

) , ( ) , (s

w L t
F t

k w L t w L t


 


   
 

 

(22) ) ( ) (dQ t v t
dt R

  

 

(23) 
0 0

) ( ) ( ) ( ) (
) ( ) ( ) (

Mq t Cq t Kq t v t
F t M Z t C Z t

   

 
 

(24) ) () ( ) ( 0p
v tC v t q t
R

    

 

(25)   2 2

0
) ( . ) (

L

b pM m m x dx m L     

(26)  0 0
) ( . ) (

L

b pM m m x dx m L     

(27) 2

0
) (

L
C c x dx   

 

انرژی اتلافی Πd در برداشت کننده پیزوالکتریک ناشی از میرایی هوا با 
ثابت میرایی c، عبارت است از:
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از طرفی، تغییر شکل خمشی w)x,t( تیر اصلی می تواند به صورت زیر 
تخمین زده شود:
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 φ)x( مختصات تعمیم یافته است. اولین تابع ویژه q)t (،در رابطه بالا
تعریف  زیر  صورت  به  آزاد،  گیردار-یکسر  یکسر  مرزی  شرایط  برای  نیز 

می شود ]34،33[:
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که در معادله بالا، β=0.5969π. با جایگذاری معادله )18( در معادلات 
و  پتانسیل  انرژی  جنبشی،  انرژی  به  مربوط  عبارت های   ،)16( و   )7(  ،)1(
سیستم  یک  برای  لاگرانژ  معادلات  می شوند.  گسسته سازی  اتلافی  انرژی 

الکترومکانیکال به صورت زیر بیان می شوند ]35،12[:
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الکتریکی  شارژ   Q)t( و  یافته  تعمیم  نیروی   F)t( بالا  معادلات  در 
تولید شده در لایه پیزوالکتریک می باشد. نیروی تعمیم یافته اعمال شده به 
برداشت کننده پیزوالکتریک، ناشی از برخورد بین جرم متمرکز و متوقف کننده 

الاستیک است. بنابراین:
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از طرفی با اعمال قانون اهم و همچنین قانون ولتاژ کریشهف1 روی مدار 
پیزوالکتریک متصل به مقاومت بار R خواهیم داشت ]35[:
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1. Kirchoff voltage law
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که χ ،K ،C0 ،C ،M0 ،M و ) Z)t عبارت اند از:
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که علامت پرایم )‘( مشتق نسبت به متغییر x را نشان می دهد. فرض 
می شود که پایه برداشت کننده در معرض تحریک هارمونیک مطابق معادلات 
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که ω نشان دهنده فرکانس تحریک و Ai بیانگر دامنه های جابجایی پایه 
هستند. توان تلف شده در مقاومت R عبارت است از:
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شبیه سازی نتایج و بحث- 3
در این قسمت شبیه سازی هایی در نرم افزار متلب1 انجام شده است تا اثر 
بار مقاومتی و فرکانس تحریک روی رفتار دینامیک غیرخطی برداشت کننده 
انرژی، مورد ارزیابی قرار گیرد. روش رانج – کوتا برای حل عددی معادلات 
الکترومکانیکال، به کار گرفته شده است. مقادیر عددی پارامترهای فیزیکی 
به کار رفته برای مدل سازی سیستم، در جدول 1 ارائه گردیده است. تحلیل 
طیف  فاز،  مانند صفحه  ابزارهایی  از  استفاده  با  نیز  سیستم  غیرخطی  رفتار 

توان، مقاطع پوانکاره و نمودارهای دوشاخگی انجام شده است.
یا  پریودیک  سیستم  پاسخ  که  می کند  مشخص  فقط  فاز  صفحه 
غیرپریودیک است و نمی توانند اطلاعات کافی را برای شروع حرکت نامنظم 
به  خروجی  متغییر  گسسته  فوریه  تبدیل  از  توان  طیف  نمودار  کنند.  فراهم 
این  و  قائم تشکیل می شود  از یک سری خطوط  نمودار  این  دست می آید. 
خطوط مبین این موضوع هستند که سیگنال مورد نظر را می توان به صورت 
مجموعه ای گسسته از توابع هارمونیک نشان داد. طیف توان رفتار نامنظم، 
شده  تشکیل  یکدیگر  با  نامتناسب  فرکانس های  برخی  در  طیف  خطوط  از 

است ]36[.
فازی  نمودار  که  می باشد  فاز  فضای  در  پوانکاره یک صفحه ای  مقطع 
برای  را قطع می کند.  بر حرکت سیستم  معادلات حاکم  از حل  ایجاد شده 
پاسخ،  چنانچه  است.  نقطه  یک  تنها  پوانکاره  مقطع  پریودیک،  پاسخ های 
ایجاد  را  منفصل  نقاط  از  بسته  منحنی  یک  پوانکاره  مقطع  باشد،  نامنظم 
تشکیل  نظم خاصی  بدون  و  توده ای  به صورت  نقاط  تعدادی  از  یا  می کند 

می-شود. ]37[.
نامنظم  به حرکت  ورود  برای شناسایی مسیر  نمودارهای دوشاخگی  از 
سیستم  یک  دائمی  پاسخ  دامنه  دوشاخگی،  نمودار  در  می شود.  استفاده 
یک  برای  می شود.  ترسیم  غیرخطی  پارامتر  از  تابعی  صورت  به  غیرخطی 
پاسخ پریودیک، هنگام تغییر پارامتر کنترلی، در هر گام فقط یک نقطه روی 
منحنی دیده می شود. اگر پاسخ به صورت زیرهارمونیک با دوره تناوب n ام 
شد.  خواهد  دیده  منحنی  روی  مجزاء  نقطه   n گام مشخص،  هر  در  باشد، 
از نقاط روی  در نهایت اگر حرکت شبه پریودیک یا آشوبناک باشد، ستونی 
منحنی مشاهده می شود. در این حالت با مراجعه به مقاطع پوانکاره می توان 

حرکت شبه پریودیک را از حرکت آشوبناک تشخیص داد ]38[.
شکل 3 نمودارهای دوشاخه ای پاسخ ولتاژ برداشت کننده پیزوالکتریک 
 ،R=100 kΩ مقاومتی  بارهای  ازای  به   ،ω تحریک  فرکانس  تغییر  با  را 
1. MATLAB
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R=340 kΩ و R=500 kΩ نشان می دهد.

به ازای بار مقاومتی R=100 kΩ )شکل 3-الف(، پاسخ ولتاژ پریودیک 
 ω/2π=[5.2 ،ω/2π=[0.0 ~ 1.6] Hz منظم( در محدوده های فرکانسی(
 ω/2π=[16.4 ~ 19.6] ،ω/2π=[12.3 ~ 14.2] Hz ،~ 9.6] Hz

و   ω/2π=[39.6 ~ 46.3] Hz  ،ω/2π=[23.6 ~ 29.4] Hz  ،Hz

که  است  ذکر  به  لازم  است.  دستیابی  قابل   ω/2π=[58.8 ~ 60] Hz

به  پرش،  یک  وسیله  به  سیستم  پریودیک  پاسخ   ω/2π=41.3 Hz در 
 ω/2π=[9.7 ~ محدوده های  در  می شود.  تبدیل  دیگری  پریودیک  پاسخ 
 ω/2π=[19.7 ~ 23.5]  ،ω/2π=[14.3 ~ 16.3] Hz  ،12.2] Hz

 ω/2π=[46.4 ~ 52.7] Hz و   ω/2π=[29.5 ~ 38.3] Hz  ،Hz

نمودار دوشاخگی نشان دهنده پاسخ ولتاژ نامنظم سیستم است. همچنین در 
 ω/2π=[38.4 ~ 39.5] Hz ،ω/2π=[1.7 ~ 5.1] Hz محدوده های
رفتار  یک  وارد  سیستم  پریودیک  پاسخ   ω/2π=[52.8 ~ 58.7] Hz و 

زیرهارمونیک با پریود 2T می شود.
به ازای بار مقاومتی R=340 kΩ )شکل 3-ب(، پاسخ ولتاژ پریودیک 
 ω/2π=[9.0 ،ω/2π=[0.0 ~ 6.9] Hz منظم( در محدوده های فرکانسی(
 ω/2π=[17.5 ~ 26.4] ،ω/2π=[11.5 ~ 15.6] Hz ،~ 9.5] Hz

Hz و ω/2π=[33.7 ~ 43.5] Hz قابل دستیابی است. در محدوده های 

 ،ω/2π=[9.6 ~ 11.4] Hz  ،ω/2π=[7.0 ~ 8.9] Hz فرکانسی 
 ،ω/2π=[26.5 ~ 33.6] Hz  ،ω/2π=[15.7 ~ 17.4] Hz

نمودار   ω/2π=[50.5 ~ 60] Hz و   ω/2π=[45.1 ~ 46.8] Hz

دوشاخگی بیانگر پاسخ ولتاژ نامنظم سیستم است. همچنین در محدوده های 
 ω/2π=[46.9 ~ 50.4] Hz و ω/2π=[43.6 ~ 45.0] Hz فرکانسی

پاسخ پریودیک سیستم وارد یک رفتار زیرهارمونیک با پریود 2T می شود.
به ازای بار مقاومتی R=500 kΩ )شکل 3-ج(، پاسخ ولتاژ سیستم در 
محدوده ω/2π=[0 ~ 5.4] Hz پریودیک می باشد. یک پدیده پرش نیز 
 ω/2π=[5.5 مشاهده می شود. در محدوده فرکانسی ω/2π=3.2 Hz در
 ω/2π=[7.0 ~ 9.4] 6.9 ~، رفتار سیستم نامنظم شده و مجددا در] Hz

Hz به حالت منظم بر می گردد. در فرکانس ω/2π=9.5 Hz پاسخ سیستم 

محدوده  در  نامنظم  رفتار  این  می کند.  پرش  دیگری  نامنظم  رفتار  یک  به 
 2T پریود  با  زیرهارمونیک  رفتار  یک  به   ω/2π=[11.7 ~ 13.3] Hz

تبدیل می شود. در محدوده فرکانسی ω/2π=[13.4 ~ 14.8] Hz مجدداً 
 ω/2π=[14.9 ~ 16.3] پاسخ سیستم به حالت پریودیک برمی گردد و در
با پریود 2T تبدیل می شود. این رفتار  Hz به رفتار زیرهارمونیک دیگری 

زیرهارمونیک از طریق یک پرش در ω/2π=16.4 Hz به رفتار پریودیک 
در  پرش هایی  اگرچه  می یابد.  ادامه   ω/2π=56.3 Hz تا  و  شده  تبدیل 

جدول 1. مقادیر پارامترهای فیزیکی دستگاه برداشت کننده پیزوالکتریک دو جهته با متوقف کننده های الاستیک ] 3[

Table 1. The physical parameters of the bi-directional tunable piezoelectric energy harvester with 
elastic stoppers [31].

 [11] کیالاست یهاکنندهقفدو جهته با متو کیزوالکتریکننده پدستگاه برداشت یکیزیف یپارامترها ریمقاد: 1جدول 

 
 مقدار نماد پارامتر ردیف

 A1 0.1g دامنه تحریک قائم 1

 b 20 mm پهنای تیر اصلی )و تیر پیزوالکتریک( 2

 e31 -12.54 C/m2 ثابت پیزوالکتریک 3

 Eb 100 GPa مدول الاستیسیته تیر 4

 Ep 66 GPa مدول الاستیسیته پیزوالکتریک 5

 hb 1 mm ضخامت تیر 6

 hp 0.4 mm ضخامت پیزوالکتریک 7

 ks 100 N/m الاستیکهای کنندهسختی متوقف 8

 m 5 gr متمرکز جرم 9

 δ1 0.4 mm هاکنندهفاصله بین جرم متمرکز و متوقف 11

𝜀𝜀33𝑠𝑠 گذردهی پیزوالکتریک در کرنش ثابت 11  15.93 nF/m 

 Ψ π/6 Rad زاویه مونتاژ 12

 ρb 7165 Kg/m3 چگالی جرمی تیر 13

 ρp 7800 Kg/m3 چگالی جرمی پیزوالکتریسیته 14
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دیده  نیز   ω/2π=49.9 Hz و   ω/2π=34.4 Hz  ،ω/2π=22.7 Hz

می شود. نهایتاًً پاسخ سیستم در ω/2π=[56.4 ~ 60] Hz مجدداً به حالت 
نامنظم برمی گردد.

نشان   ،3 شکل  دوشاخگی  نمودارهای  از  آمده  دست  به  نتایج  مقایسه 
وسیعتری  گستره  انرژی،  برداشت کننده  مقاومتی  بار  افزایش  با  که  می دهد 
بار  از حرکات منظم )پریودیک( برای آن قابل دستیابی است. همچنین در 
مقاومتی R=100 kΩ، سیستم دارای یک قابلیت خودکنترلی برای بازگشت 
نمودارهای  نیز   4 شکل  در  است.  بالا  فرکانس های  در  منظم،  رفتار  به 
دوشاخگی پاسخ جابجایی برداشت کننده انرژی مورد نظر نسبت به فرکانس 
و   R=340 kΩ  ،R=100 kΩ مقاومتی  بارهای  ازای  به   ،ω تحریک 

R=500 kΩ نشان داده شده است.

پاسخ  که  می دهد  نشان  نیز   4 شکل  با   3 شکل  نمودارهای  مقایسه 
جابجایی سیستم نیز از لحاظ نوع رفتار )منظم یا نامنظم بودن(، مانند پاسخ 

ولتاژ سیستم می باشد.
رفتار  دقیق تر  تائید  و  بررسی  برای  نیز  شناسایی  روش های  دیگر  از 
ترتیب  به   7 و   6  ،5 شکل های  است.  گردیده  استفاده  سیستم  دینامیکی 
جابجایی  پاسخ  پوانکاره  نقشه های  و  توان  طیف  فاز،  صفحه  مسیرهای 
 ،R=100 kΩ, ω/2π=21 Hz در  را  پیزوالکتریک  انرژی  برداشت کننده 
و   R=340 kΩ, ω/2π=48 Hz  ،R=100 kΩ, ω/2π=50 Hz

R=340 kΩ, ω/2π=55 Hz نشان می دهند.

مسیرهای  روی  از  شکل ها  این  در  سیستم  آشوبناک  پاسخ  نشانه های 
گشتره  5-د(،  و  5-ب  5-الف،  )شکل های  فاز  صفحه  منحنی های  متعدد 
وسیع فرکانس ها در نمودار طیف توان )شکل های 6-الف، 6-ب و 6-د( و 
ساختار فراکتالی نقش بسته در نقشه های پوانکاره )شکل های 7-الف، 7-ب 
و 7-د(، به خوبی قابل تشخیص است. همچنین دو حلقه مجزا در صفحه فاز 
)شکل 5-ج( و دو نقطه مجزا در نقشه پوانکاره )شکل 6-ج( حاکی از رفتار 

زیرهارمونیک با پریود 2T است.
 R=100 kΩ, ω/2π=11 در  آشوب  وقوع  از  کامل  اطمینان  برای 
 ،R=100 kΩ, ω/2π=21 Hz  ،R=100 kΩ, ω/2π=15 Hz  ،Hz

 R=340 ،R=340 kΩ, ω/2π=16 Hz ،R=100 kΩ, ω/2π=34 Hz

 R=500 kΩ, ،R=340 kΩ, ω/2π=55 Hz ،kΩ, ω/2π=30 Hz

نمای  ماکزیمم  از   R=500 kΩ, ω/2π=58 Hz و   ω/2π=10.5 Hz

ماکزیمم  بودن  به شکل 8، مثبت  توجه  با  استفاده شده است.  نیز  لیاپانوف 
نمای لیاپانوف، وجود پدیده آشوب را تأیید می کند.

 
 الف(

 
 ب(

 
 ج(

ه ازای بارهای ب ωهای الاستیک نسبت به فرکانس تحریک کنندهکننده پیزوالکتریک با متوقفدوشاخگی پاسخ ولتاژ برداشت رفتار: 3شکل 
با  R=500 kΩج(  R=340 kΩب(  R=100 kΩمقاومتی الف(  پیزوالکتریک  برداشت کننده  ولتاژ  پاسخ  دوشاخگی  رفتار   .3 شکل 

متوقف کننده های الاستیک نسبت به فرکانس تحریک ω به ازای بارهای 
R=500 kΩ  )ج R=340 kΩ  )ب R=100 kΩ  )مقاومتی الف

Fig. 3. Bifurcation behavior of the voltage response of 
the piezoelectric harvester with elastic stoppers versus 
excitation frequency ω at (a) R=100 kΩ (b) R=340 kΩ 

(c) R=500 kΩ.



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 57، شماره 2، سال 1404، صفحه 125 تا 146

 37

تست4آزمایشگاهی-44
انرژی  برداشت کننده  نمونه دستگاه  فرایند ساخت  ابتدا  این قسمت،  در 
می گردد.  ارائه  الاستیک  متوقف کننده های  به  مجهز  دوجهته  پیزوالکتریک 
سپس تجهیزات استفاده شده برای تست آزمایشگاهی دستگاه و اعتبارسنجی، 

معرفی می شوند.

فرایند ساخت- 1- 4
همان طور که در شکل 9 نشان داده شده است، یک نمونه اولیه برای 
مجهز  دوجهته  پیزوالکتریک  انرژی  برداشت کننده  دستگاه  عملکرد  تست 
قاب  )پایه(،  ثابت  قاب  است.  شده  ساخته  الاستیک،  متوقف کننده های  به 
قابل تنظیم و تکیه گاه ها از ماده تفلون و به وسیله فرایند ماشینکاری ساخته 
تیر  هر  بالایی  روی سطح  وسیله چسب  به  پیزوالکتریک  لایه  هر  شده اند. 
چسبانده شده است. دو پیچ M6 برای مونتاژ هر تیر داخل هر تکیه گاه به کار 
رفته است. سپس تکیه گاه ها با چهار پیچ M6 روی قاب قابل تنظیم نصب 
موقعیت  شده اند.  چسب  تیرها،  آزاد  سمت  روی  متمرکز  جرم های  شده اند. 
پایه، به وسیله دو پیج، ثابت  از نصب روی  مجموعه قاب قابل تنظیم، پس 
می گردد. متوقف کننده های الاستیک، از دو فنر فشاری مارپیچ دوسر تخت، 
تیغه  وسیله  به  متمرکز،  جرم  و  متوقف کننده ها  بین  فاصله  شده اند.  ساخته 
مقاومتی  بار  عنوان  به  پتانسیومتر1  تنظیم می گردد. یک  و  اندازه گیری  فیلر 

قابل تغییر، از طریق بردبورد2 به هر لایه پیزوالکتریک وصل شده است.

تجهیزات تست و اعتبارسنجی- 2- 4
در  انرژی،  برداشت کننده  عملکرد  آزمایش  در  استفاده  مورد  تجهیزات 
شکل 10 نشان داده شده اند. تست ارتعاشی با اعمال یک حرکت هارمونیک 
مشخص )دامنه و فرکانس معلوم( به پایه دستگاه برداشت کننده انرژی شروع 
می شود. این حرکت مشخص، به وسیله یک لرزاننده الکترومغناطیس ایجاد 
می شود. دستگاه لرزاننده نیز با یک سیگنال هارمونیک تأمین توان می گردد. 
آمپلی فایر4  توسط  و  ایجاد  سیگنال ژنراتور3  دستگاه  با  نظر،  مورد  سیگنال 
تقویت می گردد. دستگاه سیگنال ژنراتور همچنین می تواند برای تنظیم دامنه 
پتانسیومتر توسط  استفاده شود. مقاومت هر  نیز  لرزاننده  و فرکانس حرکت 
اندازه گیری و تنظیم می گردد. ولتاژ اعمال شده به  یک مولتی متر دیجیتال 

1. Potentiometer
2. Breadboard
3. Signal generator
4. Power amplifier

 
 الف(

 
 ب(

 
 ج(

به ازای بارهای  ωهای الاستیک نسبت به فرکانس تحریک کنندهبا متوقف کیزوالکتریکننده پبرداشت ییجابجاخ دوشاخگی پاس رفتار: 4شکل 
شکل 4. رفتار دوشاخگی پاسخ جابجایی برداشت کننده پیزوالکتریک با  R=500 kΩج(  R=340 kΩب(  R=100 kΩمقاومتی الف( 

متوقف کننده های الاستیک نسبت به فرکانس تحریک ω به ازای بارهای 
R=500 kΩ  )ج R=340 kΩ  )ب R=100 kΩ  )مقاومتی  الف

Fig. 4. Bifurcation behavior of the displacement re-
sponse of the piezoelectric harvester with elastic stop-
pers versus excitation frequency ω at (a) R=100 kΩ (b) 

R=340 kΩ (c) R=500 kΩ.
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 ب( الف(

  

 د( ج(

، R=100 kΩ, ω/2π=21 Hz (های الاستیک به ازای الفکنندهکننده انرژی پیزوالکتریک با متوقفمسیرهای فاز پاسخ جابجایی برداشت: 5شکل 
R=340 kΩ, ω/2π=48 Hz، ج( R=100 kΩ, ω/2π=50 Hzب(  د(   R=340 kΩ, ω/2π=55 Hz 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 R=100 kΩ, )شکل 5. مسیرهای فاز پاسخ جابجایی برداشت کننده انرژی پیزوالکتریک با متوقف کننده های الاستیک به ازای الف
.R=340 kΩ, ω/2π=55 Hz )د R=340 kΩ, ω/2π=48 Hz )ج ،R=100 kΩ, ω/2π=50 Hz  )ب ،ω/2π=21 Hz

Fig. 5. Phase plane trajectories of the displacement response of the piezoelectric harvester with elas-
tic stoppers at (a) R=100 kΩ, ω/2π=21 Hz (b) R=100 kΩ, ω/2π=50 Hz (c) R=340 kΩ, ω/2π=48 Hz (d) 

R=340 kΩ, ω/2π=55 Hz.

توان  نهایت،  در  می گردد.  ذخیره  دیتالاگر1،  دستگاه  کمک  به  پتانسیومتر 
خروجی هر مقاومت، به کمک رابطه )34( محاسبه می گردد.

برای اعتبارسنجی مدل، توان خروجی اندازه گیری شده و توان خروجی 
شبیه سازی شده، محاسبه و در شکل 11 نشان داده شده اند. در طول تست، 
سپس  است.  شده  اعمال  انرژی  برداشت کننده  پایه  به   ،0/1g ثابت  دامنه 
تحریک  فرکانس  تحت  آن  با  متناظر  ولتاژ  و  شده  داده  تغییر  مقاومتی  بار 

1. Data logger

44 هرتز، اندازه گیری و ضبط گردیده است. همان طور که ملاحظه می شود، 
هنگامی که هر لایه پیزوالکتریک به بار مقاومتی بهینه 340 کیلو اهم وصل 
شود، بیشترین توان 73 میکرووات از هر لایه پیزوالکتریک قابل استحصال 
است. ضمن اینکه تطابق خوبی نیز بین نتایج شبیه سازی و آزمایش، مشاهده 
اندازه گیری  خروجی  توان  شده،  شبیه سازی  خروجی  توان  مقادیر  می گردد. 
ارائه گردیده است. تاریخچه زمانی ولتاژ خروجی  شده و خطا، در جدول 2 
شبیه سازی شده و اندازه گیری شده،  تحت فرکانس تحریک 50 هرتز و بار 
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 ب( الف(

  
 د( ج(

، ب( R=100 kΩ, ω/2π=21 Hz (های الاستیک به ازای الفکنندهکننده انرژی پیزوالکتریک با متوقفپاسخ جابجایی برداشتتوان  فیط: 6شکل 
R=100 kΩ, ω/2π=50 Hz )ج ،R=340 kΩ, ω/2π=48 Hz د(   R=340 kΩ, ω/2π=55 Hz 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 R=100 kΩ, ω/2π=21 )شکل 6. طیف توان پاسخ جابجایی برداشت کننده انرژی پیزوالکتریک با متوقف کننده های الاستیک به ازای الف
.R=340 kΩ, ω/2π=55 Hz )د R=340 kΩ, ω/2π=48 Hz )ج ،R=100 kΩ, ω/2π=50 Hz  )ب ،Hz

Fig. 6. Power spectrum of the displacement response of the piezoelectric harvester with elastic stoppers 
at (a) R=100 kΩ, ω/2π=21 Hz (b) R=100 kΩ, ω/2π=50 Hz (c) R=340 kΩ, ω/2π=48 Hz (d) R=340 kΩ, 

ω/2π=55 Hz.

مقاومتی 100 کیلو اهم نیز در شکل 12 ارائه گردیده است.

نتیجه4گیری-54
دینامیک  رفتار  روی  مقاومتی  بار  اثر  بررسی  برای  مطالعه،  این  در 
به  مجهز  پیزوالکتریک  ارتعاشی  انرژی  برداشت کننده  یک  غیرخطی 
سپس  شد.  ارائه  الکترومکانیکال  مدل  یک  الاستیک،  متوقف کننده های 
شد.  ساخته  و  طراحی  مدل،  اعتبارسنجی  برای  آزمایشگاهی  نمونه  یک 
توان،  طیف  دوشاخگی،  نمودار  کمک  به  متنوعی  غیرخطی  پدیده های 

نقشه های پوانکاره و صفحه فاز، آشکار گردید. نتایج نشان داد که با کاهش 
بار مقاومتی، احتمال وقوع پاسخ نامنظم سیستم بیشتر است. همچنین در 
خودکنترلی  قابلیت  یک  بالا،  فرکانس های  و   R=100 kΩ مقاومتی  بار 
کمک  به  شد.  دیده  سیستم  در  )منظم(  پریودیک  پاسخ  به  بازگشت  برای 
نتایج ارائه شده در این مطالعه، می توان بار مقاومتی برداشت کننده انرژی 
پیزوالکتریک را طوری تنظیم نمود که از پاسخ نامنظم آن جلوگیری گردد. 
این  برای  یکسوکننده  مدارهای  طراحی  فرایند  کردن  تسهیل  با  نتیجتاً 

برداشت کننده ها، عملکرد آنها بهبود یابد.



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 57، شماره 2، سال 1404، صفحه 125 تا 146

 40

  
 ب( الف(

  
 د( ج(

 R=100 kΩ, ω/2π=21 (های الاستیک به ازای الفکنندهکننده انرژی پیزوالکتریک با متوقفپاسخ جابجایی برداشتپوانکاره  یهانقشه: 7شکل 

Hz )ب ،R=100 kΩ, ω/2π=50 Hz )ج ،R=340 kΩ, ω/2π=48 Hz  )دR=340 kΩ, ω/2π=55 Hz 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 R=100 kΩ,  )شکل 7. نقشه های پوانکاره پاسخ جابجایی برداشت کننده انرژی پیزوالکتریک با متوقف کننده های الاستیک به ازای الف
.R=340 kΩ, ω/2π=55 Hz )د R=340 kΩ, ω/2π=48 Hz )ج ،R=100 kΩ, ω/2π=50 Hz  )ب ،ω/2π=21 Hz

Fig. 7. Poincare´ map of the displacement response of the piezoelectric harvester with elastic stoppers 
at (a) R=100 kΩ, ω/2π=21 Hz (b) R=100 kΩ, ω/2π=50 Hz (c) R=340 kΩ, ω/2π=48 Hz (d) R=340 kΩ, 

ω/2π=55 Hz.
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 ج( ب( الف(

   
 (و ه( د(

   
 (ط (ح (ز

 R=100 kΩ, ω/2π=21، ج( R=100 kΩ, ω/2π=15 Hz، ب( R=100 kΩ, ω/2π=11 Hz (الف مقادیر به ازایسیستم ماکزیمم نمای لیاپانوف : 8شکل 

Hz  )دR=100 kΩ, ω/2π=34 Hz  )هR=340 kΩ, ω/2π=16 Hz  )وR=340 kΩ, ω/2π=30 Hz  )زR=340 kΩ, ω/2π=55 Hz  )حR=500 kΩ, ω/2π=10.5 

Hz  )طR=500 kΩ, ω/2π=58 Hz 

 

 

 R=100 )ج ،R=100 kΩ, ω/2π=15 Hz )ب ،R=100 kΩ, ω/2π=11 Hz )شکل 8. ماکزیمم نمای لیاپانوف سیستم به ازای مقادیر الف
 R=340 kΩ, )ز R=340 kΩ, ω/2π=30 Hz )و R=340 kΩ, ω/2π=16 Hz )ه R=100 kΩ, ω/2π=34 Hz )د kΩ, ω/2π=21 Hz

.R=500 kΩ, ω/2π=58 Hz )ط R=500 kΩ, ω/2π=10/5 Hz )ح ω/2π=55 Hz

Fig. 8. Maximum Lyapunov exponent of the system at (a) R=100 kΩ, ω/2π=11 Hz (b) R=100 kΩ, ω/2π=15 Hz 
(c) R=100 kΩ, ω/2π=21 Hz (d) R=100 kΩ, ω/2π=34 Hz (e) R=340 kΩ, ω/2π=16 Hz (f) R=340 kΩ, ω/2π=30 Hz 

(g) R=340 kΩ, ω/2π=55 Hz (h) R=500 kΩ, ω/2π=10.5 Hz (i) R=500 kΩ, ω/2π=58 Hz.
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 الاستیک یهاکنندهدوجهته مجهز به متوقف کیزوالکتریپ یکننده انرژنمونه ساخته شده دستگاه برداشت: 9شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 9. نمونه ساخته شده دستگاه برداشت کننده انرژی پیزوالکتریک 
دوجهته مجهز به متوقف کننده های الاستیک

Fig. 9. Prototype of the bi-directional piezoelectric en-
ergy harvesting device equipped with elastic stoppers.

 
 الف(

 
 ب(
 

 شیآزما دمانیچ کیب( شمات شیمورد استفاده در آزما زاتیتجهالف( : 11شکل 

 

 

 

 

 

 

 
 الف(

 
 ب(
 

 شیآزما دمانیچ کیب( شمات شیمورد استفاده در آزما زاتیتجهالف( : 11شکل 

 

 

 

 

 

 

شکل 10. الف( تجهیزات مورد استفاده در آزمایش ب( شماتیک چیدمان 
آزمایش

Fig. 10. (a) Equipment used in the experiment (b) Sche-
matic of the experimental arrangement.

 
 

 ω/2π=44.0 Hzبه ازای  یزوالکتریکپ یکننده انرژبرداشت گیری شده برحسب بار مقاومتی درسازی شده و اندازهتوان خروجی شبیه: 11شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

برحسب  شده  اندازه گیری  و  شده  شبیه سازی  خروجی  توان   .11 شکل 
 Ω/2π=44.0 بار مقاومتی در برداشت کننده انرژی پیزوالکتریک به ازای

.Hz
Fig. 11. Simulated and measured powers generated 
in the piezoelectric harvester versus resistive load at 

Ω/2π=44.0 Hz.
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فهرست4علائم64-4

Ω/2π=44.0 Hz  جدول 2. مقادیر توان خروجی شبیه سازی شده، توان خروجی اندازه گیری شده و خطا به ازای

Table 2. Simulated powers, measured powers and errors at Ω/2π=44.0 Hz. به ازای  شده و خطا یریگاندازه ی شده، توان خروجیسازهیشب یخروجتوان  ریمقاد: 2جدولω/2π=44.0 Hz 
 یسازهیشبی توان خروج (kΩمقاومت ) ردیف

 (Wμ) شده
 گیریی اندازهتوان خروج
 (Wμ) شده

 خطا )%(

1 51 79/41  92/41  1/2  
2 111 91/45  47/45  1/1  
3 151 25/51  69/51  9/1  
4 211 81/54  37/54  8/1  
5 251 23/61  81/59  7/1  
6 311 34/65  79/64  9/1  
7 351 87/85  18/59  4/1  
8 411 74/57  31/57  8/1  
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Fig. 12. Time history of output voltage at R=100 kΩ, 
ω/2π=50 Hz (a) Simulation (b) Experiment.
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