
1 

 

روش  با رایی ذاتیمی و جرم متمرکز راث تحت قاب هایستون دینامیکی پایداریتحلیل 

 محدود  یاجزا

 *2و مجید امین افشار 1امیرحسین طاهرخانی

 ایران ،ی امام خمینی )ره( قزوینالمللنیبکارشناسی ارشد مهندسی عمران گرایش سازه دانشگاه  آموختةدانش -1

 ی امام خمینی )ره( قزوین، ایرانالمللنیبدانشگاه   ،دانشکده فنی و مهندسی ،گروه مهندسی عمران ،یاردانش -2

 mj.afshar@eng.ikiu.ac.ir، 34148-96818قزوین، صندوق پستی *

 چکیده 

گذشته،  قاتیتحق عمدة در. است برخوردار یمهندس قاتیدر تحق یاژهیو گاهیاز جا یاسازهعضو  نیتریاصل عنوانبه هاستوندر  یداریپا لیتحل

اند. ه( پرداختیسولة صنعت ای یساختمان یها)قاب در( یمنشور ریغ ای ی)منشور یهاستوندر  یکیاستات یشبارکمانبه مطالعه  پژوهشگران عموماً

 یکینامید یداریپا کهسازه لازم است  منیا یطراح یبرا. است یثقل بار تحت اعضا یکیاستات یبار بحران تیظرف انگریتنها ب یکیاستات یکمانشبار

جرم طبقه و بار قائم  ،یذات ییرایم توأمانجامع اثر  یمدل در حاضر مقالة در. گردد یبررس زیتحت بار قائم زلزله ن یساختمان یهاقابدر  هاستون

 انیژول یکیاستات یسازمدل از  یقیتلف یشنهادی. در واقع روش پشودیم یمهارنشده بررس یخمش یهاقابدر  هاستون یکینامید یداریزلزله بر پا

ده گام نخست، با استفا در. است محدود اجزاء روش یمبنا بر قاب یهادر ستون یکینامیاثرات د لحاظ یبرا نیبولوت یکینامید یسازمدللارنس و  -

 سه درجهاز نوع  یابیانیم توابعپاسخ معادله با استفاده از روش اجزا محدود با  ،یگام بعد در. شودیممعادله متشکله استخراج  لتونیهم از روش

 یتوجهقابل ریتأث سختمهیناتصالات  یدوران یجرم متمرکز و سخت ،یذات ییرایاست که م نیا انگریب جینتا. شودیم یبررس جزء 50 یازابه یتیهرم

طول  راتییو جرم متمرکز نمودار تغ یدوران یسخت ،یذات ییرایم شیبا افزا. دارند بعُدیب یکینامیبار د بیضر و مؤثر طول، دیفرکانس تشد ریبر مقاد

 فرکانس راتییتغ بر % 81 و %7 بیترت به یمدلساز درو جرم متمرکز  یذات ییرایم اثر لحاظ. شودیمنتقل م کیتحر فرکانسموثر به سمت چپ محور 

 .است برقرار نیشیپ یهاقیتحق و حاضر یمقاله جینتا نیب یقبول قابل تطابق .است رگذاریتاث دیتشد

 ، تحلیل مقدار ویژه ظرفیت بار بحرانی مؤثر،طول  ،پایداری دینامیکی ،کمانش دینامیکی :هاکلیدواژه

  :مقدمه -1

 ایسازه هایعضو در. فولادی بوده است هایسازه ویژه،به هاسازهدر طرح  اثرگذاریک عامل  عنوانبههمواره  هاسازهپایداری 

 هاتونسکمانش بحث نیروی بحرانی و . مورد بررسی قرار گیردپدیده کمانش و ناپایداری نیز باید  ،لاغر افزون بر مقاومت و سختی سازه

ار خیز جانبی دچ حالدرعینو  کندمینیروی بحرانی بیشترین نیرویی است که سازه تحمل در واقع . توسط اویلر مطرح گردید بارنخستین

اتصال  کهدرحالی. بود گاهیتکیهدر شرایط مرزی  آلایده هایحالتمحدود به  برای بررسی پایداری ستون صرفاً 1یلرروش او. شودنمی

و  مؤثرررسی طول بر همین مبنا به ب]2 [3سژولیان و لارن].1[ است 2سختنیمه صورتبه اغلب فولادی هایقابدر تیرها و  هاستون

 و ارتجاعی هایگاهتکیهاثر  ،حاکم بر مجموعه برای تشکیل معادله. نشده پرداختندخمشی مهار شده و مهار هایقابدر  هاستون کمانش

 یهانامهنییآیک مرجع اصلی در بسیاری از  عنوانبه تحقیق نتایج این .ستون با فنرهای دورانی و فنر انتقالی معادل گردید اتصالات تیر به 

ویسکوالاستیک با رفتار  یهاستون به بررسی کمانش خزشی در ]3[و همکاران  4 بازانت .شده استفولادی استفاده  یهاسازهطراحی 

. گردیدمعادل  6، مکسول5پیشنهادی کلوین هایمدلفنر و دمپر بر اساس  مجموعة صورتبهویسکوالاستیک  رفتار مصالح. ندپرداخت

 [انهمکار و 8صفری. تیرها و صفحات( پرداختند ها،ستون) مختلف از جمله ایسازهاعضای  در به بررسی کمانش]4 [و همکاران 7وانگ

 ر طولد گشتاور دوم سطح در مدل فوق تغییرات. صنعتی با مقطع غیر منشوری پرداختند سولة یک در هاستون به بررسی پایداری]5
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با مقطع  هایستوندر  به بررسی کمانش]6[ 10و کاظمی 9رهایی. تابع درجه دوم لحاظ گردیده است صورتبه هاستونو  ی موربتیرها

[ 12دبردفورو  11پوریول. ستاز روش انرژی استفاده شده ا در مودهای مختلف نشحل معادله و بررسی کما برای. متغیر پلکانی پرداختند

 یار مجازکمعادله مشخصه بر مبنای اصل . پرداختند ارتجاعی گاهیهتکو  یمنشور یرغبا مقطع  یبه بررسی ظرفیت بار بحرانی تیر]7

. استفاده شده است یسنجدقتتوابع شکل هرمیتی با درجات مختلف برای تخمین پاسخ معادله و  از. است استخراج شده

ش افزای - دارشیب– ایپله) با  اشکال مختلف تغییر مقطع در طول عضوی ستونبه بررسی پایداری ]8 [و همکاران 13کنستانتاکوپولوس

ساخته شده از مواد مدرج تابعی تحت  یرینانو تبه مطالعه فرکانس طبیعی و ظرفیت بار بحرانی ]9 [انو همکار 14ترینه. پرداختند (عمق

 بستر الاستیک با لحاظ بر یرینانو تو فرکانس طبیعی  یبارکمانشبه بررسی ]10[ 16بهجتو 15بابایی .پرداختند یحرارتو  ینامیکیبار د

ل حبرای  یاز روش تحلیل. است آمدهدستبهبا استفاده از اصل  کار مجاری  مجموعه معادله حاکم بر رفتار. اثرات غیر موضعی پرداختند

با  یونست یبارکمانشبرای محاسبه  را محدود و کار مجازیروش تفاضل ]11[ و همکاران 17صفوی. معادلات حاکم استفاده شده است

به ]12[ن همکاراو  18سلطانی. است یمنشور یرغبا مقطع  یهاقاببه سایر  یمتعمقابلنتایج تحقیق فوق . ارائه دادند یمنشور یرغمقطع 

 راتیی، تغقیتحق نیدر ا .پرداختند و بسط مک لورن یتوان یهایروش سر بیبا استفاده از ترک یمنشور یرغ یهاستون یداریپا یبررس

به  ]13[ 20عسگریانو  19سلطانی. در نظر گرفته شده است یینماتابع صورتبه نیز تا چهار و کیبا درجه  یتوابع توان صورتبهمقطع 

محدود  اختلاف روش از استفاده با نامتقارن مقطع با مفصل سر دو الاستیک نازک جدار تیرهای پیچشی - یجانب کمانش مطالعه

 یکینامیکمانش د یبه بررس بارنینخست]14[ 21لوتینوب شود.یمدر ادامه به تحقیقات گذشته در حوزه پایداری دینامیکی اشاره  .پرداختند

به  یلیتحل یهاروش  یبر مبنا یکینامید ستمیس یمشخص برا  یکینامید یبارگذار کی یبا معرف شانیپرداخت. ا یکیمکان یهاستمیس

تحت  یشورمن کیالاست یهاستون یکینامیکمانش د یبه بررس شان،یاز پژوهش ا یپرداخت. در بخش ستمیس یکینامید یداریمطالعه پا

 .غیرمحلی پرداختند متغیرغیرهمگن با اثر  نانولولةبه بررسی کمانش و ارتعاشات ]15[ 23و پادیکار 22پرادانپرداخت.  یکینامید یبارمحور

به ]71[نکاراو هم 25 قیاسیان .به روش ریتز پرداختند یرمحلیغبرنولی  -ر اولبه بررسی کمانش و ارتعاشات تیر ]61[ن و همکارا 24قنادپور

بر امیکی معادلات دیندر این تحقیق،  . ساخته شده از مواد مدرج تابعی بر روی بستر الاستیک پرداختند یکمانش دینامیکی تیرمطالعه 

به ]81[نو همکارا 26وئاگ. دینامیکی معادله استفاده شده استبرای حل پاسخ  مارک وینه است و از روش یافتیمتعم تونیلاصل هم اساس

به بررسی ]19[ن اراو همک 27یی. جلامیرایی و حرارت پرداختند توأمبرنولی تحت اثرات  -ر اویل  ستون -ر تی یکمانش دینامیکبررسی 

 یروش انرژ قیمعادلات حاکم بر حرکت از طر پاسترناک پرداختند. -ر گرافنی با اثر میرایی بر روی بستر وینکل صفحةپایداری دینامیکی 

به ]02[ ناو همکار 28ژانگ. است اثرگذار کیتحرفرکانس بر مقدار  ییرایم شیافزا دهدیمنشان  جینتا. است افتهیمیتعم لتونیو اصل هم

 یستون یکینامیکمانش د یبه بررس]12[شو همکار 29یلپرداختند.  یکسر مرتبه کیسکوالاستیو ریت یکینامید یداریمطالعه پا

یمنتقل م سمت چپ به کیبرحسب فرکانس تحر یبار بحراننمودار  ،یاحتساب کرنش برش با. پرداختند یبا اثر کرنش برش یزنبورلانه

 سختمهین وندیکشسان و پ یهاگاههیبا تک ینا منشور ساده یفولاد یهاقاب یناخط یداریپامطالعه  به [22]30و پاسبان  یچ یبمبائ .شود

 سخت،مهین وندیپ یسخت کشسان، یهاگاههیتک یسخت ستون، ینا منشور شکل بیضر یهاعامل اثر یابیارز بهپژوهش،  نیا درپرداختند. 

 به ،[32] 31 همکاران و شارما  .است شده پرداخته ساده قاب یبحران بار و ییستایا ریمس بر عضوها، یلاغر نسبت و بار یمحوربرون

 ماده توان شیافزا که دهدیم نشان جینتا. پرداختند ییدما راتییتغ اثر تحت یمحور عملکرد با یتابع مدرج ریت کی مودال لیوتحلهیتجز

  ازا به حرارت درجه و یتابع ماده توان یپارامترها اثر نیچن هم. شودیم ریت بُعدیب یعیطب فرکانس کاهش باعث حرارتدرجه و یتابع

 یطراح یبرا قیتحق نیا جینتا. است شده پرداخت مختلف یمود یها حالت یبرا بعدیب یعیطب فرکانس بر مختلف یمرز طیشرا
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 یساخته شده از مواد مدرج تابع موشنکویکنسول ت ریت یاجبار تعاشات، به مطالعه ار[42] 32. اکباساست یکابرد طیمح یحسگرها

 یمانز خچهیتار لیو تحل ومارکیبهره گرفت و از روش شتاب متوسط ن یسفت یها سیاستخراج ماتر یبرا تزیاز روش ر شانیپرداخت. ا

ارنفست مدرج  - موشنکویت ریارتعاشات آزاد ت یرس[، به بر52] 33دوگویاستفاده کرده است. آردا و آ ریت  رمکانییمحاسبه حداکثر تغ یبرا

ارنفست در نظر -موشنکویبا استفاده از مدل ت یلیمقطع مستط ریت یدوران ینرسیو ا یشکل برش رییپرداختند. اثر تغ تزیبا روش ر یتابع

و   34نیساو، 2023در سال  شده است. یبررس ریت یعیمختلف بر فرکانس طب یمرز طیدر شرا یتابع یگرفته شده است. اثر توان ماده

ی ای بررسهای بتن مسلح انجام دادند که در آن سناریوی حذف ناگهانی ستون گوشهای تجربی و عددی بر روی قابمطالعه ]26[همکاران

در همان  .تواند منجر به بروز خرابی پیشرونده و کاهش پایداری موضعی در سازه گرددها نشان دادند که چنین سناریوهایی میشد. آن

های بتن مسلح مخروطی ارائه بعدی برای بررسی رفتار استاتیکی ستونسازی اجزای محدود سهمدل یک[ 27] 35دیالضع و میکادسال، 

ن تواند ظرفیت باربری ستوهای آزمایشگاهی اعتبارسنجی شد، نشان داد که استفاده از مقطع متغیر میها که با دادههای آندادند. یافته

شکل با استفاده از روش های الماسیبه بررسی پایداری دینامیکی قاب [28] همکارانو  36لیاوز، 2023همچنین در سال  .را افزایش دهد

ات ها در برابر نوسانها موجب بهبود عملکرد دینامیکی آنها نتیجه گرفتند که فرم خاص هندسی این نوع قاباجزای محدود پرداختند. آن

صورت عددی مورد تحلیل های بتن مسلح با میلگردهای خورده را بهستونرفتار فشاری   [29]و همکاران 37یندر ادامه،  .شودخارجی می

ها را در اثر خوردگی نشان داد و بر لزوم لحاظ کردن اثرات قرار دادند. نتایج این تحقیق کاهش محسوس ظرفیت باربری این ستون

های فولادی با مقاطع مربعی پایداری استاتیکی ستونتحلیل  [30]38فونسزا ز،ین 2024در سال  .خوردگی در تحلیل پایداری تأکید نمود

تواند موجب بهبود مقاومت ستون در توخالی یکنواخت و غیریکنواخت را ارائه کرد. وی نشان داد که استفاده از مقاطع غیریکنواخت می

 .برابر کمانش اولیه شود

 یهاقابدر  یمنشور ریغ ای یمنشور یهاستون یعیو فرکانس طب یگذشته محدود به محاسبه بارکمانش قاتیتحق عمدة

. است یحت بار ثقلت یفولاد یهاقاب یکیاستات یبار بحران تیظرف انگریتنها ب یکیاستات یبارکمانش. بوده است یسوله ساختمان ای یخمش

و  31,[گردد یبررس زیو قائم ن یبار جانبتحت بار زلزله اعم از  یفولاد یهاقاب یکینامیسازه لازم است پاسخ د یطراح یبرا چنانچه

ت تح یفولاد یهاقاب یکینامیرفتار د یبررسو  یکینامیمحاسبه کمانش د یبرا یارابطه]33[نساختما یدهم مقررات مل مبحثدر ]32

 ،یکینامید یداریپا حوزةدر  نیشیپ یهاپژوهش عمدة یطرف ازاست.  نشدهینیبشیپقائم(  )بار زلزله یکینامید یمحور یاثر بارگذار

 یاتذ ییرایم توأمانمدل جامع اثر  کیملزم است در  ن،یشیپ یهاپژوهش به. باتوجهاست رهایدر ت یکینامیکمانش د یمحدود به بررس

 شکمان مقاله نیا درمنظور  نیبد. شود یبررس مهارنشده یخمش قاب در هاستون یکینامید یداریزلزله بر پا و جرم طبقه و بار قائم

رم طبقه( از ج ی)ناش متمرکز جرم و یذات ییرایم اثربا  یمنشور مهارنشده یدر قاب خمش یستون مؤثرو طول  یعیطب فرکانس، یکینامید

 ینوسیکس یکینامید یتابع صورتبه یبارمحور ،زلزله در سازه بار قائماثر  یسازهیشب یبرا شودیم یبررس کیهارمون یتحت اثر بارمحور

مصالح و جرم  یسخت یهاسیماترمجموع  صورتبه یلیروش را یبر مبنا زین در طول ستون یذات ییرایاثر م .شودیمدر معادلات لحاظ 

 یفنر دوران صورتبهبه ستون  ریت سختمهین وندیپ اثرو  شودیمفرض  یستون ارتجاع یهاگاههیتک].35 و 34[ شودیمدر معادله لحاظ 

  رییتغ هیفرض بر اساس کیالاست یمنشور ینخست،  معادلات تعادل حاکم بر اعضا گامدر . شودیممعادله لحاظ  یمرز طیشرا در

 تیخانواده هرم یابیانیم توابعدر ادامه، از روش . دیآیمدست  هب  یو به کمک روش انرژ 39لتونیکوچک با استفاده از اصل هم یهاشکل

 طیشرا یگذاریجاعضو استفاده شده و پس از  یداریمعادله پا( و حل ییرایو م جرم، یمصالح و هندس ی)سخت سیماتر استخراج یبرا

یم نییعت یداریپا زیعضو تحت آنال یعیفرکانس طب و مؤثر طولو  یکیاستات یمقدار بار کمانش بحران ژه،یو ریو حل مسئله مقاد یمرز

[ مولر یابیشهیر تمیالگورمختلف با استفاده از  کیتحر  یهافرکانستحت   یکینامیکمانش د ربا ،یکیاستات کمانش بار یمبنا  بر. گردد
 .شودیم سهیمقاو  یسنج صحت نیشیپ قاتیتحق  جینتا با حاضرپژوهش  جینتا. شودیمحاسبه م]4036

                                                           
32 Akbaş 
33 Arda and Aydogdu 
34 Savin 

35Kadhim, Al-Zaidee 
36 Ozil 
37 Ni 

38 Fonseca 
39 Hamilton’s principle 

40 Muller 
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 الگوسازی و تعریف مسئله  -2

 

  ذاتیقاب خمشی مهار نشده با اثر تومان جرم متمرکز و میرایی  ستون :(1شکل )

Figure 1. Unbraced moment-resisting frame column subjected to the effects of a concentrated mass and inherent 

damping 

 ،Aول طواحد  جرم ،Eسیته یمدول الاست ،I سطح اول گشتاورمهارنشده با مشخصات در قاب خمشی  ( ستونی1مطابق شکل )

 صورتبهو اینرسی ناشی از جرم طبقه  C متغیرستون با  ذاتیمیرایی  اثر .شودیمفرض   و جرم مخصوص A، سطح مقطع Lطول 

 ی در نقطهستون  فرض شده، با این فرضعضوی از قاب خمشی مهارنشده  موردنظرستون  .شودیملحاظ  M متغیرجرم متمرکز با 

تیر به ستون در نقاط مرزیَ   سختمهین اتصالات سختی اثر. جانبی استو دارای حرکت برابر حرکت جانبی سختی ندارد  در  B انتهایی

A و B  فنرهای دورانی  صورتبهAk  وBk  .تحت باردینامیکی زلزله  ،اب خمشی درزمان رخداد زلزلهستونهای ق لحاظ می شود

 و استاتیکی ری هارمونیک کسینوسیبارمحومجموع  صورتبه  Pبار محوری  لحاظ اثر بار قائم زلزله،برای  قرار می گیرند. )جانبی و قائم(

ی فرضیات در در ادامه ه از روش هملیتون استخراج می شود.در ادامه معادله دیفرانسیل حاکم بر مجموعه با استفاد ظ می شود.لحا

 شود.بیان مینظرگرفته شده برای مدلسازی 

 کلی اتیفرض -2-1

 است. یمنشور اعضا یتمام مقاطع 

 است. صلب اتصالات یتمام  

 یم مضاعف یانحنا موجب که است سانکی جهت و یبزرگ نظر از گره، طرف هر در ریت یانتها دو دوران یخمش یهاقاب در

 نسبت به نییپا و بالا یهاستون به هاگره از یناش دیق و شود
EI

L
 .شودیم عیتوز 

 ندارد وجود رهایت در یتوجهقابل یفشار یروین. 

 کنندیم کمانش زمانهم صورتبه هاستون یتمام. 

 شود.لارنس در نقاط مرزی معادله لحاظ می - ناثر سختی دورانی فنرهای پیچشی مطابق با روش ژولیا 

 شود.لحاظ میرایی ذاتی مطابق با روش رایلی یاثر م 

 شودیم اعمال ستون ییانتها نقطه در زمتمرک جرم صورتبه طبقات جرم اثر ،ستون طول واحد جرم اثر کنار در . 

KθB 

KθA 

𝐴 

L E. ρA. I. C 

 

𝑢 

𝑥 

P = Ps + PdcosΩt 

B 

M 

𝑧 
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 شود.پاسخ دینامیکی ستون تحت بارمحوری متناوب با استفاده از روش بولوتین در معادله لحاظ می 

 .است برقرار لیذ یهاهیفرض ،یبرنول - اولر ریت یتئور مطابق

 پلان  در مکان رییتغ کی یدارا ستونیعنی  .ماندیم یباق مسطح رشکلییتغ از بعد ستون مقطع سطحx z دوران کی و 

 است. yمحور حول

 در پلان  یشکل برش رییو تغ یدوران ینرسیاز اثرات اx z شودیصرف نظر م. 

 است صادق کوچک یایزوا هیفرض که یاگونهبه بوده کوچک دوران هیزاو. 

  تونلیهم روش یبر مبنا حرکت لیرانسفید معادله استخراج -2-2

 ایدب بدین منظور. گرددمی جاستخرا موردنظر معادله متشکله مجموعه ،حساب تغییراتدر این بخش با استفاده از روش همیلتون و اصل 

 ،اتیذمیرایی  بار کمانش محوری، اینرسی طبقه، ،اینرسی در واحد طول ستونناشی از ) (پتانسیل - ی)جنبش کارهایاصل کار برای 

 .شود نوشتهدر نقاط مرزی(  دورانی فنر و انرژی کرنشی ستون

 شود.به فرم زیر نوشته می و جرم متمرکز ستوناز اینرسی در طول واحد کار جنبشی ناشی به ترتیب 

(1) 

2

1
0

2

2
0

1 ( , )

2

1 ( , )
( )

2

t

t

d

w x t
T A dt

t

w x t
T M x L dt

t





 
  

 

 
   

 





 

 .آیدمی دست بهزیر  رابطة( uعملگر وردشیِ بر حسب متغیر )با استفاده از اصل حساب تغییرات 

(2) 

2

1 20

2

2 20

( , )

( , )
( )

t

t

d

w x t
T A w dt

t

w x t
T M x L w dt

t

  

  


 




  







 

)برای تمایز تابع دلتای دیراک  )d x  از عملگر حساب تغییرات ، حرفd زیرنویس برای تابع دلتای دیراک  صورتبه( )d x 

 نوشته می شود.

 شود.به فرم زیر نوشته میاز نیروی خارجی بار کمانش محوری کار ناشی 

(3) 

 

2

1
0

2

1 20

1
cos( )

2

cos( )

L

s d

L

s d

w
V P P t dx

x

w
V P P t w dx

x
 

 
    

 


  







 

 شود.به فرم زیر نوشته می ذاتیمیرایی ر ناشی از کا

(4) 
2

0

t w
V C w dx

t
 




  

 شود.به فرم زیر نوشته می در نقاط ابتدایی و انتهایی دورانیکار ناشی از فنر 
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  فنر با سختی  ستون، A نقطة در. استزمانی برای نقطه ابتدایی و انتهایی برقرار  بازةعملگر وردشی زیر در ، برای فنر دورانی
Ak 

ستون، این مقاومت خمشی به وسیله فنری با سختی  Bدرنقطه ی  به وجود می آورد. ستونخمشی برای مفاومت 
Bk   حاصل می

 شود. 

(5) 
3

0

4
0

( 0)

( )

L

A d

L

B d

w w
V k x dx

x x

w w
V k x L dx

x x





  

  

  
    

  

  
   

  





 

 شود.به فرم زیر نوشته می ستونحاصل از انرژی کرنشی  کار پتانسیل

(6) 

2 2

2 2

3 4

3 40

( , ) (0, )

( , )
( , )

L

w w w w
U EI L t EI t

x x x x

w w x t
EI L t w E I w dx

x x

  

 

         
       

         

    
    

    


 

(7) ( )T U V     
 :گرددمیزیر برقرار  رابطةبا استفاده از حساب تغییرات و اصل بقای انرژی 

(8) 

2 4 2

2 4 20 0

3 2 2

3 2 20 0

2

20

0

( cos( )) ( , )

( , ) ( , )

(

t L

s d

t t

B

t

A

T U V

w w w w
A EI P P t C w x t dxdt

t x x t

w w w w w
EI M w L t dt EI k L t dt

x t x x x

w w w
EI k

x x x





   

 

 



   

    
       

    

        
         

        

    
    

    

 

 

 0, ) 0t dt 

 

)ضرب  صورتبه رها،یمتغ یمطابق اصل جداساز ریت w(x, t) یجانب زیخ پارامتر  )u x  (در پارامتر )تابع شکلT(t) (تابع پارامتر 

یممجموعه استفاده  (ی)تابع زمان یکینامید ارتعاشات پاسخ تابع عنوانبه]41[ نیتوولب یشنهادپی رابطة از .شودیم نظر گرفته در( یزمان

 .بسط هستند بیضرا kbو  kaو  کیمعرف فرکانس تحر  ریرابطة ز در. شود

(9) 

1,3, 2

w(x,t) = u

( , ) (

 

) o

 (x)

sin c s
2

T(t)

k k

k

k t k t
w x t u x a b



 

      
     

    


 

)cos رابطة )s dP P P t   شود.به فرم زیر بازنویسی می 

(10)  cos( ) cos( )s d
cr cr

cr cr

P P
P P t P t

P P
 

 
      

 
 

s,فوق  رابطة در d

cr cr

P P

P P
    .است 

  و وdP  وsP ضریب بار دینامیکی و ضریب بار بعدیبضریب بار استاتیکی  ،بعدیب یکینامید بارضریب  متغیرب معرف به ترتی ،

 ست.ا استاتیکی
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 .شودمی( بازنویسی 11) رابطة صورتبه (8) معادلة، (8) معادلةدر  (10 و 9) معادلة گذاریجایبا 

(11) 

2 4 2

4 20

3 2

3

2 2

2 2

4 2 2

( )
( )

4

( ) ( ) (0) (0) 0

L

cr

B A

A u C u d u d u
EI P udx

dx dx

d u M u L
EI L u

dx

d u du d u du du
EI L k L EI k

dx dx dx dx dx
 

 
  





    
     

  

 
  
 

   
       

  



 

 .شودمیزیر بیان  صورتبهمرزی  شرایط و مجموعهمعادله تعادل حاکم بر 

(12) 
4 2 2

4 2
0

4 2 2
cr

d u A C d u
EI u P

dx dx

 


    
       

  
 

تون معادله همیلاستفاده از  باچهارم و  سوم ،معادله اول جزو شرایط هندسی مسئله و معادلات دوم :هندسی ونیرویی  شرایط مرزی

 .مرزی نیرویی استو جزو شرایط  است شدهمحاسبه 

(13) 

3 2

3

2

2

2

2

1. (0) 0

2. ( ) ( ) 0
4

3. ( ) ( ) 0

4. (0) (0) 0A

u

d u M
EI L u L

dx

d u du
EI L L

dx dx

d u du
EI k

dx dx





 

  

 

 

Akو فنر پیچشی در نقاط ابتدایی  Mچنانچه در مدل حاضر، اثر جرم متمرکز    و انتهاییBk   .یمرز طیشرانادید گرفته شود 

 . شودیم فیتعر ریز صورتبه شدهلیتحل یاعضا یانتها دو هر یبرا هندسی 

  شرایط مرزی مسئله :(1جدول )

ProblemTable 1. Boundary Conditions of the  

 یهندس یمرز طیشرا یمرز طیشرا نوع

 یمفصل - یمفصل
2 2

2 2

(0) ( )
(0) ( ) 0

d u d u L
u u L

dx dx
    

 یمفصل -ر ردایگ
2

2

(0) ( )
(0) ( ) 0

du d u L
u u L

dx dx
    

 آزاد–رداریگ
2 3

2 3

(0) ( ) ( )
(0) 0

du d u L d u L
u

dx dx dx
     

 رداریگ–رداریگ
(0) ( )

(0) ( ) 0
du du L

u u L
dx dx

    

استفاده  خمشی در قاب تیرهای پیرامونی سختنیمه هایپیوندبرای لحاظ اثر سختی خمشی ]2 [لارنس وپیشنهادی ژولیان  رابطةاز 

,.شودمی ,b b bL E I  .به ترتیب برابر گشتاور دوم سطح،مدول الاستسیته و طول تیرهای پیرامونی است 
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(14) 
6 6

,b b b b
A B

b b

E I E I
k k

L L
     

 ]29[ .شودمیآن لحاظ  سختی و جرم هایماتریس خطی ترکیب با متناسب سازه، ماتریس میرایی ،رایلی فرض اساس بر

(15) [ ] [ ]SC A K    

 قفو ةدر رابط
SK وA  وC هستند. ستون، ماتریس جرم، ماتریس میرایی سختی ماتریس به ترتیبو هستند میرایی ضرایب 

i, سازه  مشخص ارتعاشی مود دو به میرایی مربوط نسبت های براساس که j  می گردند. ) تعیین مشخص فرکانس دو در  برابر با

 ]30[. (دارد(%5تا1درصد میرایی است و مقادیری از )

(16) 
2 2

,
i j

i j i j

   
 

   
 

 
 

 حل معادله با روش اجزا محدود -3-2

شد. در این بخش بر مبنای  بر مبنای روش همیلتون استخراج  (13) رزی مسئلهو شرایط م (12) در بخش قبل معادله حاکم بر مجموعه

 ،بعدی در گامشکل ضعیف معادله تشکیل شود. . بدین منظور لازم است ابتدا شودیمبررسی  مذکور معادله حدودم ءروش عددی اجزا

محاسبه  جزء 50 یازابه اجزاءسختی  یهاسیماتر. در ادامه گردندیم فرض اجزاء یهاسیماتراستخراج شکل از نوع درجه سوم برای  توابع

برای افزایش دقت در حل، معادله  .شودیممحاسبه  اجزاءسختی  یهاسیماترتجمیع  لهیوسبهستون ماتریس سختی  ،در ادامه. شودیم

 .شودیمبررسی  جزء 50 یازابهمتشکله  

 شکل ضعیف شده معادله مجموعه   - 1 -3-2

تابع وزنی  ش اجزا محدود، تابع باقیمانده دردر رو. شودیمدر پژوهش حاضر از روش اجزاء محدود برای حل معادله متشکله استفاده 

) رابطهدراین. شودمیمعادله نمایش داده  صورتبهپاسخ . شودمی گیریانتگرالاز حاصل آن  ضرب شده و )v x  دبایتابع وزن است که 

 باشد. حداقل دوبارمشتق پذیر xنسبت به 

(17) 
1

0

2 4 2

4 2

( ) ( ) 0

( ) 0
4 2 2

e

e

L

x

cr
x

R x v x dx

A u C u d u d u
v x EI P dx

dx dx

 






    
     

  




 

)با تابع وزن  گیریمشتق دومرتبهجز به جز گردیده تا  گیریانتگرالدو بار ( 17معادله ) )v x دو مرتبه مشتق گیری  مبادله گردد و

)روی متغیر وابسته  )u x به شکل رابطه زیر محاسبه می شود. در نهایت شکل ضعیف معادله .باقی بماند 

 (18) 

2 2 2 3

2 2 30

3 2 2

3 2 2

2 2 2

2 20

( ) ( )
2 4 2

(0) (0) ( ) ( ) (0) (0) 0

(
2 4 2

L

cr

L

cr

d v d u dv du A C d u
EI P uv dx v L L

dx dx dx dx dx

d u dv d u dv d u
v L L

dx dx dx dx dx

d v d u dv du A C
EI P uv dx v

dx dx dx dx

 


 


    
       

    

   

    
        

    




2

) ( )
4

( ) ( ) (0) (0) 0B A

M
L u L

dv du dv du
L k L k

dx dx dx dx
 



   
      
   
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  (هرمیتی یابیمیاناز توابع  روش اجزا محدود )استفادهبا حل معادله -2 -3-2

یک جز دارای  یابیمیانتوابع که  کندمیایجاب . برای هر گره دو عدد( برقرار استدر یک جز ) شرط چهار (18) معادله در اینکه بهباتوجه

ل معادله برای ح( سهدرجه  پیوندی باهرمیت )سوم درجه از نوع  یابیمیانانتخاب توابع  .پیوسته باشندو مرتبه د تا و غیرصفرمشتقات 

در این معادله ) .شودمیاستفاده 
eL  نوشته می شود. بع شکلتوا چهارم در ادامه جملات اول تا طول هر جز می باشد(.برابر با 

(19) 
4 4

1 1

( ) , ( )e e

j i i

j j

u x c V x 
 

    

(20) 

2 2

1 23 2

2 2

3 43 2

( ) ( 2 ) ( )
,

(3 2 ) ( )
,

e e e

e e

e e

e e

L x L x x L x

L L

x L x x L x

L L

 

 

  
  

 
 

 

e، و u( برای 19اجزا محدود معادله ) یابیانیممدل اجزا محدود معادله حاکم با جایگزینی 

j  برای تابع وزنv  در شکل ضعیف معادله

vبرای بدست آوردن چهار معادله جبری، چهار انتخاب مختلف برای  متغیر گرهی موجود است.که چهار از آنجا  حاصل می گردد.( 20)

 ،
1 1

ev  ... و  و
4 4

ev   : مورد استفاده قرار می گیرد. معادله جبری مدل اجزاء محدود عبارت است از 

(21) 
1

22 24

2 2
1

0
2 4 2

e

e

e ee e
x j j e e ei i

cr i j i
x

j

d dd d A C
EI P dx Q

dx dx dx dx

   
  





    
        

    
  

(22)  
4

1

0e e e

ij j j

j

K u Q


  

 

(23) 

1

1

1

1

22
( )

2 2

( )

2

2

4

2

e

e

e

e

e

e

e

e

ee
x je S i

ij
x

ee
x je G i

ij cr
x

x
e e e

ij i j
x

x
e e e

ij i j
x

dd
K EI dx

dx dx

dd
K P dx

dx dx

A
M dx

C
C dx







 

 











 
   

 


 












 

(24) 
2

0
2 4 2

S cr GK P K M C X Q



   

      
  

 

) (23) رابطةدر  )e S

ijK و ( )e G

ijK  و e

ijC و e

ijM  وiQ  و
ijX مصالح، ماتریس سختی هندسی،  به ترتیب معرف ماتریس سختی

( رابطه مورد نظر برای محاسبه مقدار 24رابطه ی ) می باشد. ماتریس بردار ویژهو  بردار نیروی جزء ستون ،ماتریس جرم، میراییماتریس 

 ضریب بار دینامیکی بی بعد است. رابطه مذکور از نوع مقدار ویژه است. برای حل لازم است از روش های ریشه یابی عددی استفاده شود. 
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(25) 

11 1 12 1 1

21 1 22 2 2 2

2

( 1)1 1 ( 1)2 1 ( 1)( 1) 1

K  U  = Q

.

.

.

0

4

n n

i

n

ij i

n A

n n n n n n

K U K K

K U K K k

M
K U K K U



 

  

     

   

    


    

 

سختی مصالح، سختی هندسی، میرایی ذاتی و اینرسی  یهاسیماترمعرف ماتریس کل است. ماتریس فوق از تجمیع تمامی  K ماتریس

 یرهایمتغمشخص گردید که اثر هستند. دو متغیر مجهول  و دوران  U. در این معادله، تغییر مکان شودیمدر طول ستون محاسبه 

دورانی  یهاسختو  Mمتمرکز جرم 
Ak   و

Bk   به صورت شرایط مرزی در معادله و در بردار نیروی جزء ستونQ  .اعمال می شود

 مقدار جرم متمرکز و فنرهای دورانی، به ترتیب با ماتریس جرم ستونبا توجه به خواص روش اجزا محدود، 
ijM و ماتریس سختی

 مصالح
ijK  .تجمیع می شود 

رای هم چنین ب .لحاظ نشود هندسی کافی است اثر ماتریس سختی میرایی و ماتریس سختی مجموعهبرای محاسبه فرکانس طبیعی 

 .محاسبه شود مجموعهگردد و بردار ویژه ماتریس جرم و میرایی لحاظ ناثر  است محاسبه بار بحرانی استاتیکی کافی

 :مجموعهمحاسبه فرکانس طبیعی 

(26) 2 0SK M   

 :مجموعهمحاسبه بار بحرانی استاتیکی 

(27) 0, 0S cr GK P K     

 .شودیماستفاده  هامتغیرسازی  بُعدیبروابط از  یسازسادهبرای 

(28) 
24

6 6

, , ,

b b b b

b b cr
A B cr

E I E I

L L P LAL
k k P

EI EIEI EI

L L

 


    

 
 

ط ریاضی، با استفاده از رواب شودیمور سعی . بدین منظشودیمحاضر بررسی  یهامقالهاست که در  یرهایمتغیکی از  مؤثرطول  متغیر

و مدول  crPو ظرفیت بار بحرانی  بر حسب ضریب بار دینامیکی بی بعد  dKمتناظر با کمانش دینامیکی  مؤثرطول  متغیر

طول موثر در  متغیری توجه به وابستگهمان طول موثر اولر است. با  K متغیر) بازنویسی شود. Iو گشتاور دوم سطح  Eالاستیسیته 

وثر طول م متغیرطول موثر استاتیکی،  متغیربا  طول موثر دینامیکی متغیرای تمایز ، بر  فرکانس تحریک متغیرحالت دینامیکی به 

 معرفی می شود.( dKبه صورت  متناظر با کمانش دینامیکی

(29) 
2

2
( )d

cr

EI
K

P L




   

استفاده شده است. در این روش برای بررسی پایداری دینامیکی  حل معادلهبرای [ 14] که ذکر گردید از فرضیات بولوتین طورهمان

ی معادلهسازه وارد می شود. در این حالت خاص، محقق ( بر 10ی )به فرم معادله کسینوسی دد که بار محوری دینامیکیفرض می گر

 ا این حالبدر نظر گرفته است.  خاص بارگذاریسازه در این شرایط رفتار و پایداری دینامیکی  ینیبشیپرا به عنوان تابع زمانی برای  (9)
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پس ی کرد. مثلثاتی بازنویسدر نهایت بر مبنای توابع  را فوریه، توابع مختلف )تابع ضربه یا تابع خطی و ...( سریبر مبنای روش می توان 

 پایداری دینامیکی توابع مختلف را بررسی کرد.فوریه  سریمی توان گفت که با 

پارامتری برای محاسبه ظرفیت بار بحرانی ستون های لاغر تحت  ،ضریب لاغری ستون [28] مقررات ملی ساختمان مطابق با مبحث دهم

 است.  عضوr  و شعاع ژیراسیون L طول  ، k کمانش خمشی است. این پارامتر وابسته به ضریب طول موثر

(30) 
kL

r
  

( و 30)با توجه به رابطه ی  .مشخص گردید که طول موثر در حالت دینامیکی وابسته به فرکانس تحریک است( 29) رابطةمطابق با 

در حالت  نیز بین ضریب لاغری و طول موثر، ضریب لاغری یمستقیمی با وجود رابطه که شود( مشخص می29)  تلفیق آن با رابطه

 است. دینامیکی به فرکانس تحریک وابسته

 زیر است: صورتبه در حالت دینامیکی ضریب لاغری رابطة

(31) 

2

2

( )
cr

d

EI
L

P L

r




    

  بحث روی نتایج-3

مقادیر سختی مصالح، میرایی ذاتی، اثبات گردید که است.  بعدیببرای محاسبه مقدار ضریب بار دینامیکی  موردنظر( رابطه 24) رابطة

فوق یک معادله با مقادیر ویژه است. برای  رابطةاست.  اثرگذارفوق  متغیرارتجاعی بر مقدار  یهاگاههیتکجرم متمرکز و سختی دورانی 

شهیرشود. بدین منظور از روش  یابیشهیرفرکانس تحریک مختلف مقادیر  یازابه بعدیبحل این معادله لازم مقدار ضریب بار دینامیکی 

یمبررسی  01/0مقادیر فرکانس تحریک بر معادله متشکله با گام  ریتأث یابیشهیدر ربرای دقت . شودیمحل استفاده برای مولر  یابی

 . شود

ع ه با تاب، معادلهاپاسخی یهمگرا جهت. شده استاستفاده برای محاسبه تابع شکل معادله روش اجزا محدود از  که اشاره گردید طورهمان

 .شودیمجدول زیر در نظر گرفته  صورتبهمشخصات مکانیکی ستون . شودیمبررسی  جزء 50 یازابهسوم  هرمیتی با سری توانی مرتبه

ارتجاعی  یاهگاههیتکجرم متمرکز، میرایی ذاتی، سختی دورانی  یرهایمتغ ری، تأثدر ادامه با لحاظ مشخصات مکانیکی مذکور برای ستون

 .شودیمبررسی  بعدیب یکینامیبار دضریب  متغیربر 

 ستون مشخصات  :(2جدول )

Table 2. Column Specifications 

10L طول ستون m 210 سیته فولاد یمدول الاستsE Gpa 

 ستون سطح مقطع

(INP220) 
3 23.95*10A m جرم مخصوص فولاد (St37) 

3
7845s

kg

m
  

 ممان اینرسی ستون

(INP220) 
6 430.6*10I m  30.99 جرم واحد طول ستون

kg
m

m
 

0.5 دبی بع ضریب بار استاتیکی    
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  نتایجبررسی و صحت سنجی -3-1

ه ارائه شده توسط محققین پرداخت یهامدلبه مقایسه نتایج مدل پیشنهادی با حت سنجی نتایج حاصل از این تحقیق، نخست برای ص

فصل  نعنوابهو حاضر بوده  مقالةدر  رگذاریتأثپایه و  متغیردو  عنوانبه ستون مقادیر فرکانس طبیعی و ظرفیت بار بحرانی. شودیم

 یهاپژوهشنتایج حاضر و  مقالةبرای  متغیرمقادیر این دو  باید بدین منظور. شوندیمحاضر و تحقیقات پیشین تلقی  مقالةنتایج مشترک 

 . مطابقت کنندموارد مطالعاتی مشترک در  قبلی

با استفاده از این فرمول  .اندکردهخمشی مهارنشده ارائه  یهاقابدر  هاستون مؤثرزیر را برای محاسبه طول  رابطة]2[ ژولیان و لارنس

  .شودیماز نتیجه این پژوهش برای صحت سنجی مقاله حاضر استفاده  .شودیمو ظرفیت بار بحرانی ستون محاسبه  مؤثرمقدار طول 

(32) 

2

1 tan 0
36 6

6 6
,

A B A B

A B

A B

G G G G

K K K

G G
k k 

         
               

 

 

طول  ،در نقاط ابتدایی و انتهایی بیانگر نسبت سختی ستون به تیر در اتصلات نیمه سختبه ترتیب  Kو  BGو  AGفوق  رابطةدر 

 طه فوق با استفاده از روش های ریشه یابی ساده قابل حل است.راب است. موثرستون

 و بسط مک لورن یتوان یهایروش سر بیبا استفاده از ترک یمنشور یرغ یهاستون یداریپا یبررسبه ]12[ همکاران و سلطانی 

مفصلی،  -ر مفصلی، گیردا-- ی)مفصل آلیدهامرزی  یطشراعضو برای  بُعدیباین تحقیق،  ظرفیت بار بحرانی بخشی از در  پرداختند.

به بررسی کمانش و ارتعاشات  ]15[پرادان و پادیکار محاسبه شده است.  یمنشور ریغبدون اثر عضو آزاد(  -ر گیردار، گیردا -ر گیردا

 عضو تحت بعدیبو ظرفیت بار بحرانی  بعدیبتحقیق،  فرکانس طبیعی  بخشی در این .غیرمحلی پرداختند متغیرغیرهمگن با اثر  نانولولة

برنولی  -ر اولبه بررسی کمانش و ارتعاشات تیر  ]16[ن همکاراو  قنادپوربررسی شده است.  غیرمحلی متغیربدون اثر  آلیدهامرزی  یطشرا

  یطشراعضو در  بعدیبو فرکانس طبیعی  بعدیباین تحقیق، ظرفیت بار بحرانی  بخشی از دربه روش ریتز پرداختند.  یرمحلیغ متغیربا اثر 

تمامی  و پایه در رگذاریتأث متغیرفرکانس طبیعی و ظرفیت بار بحرانی دو  بررسی شده است. یرمحلیغ متغیربدون اثر   آلیدهامرزی 

سختی  ریتأثحاضر با تحقیقات مذکور،  مقالةنتایج  و مقایسه برای صحت سنجیبدین منظور  .حاضر هستند مقالةمذکور و  یهاپژوهش

 بعدیببار بحرانی  و ظرفیت بعدیببر مقادیر فرکانس طبیعی  کز، میرایی ذاتی در طول عضو و جرم متمرسختمهین یهاگاههیتکدورانی 

. شودیمحل ( N) جزء( 5،20،50) یازابه متشکلهحاضر معادله  مقالةدر شود. معادله در حالت های خاص بررسی میو  شودینملحاظ 

 آوردهحاضر  مقالةصحت سنجی  جهت (N) جزء( 5،20،50) یازابه (بعدیبو بار بحرانی  بعدیبفرکانس طبیعی )مقادیر  زیر در جدول

 .شودیم

 با شرایط مرزی مختلف  یستونبرای  بعدیبفرکانس طبیعی مقادیر  (:3جدول )

Table 3. Dimensionless Natural Frequency Values for a Column with Various Boundary Conditions 

 شرایط مرزی

 

 نتایج جدید ]16[ همکارانو  قنادپور ]15[ و پادیکار پرادان

 
 

N=5 N=20 N=50 
 8696/9 8696/9 8776/9 8697/9 8696/9 مفصلی - مفصلی

 4182/15 4182/15 4485/15 4182/15 4182/15 مفصلی - رگیردا

 3733/22 3733/22 4648/22 3733/22 3733/22 گیردار - رگیردا

 5160/3 5160/3 5164/3 5160/3 5160/3 آزاد - رگیردا

G𝐵 = GA = 1 - - 0528/4 0522/4 0522/4 
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 شرایط مرزی

 

 نتایج جدید ]16[ همکارانو  قنادپور ]15[ و پادیکار پرادان

 
 

N=5 N=20 N=50 
G𝐵 = GA = 2 - - 3444/3 3440/3 3440/3 

 0 0 % 2/0 - - خطا %

    

 با شرایط مرزی مختلف یبرای ستون بعدیبی بحران بارر مقادی (:4)جدول 

Table 4. Dimensionless Critical Load Values for a Column with Various Boundary Conditions 

 شرایط مرزی

 ]2 [ژولیان و لارنس
سلطانی و همکاران 

]12[ 
 نتایج جدید ]16[ و همکاران قنادپور

crP crP 

N=5 N=20 N=50 
 8696/9 8696/9 8852/9 8696/9 8696/9 8696/9 مفصلی - مفصلی

 1907/20 1907/20 3146/20 1907/20 1907/20 1907/20 مفصلی - رگیردا

 7484/39 7484/39 3432/20 7484/39 7484/30 7484/39 گیردار - رگیردا

 4674/2 4674/2 4677/2 4674/2 2674/2 6474/2 آزاد - رگیردا

G𝐵 = GA = 1 6878/5 - - 6894/5 6878/5 6878/5 

G𝐵 = GA = 2 9065/3 - - 9068/3 9065/3 9065/3 

 0 0 % 6/0 - - - خطا %

     

ازای شرایط بعد بهو بار کمانش بحرانی بی بُعدیبمطابق جداول فوق مشخص است که نتایج پژوهش حاضر شامل مقادیر فرکانس طبیعی 

 ای انجام شده که ابتدا تعداد اجزایگونهشده در مطالعات پیشین دارد. این مقایسه بهمرزی مختلف، تطابق بسیار خوبی با نتایج ارائه

شود که حتی با تعداد ده می، روند همگرایی نتایج بررسی شده است. مشاه50و  20انتخاب و سپس با افزایش آن به  (N=5) محدود کم

 .کنددرصد بوده و با افزایش تعداد اجزا، این خطا به صفر میل می 0.5جزء محدود نیز حداکثر خطا در حدود 

منظور انجام تحلیل همگرایی عددی صورت گرفته است تا پایداری و دقت در این پژوهش به 50و  20، 5در واقع، انتخاب تعداد اجزای 

دهد که مدل عددی مورد استفاده دارای دقت کافی و پاسخ آن مستقل از اندازه مش بررسی شود. این روند نشان می حل اجزای محدود

 .شوندها به مقادیر مرجع همگرا میشود و پاسختغییر محسوسی در نتایج مشاهده نمی N=20 طوری که پس ازانتخابی است، به

پایداری در مدل بولوتین  .شودیمضمیمه  ]14[بولوتینپژوهش ق حاضر با نتایج نتایج تحقی ،رای صحت سنجی( ب2شکل ) ادامه در

پایداری  ،در پژوهش حاضرکه در حالیروش تحلیلی بررسی شده است.  هب با اثر جرم در واحد طولتنها  دو سر سادهدینامیکی یک ستون 

شود. برای صحت سنجی پژوهش حاضر با مدل ارتجاعی بررسی میگاه میرایی ذاتی، جرم متمرکز و تکیه دینامیکی ستون با لحاظ اثر

مرزی  شرایططول ستون به ازای در شود و تنها اثر جرم گاه ارتجاعی نادیده گرفته تکیهاثر میرایی ذاتی، جرم متمرکز و  باید بولوتین

  شود.بررسی مفصلی  –گیردار 

نسی )فرکانس تحریک به فرکانس برحسب نسبت فرکارا  دو سرساده یستون بُعدیبضریب بار دینامیکی نمودار تغییرات شکل ذیل 

 .است ارائه کردهبرحسب نسبت فرکانسی  بعدیببرای محاسبه ضریب بار دینامیکی  ذیل رابطة. محقق دهدیمنمایش  بعدیبطبیعی( 

(33) 
1

2 k k






  

A
C
C
E
P
T
E
D
 M

A
N

U
S
C
R
IP

T



14 

 

 

  بعدیب انس تحریک به فرکانس طبیعی مود اولحسب نسبت فرک بر بعدیبنمودارتغییرات ضریب بار دینامیکی : 2شکل 

Figure 2. Dimensionless Dynamic Load Factor Variation versus the Ratio of Excitation Frequency to the 

Dimensionless First Mode Natural Frequency 

مفصلی تنها  –ستونی با شرایط مرزی گیردار  بعدیب یبرحسب نسبت فرکانس بُعدیب نمودار تغییرات ضریب بار دینامیکیفوق در شکل 

فرکانس تحریک به فرکانس طبیعی مود  بعدیبمقدار نسبت اگر . شودیمنمودار مشخص  به باتوجه. شودیمترسیم  با اثر جرم واحد طول

اول برابر
1

1
2


 در  .این وضعیت که به وضعیت تشدید معروف است پایداری دینامیکی برابر صفر است.در این صورت ضریب . باشد

قدار م در صورتیکه مقدار نسبت فرکانسی بی بعد برای صفر لحاظ گردد. دچار وضعیت ناپایداری دینامیکی می گردد. مجموعه این حالت

 است که نتایج تحقیق حاضر با نتایج تحقیق پیشین هم خوانی دارد.مبین این  فوق نمودار می گردد. 1ضریب بار دینامیکی بی بعد برابر 

 Sapو  Etabsی )دتحلیل و طراحی های ساختمان های فولاو نرم افزارهای [ 28]مطابق با مبحث دهم مقررات ملی ساختمان 

از روش تحلیل الاستیک  مذکوردر نرم افزار های قابل ذکر است که . ندکدنویسی شده ا های معتبر بر مبنای این آیین نامه (2000

استفاده شده  برای بررسی پایداری سازه ها ثابت( متغیر یا کاهش سختی با ضریب  مرتبه دوم )روش های کاهش سختی با ضریب 

Pبر مبنای تحلیل الاستیک مرتبه ی دوم است و اثر  ی فوقاست. روش ها   وP   ناشی از لنگر ثانویه بار محوری و کاهش

ضریب طول موثر و ظرفیت بار بحرانی ستون تنها در این حالت سختی متناظر با آن در حالت استاتیکی بر سازه در نظر گرفته می شود. 

استاتیکی محاسبه می شود. در واقع رفتار دینامیکی سازه در نرم افزار تعریف نشده با فرض کاهش سختی ناشی از لنگر ثانویه در حالت 

نرم افزار برای محاسبه ی ظرفیت بار  ی در نرم افزار مدلسازی شده است واست و تنها ماتریس های سختی مصالح و سختی هندس

 [14] کمانشی پارامترهای دینامیکی )جرم و میرایی( را لحاظ نمی کند. در حالیکه در  مقاله ی حاضر، با تجمیع فرضیات روش بولوتین

بر موجود بر منابع معت پایداری دینامیکی ستون قابل ارزیابی است. به همین دلیل سعی شده که تنها با تکیه [2] لارنس –و روش ژولیان 

نتایج مقاله در حالتی خاص با پژوهش بولوتین مقایسه شده است. قابل ذکر است که ایشان  (2در شکل )نتایج مقاله صحت سنجی شود. 

از روش اجزا محدود برای مدلسازی سختی پیچشی اتصالات  ،از روش تحلیلی برای حل معادله استفاده کرده اند اما در مقاله ی حاضر

 نیمه سخت استفاده شده است. با توجه به ویژگی های خاص این روش به سهولت روش مرزی خاص و جرم متمرکز معادل شده است. 

  مؤثرهای ضریب بار دینامیکی و طول متغیربر  ارتجاعی گاههیتکسختی دورانی  ریتأث-3-2

 ارتجاعی گاههیتکو  (1مطابق جدول ) (یمفصل دوسرگیردار و  - رگیردا ،گیردار - یتلف اعم )مفصلمخ یهاگاههیتک ریتأث به در این بخش

  .شودیمپرداخته  (13مطبق معادله ) کمانش دینامیکیمتناظر با  مؤثربر ضریب بار دینامیکی و طول  سختمهینبا اتصالات 
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 - راگیرد ،یمفصل سر دو ،آزاد - رگیردامتناظر با کمانش دینامیکی بر حسب فرکانس تحریک برای ستون ) مؤثرنمودار تغییرات طول  :3شکل 

 ذاتیبدون میرایی  (گیردار - رگیردا ،یمفصل

Figure 3. Effective Length Variation Corresponding to Dynamic Buckling versus Excitation Frequency for Columns 

(Clamped-Free, Pinned-Pinned, Clamped-Pinned, Clamped-Clamped) without Inherent Damping 

است.  یینماصورت تابعبه کیتحر فرکانسحسب  بر یکینامیمتناظر با کمانش د مؤثر طول راتییشکل فوق مشخص است که تغ مطابق

 ،یدارینقطة خاص در بحث پا نیاست. ا یعدد بزرگ برابر یکینامیمتناظر با کمانش د مؤثر طول( مقدار ینی)نقطة تک یدر نقطة خاص

 یداریبر پا یمرز طیاست که نوع شرا نی. مبگرددیم داریناپا دیبا مقدار فرکانس تشد ینام دارد. در واقع ستون تحت بار دیفرکانس تشد

 شامل کیحرت فرکانسحسب  بر یکینامیمتناظر با کمانش د مؤثر طول راتییعضو اثرگذار است. تغ دیفرکانس تشد ریو مقاد یکینامید

 یکیاستات موثرطول  برابرمتناظر با کمانش دینامیکی  مؤثرطول صفر گردد. مقدار  بُعدیب کی. اگر مقدار فرکانس تحرشودیسه بخش م

است  یبه صورت صعود دی( تا فرکانس تشد 0) بعدیب کیفرکانس تحر از یکینامیمتناظر با کمانش د مؤثر طول راتییاست. تغ

 یکینامیمتناظر با کمانش د مؤثر طول راتییدارد. تغ یاربزرگیمقدار بس دیفرکانس تشد یازا به یکینامیمتناظر با کمانش د مؤثر طولو 

امیکی متناظر با کمانش دین مؤثرطول  ،کیاز فرکانس تحر یریمقاد یبه ازا محدود نیاست. در ا یبه بعد به صورت نزول دیفرکانس تشد از

 یکیاتاست یکمانش تیاز ظرف یکینامید یکمانش تیوقت ظرف چیه یی. از لحاظ تجراستداررا  یکیاستات طول موثر متر ازک یمقدار

 تیر ظرفبعنوان عامل کاهنده ب کیمقطع است و پارامتر فرکانس تحر یکیزیتابع مشخصات ف یبار کمانش تی. در واقع ظرفستیبزرگتر ن

ر باشد. لازم کمت یکیاستات طول موثر ازمتناظر با کمانش دینامیکی  مؤثرطول  یخاص یاثر گذار است. اگر در نواح یکینامید یبارکمانش

 طیشرا یبرا بیترت به 145.35-99.9-63.15-23.1 ریمقاد یازابه. ردیمد نظر قرار گ یکیاستات مؤثرطول همان مقدار  یطراح یاست برا

 است. تینهایببرابر با  یکینامیمتناظر با کمانش د مؤثر( مقدار طول آزاد - رداریو گ سرفصل دو مفصل، - رداریگ ردار،یگ - رداری)گ یمرز

 برای ستون با شرایط مرزی مختلف  مؤثرطول و  فرکانس تشدیدر مقادی :(5جدول 

Table 5. Resonance Frequency and Effective Length Values for Columns with Various Boundary Conditions 

 شرایط مرزی 

 متغیرها
 یمفصل - یمفصل یمفصل - رگیردا گیردار - رگیردا آزاد - رگیردا

 Ωr 1/23 35/145 9/99 8/63 (تشدید فرکانس)

ω
1

(Hz)  فرکانس(

 طبیعی مود اول(
8694/15 9808/100 5894/69 5460/44 
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 شرایط مرزی 

 متغیرها
 یمفصل - یمفصل یمفصل - رگیردا گیردار - رگیردا آزاد - رگیردا

 K 2 0.5 0.7 1 

 

 اتیذبدون میرایی  ارتجاعی گاههیتکبا  متناظر با کمانش دینامیکی بر حسب فرکانس تحریک برای ستون مؤثرنمودار تغییرات طول  :4 شکل

Figure 4. Effective Length Variation Corresponding to Dynamic Buckling versus Excitation Frequency for a Column 

with Elastic Supports without Inherent Damping 

ش که با افزای مشککخص اسککت. دهدیمدینامیکی بر حسککب فرکانس تحریک را نشککان متناظر با کمانش  مؤثرییرات طول شکککل فوق تغ

در فرکانس  BG متغیرقابل ذکر اسکککت اثر  کمتری رخ می دهد.در فرکانس های  ثابت وضکککعیت ناپایداریAG به ازای  BG متغیر

ست شدید دوم نمایان تر ا سازه کاهش می یابد. از طرفی در حالت کلی، بین فرکانس  BGبا افزایش پارامتر  در واقع، .ت سختی  مقدار 

ی مقدار فرکانس طبیعی سازه کاهش می یابد. با توجه به وجود رابطه BGی مستقیم دارد پس با افزایش طبیعی با سختی سازه رابطه

12مسککتقیم بین فرکانس تحریک و فرکانس طبیعی سککتون    در نهایت کاهش سککختی باعث کاهش فرکانس تحریک نیز می ،

 که مطابق با شکل فوق این موضوع مبین است.  و انتقال وضعیت ناپایداری سمت فرکانس های کوچکتر می گردد گردد

 برای ستون با شرایط مرزی مختلف  مؤثرطول و  بعدیببار بحرانی  ،بعدیبفرکانس طبیعی  فرکانس تشدید، به ترتیب رمقادی: 6جدول 

Table 6. Values of Resonance Frequency, Dimensionless Natural Frequency, Dimensionless Critical Load, and 

Effective Length for Columns with Various Boundary Conditions 

 شرایط مرزی

 متغیرها
GA = 0 
. GB = 0 

GA = 0 
. GB = 0.5 

GA = 0 
. GB = 1 

GA = 0 
. GB = 2 

Ωr(Hz)  فرکانس(

 تشدید(
15/36 5/34 15/33 2/31 

 فرکانس طبیعی(

 اول بی بعد(
8696/9 299/5 078/5 769/4 

Pcr
 )بار بحرانی بی بعد( ̅̅̅̅

 
8696/9 434/8 380/7 030/6 

K )طول موثر استاتیکی( 

 
1 082/1 157/1 274/1 
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 ب الف

 متغیربا افزایش  ،مطابق جدول فوق
BG و فرکانس طبیعی بی بعد کاهش می یابد و سازه به ازای فرکانس  بی بعد مقدار بار بحرانی

طابق شکل م به فرکانس تحریک وابسته است.ی مقدار طول موثر متناظر با کمانش دینامیک مبین است که یک کمتر ناپایدار می شود.تحر

این مسئله از لحاظ تجربی  کمتر از طول موثراستاتیکی را دارد.مقادیری  ،ینامیکی در محدوده ی خاصیمتناظر با کمانش دطول موثر 

  چون همواره ظرفیت باربحرانی دینامیکی کمتر از ظرفیت باربحرانی استاتیکی است. قابل قبول نیست.

  مؤثرهای ضریب بار دینامیکی و طول متغیربر  ذاتیمیرایی  ریتأث -3-3

منظور  نیبد. شودیم پرداخته یکینامیمتناظر با کمانش د مؤثرو طول  بعدیب یکینامید بار بیضر بر یذات ییرایم ریتأثبخش  نیا در

1AG یارتجاع گاههیتکستون با  کی یکینامیمتناظر با کمانش د مؤثرو طول  بعدیب یکینامید بار بیضر راتییتغ    1وBG   با

اول و دوم  یعیبا استفاده از فرکانس طب و   ییرایم بیضرا .شود یم یبررس (%4تا  ζ 1% ییرایم بی)ضر یذات ییرایلحاظ اثر م

1  2و یکینامید بار بیضر کیتحر فرکانس مختلف ریمقاد یازا به معادله، در ییرایم سیماتر اثر لحاظ با تینها در شود. یمحاسبه م 

 به یکینامید کمانش با متناظر موثر طول راتییتغ شکل، نیا در معادله ینیتک نقاط بهتر شینما یبرا .شود یم یابی شهیر موثر طول و

 .شود یم مهیضم زین( 0و20) بازه در کیتحر فرکانس  ریمقاد یازا

 

تغییرات طول  (ب ،ذاتیمیرایی  و ارتجاعی گاههیتکحسب فرکانس تحریک برای ستون با بر بعدیب یکینامید بارضریب تغییرات  (الف: 5شکل 

 ذاتیارتجاعی و میرایی  گاههیتکمتناظر با کمانش دینامیکی بر حسب فرکانس تحریک برای ستون با  مؤثر

Figure 5: a) Variation of the Dimensionless Dynamic Load Factor versus Excitation Frequency for a Column with 

Elastic Supports and Inherent Damping, 

b) Variation of the Effective Length Corresponding to Dynamic Buckling versus Excitation Frequency for a Column 

with Elastic Supports and Inherent Damping 

 ر به ترتیب ضرایب میراییمقادی :7 جدول

𝛂   و𝛃 ذاتیو میرایی  ارتجاعیبا تکیه گاه  برای ستون و تغییرات فرکانس تشدید نسبت به حالت بدون میرایی ،فرکانس تشدید 

Table 7. Values of Damping Coefficients α and β, Resonance Frequency, and Changes in Resonance Frequency 

Relative to the Undamped Case for a Column with Elastic Supports and Inherent Damping 

𝜻 
ζ متغیرها = 0 ζ = 0.01 ζ = 0.02 ζ = 0.03 ζ = 0.04 

α 0 311/0 6221/0 9331/0 2442/1 
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𝜻 
ζ متغیرها = 0 ζ = 0.01 ζ = 0.02 ζ = 0.03 ζ = 0.04 

β 0 0002/0 0003/0 0005/0 0007/0 

Ωr(Hz)  فرکانس(

 تشدید(
4/26 65/25 35/25 05/25 6/24 

ΔΩr - 84/2 % 98/3 % 14/5 % 7 % 
6

1 218.289 Hz, 101.92 Hz, 3.787 10 N/m, 1.317, 1A B A Bk k K G G           

 

انش متناظر با کم مؤثرطول  ،فرکانس تشدید در محاسبات بر مقادیر ذاتیثر میرایی مشخص است که لحاظ ا فوق و جدول شکلمطابق 

 انتقالاعث است و ب اثرگذاربر مقدار فرکانس تشدید  ζافزایش ضریب میرایی . است بُعدیبو ضریب بار دینامیکی  مؤثردینامیکی 

رفتار (، Aمطابق شکل ) .است اثرگذارییرات فرکانس تشدید در تغ %7تا  ذاتیلحاظ میرایی . شودیممقادیر کمتر تشدید به  یهافرکانس

تا فرکانس تشدید دارای یک شیب منفی است و در بازه ی فرکانس  0نمودار در بازه  است. یقدرمطلق به نمودار میتعمقابلفوق  نمودار

نخستین بار به بررسی پایداری  [6] لوتینوهمانطور که در مقدمه ذکر گردید، ب .مثبت است شدید تا فرکانسی مشخص دارای شیبت

در بخشی از تحقیق ایشان، رابطه ی زیر برای محاسبه فرکانس تحریک سیستم دینامیکی با لحاظ  سیستم های دینامیکی پرداخت.

,میرایی پیشنهاد شده است. در این رابطه  , e   بدون میرایی و درصد بیانگر فرکانس تحریک با لحاظ میرایی، فرکانس تحریک

 میرایی سازه است. 

(34) 
2

2
1e


   


 

 با که رودیم انتظار فرمول مطابق واقع در. ابدییم کاهش کیتحر فرکانس مقدار ییاریم شیافزا با که است مشخص فوق رابطةبا  مطابق

قابل  (5)شکل حاضر یمقاله جینتا صحت که دهد رخ کیتحر فرکانس از یکوچکتر یهمحدود در یکینامید یداریناپا ییرایم شیافزا

 یداریحاضر پا یدر مقاله  کهیدر حال د،کردن یساده بررس یکینامید ستمیس کیدر  را ییرایمتاثیر  شانیا که است ذکر قابلاست.  دییتا

 .شودیم یسخت به روش اجزا محدود بررس مهین اتصالات با یساختمان یهاقاب در هاستون یکینامید

  مؤثرهای ضریب بار دینامیکی و طول متغیرجرم متمرکز بر  ریتأث -3-4

بدین منظور . شودیممتناظر با کمانش دینامیکی پرداخته  مؤثرو طول  بُعدیبرکز بر ضریب بار دینامیکی مجرم مت ریتأثبخش  نیا در

Gارتجاعی  گاههیتکمتناظر با کمانش دینامیکی یک ستون با  مؤثرو طول  بعدیب یکینامید بارتغییرات ضریب  = 1A  وG = 1B  با لحاظ

عمده اینرسی که بر ستونهای قابهای مهارنشده وارد می  ( بررسی می شود.1Ton،2Ton،3Ton ) رم متمرکز)جرم طبقه( با مقادیراثر ج

با توجه به اینکه  شود.بار زنده ناشی میدرصدی از )بار سقف( و  جرم طبقه عمدتا از مجموع بارهای مرده طبقه است.ناشی از جرم ، گردد

 با اعمال اثر جرم های مختلف ) دارد.متفاوتی وزن دیوار و ...( مقادیر، )وزن سقف مختلف مجموع بارهای وارد بر طبقه به ازای بارهای مرده

1Ton،2Ton،3Ton ) شود.مورد نظر بررسی می مجموعهپایداری دینامیکی  ،معادله متشکلهدر  
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 الف ب
 

 (ب، (بدون میرایی)ارتجاعی و جرم متمرکز  گاههیتکبر حسب فرکانس تحریک برای ستون با  بعدیب یکینامید بارضریب تغییرات ( الف: 6شکل 

 ارتجاعی و جرم متمرکز )بدون میرایی( گاههیتکمتناظر با کمانش دینامیکی بر حسب فرکانس تحریک برای ستون با  مؤثرطول  تغییرات

Figure 6: a) Variation of the Dimensionless Dynamic Load Factor versus Excitation Frequency for a Column with 

Elastic Supports and Concentrated Mass (Without Damping), 

b) Variation of the Effective Length Corresponding to Dynamic Buckling versus Excitation Frequency for a Column 

with Elastic Supports and Concentrated Mass (Without Damping) 

ون ارتجاعی و جرم متمرکز )بد گاههیتک بابابرای ستون فرکانس طبیعی دوم و فرکانس تشدید  ،فرکانس طبیعی اولر به ترتیب مقادی :8 جدول

  میرایی(

Table 8. Values of the First Natural Frequency, Second Natural Frequency, and Resonance Frequency for a Column 

with Elastic Supports and Concentrated Mass (Without Damping) 

 M 
M متغیرها = 0 M = 1Ton M = 2Ton M = 3Ton 

ω
1

(Hz)  فرکانس(

 طبیعی مود اول(
289/18 8434/5 2378/4 4904/3 

ω
2

(Hz)  فرکانس(

 طبیعی مود دوم(
92/101 0156/73 0445/72 7082/71 

Ωr(Hz)  فرکانس(

 تشدید(
25/26 25/8 6 95/4 

ΔΩr - 66/68 % 14/77 % 11/81 % 

 60, 0, 0, 3.787 10 N/m, 1.317, 1A B A Bk k K G G             

اول  یعیدر فرکانس طب یتوجهقابل ریتأثاست که لحاظ اثر جرم متمرکز )جرم طبقه( در محاسبات  مشخص فوقنمودار و جدول  مطابق

اثر جرم  لحاظ .شودیمکمتر  یهافرکانسبه  دیجرم متمرکز در محاسبات باعث انتقال فرکانس تشد اثر .دارد دیتشد فرکانس و دوم،

در  باشد. اثرگذار دیبر مقدار فرکانس تشد %81تا  تواندیمو اعمال آن در معادله متشکله  یمرز طیجرم متمرکز در شرا صورتبهطبقه 

یپرداخته م یکینامیو طول موثر متناظر با کمانش د بعدیب یکینامیبار د بیمتمرکز بر ضر جرم و ییرایم زمان اثر هم یادامه به بررس

  پارامتر) شود.میدر معادله لحاظ  %2 ییرایتفاوت که م نیاست. با ا یمسئله مطابق حالت قبل طی. شراشود

r است. ییرایدر مدل بدون لحاظ م دیفرکانس تشد راتییمقدار جرم متمرکز بر تغ رینسبت تاث انگریب) 
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B A 
 

( B، ذاتیمیرایی جرم متمرکز و و  ارتجاعی گاههیتکحسب فرکانس تحریک برای ستون با بر بعُدیب یکینامید بارضریب تغییرات ( A :7 شکل

 ی.ذاتارتجاعی و جرم متمرکز و میرایی  گاههیتکمتناظر با کمانش دینامیکی بر حسب فرکانس تحریک برای ستون با  مؤثرتغییرات طول 

Figure 7. A) Variation of the Dimensionless Dynamic Load Factor versus Excitation Frequency for a Column with 

Elastic Supports, Concentrated Mass, and Inherent Damping, 

B) Variation of the Effective Length Corresponding to Dynamic Buckling versus Excitation Frequency for a Column 

with Elastic Supports, Concentrated Mass, and Inherent Damping 

 رایی(ارتجاعی و جرم متمرکز )با می گاههیتک بافرکانس طبیعی دوم و فرکانس تشدید برای ستون  ،ر به ترتیب فرکانس طبیعی اولمقادی :9 جدول

Table 9. Values of the First Natural Frequency, Second Natural Frequency, and Resonance Frequency for a Column 

with Elastic Supports and Concentrated Mass (With Damping) 

 M 
M متغیرها = 0 M = 1Ton M = 2Ton M = 3Ton 

ω
1

(Hz)  فرکانس(

 طبیعی مود اول(
289/18 8434/5 2378/4 4904/3 

ω
2

(Hz)  فرکانس(

 طبیعی مود دوم(
92/101 0156/73 0445/72 7082/71 

Ωr(Hz)  فرکانس(

 تشدید(
35/25 05/8 85/5 8/4 

ΔΩr - 2/68 % 92/76 % 81 % 

 
60.02, 0.6221, 0.00033, 3.787 10 N/m, 1.317A Bk k K           

 یتوجهقابل ریتأثدر محاسبات  ذاتیجرم متمرکز )جرم طبقه( و میرایی  توأمانمشخص است که لحاظ اثر فوق مطابق نمودار و جدول 

جرم متمرکز و میرایی دخلی در محاسبات باعث انتقال فرکانس  توأماناثر . فرکانس تشدید دارد فرکانس طبیعی اول و دوم،مقادیر در 

 %81تا  تواندیمستون در معادله متشکله  ذاتیجرم متمرکز )جرم طبقه( و میرایی  توأمانلحاظ اثر  .شودیمکمتر  یهافرکانستشدید به 

لحاظ  اببیانگر نسبت تاثیر مقدار جرم متمرکز بر تغییرات فرکانس تشدید در مدل  rپارامتر ) باشد. اثرگذاربر مقدار فرکانس تشدید 

 (میرایی است.

 تحلیل حساسیت پارامترهای مدل بر پاسخ دینامیکی ستون -3-5
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ای، تحلیل حساسیت نسبت به پارامترهای ورودی مدل است. این های اساسی در ارزیابی پایداری دینامیکی اعضای سازهیکی از گام

دارند.  ها تأثیر کمتریپاسخ نهایی سیستم دارند و کدامکدام متغیرها بیشترین اثر را بر شود کند که مشخص تحلیل به ما کمک می

گاهی آ ( بر پایداری دینامیکی اثر گذار است.ختی مرزیمیرایی، جرم متمرکز و س هدف مسئله )پارامترهای ی حاضر مقاله در ویژه کهبه

 .کنداز حساسیت پاسخ به هرکدام از این عوامل نقش مهمی در طراحی ایمن و بهینه سازه ایفا می

عنوان ابزاری کمی و بدون بعد برای مقایسه تأثیر پارامترهای مختلف استفاده شده به  شدهشاخص حساسیت نرمالدر این بخش، از 

 :شودصورت زیر تعریف میاست. این شاخص به

(35) 

R

RS
P

P






 

 در رابطه ی فوق پارامتر های جدید به شرح ذیل است:

 S  شده است؛شاخص حساسیت نرمال 

 R  ( ؛به فرکانس تشدید ستون متغیر پاسخ مدل)عنوان شاخص ناپایداری دینامیکی 

 P  گاه(؛پارامتر ورودی مورد بررسی )میرایی ذاتی، جرم طبقه یا سختی دورانی تکیه 

 R مقدار پاسخ و  تغییرP تغییر مقدار پارامتر است. 

 ζحساسیت پاسخ به میرایی ذاتی 

منظور بررسی اثر آن، تغییرات های جرم و سختی به روش رایلی در مدل لحاظ شده است. بهمیرایی ذاتی از طریق ترکیب خطی ماتریس

 :آورده شده است( 7جدول ) با توجه بهاستخراج شده است. نتایج  ٪4فرکانس تشدید به ازای افزایش مقدار میرایی از صفر تا 

 1  :فرکانس تشدید بدون میرایی 26.4 Hzr  

  2: ٪4فرکانس تشدید با میرایی 24.6 Hzr  

 تغییر پاسخ:  
24.6 26.4 1.8

0.068
26.4 26.4

r

r

  
   


 

 ر:تغییر پارامت
0.04 0 0.04

1
0.04 0.04





 
    

 :در نتیجه

(36) 
0.068

0.068
1

S 


    

 .شودکاهش فرکانس تشدید ستون میدهد که افزایش میرایی ذاتی باعث این مقدار نشان می

 Mحساسیت پاسخ به جرم متمرکز طبقه 
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مقاله ( 8شود. اثر آن از طریق جدول )ای در انتهای ستون اعمال میصورت یک جرم نقطهای است که بهجرم متمرکز، نماینده جرم طبقه

 :تحلیل شده است

 فرکانس تشدید بدون جرم:  
1 26.4 Hzr  

  تن 3فرکانس تشدید با جرم  :
2 4.95 Hzr  

 تغییر پاسخ: 
4.95 26.4 21.45

0.812
26.4 26.4

r

r

  
   


 

 تغییر پارامتر:  
3 0 3

1
3 3

M

M

 
   

 :در نتیجه

(37) 
0.812

0.812
1

MS


    

دقیق  سازیپایداری دینامیکی به جرم متمرکز است. این نتیجه اهمیت مدلدهنده حساسیت شدید مقدار بسیار بزرگ این شاخص نشان

 .کندها دوچندان میای ستونجرم طبقات را در طراحی لرزه

a,ها گاهحساسیت پاسخ به سختی مرزی تکیه bG G  

a,پارامترهای  bG G  سخت در دو سر ستون هستند. برای بررسی تأثیر این متغیرها، مقادیر زیر نیمهنمایانگر سختی چرخشی فنرهای

 :( و تحلیل عددی استخراج شده است4از شکل )

 1  :مقدار اولیه سختی مرزیG  = 0.5 

 2:  دیمقدار جدG  = 1 

 1  :هیاول حالت در دیفرکانس تشد 25.5 Hzr  

 2  :یسخت شیافزا حالت در دیفرکانس تشد 28.6 Hzr  

 پاسخ رییتغ
28.6 25.25 3.35

0.133
25.25 25.25

r

r

 
   


   

 پارامتر رییتغ:  
1.0 0.5 0.5

1
0.5 0.5

G

G

 
   

(38) 0.133GS    

 

الات گردد. این موضوع در طراحی اتصستون میافزایش سختی مرزی اتصالات موجب افزایش فرکانس تشدید و تقویت پایداری دینامیکی 

 .ای داردسخت، اهمیت ویژههای خمشی نیمهویژه در قابتیر به ستون، به
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 های حساسیتشاخص :10جدول 

Table 10. Sensitivity Indices 

𝚫𝐏 ینسب رییتغ یپارامتر ورود

𝐏
𝚫𝐟پاسخ  رییتغ 

𝐟
 𝐒شده نرمال تیشاخص حساس 

 -ζ 1 0.068- 0.068 یذات ییرایم

 -M 1 0.812- 0.812جرم متمرکز طبقه 

.Ga یمرز یسخت Gb  1 0.133 0.133 

 

. دارد بقهط متمرکز جرم به نسبت را تیحساس نیشتریب ستون یکینامید یداریپا پاسخ که است مشخص فوق، جدول جیبر اساس نتا

 ستمیس یکیامنید رفتار بر یکمتر نسبتاً ریتأث یذات ییرایم تینها در و دارد قرار تیاهم دوم رتبه در اتصالات یمرز یسخت پارامتر سپس،

 یطراح و یالرزه یبهساز مطالعات در یقیدق یبندتیاولو توانندیم رایز است، ارزشمند اریبس طراح مهندسان یبرا اطلاعات نیا. دارد

 تیقطع عدم طیشرا در ای نینامع یپارامترها یطراح حدود میتنظ در تواندیم لیتحل نیا نیهمچن. باشند داشته زلزله برابر در مقاوم

 .ردیگ قرار استفاده مورد

  یریگجهینت-4

 ییرایم، یجاعارت گاههیتکمهارنشده با  یمتناظر با کمانش دینامیکی ستون مؤثرطول و  یعیطب فرکانس، یکینامید کمانش مقاله نیا در

اکم ح لیفرانسیمعادله د فیگام اول، شکل ضع در. شد یبررس کیهارمون یاز جرم طبقه( تحت اثر بارمحور یو جرم متمرکز )ناش یذات

 سیماتر و یهندس یمصالح، سخت یسخت یهاسیمبنا ماتر نیعنوان تابع شکل معادله استفاده گردد و بر ابه یابیانینوشته شد. از توابع م

 ریمقاد محاسبه یبرا مولر یابیشهیر کیشد. از تکن یمعادله بررس ژهیو ریمقاد یسخت یهاسی. پس از استخراج ماتردیاستخراج گرد جرم

 دیافزار متلب استفاده گردنرم در یسیکدنو با ژهیو

 :است لیذ شرح به پژوهش جینتا خلاصه

 دارد.  کیحرتحسب فرکانس  بر یکینامیمؤثر متناظر با کمانش د طول راتییبر تغ یتوجهقابل ریتأث یذات ییرایم بیضر مقدار

 . شودیمنتقل م کیتحر فرکانسبه سمت چپ محور  راتییمقدار نمودار تغ نیا شیبا افزا

 فوق مقدار ,a bG G است، ییهاانت و ییابتدا نقاط در سخت مهین اتصلات در ریت به ستون یسخت نسبت انگریب بیترتبه  که 

مقدار نمودار  نیا شیدارد. با افزا  کیتحر فرکانس حسب بر یکینامیمؤثر متناظر با کمانش د طول راتییبر تغ یتوجهقابل ریتأث

 دیتشد فرکانس مقدار بر %7 تا معادلات در یذات ییرایم اثر لحاظ .شودیمنتقل م کیبه سمت چپ محور فرکانس تحر راتییتغ

 .است رگذاریتاث ییرایم بدون مدل با سهیمقا در

 ب فرکانس حس بر یکینامیمؤثر متناظر با کمانش د طول راتییتغبر  یتوجهقابل ریاز جرم طبقه( تأث یناش) متمرکز جرم مقدار

 متمرکز جرم اثر لحاظ. شودیمنتقل م کیتحر فرکانسبه سمت چپ محور  راتییمقدار نمودار تغ نیا شیدارد. با افزا کیتحر

 .است موثر دیتشد فرکانس مقدار بر %81 تا متشکله معادله در
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Analysis of Dynamic Stability of Frame Columns under The Effect of 

Concentrated Mass and Inherent Damping by Finite Element Method 

ABSTRACT 

Analysis of stability in columns as the main structural member has a special place in engineering research. In 

most of the past research, generally, researchers have studied the static buckling in columns (prismatic or non-

prismatic) in (building frames or industrial beams). Static load capacity only expresses the static critical load 

capacity of members under gravity load. For the safe design of the structure, it is necessary to check the 

dynamic stability of the columns in the building frames under the vertical load of an earthquake. In this article, 

in a comprehensive model, the combined effect of inherent damping, floor mass and vertical earthquake load 

on the dynamic stability of columns in unrestrained moment frames is investigated. In fact, the proposed 

method is a combination of Julian-Lawrence static modeling and Bolotin dynamic modeling to consider the 

dynamic effects in the frame columns based on the finite element method. In the first step, the constitutive 

equation is extracted using Hamilton's method. In the next step, the response of the equation is checked using 

the finite element method with Hermitian three-degree interpolation functions for 50 components. The results 

show that the inherent damping, concentrated mass and rotational stiffness of semi-rigid joints have a 

significant effect on the resonance frequency, effective length and dimensionless dynamic load factor. With 

the increase in inherent damping, rotational stiffness and concentrated mass, the graph of effective length 

changes is shifted to the left side of the excitation frequency axis. Considering the effects of inherent damping 

and concentrated mass in the modeling, 7% and 81%, respectively, affect the resonance frequency changes. 

There is an acceptable agreement between the results of the present article and previous research. 

Keywords: Dynamic Buckling, Dynamic Stability, Effective Length, Critical Load Capacity, Analysis EigenValue 
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