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ABSTRACT: Porous materials are increasingly used in mechanical, aerospace, civil, biomedical, and 
advanced engineering applications due to their low density, acceptable strength, high energy absorption, 
and tunable mechanical properties. One key challenge in designing such materials is the accurate analysis 
of bending and deflection behavior of porous thin structures, such as circular plates, which is essential 
for avoiding structural failures. This study presents the elastic bending and static deflection analysis of 
functionally graded porous circular plates with radially varying porosity distribution, subjected to uniform 
compressive loading under both simply supported and clamped boundary conditions. The governing 
equations are derived based on axisymmetric assumptions using the first-order shear deformation theory 
and solved via both analytical (series solution) and numerical (finite element) methods. The results 
show excellent agreement between the two approaches (mean error 0.04%) and with existing literature 
data (mean error 0.05%), confirming the accuracy of the model. Parametric studies reveal that simply 
supported plates exhibit approximately 2.5 times higher stress and 4 times larger deflection compared to 
clamped ones. Furthermore, increasing the porosity coefficient by 10% leads to an average increase of 
about 40% (for simply supported) and 36% (for clamped) in radial stress and central deflection. These 
findings offer valuable insights for designing lightweight, strong, and efficient structural components in 
sensitive and performance-driven environments.
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1- Introduction
Porous materials are solids containing voids filled with 

gas or liquid, forming a two-phase structure. Their porosity 
typically ranges from 20% to 90%, optimized for low weight, 
flexibility, and microcrack resistance. They are classified by 
pore geometry, manufacturing method, and application. Many 
natural (wood), biological (bone), and synthetic (ceramics) 
materials are porous. Advances in technology have expanded 
their use in various engineering fields, including mechanical, 
petroleum, and civil engineering, especially in structural 
elements like beams, plates, and shells [1].

Khoshgoftar et al. [2] obtained deflection and stress results 
for functionally graded cylinders with variable thickness under 
non-uniform pressure using first-order shear deformation 
theory (FSDT) and perturbation methods, highlighting the 
influence of shear deformation. Khoshgoftar [3] extended 
the analysis with a second-order shear deformation theory 
(SSDT) for axisymmetric functionally graded thick shells 
with variable thickness, providing comprehensive governing 
equations and numerical comparisons with classical and first-
order theories. Khoshgoftar and Hajiveiseh [4] investigated 
the buckling and bending behavior of functionally graded 
porous plates using shear deformation theory, focusing on 

the effects of porosity distribution on mechanical responses. 
Khoshgoftar and Akbari [5] analyzed mechanical buckling 
of porous circular plates with radially graded porosity using 
FSDT, employing an analytical semi-exact Fourier–Bessel 
series method validated by finite element results.

Previous studies have not comprehensively addressed 
the bending and deflection of radially porous circular 
plates. This research provides the first detailed analysis of 
such plates with radially varying porosity under uniform 
vertical pressure, considering simply supported and clamped 
boundary conditions. Using axisymmetric assumptions and 
first-order shear deformation theory, the governing equations 
are solved analytically (energy method) and numerically 
(finite element method). Results show excellent agreement, 
with mean and maximum errors below 0.1%. Clamped plates 
exhibit stresses 60–65% lower and deflections 70–76% lower 
than simply supported ones. Due to their manufacturability, 
light weight, and strength, these plates are widely used in 
aerospace, turbine disks, medical implants, energy absorbers, 
heat exchangers, filters, and lightweight automotive parts.

2- Analytical Modeling
In this study, a circular plate made of radially functionally 
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graded porous material with thickness h and radius R 
is considered in a cylindrical coordinate system (r,θ,z), 
subjected to a uniformly distributed vertical pressure (Figure 
1). The mechanical properties of the plate vary along the 
radial direction. The Young’s modulus is assumed to be a 
radial-dependent function, and the porous material used for 
the circular plate is characterized by continuously varying 
mechanical properties (Figure 2). These properties, such as 
the elastic modulus, are considered as functions of the porosity 
coefficient and the elastic modulus of the base material. 
Assuming that the axis perpendicular to the midplane is the 
z-axis, the elastic modulus E = E(r), shear modulus G=G(r), 
and density ρ=ρ(r) are defined as follows (Figure 3):
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According to the first-order shear deformation theory 
(FSDT), the general displacement field at any cross-
section is assumed as follows: 
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3- Results
In this study, the applied pressure P is considered to be 1 

MPa, and the reference Young’s modulus E0 corresponds to 

that of 42CrMo4 alloy steel, with E0=210 GPa and a yield 
strength of 800 MPa. The results obtained are valid for any 
material possessing this elastic modulus. Tables 1 present the 
numerical results of the maximum dimensionless transverse 
stress and deflection of a homogeneous circular plate subjected 
to uniform vertical compressive loading, based on the First-
Order Shear Deformation Theory (FSDT). These results are 
provided for plates with simply supported conditions, and are 
obtained using both analytical and finite element methods. A 
good agreement between the two approaches is observed. As 
can be seen, increasing the thickness-to-radius ratio leads to 
a reduction in the maximum transverse stress and deflection, 
indicating improved structural stiffness.

Figure 2 illustrates the variation of the dimensionless 
radial stress along the radius of a functionally graded porous 
circular plate with a simply supported edge, for various 
porosity coefficients. It is observed that increasing the 
porosity coefficient reduces the structural strength of the 
plate, leading to higher stress values. 

4- Conclusions
This paper investigates the bending and deflection 

of radially porous circular plates under uniform vertical 
pressure, using first-order shear deformation theory for 
simply supported and clamped boundary conditions. 
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Fig. 1. Cross-sectional view of the radially porous circular 
plate in the rz plane for different values of the porosity 
coefficient:(a) for negative values of porosity coefficient 

(e0<0);(b) for positive values of porosity coefficient (e0>0). 
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Material properties vary gradually along the radius based 
on the porosity coefficient, making the plate’s outer 
edge either the strongest or weakest region. Increasing 
the porosity coefficient reduces stiffness, raising radial 
stress and deflection. As the thickness-to-radius ratio 
grows, bending stress and deflection decrease, and the 
influence of porosity lessens. Analytical (series solution) 
and numerical (finite element) results agree closely, with 
average errors below 0.05% and maximum errors near 
0.1%, confirming model accuracy. Stresses and deflections 
in simply supported plates are roughly 2.5 and 4 times 
those in clamped plates, respectively. Each 10% increase 
in porosity coefficient raises radial stress and deflection 
by about 40% (simply supported) and 36% (clamped). 
Positive porosity coefficients (stronger edges) yield higher 
stresses and deflections, while negative coefficients 
(weaker edges) reduce them. Thus, negative porosity 
coefficients are recommended to reduce weight while 
improving bending resistance and stiffness.
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تحلیل خمش و خیز ورق‌های مدور مدرج تابعی متخلخل با تغییرات شعاعی تخلخل بر اساس 
تئوری مرتبه اول برشی

، محمد جواد خوش گفتار * پیمان اکبری

گروه مهندسی مکانیک، دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه اراک، اراک، ایران. 

خلاصه: مواد متخلخل به‌دلیل ویژگی‌هایی مانند وزن کم، استحکام مناسب، جذب انرژی بالا و قابلیت تنظیم خواص مکانیکی، 
کاربردهای گسترده‌ای در حوزه‌های مهندسی مکانیک، هوافضا، عمران، زیست‌پزشکی و صنایع نظامی و پیشرفته پیدا کرده‌اند. یکی از 
چالش‌های مهم در طراحی این مواد، تحلیل دقیق خمش و خیز سازه‌های نازک متخلخل مانند ورق‌ها است که می‌تواند نقش کلیدی 
در پیشگیری از آسیب‌های ساختاری ایفا کند. در این تحقیق، رفتار خمش الاستیک و خیز استاتیکی ورق‌های دایره‌ای مدرج تابعی 
متخلخل با توزیع شعاعی تخلخل، تحت بارگذاری عرضی یکنواخت و در شرایط مرزی ساده و گیردار بررسی شده است. معادلات 
حاکم با فرض تقارن محوری و بر مبنای تئوری مرتبه اول برشی استخراج و با دو روش تحلیلی )روش سری‌ها( و عددی )روش المان 
محدود( حل شده‌اند. صحت نتایج با مقایسه بین دو روش )خطای میانگین 0/04٪( و نیز داده‌های منابع )0/05٪( تأیید شده است. 
بررسی پارامترهای هندسی و مکانیکی نشان می‌دهد که در حالت تکیه‌گاه ساده، مقدار تنش و خیز به‌ترتیب حدود 2/5 و ۴ برابر بیشتر 
از حالت گیردار است. همچنین افزایش ۱۰٪ در ضریب تخلخل، منجر به افزایش متوسط حدود ۴۰٪ )ساده( و ۳۶٪ )گیردار( در تنش 

و خیز در مرکز ورق می‌شود‌. این نتایج می‌توانند در طراحی سازه‌های سبک، مقاوم و بهینه مؤثر باشند.
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مقدمه-1 
مواد متخلخل مواد جامدی هستند که در ساختار خود دارای حفره‌هایی 
می‌باشند. در حقیقت این مواد دارای ساختار دو فازی هستند که فاز اصلی 
درصد  همچنین  می‌باشد.  گاز  یا  مایع  )حفرهها(  دیگر  فاز  و  جامد  )بدنه( 
تخلخل این مواد در محدودهای بین 20 تا 90 بسته به کاربرد آنها می‌باشد. 
بهینه شده است و دارای  آنها  با وزن  از مواد در مقایسه  این دسته  خواص 
وزن کم، انعطاف پذیری مناسب و مقاومت در برابر ترکهای موئی می‌باشند. 
و  هندسه  نظیر  مختلف  شاخص‌های  اساس  بر  می‌توان  را  متخلخل  مواد 
اندازه حفره، روش ساخت و کاربرد تقسیم بندی کرد. بسیاری از مواد طبیعی 
بشر  دست  ساخته  مواد  و  استخوان(  )مانند  زیستی  بافتهای  چوب(،  )مانند 
)مانند سرامیک‌ها( نیز دارای ساختاری متخلخل می‌باشند. امروزه با توسعه 
تکنولوژی، ساختارهای متخلخل در زمینه‌های بسیار زیادی از علوم مهندسی 
و  داشته  نفت و مهندسی عمران کاربرد  مانند مهندسی مکانیک، مهندسی 

در سازه هایی مانند تیرها، ورقها و پوسته‌ها مورد استفاده قرار میگیرند ]1[.

ونگ و لی ]2[ نتایج خیز و تنش ورق میندلین متقارن محوری را مطابق 
تئوری  در  برشی  شکل  تغییر  تاثیر  که  است  آورده  بدست  کیرشف  حل  با 
میندلین ورق ها در آن دیده شده و نتایج آن با نظریه کیرشف همخوانی دارد. 
ردی و ونگ ]3[ مرور کلی از تئوری کلاسیک ، تئوری مرتبه اول تغییر شکل 
برشی و مرتبه سوم برای خیز، کمانش و ارتعاشات ورق آورده شده است. ردی 
تئوری  از  استفاده  با  را  محوری  متقارن  ای  دایره  ورق  ]4[ خمش  ونگ  و 
کلاسیک و تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی ورق ها بدست آورده است. 
با  تابعی را  ردی و همکاران ]5[ خیز ورق متقارن محوری دایره ای مدرج 
استفاده از تئوری مرتبه اول تغییرشکل برشی میندلین مورد مطالعه قرار دادند 
با  نتایجی را به صورت عددی در جداول قرار داده است. ما و ونگ ]6[  و 
استفاده از تئوری مرتبه سوم تغییر شکل برشی، خمش و کمانش ورق دایره 
متقارن محوری همگن و 1FGM را مورد مطالعه قرار داده است و با تئوری 
کلاسیک و مرتبه اول تغییر شکل برشی مقایسه کرده و به این نتیجه رسیده 
است که تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی برای نشان دادن تغییر شکل 

1. Functionally Graded Material
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از  استفاده  به  نیازی  و  کافیست  ای  دایره  ورق  کمانش  و  در خمش  برشی 
تئوری های مرتبه بالاتر و پیچیده تر برای این گونه مسائل نیست. صحرایی 
و سعیدی ]7[ با استفاده از تئوری مرتبه چهارم تغییر شکل برشی، خمش ورق 
دایره متقارن محوری همگن و FGM را مورد مطالعه قرار داده است و با 
برای  که  است  رسیده  نتیجه  این  به  و  است  کرده  مقایسه  ها  تئوری  سایر 
بدست آوردن تنش های برشی در راستای ضخامت استفاده از تئوری مرتبه 
چهارم جواب های دقیق تری می دهد. سعیدی و همکاران ]8[ خیز و کمانش 
ورق متقارن محوری دایره ای مدرج تابعی را با استفاده از تئوری مرتبه سوم 
برشی بدون محدودیت مورد مطالعه قرار دادند و نتایج را با تئوری مرتبه اول 
تغییرشکل برشی ردی ]5[ و مرتبه سوم ما و ونگ ]6[مورد مقایسه قرار دادند 
که نتایج حاصل شده به نتایج ما و ونگ نزدیک تر بوده است. لی و همکارن 
متقارن   FGM ای  دایره  ورق  خمش  الاستیسیته  حل  از  استفاده  با   ]9[
محوری را بدست آورده است. فام ون وین و همکاران ]10[ خمش استاتیکی 
و رفتار کمانش ورق مدرج تابعی دو جهته )1BFG( متخلخل را مورد بررسی 
قرار دادند. با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول بهبود یافته با 
و  کرنش  جابجایی،  توصیف  برای  توزیع سهموی  برشی  های  تنش  فرض 
میدان های تنش صفحات ایجاد شده است. از روش FEM و اصل همیلتون 
نتایج موجود  با  زیادی  مقایسه های  استفاده شده است  برای حل معادلات 
 ]11[ دمرچلو  و  وند  خورشید  شود.  داده  نشان  کار  دقت  که  شده  انجام 
مکانیکی  کمانش  و  استاتیک  خمشی  تحلیل‌های  برای  عددی  راه‌حل‌های 
صفحات متخلخل مدرج )FGP( ارائه کرده اند. مجموعه معادلات حاکم با 
استفاده از حداقل انرژی پتانسیل به دست آمده و با استفاده از روش مربعات 
دیفرانسیل )2DQM( حل شده است . همگرایی و دقت حل تایید شده و 
اثرات پارامتر تخلخل، الگوی توزیع تخلخل، ضخامت و نسبت ابعاد صفحه و 
شرایط مرزی بر انحراف، شدت و توزیع تنش و بار بحرانی کمانش بررسی 
شده است. با مثال های عددی نشان داده شده که افزایش در پارامتر تخلخل 
منجر به کاهش بار بحرانی کمانش و افزایش انحراف استاتیکی صفحه می 
شود. نتایج عددی نشان می‌دهد که تأثیر پارامتر تخلخل بر توزیع و شدت 
مولفه‌های تنش به شدت به الگوی توزیع تخلخل وابسته است. سیلدا دوری 
و احمد رشاد دوری ]12[ خمش متقارن محوری ورق متخلخل مدرج تابعی 
ورق دایره ای مورد بررسی قرار گرفته است خواص مواد در راستای ضخامت 
تغییر می کند و تاثیر تخلخل بر روی آن بررسی شده است. علیمحمدی و 
قاسمی ]13[ کمانش و پسکمانش ورق متخلخل در راستای ضخامت را مورد 

1. Bidirectionally Functionally Graded
2. Differential Quadrature Method

بررسی قرار داده اند در روش حل معادلات از روش DQM استفاده شده 
ورق  آزاد  ارتعاشات  و  کمانش  خمش،   ]14[ همکاران  و  میرزایی  است. 
مستطیلی، دایروی و بیضوی را برای ورق مدرج تابعی چند جهته متخلخل با 
اند. لانگ و تنگ ]15[  شرایط مرزی های مختلف مورد مطالعه قرار داده 
پوش  در  برای  را  تابعی  متخلخل  مواد  پایداری  خطی  غیر  تحلیلی  بررسی 
کروی و دایروی تحت فشار خارجی یکنواخت و دمای بالا بر اساس تئوری 
مکانیکی-  ]16[ خمش  برابا  و  بندربا  اند.  داده  قرار  مطالعه  مورد  کلاسیک 
از تئوری تغییر  با استفاده  را  تابعی متخلخل  حرارتی ورق کامپوزیتی مدرج 
شکل بهبود یافته مورد بررسی قرار گرفته است و خیز، تنش محوری و تنش 
برشی عرضی مورد مطالعه قرار گرفته است. محمود و همکاران ]17[ خمش 
مکانیکی- حرارتی ورق متخلخل مدرج ساندوچی که کاربرد نظامی و غیر 
نظامی دارد مورد مطالعه قرار داده است، معادلات تعادل بر اساس اصل کار 
مجازی استخراج شده و با فرایند ناویر حل شده است و تاثیر پارامتر تخلخل 
بر روی آن مورد مطالعه قرار گرفته است. کمالی و همکاران ]18[ ارتعاشات 
آزاد میکرو ورق دایروی متخلخل اشباه شده کوپل با ورق پیزوالکتریک تحت 
نیروی یکنواخت صفحه ای مورد مطالعه قرار گرفته است، معادلات حرکت 
بر اساس تئوری مرتبه اول برشی و شرایط مرزی بر حسب اصل همیلتون 
پارامتر  تاثیر  انتقال دیفرانسیلی حل شده است و  به روش  استخراج شده و 
تخلخل بر روی ارتعاشات مورد مطالعه قرار گرفته است. اکبری و همکاران 
]19[ تحلیل کمانش مکانیکی و حرارتی ورق دایره ای مدرج تابعی دو جهتی 
با تغییرات خواص مواد در راستای شعاعی و ضخامت تحت بارگزاری شعاعی 
یکنواخت صفحه ای و حرارتی با شرایط مرزی ساده و گیردار را مورد مطالعه 
قرار داده و تاثیر خواص مواد در دو راستای متغییر و همچنین تغییرات هندسی 
نتایج قبلی در حالت همگن و  با  ورق را بررسی کرده است که در مقایسه 
مدرج یک جهتی همخوانی خوبی مشاهده شده است. کامران فرد و همکاران 
]20[ یک حل تحلیلی براي کمانش ورقهاي قطاعی حلقوي متخلخل ارائه 
تئوري  فرضیات  ورق، طبق  مرزي  شرایط  و  تعادل  معادلات  ابتدا  اند.  داده 
برشی مرتبه اول ورق و با استفاده از اصل حداقل انرژي پتانسیل به دست 
آمده اند. پس از حل معادلات، با در نظر گرفتن شرایط مرزي تکیه گاه ساده 
در لبه هاي شعاعی و شرایط مرزي دلخواه در لبه هاي محیطی بار بحرانی 
کمانش محاسبه شده است. آنها تأثیر پارامترهاي مختلف هندسی نظیر زاویه 
قطاع، ضخامت و شعاع داخلی ورق، همچنین تأثیر میزان تخلخل ورق بر بار 
بحرانی کمانش آن به ازاي شرایط مرزي دلخواه روي لبه هاي محیطی را 
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مورد بررسی قرار دادند. نتایج حاصل شده نشان میدهد که اثر افزایش میزان 
تخلخل موجود در ورق، در کاهش بار بحرانی کمانش، به مراتب کمتر از اثر 
خواص   ]21[ عسگري  و  مهبد  است.  مرزي  شرایط  و  هندسی  پارامترهاي 
مکانیکی مواد زیستی متخلخل درجه بندي شده براي جایگزینی استخوان با 
تغییرات  تأثیر  آنها  اند.  را بررسی کرده  حل تحلیلی و عددي  از راه  استفاده 
ویژگیهاي هندسی المان بر خواص مکانیکی سازه را مورد مطالعه قرار دادند. 
این تغییرات تأثیر قابل توجهی بر خواص مکانیکی سازه داشته و با تعریف 
درست ویژگی هاي هندسی می توان کارایی و توزیع مناسب خواص مواد را 
براي کاربردهاي مورد نظر به دست آورد. گپتا و کمار ]22[ رفتار کمانش ورق 
دایره ای متخلخل مدرج تابعی )1PFGM( مورد مطالعه قرار داده است، از 
اصل کار مجازی برای بررسی رفتار کمانش تحت بار فشاری تک محوری و 
اجزای  روش  از  روش  از  سنجی  برای صحت  و  شده  استفاده  محوری  دو 
محدود بهره گرفته شده است و تاثیر تخلخل بر روی نیروی بحرانی کمانش 
مورد مطالعه قرار گرفته است.گوکلی و همکاران ]23[ یک رویکرد تحلیلی 
جدید برای کمانش حرارتی- مکانیکی غیرخطی ورق دایره‌ای متخلخل قابل 
تغییر شکل برشی مرتبه بالا و کلاهک‌های کروی با ورق‌های مسطح مواد 
مدرج تابعی )FGM( که بر روی پایه الاستیک پاسترناک قرار دارند در این 
مقاله ارائه شده‌است. ونگ ناین و همکاران ]24[ با استفاده از روش تحلیل 
میکروصفحه‌های  غیرخطی  حرارتی  کمانش  آنالیز   ،)2IGA( هندسی  هم 
 )GPLs( حلقوی و دایره‌ای متخلخل تقویت‌شده توسط پلاکت‌های گرافن
تحت افزایش دمای یکنواخت با در نظر گرفتن وابستگی دمایی خواص مواد 
و اثرات اندازه انجام می‌شود‌. کمار و همکاران ]25[ تاثیر بستر الاستیک و 
مورد  را  تابعی  مدرج  مواد  تغییرات خطی  پاسخ کمانش  بر روی  را  تخلخل 
مطالعه قرار داده است. مگنوکا و همگاران ]26[ یک ورق دایره ای با تکیه 
مورد  را  ضخامت  جهت  در  متفاوت  متقارن  مکانیکی  خواص  با  ساده  گاه 
مطالعه قرار داده است. در موارد شدید این تنوع، صفحه به یک ساختار تک 
لایه یا سه لایه تبدیل می شود. هدف اصلی این مطالعه ایجاد یک توصیف 
ریاضی از هر دو ساختار تک لایه و سه لایه با استفاده از یک فرمول است. 
مسائل خمش  در  میانی صفحه  حالات  تمام  شامل  همچنین  ریاضی  مدل 
متقارن محوری و کمانش با در نظر گرفتن اثر برشی است. برای این منظور، 
دو تابع بدون بعد که ارتباط نزدیکی با تغییر پذیری خواص مکانیکی دارند، 
معرفی شده و فرضیه غیرخطی تغییر شکل خط مستقیم نرمال به سطح خنثی 
صفحه فرض شد. بر اساس اصل انرژی پتانسیل دو معادله دیفرانسیل تعادل 

1. Porosity Functionally Graded Material
2. Isogeometric Analysis

شود.  می  حل  تحلیلی  صورت  به  معادلات  سیستم  است.  آمده  دست  به 
انحرافات و شدت بارهای بحرانی برای ورق نمونه بدست آمده است. سوپن 
و انوپ ]27[ تاثیر تخلخل بر ارتعاشات آزاد و کمانش ورق مدرج ساندویج 
شده چند جهتی را مورد مطالعه قرار داده است. در این مطالعه فرض شده 
به مطالعات  توجه  با  است.  متغییر  راستای طولی و عرضی  در  مواد  خواص 
انجام شده، مطالعه ای بر روی ورق دایره ای متخلخل شعاعی صورت نگرفته 
با  متخلخل  ای  دایره  ورق  مکانیکی  کمانش  تحلیل  مقاله  این  از  هدف  و 
شعاع  راستای  در  گسترده  بار  تحت  که  شعاع  راستای  در  تخلخل  تغییرات 
بصورت صفحه ای قرار گرفته است می باشد و در دو شرایط مرزی ساده و 
گیردار مورد مطالعه قرار گرفته می شود و معادلات حرکت بر اساس تئوری 
مرتبه اول تغییر شکل برشی بسط داده شده و پس از بدست آوردن معادلات 
تقارن  شرایط  گرفتن  نظر  در  با  و  انرژی  روش  از  ای  دایره  ورق  پایداری 
کمانش  بحرانی  نیروی  و  شد  خواهد  حل  تعادل  معادلات  مسئله،  محوری 
استخراج می گردد و با مقایسه نتایج حاصل با سایر نتایج موجود و همچنین 
روش المان محدود صحت این روش نشان داده می شود. تاثیر پارامتر های 
هندسی، تغییرات تخلخل در راستای شعاعی و شرایط مرزی بر روی نیروی 
همکاران  و  آبادی  .خاتون  خواهدگرفت  قرار  مطالعه  مورد  کمانش  بحرانی 
]28[ تحلیل ضربه با سرعت پایین را برای ورق دایروی متخلخل مدرج تابعی 
بر اساس تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی را برای اولین بار مورد مطالعه 
قرار داده است برای بدست آوردن معادلات از اصل همیلتون استفاده شده 
است وتاثیرات تخلخل در این مطالعه مورد بررسی قرار گرفته است. سرینینو 
و همکاران ]29[ خمش متقارن محوری ورق دایره ای مدرج تابعی متخلخل 
بر روی بستر الاستیک وینکلر و پسترناک به صورت تحلیلی حل شده و با 
روش FEM مقایسه شده است جین و ازم ]30[ خیز و خمش ورق مستطیلی 
مدرج تابعی متخلخل قرار گرفته بر روی بستر الاستیک تحت بار سینوسی با 
استفاده از تئوری کلاسیک ورق ها مورد مطالعه قرار داده است معادلات با 
روش ریتز حل شده و تاثیر تخلخل و سایر متغیر ها بر روی خیز و خمش 
با  دایروی  متخلخل  تابعی  مدرج  ورق   ]31[ لن  و  دت  است.  شده  تحلیل 
از  استفاده  با  حرارتی  یکنواخت  بارگذاری  تحت  را  یکنواخت  غیر  تخلخل 
و  بلاربی  محمد  است.  داده  قرار  مطالعه  مورد  برشی  بالای  مرتبه  تئوری 
همکاران ]32[ تحلیل خمش و ارتعاشات ورق متخلخل مدرج تابعی ساندویچ 
شده را با توزیع تخلخل مختلف با استفاده از تئوری لایه ای گسترده مورد 
مطالعه قرار داده است. معادلات حاکم با استفاده از اصل همیلتون استخراج 
آنالیز   ]33[ همکاران  و  مگنوکی  است.  شده  حل   FEM روش  با  و  شده 
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خمشی ورق متخلخل دایره ای انجام داده اند. مدل تحلیلی چنین خیز ورق 
برای شرایط مرزی دیفرانسیل به صورت تحلیلی و عددی )FEM( تعیین و 
مقایسه شده اند. سفرپور و همکاران ]34[ بررسی پارامتری خمش سه بعدی 
و فرکانس ورق مدور و حلقوی متخلخل FG-GPLRC در شرایط مرزی 
مختلف انجام داده اند، معادلات بر اساس تئوری الاستیسته حاصل شده و به 

روش DQM حل شده است.
در سال‌های اخیر، تحلیل‌های تنشی در سازه‌ها و المان‌های مکانیکی با 
در نظر گرفتن شرایط بارگذاری پیچیده‌تر و واقعی‌تر، مورد توجه محققان قرار 
گرفته است. به‌ویژه در حوزه رفتارهای غیرخطی، بررسی پاسخ خمش، نیروی 
انرژی  جذب‌کننده  و  سبک  ساختارهای  در  ضربه‌ای  بارگذاری  و  محوری، 
مهمی  نقش  شکل،   T مقطع  تیرهای  و  توسعه‌یافته  لوله‌های مشبک  نظیر 
تأثیر  نمونه،  عنوان  به  کرده‌اند.  ایفا  سیستم‌ها  مکانیکی  عملکرد  بهبود  در 
ممان اینرسی و سلول‌های تکی و دوتایی در رفتار شکست لوله‌های مشبک 
تحت بارگذاری ضربه‌ای مورد بررسی تئوری و عددی قرار گرفته است ]35[، 
همچنین اندرکنش خمش-محور در تیرهای فلزی نیز به روش‌های تحلیلی و 
عددی مدل‌سازی شده است]36[. بررسی اثر ابعاد مقطع و لایه‌بندی در پاسخ 
ضربه‌ای لوله‌های مشبک ]37[، نفوذ گلوله‌های آلومینیومی به صفحات نازک 
آلومینیومی تحت سرعت بسیار بالا ]38[، و بررسی آزمایشگاهی جذب انرژی 
مطالعات  دیگر  از  محوری]39[  بارگذاری  تحت  مشبک  فلزی  لوله‌های  در 
مدل‌های  توسعه  الهام‌بخش  می‌توانند  که  هستند  زمینه  این  در  شاخص 
بارگذاری  شرایط  تحت  تابعی  مدرج  سازه‌های  تحلیل  برای  پیشرفته‌تری 

متنوع باشند.
با توجه به مطالعات پیشین، تاکنون تحقیقی جامع در زمینه تحلیل خمش 
و خیز ورق‌های دایره‌ای متخلخل با توزیع شعاعی تخلخل صورت نگرفته و 
این پژوهش برای نخستین‌بار به بررسی دقیق این مسئله می‌پردازد. در این 
مقاله، خمش الاستیک و خیز استاتیکی ورق دایره‌ای مدرج تابعی متخلخل با 
توزیع تخلخل در راستای شعاع، تحت بارگذاری فشاری یکنواخت عمودی و 
در دو شرط مرزی ساده و گیردار تحلیل شده است. معادلات حاکم با فرض 
تقارن محوری و بر پایه تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی استخراج و با 
)روش  و عددی  )روش سری‌ها(  تحلیلی  به‌صورت  انرژی  از روش  استفاده 
اجزای محدود( حل شده‌اند. مقایسه نتایج دو روش با میانگین خطای ٪0/04 
و بیشینه خطای ۰.۰۷٪، همچنین تطابق آن‌ها با داده‌های مرجع )با خطای 
۰.۰۵٪ و ۰.۱٪(، صحت و دقت مدل را تأیید می‌کند. نتایج نشان می‌دهد 

که در حالت تکیه‌گاه گیردار، تنش‌ها به‌طور متوسط ۶۰ تا ۶۵ درصد و خیز 
این نوع ورق‌ها  از حالت تکیه‌گاه ساده است.  تا ۷۶ درصد کمتر  حدود ۷۰ 
به‌دلیل قابلیت ساخت بالا، کاهش وزن و افزایش استحکام، در کاربردهایی 
ایمپلنت‌ها،  و  پزشکی  تجهیزات  توربین،  دیسک‌های  هوافضا،  صنایع  مانند 
قطعات سبک‌وزن  و  فیلترها  حرارتی،  مبدل‌های  انرژی،  جذب  سیستم‌های 

خودرو کاربردهای گسترده و مؤثری دارند.

مدلسازی ریاضی مسئله-2 
در این مقاله ورق دایروی از نوع مواد متخلخل متغیر در راستای شعاعی 
با ضخامت h و شعاع R در دستگاه مختصات استوانه ای)r, θ, z(  که 
تحت توزیع یکنواخت فشار عمودی قرار دارد درنظر گرفته شده است )شکل 
1(. خصوصیات مکانیکی در راستای شعاع ورق متفاوت می‌باشد. مقدار مدول 
یانگ در راستای شعاع متغیر بوده و ماده استفاده شده در ساخت ورق دایروی 
متخلخل، دارای خواص مکانیکی پیوسته می‌باشد )شکل 2(. خواص این ماده 
مانند مدول الاستیسیته توابعی از ضریب تخلخل و مدول الاستیسته ماده پایه 
می باشد. با فرض اینکه محور عمود بر صفحه میانی محور z باشد. مدول 
الاستیسیته )E=E(r، مدول برشی )G=G(r و چگالی )ρ=ρ(r  به فرم 

زیر تعریف شده است]40[ )شکل 3(.

)1(

 
 
 

)1( 

 

 

 

0

0

0

0

0

  

m

re
R

re
R

re
R

E r E e

G r G e

r e 

 
  

 
 

  
 
 

  
 

 

 

 
 

)2( 

 

1
0

0

1

0

ln

ln                     

   ,   0,1
2 1

m

j
j

Ee
E

e

E
G j






 
  

 
 

  
 

 


 

 

 

)3(

 

0

0

0

) , , ( ) , ( ) , (
) , , ( ) , ( ) , (
) , , ( ) , (

ru r z u r z r
v r z v r z r
w r z w r



   
   
 

 
  
  

 

 
)4( 

 

   
 
   0

,
, 0                  
,

u r z z r
v r z
w r z w r





 

 

 

�

jG به صورت زیر تعریف می‌شود‌: me و   ، 0e که 
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 کنواختورق دایره ای متخلخل در دستگاه مختصات استوانه ای تحت بار فشاری ی 1 شکل 

Fig. 1. A radially porous circular plate in cylindrical coordinates under uniform compressive loading.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1.  ورق دایره ای متخلخل در دستگاه مختصات استوانه ای تحت بار فشاری یکنواخت

Fig. 1. A radially porous circular plate in cylindrical coordinates under uniform 
compressive loading.

 
 rzدر صفحه وانه ای در دستگاه مختصات استشعاعی نمای ورق دایره ای متخلخل 

Fig. 2. View of a radially porous circular plate in cylindrical coordinates in the rz plane. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

rz شکل 2. نمای ورق دایره ای متخلخل شعاعی در دستگاه مختصات استوانه ای در صفحه

Fig. 2. View of a radially porous circular plate in cylindrical coordinates in the rz plane.

 

 )ب( )الف(
  

به ازای مقادیر متفاوتی از ضریب  rzنمای برش خورده ورق دایره ای متخلخل شعاعی در صفحه  2 شکل 
 0e  ) 0 <برای مقادیر مثبت ضریب تخلخل ب(      ( e 0 ) 0 >ضریب تخلخل  برای مقادیر منفی الف(                      تخلخل

)    

Fig. 3. Cross-sectional view of a radially porous circular plate in the rz plane for different values of the 
porosity coefficient:(a) for negative porosity coefficients (e₀ < 0), (b) for positive porosity coefficients (e₀ > 0). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. نمای برش خورده ورق دایره ای متخلخل شعاعی در صفحه rz به ازای مقادیر متفاوتی از ضریب تخلخل. الف( برای 
.)e0 > 0( برای مقادیر مثبت ضریب تخلخل )ب    )e0 < 0(  مقادیر منفی ضریب تخلخل

Fig. 3. Cross-sectional view of a radially porous circular plate in the rz plane for different values of 
the porosity coefficient:(a) for negative porosity coefficients (e0 < 0), (b) for positive porosity coef-

ficients (e0 > 0).
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me پارامتر  0e ضریب تخلخل ورق،  e عدد ثایت نپر،  در روابط 1و 2، 
شعاع ورق،   R ν نسبت پوآسون )ثابت برای کل ورق(،  بدون بعد چگالی، 
1G مدول برشی  0G و   ، r R= 0r و  = 1E مدول یانگ در  0E و 

 r R= و  0r = چگالی در  1ρ و  0ρ r و همچنین  R= 0r و  = در 
به  بعد چگالی  بدون  پارامتر  و  بین ضریب تخلخل صفحه  رابطه  می‌باشند. 

01  می‌باشد ]41[. 1me e= − − صورت 
برای مقادیر منفی ضریب  همان‌طور که در شکل ۴ مشاهده می‌شود‌، 
یافته  افزایش  با شکل ۳)الف(، تخلخل در راستای شعاع  تخلخل و مطابق 
مدول  به کاهش  منجر  امر  این  که  است  یافته  نتیجه چگالی کاهش  در  و 
الاستیسیته شده است. در مقابل، برای مقادیر مثبت ضریب تخلخل، طبق 
شکل ۳)ب(، تخلخل به‌تدریج کاهش و چگالی افزایش می‌یابد که در نهایت 
ضریب  که  زمانی  همچنین،  می‌گردد.  الاستیسیته  مدول  افزایش  موجب 
تخلخل برابر صفر باشد، توزیع یکنواخت باقی می‌ماند و مدول الاستیسیته 

ثابت بوده و نمودار به‌صورت خط مستقیم ظاهر می‌شود‌.
مطابق با تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی میدان جابه‌جایی در حالت 

کلی در هر سطح مقطع به صورت زیر فرض می‌شود‌ ]42[. 
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φr  جابجایی ها روی صفحه میانی و w0 و v0،u0 که در این معادلات

و  φθ چرخش های عمودی حول محورهای r و θ  هستند.

رابطه 3 باتوجه به خاصیت تقارن محوری  به فرم زیر تعریف شده است 

rφ در نظر گرفته شده است ]3,4[. φ= که 
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تقارن  فرض  با  و  استوانهای  مختصات  در  مکان  کرنش-تغییر  روابط   

محوری در نظر گرفته شده که به صورت زیر می‌باشد:

 
 

 توزیع مدول الاستیسیته در راستای شعاعی ورق دایره ای متخلخل به ازای ضرایب مختلف تخلخل

Fig. 4. Radial distribution of Young’s modulus in the porous circular plate for different porosity 
coefficients. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 4. توزیع مدول الاستیسیته در راستای شعاعی ورق دایره ای متخلخل به ازای ضرایب مختلف تخلخل

Fig. 4. Radial distribution of Young’s modulus in the porous circular plate for different porosity 
coefficients.
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با توجه به روابط )4( کرنش ها به صورت زیر محاسبه می‌شوند:
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کرنش  θε  ، r محور راستای  در  عمودی  کرنش  rε بالا،  روابط  در 
کرنش برشی می‌باشند. روابط محاسبه تنشها  rzγ θو  محیطی در راستای 

نیز طبق قانون هوک به صورت زیر می‌باشد:
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را به صورت  به روابط )1(، )5(و )12( می‌توان تنشها  با توجه  بنابراین 
زیر محاسبه کرد:
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معادلات تعادل -3 
برای ورقی که تحت اثر بار مکانیکی قرار گرفته باشد می توان رابطه 

انرژی پتانسیل کل ورق را به صورت زیر نوشت:
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کرنشی  انرژی   U ε  ، ورق1  کل  پتانسیل  انرژی   V رابطه)16(،  در 
توزیع یکنواخت فشار  از کار خاجی  ناشی  پتانسیل  انرژی   Ω و  الاستیک2 

عمودی 3 می باشد. با توجه به اصل ثابت بودن کل انرژی پتانسیل داریم:

1. Total potential energy  
2. Elastic strain energy
3. Uniform distribution vertical pressure potential energy
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که:
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معادله  به  توجه  با  توزیع فشار عمودی است.  بیانگر   P رابطه فوق،  در 
)17(، لازم است از روابط )18( و )19( واریاسیون گرفته شود. بنابراین خواهیم 
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که واریاسیون کرنش ها برابر است با:
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در ادامه روابط )22(، )23(و )24( در رابطه )20( جایگذاری شده است:
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نیروها و ممان‌های منتجه به‌کار رفته در رابطه )26(، با استفاده از رابطه 
بیان می‌شوندکه   )28( رابطه  به‌صورت   ،]19[ مرجع  با  مطابق  و   )27( کلی 
ks ضریب تصحیح برشی می باشد و مقدار آن ks=5/6 درنظرگرفته شده 

است]5[ .
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با انتگرالگیری جزء به جزء از رابطه )26( و همچنین با استفاده از رابطه 
)17( معادلات حاکم به صورت زیر بدست آورده شده است:
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344

روش حل-4 
برای حل معادلات حاکم، از روش تحلیلی استفاده شده است. همچنین، 
همگن  مکانیکی  خواص  با  ورق  عددی  حل  نتایج،  اعتبارسنجی  به‌منظور 
و  انجام شده   ABAQUS نرم‌افزار  در  محدود  اجزای  روش  از  استفاده  با 
نتایج حاصل با روش تحلیلی مقایسه و صحت‌سنجی گردیده است. در ادامه، 

جزئیات مربوط به هر دو روش ارائه می‌شود‌.
نظر  در  لبهها  در  گیردار  و  ساده  تکیهگاه  دو  با  دایروی  متخلخل  ورق 
گرفته شده و تحت توزیع یکنواخت فشار عمودی قرار گرفته است. شرایط 

r به صورت زیر می‌باشند]43[و ]44[: R= 0r و  = مرزی برای 
- شرایط مرزی برای مدور با تکیه گاه ساده )ε مقداری متناهی و محدود 	

می باشد.(:
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- شرایط مرزی برای ورق مدور با تکیه گاه گیردار:	
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با بسط روابط )28( برحسب میدان جایجایی داریم:
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که در نهایت دستگاه معادلات حاکم بر حسب میدان جایجایی پس از 
ساده سازی برابر است با:
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0e برابر صفر قرار داده شود معادلات حاکم برحسب میدان  که اگر مقدار 
جابجایی برای ورق مدور همگن حاصل می شود.

حل معادلات در حالت تغییرات تخلخل در راستای شعاعی-4 -1 
P به عنوان بار فشاری عمودی یکنواخت در نظر گرفته شده است. برای 

حل معادلات حاکم ابتدا از رابطه دوم معادلات )29( داریم:
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که مقدار ثابت C با توجه به شرایط مرزی  )30(و )31( صفر می باشد 
]42[. با جایگذاری )35( در معادله اول )29( خواهیم داشت:
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با جایگذاری روابط )28( در معادله )36( داریم:
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پس از مرتب سازی خواهیم داشت:
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( نسبت به r می‌باشد. معادله )38( یک معادله  (E r ( مشتق  (E r′

دیفرانسیل درجه دوم ناهمگن با ضرایب متغیر است که حل آن با استفاده 
از روش سری‌ها در نرم‌افزار Maple و دستور حل معادلات به روش سری 
انجام شده است )معادله 40(. با اعمال شرایط مرزی )معادلات 30 و 31(، 
ثابت‌های C1وC2  استخراج شده‌اند. در نهایت، با بهره‌گیری از رابطه )13(، 

تنش‌های خمشی و خیز ورق محاسبه گردیده‌اند.
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همانطور که گفته شد با اعمال شرایط مرزی مسئله و حل معادله حاصل 
شده با کمک نرم افزار میپل ثابت های C1  وC2  برابر است با:

-  برای تکیه گاه ساده:	
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- برای تکیه گاه گیردار:	
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حل معادلات در حالت مدول الاستیسته ثابت-4 -2 
در صورتی که تخلخل را صفر در نظر بگیریم تغییراتی برای مدول  	
0ξ بنابر این  = 0 یعنی 1E E E= = الاستیسته وجود ندارد و ثابت است 

رابطه )38( به فرم زیر در می آید:
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با توجه به شرایط مرزی )30(  
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rQ داریم: از روابط )28( و )29( برای 
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با ادغام رابطه )35( و )44( داریم:
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بنابر این جابجایی عمودی ورق از )43( و )45( برابر است با:
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با توجه به اینکه مقدار حداکثر تنش عمودی در این حالت در مرکز ورق 
) اتفاق میافتد، حداکثر تنش عمودی با استفاده از )12( و )43(  )0r = یا در

به صورت زیر بدست می‌آید:
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روش المان محدود -4 -3 
نرم‌افزار  از  استفاده  با  نتایج تحلیلی، تحلیل عددی  برای صحت‌سنجی 
انجام شده است. در این تحلیل،  ABAQUS برای ورق دایره‌ای همگن 

مقادیر ماکزیمم تنش عمودی و ماکزیمم خیز استخراج و با نتایج به‌دست‌آمده 
از روش تحلیلی در حالت همگن مقایسه شده‌اند. مدل‌سازی در مختصات 
استوانه‌ای و تحت بارگذاری فشاری یکنواخت عمودی صورت گرفته و دو 
نوع شرط مرزی مورد بررسی قرار گرفته است. مدل هندسی آماده‌شده در 
نتایج مربوطه در  شکل 5 نمایش داده شده است. در حالت تکیه‌گاه ساده، 
جدول 1 ارائه شده‌اند و نمونه‌ای از این نتایج برای نسبت ضخامت به شعاع 
حالت  در  همچنین،  است.  شده  داده  نمایش   14 شکل  در   h/R = 0.06

  h/R=0.08 تکیه‌گاه گیردار، نتایج در جدول 2 آمده و نمونه‌ای از آن برای
در شکل 15 نشان داده شده است.

نتایج-5 
در این مطالعه مقدار P برابر 1Mpa و مقدار E0  برابر مدول الاستیسته 
فولاد42CrMo4  معادل  Gpa 210 با تنش تسلیم MPa 800 در نظر 
گرفته شده است که نتایج بدست آمده برای هر ماده با این مدول الاستیسته 

صادق می باشد.
نتایج عددی ماکزیمم تنش عمودی بی بعد و خیز ورق  جدول 1 و 2 
تئوری  براساس  یکنواخت  عمودی  فشاری  بارگذاری  تحت  همگن  دایروی 
مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات بترتیب برای ورق با لبه تکیه گاه ساده 
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و گیردار به روش تحلیلی در مقایسه با روش اجزاء محدود را نشان می دهد. با 
مقایسه نتایج، هم‌خوانی خوبی در هر دو روش با یکدیگر مشاهده شده است. 
همانطور که مشاهده می شود در هر دو حالت با افزایش نسبت ضخامت به 
شعاع مقدار ماکزیمم تنش عمودی و خیز ورق کاهش یافته و ورق استحکام 
بالاتری پیدا کرده است. همچنین تنش های عمودی و خیز ورق در حالت 

تکیه گاه گیردار نسب به تکیه گاه ساده مقدار کمتری به خود اختصاص داده 
است.درحالت گیردار، چون لبه نمی‌تواند بچرخد، تنش‌ها )به‌ویژه ممان‌های 
خمشی( بهتر در کل ورق توزیع می‌شوند. این باعث می‌شود‌ که خیز ورق 
لبه‌ها ذخیره می‌شود‌. در  انرژی خمشی بیشتری در  پیدا کند، چون  کاهش 
حالت ساده، لبه آزادانه خم می‌شود‌، و این باعث تمرکز بیشتر خیز در مرکز 

 
 

 در نرم افزار اباکوس یکنواخت در مختصات استوانه ایفشاری عمودی ورق همگن با تکیه گاه ساده و بارگذاری 

Fig. 5. Homogeneous circular plate with simply supported edge under uniform vertical pressure in cylindrical 
coordinates modeled in Abaqus. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 5. ورق همگن با تکیه گاه ساده و بارگذاری فشاری عمودی یکنواخت در مختصات استوانه ای در نرم افزار اباکوس.

Fig. 5. Homogeneous circular plate with simply supported edge under uniform vertical pressure in 
cylindrical coordinates modeled in Abaqus.

جدول 1. نتایج عددی ماکزیمم تنش عمودی و خیز ورق دایروی همگن تحت بار گذاری فشاری عمودی یکنواخت  بر اساس تئوری مرتبه 
اول تغییر شکل برشی صفحات برای ورق با لبه تکیه گاه ساده به روش تحلیلی در مقایسه با روش اجزاء محدود.

Table 1. Numerical results of maximum vertical stress and deflection of a homogeneous circular plate 
under uniform vertical pressure loading based on the first-order shear deformation theory for plates with 

simply supported edges: comparison between analytical and finite element methods.

بر اساس تئوری  یکنواخت نتایج عددی ماکزیمم تنش عمودی و خیز ورق دایروی همگن تحت بار گذاری فشاری عمودی 
 مرتبه اول تغییر شکل برشی صفحات برای ورق با لبه تکیه گاه ساده به روش تحلیلی در مقایسه با روش اجزاء محدود

Table 1. Numerical results of maximum vertical stress and deflection of a homogeneous circular plate under 
uniform vertical pressure loading based on the first-order shear deformation theory for plates with simply 

supported edges: comparison between analytical and finite element methods. 
 

 Max Bending Stress (σr=σθ( Max Deflection )W( 

h/R FEM1 ANALITIACAL FEM ANALITIACAL 

10/1  259098/8  592588/8  222/33  22559/33  

10/1  882835/2  883228/2  2820/8  282883/8  

10/1  288882/0  288822/0  22858/2  225280/2  

10/1  325258/0  325333/0  825802/0  825882/0  

10/1  238235/0  238828/0  228292/0  228889/0  

10/1  223288/0  223290/0  283925/0  288008/0  

10/1  220223/0  222022/0  098052/0  098230/0  

10/1  092082/0  092082/0  028289/0  028258/0  

10/1  082825/0  082882/0  088583/0  088582/0  

0/1  08592/0  085929/0  03389/0  033828/0  
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جدول 2. نتایج عددی ماکزیمم تنش عمودی و خیز ورق دایروی همگن تحت بار گذاری فشاری عمودی یکنواخت  بر اساس تئوری مرتبه 
اول تغییر شکل برشی صفحات برای ورق با لبه تکیه گاه گیردار به روش تحلیلی در مقایسه با روش اجزاء محدود.

Table 2. Numerical results of maximum vertical stress and deflection of a homogeneous circular plate 
under uniform vertical pressure loading based on the first-order shear deformation theory for plates with 

clamped edges: comparison between analytical and finite element methods.

 

بر اساس تئوری  نتایج عددی ماکزیمم تنش عمودی و خیز ورق دایروی همگن تحت بار گذاری فشاری عمودی یکنواخت  
 گیردار به روش تحلیلی در مقایسه با روش اجزاء محدودگاه تغییر شکل برشی صفحات برای ورق با لبه تکیه  مرتبه اول

Table 2. Numerical results of maximum vertical stress and deflection of a homogeneous circular plate under 
uniform vertical pressure loading based on the first-order shear deformation theory for plates with clamped 

edges: comparison between analytical and finite element methods. 
 

 Max Bending Stress (σr=σθ( Max Deflection )W( 

h/R FEM ANALITIACAL FEM ANALITIACAL 

10/1  320833/2  322829/2  2225/5  2259/5  

10/1  85022/0  850388/0  0282/2  0288/2  

10/1  288522/0  288938/0  302/0  3022/0  

10/1  288028/0  288090/0  2285/0  2289/0  

10/1  092528/0  092588/0  02882/0  0285/0  

10/1  028888/0  028858/0  03522/0  0353/0  

10/1  088382/0  088350/0  02822/0  0282/0  

10/1  032225/0  032282/0  02233/0  0228/0  

10/1  025288/0  025220/0  02288/0  0222/0  

0/1  208023/0  023228/0  00589/0  00582/0  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

به تکیه گاه ساده تنش ها  ورق می‌شود‌. در حالت تکیه گاه گیردار نسبت 
به طور متوسط 60-65 درصد و خیز بطور متوسط 70 تا 76 درصد کاهش 

می یابد.
جدول 3 نتایج عددی ماکزیمم خیز ورق دایروی همگن تحت بارگذاری 
با  برشی  تغییر شکل  اول  مرتبه  تئوری  براساس  یکنواخت  فشاری عمودی 
تکیه گاه گیردار به روش تحلیلی را با سایر نتایج موجود ]8[، ]5[و ]6[ مورد 
 FGM ماده  های  داده  از  نتایج  همخوانی  برای  است،  داده  قرار  مقایسه 
استفاده شده است.   Er=0.464 ν=0.3 و  با  آلومینیوم-زیرکونیا  با ترکیب 
با  خیز  مقادیر  و  باشد]8[  می  سرامیک  به  فلز  یانگ  مدول  نسبت   Er که 
با  برابر  و  ورق  خمشی  صلبیت  D که  464W DW PR= رابطه 
3 می باشد، بی بعد شده است. همخوانی خوبی با  212)1 (D Eh ν= −

سایر نتایج مشاهده شده است و همچنین مشاهده شده نتایج به تئوری مرتبه 
اول تغییر شکل برشی ردی نزدیک تر می باشد.

با جدول  W بی بعد شده مطابق  نتایج عددی ماکزیمم خیز جدول 4 
یکنواخت  عمودی  فشاری  بارگذاری  تحت  همگن  دایروی  ورق  برای  قبل 

براساس تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی با تکیه گاه ساده و گیردار به 
روش تحلیلی را با سایر نتایج موجود ]8[، ]5[ مورد مقایسه قرار داده است، 
برای همخوانی نتایج از ν=0.288 و Er=0.396 بکار رفته در]5[ استفاده 
همچنین  و  است  شده  مشاهده  نتایج  سایر  با  خوبی  همخوانی  است.  شده 

مشاهده می‌شود‌.
در شکل های 6-13 مقادیر تنش به صورت بی بعد ترسیم شده و به 

منظور بی بعد کردن تنش های عمودی از رابطه زیر استفاده شده است.

)48(
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برای بررسی رفتار تنش های خمشی در ورق دایروی متخلخل شعاعی 
دو حالت با ضریب تخلخل و بدون ضریب تخلخل برای ورق با تکیه گاه 
و   1P MPa=  ، 0.3ν =  ، / 1/10h R = مقادیر با  گیردار  و  ساده 

01 در نظر گرفته شده است.  1e− < <
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در شکل 6، تغییرات تنش شعاعی بی‌بعد )مطابق با رابطه 48( در مرکز 
تغییرات  به  نسبت   ،z=h/2 موقعیت  در  و  شعاعی  متخلخل  دایره‌ای  ورق 
نسبت ضخامت به شعاع )h/R(، برای حالت لبه با تکیه‌گاه ساده و ضرایب 
مختلف تخلخل بررسی شده است. نتایج نشان می‌دهند که با افزایش نسبت 
h/R، ممان اینرسی افزایش یافته و در نتیجه استحکام خمشی ورق بیشتر 

تمام  برای  این روند  به همین دلیل تنش شعاعی کاهش می‌یابد.  می‌شود‌؛ 
می‌شود‌.  مشاهده  نیز  همگن  ورق  حالت  جمله  از  تخلخل،  ضریب  مقادیر 
همچنین، هرچه مقدار h/R کوچک‌تر باشد، تأثیر ضریب تخلخل بر تنش 
با افزایش مقدار ضریب تخلخل،  شعاعی محسوس‌تر است. از سوی دیگر، 
مقدار تنش شعاعی افزایش می‌یابد. علت این رفتار آن است که طبق روابط 

)1( و )13(، افزایش ضریب تخلخل منجر به افزایش مدول الاستیسیته در 
راستای شعاعی شده و در نتیجه با افزایش سختی، تنش شعاعی که به‌طور 

مستقیم با مدول الاستیسیته مرتبط است، افزایش می‌یابد.
( نسبت به   R=100 )با فرض شعاع  تغییرات خیز بی‌بعد  در شکل 7، 
متخلخل  دایره‌ای  ورق  مرکز  در   )h/R(شعاع به  ضخامت  نسبت  تغییرات 
شعاعی و در موقعیت z=h/2، برای حالت تکیه‌گاه ساده و ضرایب مختلف 
 ،h/R تخلخل بررسی شده است. نتایج نشان می‌دهد که با افزایش نسبت
ممان اینرسی ورق افزایش یافته و در نتیجه استحکام خمشی بیشتر می‌شود‌، 
که این امر منجر به کاهش خیز در برابر بارگذاری می‌گردد. این روند برای 
تمام ضرایب تخلخل، از جمله ورق همگن نیز مشاهده می‌شود‌ و هرچه مقدار 

Wورق ضخیم دایروی همگن برای ورق با لبه تکیه گاه گیردار به روش تحلیلی در مقایسه با سایر نتایج  جدول 3. مقایسه خیز بی بعد 
Er = 0.464 و ν = 0.3 موجود برای

Table 3. Comparison of dimensionless deflection of a thick homogeneous circular plate with clamped 
edges using the analytical method versus other available results for ν = 0.3 and Er = 0.464.

 

 

 

ورق ضخیم دایروی همگن برای ورق با لبه تکیه گاه گیردار به روش تحلیلی در مقایسه با سایر نتایج   Wمقایسه خیز بی بعد
 0.464rE=و  ν=0.3موجود برای 

Table 3. Comparison of dimensionless deflection of a thick homogeneous circular plate with clamped edges 
using the analytical method versus other available results for ν = 0.3 and Er = 0.464. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

h/R  
Ref. 33/0  3/0  28/0  2/0  2/0  0 

2320/3  0888/3  8838/2  8822/2  2885/2  8828/2  FSDT [5] 
2593/3  0238/3  8888/2  8823/2  2882/2  2888/2  TSDT[6] 
2235/3  0328/3  8220/2  8885/2  2883/2  2888/2  TSDT[8] 
2289/3  0822/3  8828/2  8808/2  2888/2  2888/2  Present )FSDT( 

W ورق ضخیم دایروی همگن برای ورق با لبه تکیه گاه ساده و گیردار به روش تحلیلی در مقایسه با سایر  جدول 4. مقایسه خیز بی بعد 
.Er = 0.396 و  ν = 0.288 نتایج موجود برای

Table 4. Comparison of dimensionless deflection of a thick homogeneous circular plate with simply 
supported and clamped edges using the analytical method versus other available results for ν = 0.288 

and Er = 0.396.

 

 

 

گیردار به روش تحلیلی در مقایسه با سایر  ساده و گاه دایروی همگن برای ورق با لبه تکیهضخیم ورق   Wمقایسه خیز بی بعد
 rE.0=396و  .288ν=0نتایج موجود برای 

Table 4. Comparison of dimensionless deflection of a thick homogeneous circular plate with simply 
supported and clamped edges using the analytical method versus other available results for ν = 0.288 

and Er = 0.396. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

h/R  
Ref.  

2/0  28/0  2/0  08/0  0 
522/20  223/20  852/20  392/20  325/02  FSDT [5] S.S. 

 
 

 

520/20  222/20  889/20  398/20  328/20  TSDT[8] 
5302/20  2285/20  8529/20  392/20  325/20  Present )FSDT( 

  
 

C.S. 
989/2  852/2  239/2  888/2  828/2  FSDT [5] 
9885/2  8855/2  2352/2  8838/2  8282/2  TSDT[8] 
9522/2  8589/2  2829/2  8882/2  828/2  Present )FSDT( 
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نسبت به تغییرات ضخامت به شعاع ورق برای حالت  z=h/2تنش بی بعد در مرکز ورق دایروی متخلخل شعاعی و نمودار تغییرات   3 شکل 
 ورق با لبه تکیه گاه ساده با ضرایب تخلخل مختلف 

Fig. 6. Variation of nondimensional stress at the center of a radially porous circular plate at z=h/2 versus 
thickness-to-radius ratio for simply supported boundary condition with different porosity coefficients . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 6. نمودار تغییرات تنش بی بعد در مرکز ورق دایروی متخلخل شعاعی و z=h/2 نسبت به تغییرات ضخامت به شعاع ورق 
برای حالت ورق با لبه تکیه گاه ساده با ضرایب تخلخل مختلف.

Fig. 6. Variation of nondimensional stress at the center of a radially porous circular plate at z=h/2 
versus thickness-to-radius ratio for simply supported boundary condition with different porosity 

coefficients.

 
 

برای حالت ورق  z=h/2نمودار تغییرات خیز بی بعد نسبت به تغییرات ضخامت به شعاع ورق در مرکز ورق دایروی متخلخل شعاعی و  4 شکل 
 فبا لبه تکیه گاه ساده با ضرایب تخلخل مختل

Fig. 7. Variation of nondimensional deflection versus thickness-to-radius ratio at the center of a radially 
porous circular plate at z = h/2 for the simply supported boundary condition with different porosity coefficients.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 z = h/2 شکل 7. نمودار تغییرات خیز بی بعد نسبت به تغییرات ضخامت به شعاع ورق در مرکز ورق دایروی متخلخل شعاعی و
برای حالت ورق با لبه تکیه گاه ساده با ضرایب تخلخل مختلف.

Fig. 7. Variation of nondimensional deflection versus thickness-to-radius ratio at the center of a 
radially porous circular plate at z = h/2 for the simply supported boundary condition with different 

porosity coefficients.
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h/R کوچک‌تر باشد، تأثیر ضریب تخلخل بر میزان خیز بیشتر خواهد بود. 

ورق  خیز  مقدار  تخلخل،  ضریب  افزایش  با  که  می‌شود‌  مشاهده  همچنین 
افزایش می‌یابد. دلیل این رفتار آن است که طبق رابطه )13(، افزایش ضریب 
تخلخل منجر به افزایش مدول الاستیسیته و در نتیجه افزایش سختی ماده 
می‌شود‌. با توجه به قانون هوک، رابطه بین تنش و کرنش متناسب با مدول 
الاستیسیته است؛ بنابراین، با افزایش تنش ناشی از افزایش سختی، کرنش و 

در نتیجه خیز نیز افزایش خواهد یافت.
در شکل 8، تغییرات تنش شعاعی بی‌بعد در مرکز ورق دایره‌ای متخلخل 
 ،)h/R( نسبت به نسبت ضخامت به شعاع ،z=h/2 شعاعی و در موقعیت
برای حالت لبه با تکیه‌گاه گیردار و ضرایب مختلف تخلخل مورد بررسی قرار 
گرفته است. نتایج نشان می‌دهد که با افزایش نسبت h/R، ممان اینرسی و 
در پی آن استحکام خمشی ورق افزایش یافته و مطابق با رابطه تنش خمشی، 
ضریب  مقادیر  تمامی  برای  روند  این  می‌یابد.  کاهش  شعاعی  تنش  مقدار 
تخلخل و همچنین برای حالت ورق همگن نیز برقرار است. همچنین، هرچه 
مقدار h/R کوچک‌تر باشد، تأثیر ضریب تخلخل بر مقدار تنش بیشتر خواهد 

افزایش  نیز  شعاعی  تنش  تخلخل،  ضریب  افزایش  با  دیگر،  سوی  از  بود. 
می‌یابد؛ چرا که مطابق با روابط )1( و )13(، افزایش ضریب تخلخل موجب 
با مدول  آنجا که تنش  از  افزایش مدول الاستیسیته و سختی ماده شده و 
تنش  افزایش  به  منجر  در سختی  افزایش  دارد،  مستقیم  رابطه  الاستیسیته 
شعاعی می‌گردد. این رفتار مشابه آنچه در شکل 6 برای حالت تکیه‌گاه ساده 
مشاهده شد، قابل مشاهده است؛ با این تفاوت که در این حالت، مقادیر تنش 

شعاعی در کل کمتر هستند.
تغییرات  به  نسبت  و   R=100 با  شده  بعد  بی  خیز  تغییرات   9 شکل 
 z=h/2 ضخامت به شعاع ورق در مرکز ورق دایروی متخلخل شعاعی در
برای حالت ورق با لبه تکیه گیردار با ضرایب تخلخل مختلف بررسی شده 
است. مشاهده می شود هرچه نسبت ضخامت به شعاع افزایش یابد ممان 
ورق  خیز  میزان  شده  افزوده  ورق  خمشی  استحکام  بر  و  افزایش  اینرسی 
بارگذاری شده کاهش می یابد واین امر برای تمام ضرایب تخلخل مختلف 
و همچنین ورق همگن برقرار می باشد که هرچه مقدار h/R کوچکتر باشد 
مقدار  چه  هر  که  است  شده  مشاهده  است.  بیشتر  آن  بر  این ضریب  تاثیر 

 
برای حالت   z=h/2بت به تغییرات ضخامت به شعاع ورق در مرکز ورق دایروی متخلخل شعاعی و نمودار تغییرات تنش بی بعد نس 5 شکل 

 ورق با لبه تکیه گاه گیردار با ضرایب تخلخل مختلف

Fig. 8. Variation of nondimensional stress versus thickness-to-radius ratio at the center of a radially porous 
circular plate at z = h/2 for the clamped boundary condition with different porosity coefficients. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 z =  شکل 8. نمودار تغییرات تنش بی بعد نسبت به تغییرات ضخامت به شعاع ورق در مرکز ورق دایروی متخلخل شعاعی و
h/2 برای حالت ورق با لبه تکیه گاه گیردار با ضرایب تخلخل مختلف.

Fig. 8. Variation of nondimensional stress versus thickness-to-radius ratio at the center of a radi-
ally porous circular plate at z = h/2 for the clamped boundary condition with different porosity 

coefficients.
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است  آن  علت  و  است  بیشتر  ورق  خیز  مقدار  باشد  بیشتر  تخلخل  ضریب 
یابد مدول  افزایش  تخلخل  مقدار ضریب  گفته شد هرچه  که همانطور که 
با  یابد و مقدار تنش که  افزایش می  یابد و سختی  افزایش می  الاستیسته 
طبق  و   )13 )رابطه  یابد  می  افزایش  دارد  مستقیم  رابطه  الاستیسته  مدول 
قانون هوک، نسبت تنش به کرنش برابر مقدار ثابت مدول الاستیسته است 
که با افزایش تنش مقدار کرنش و خیز نیز افزایش می یابد. که رفتاری مشابه 
شکل 7 در حالت ورق با تکیه گاه ساده دارد با این تفاوت که مقادیر خیز ورق 

در آن ها کوچکتر است.
رابطه در راستای شعاع ورق  با  بعد  تغییرات تنش بی  شکل 10 نمودار 
با ضرایب  لبه تکیه گاه ساده  با  دایروی متخلخل شعاعی برای حالت ورق 
تخلخل مختلف می باشد. مشاهده شده است هرچه مقدار ضریب تخلخل 
افزایش یابد از استحکام ورق کاسته شده و مقادیر تنش در آن افزایش می 
یابد و علت آن است که با توجه به رابطه 1 و 13 هرچه مقدار ضریب تخلخل 
و  یابد  می  افزایش  یابد سختی  می  افزایش  الاستیسته  مدول  یابد  افزایش 
یابد. و  افزایش می  با مدول الاستیسته رابطه مستقیم دارد  مقدار تنش که 
هرچه از مرکز ورق به سمت لبه ورق رفتار تنش را بررسی کنیم کاهش تنش 

مشاهده می شود و ماکزیمم مقدار تنش در مرکز ورق اتفاق می افتد که این 
رفتار به این علت است که در مرکز ورق بیشترین مقدار ممان خمشی وجود 

دارد که منجر به بیشترین تنش میگردد.
شکل 11 نمودار تغییرات خیز بی بعد با  R=0.01در راستای شعاع ورق 
با ضرایب  لبه تکیه گاه ساده  با  دایروی متخلخل شعاعی برای حالت ورق 
تخلخل مختلف می باشد. مشاهده شده است هرچه مقدار ضریب تخلخل 
افزایش یابد از استحکام ورق کاسته شده و مقادیر خیز در آن افزایش می 
یابد و هرچه از مرکز ورق به سمت لبه ورق رفتار خیز را بررسی کنیم کاهش 
جابجایی مشاهده می شود و ماکزیمم مقدار خیز همواره در مرکز ورق اتفاق 
می افتد. علت آن است که همانطور که گفته شد هرچه مقدار ضریب تخلخل 
افزایش یابد مدول الاستیسته افزایش می یابد و سختی افزایش می یابد و 
مقدار تنش که با مدول الاستیسته رابطه مستقیم دارد افزایش می یابد )رابطه 
مدول  ثابت  مقدار  برابر  کرنش  به  تنش  نسبت  هوک،  قانون  طبق  و   )13
الاستیسته است که با افزایش تنش مقدار کرنش و خیز نیز افزایش می یابد.

دایروی  راستای شعاع ورق  در  بعد  بی  تغییرات تنش  نمودار  شکل 12 
متخلخل شعاعی برای حالت ورق با لبه تکیه گاه گیردار با ضرایب تخلخل 

 
 

برای حالت ورق  z=h/2نمودار تغییرات خیز بی بعد نسبت به تغییرات ضخامت به شعاع ورق در مرکز ورق دایروی متخلخل شعاعی و  6 شکل 
 با لبه تکیه گاه گیردار با ضرایب تخلخل مختلف

Fig. 9. Variation of nondimensional deflection versus thickness-to-radius ratio at the center of a radially 
porous circular plate at z = h/2 for the clamped boundary condition with different porosity coefficients. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 z = h/2 شکل 9. نمودار تغییرات خیز بی بعد نسبت به تغییرات ضخامت به شعاع ورق در مرکز ورق دایروی متخلخل شعاعی و
برای حالت ورق با لبه تکیه گاه گیردار با ضرایب تخلخل مختلف.

Fig. 9. Variation of nondimensional deflection versus thickness-to-radius ratio at the center of a 
radially porous circular plate at z = h/2 for the clamped boundary condition with different porosity 

coefficients.
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برای حالت ورق با لبه تکیه گاه ساده با ضرایب  z=h/2ی متخلخل شعاعی و نمودار تغییرات تنش بی بعد در راستای شعاع ورق دایرو 7 شکل 

 h/R=0.1تخلخل مختلف برای نسبت 

Fig. 10. Variation of nondimensional stress along the radius of a radially porous circular plate at z = h/2 for 
the simply supported boundary condition with different porosity coefficients, at thickness-to-radius ratio 

h/R=0.1. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 10. نمودار تغییرات تنش بی بعد در راستای شعاع ورق دایروی متخلخل شعاعی و  z = h/2 برای حالت ورق با لبه تکیه گاه 
.h/R=0.1 ساده با ضرایب تخلخل مختلف برای نسبت

Fig. 10. Variation of nondimensional stress along the radius of a radially porous circular plate at z = 
h/2 for the simply supported boundary condition with different porosity coefficients, at thickness-

to-radius ratio h/R=0.1.

 

برای حالت ورق با لبه تکیه گاه ساده با ضرایب   z=h/2نمودار تغییرات خیز بی بعد در راستای شعاع ورق دایروی متخلخل شعاعی و  8 شکل 
 h/R=0.1تخلخل مختلف برای نسبت 

Fig. 11. Variation of nondimensional deflection along the radius of a radially porous circular plate at z = h/2 
for the simply supported boundary condition with different porosity coefficients, at thickness-to-radius ratio h/R 

= 0.1. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 11. نمودار تغییرات خیز بی بعد در راستای شعاع ورق دایروی متخلخل شعاعی و z = h/2 برای حالت ورق با لبه تکیه گاه 
.h/R = 0.1 ساده با ضرایب تخلخل مختلف برای نسبت

Fig. 11. Variation of nondimensional deflection along the radius of a radially porous circular plate 
at z = h/2 for the simply supported boundary condition with different porosity coefficients, at 

thickness-to-radius ratio h/R = 0.1.
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مختلف می باشد. مشاهده شده است هرچه مقدار ضریب تخلخل افزایش یابد 
از استحکام ورق کاسته شده و مقادیر تنش در آن افزایش می یابد و علت 
آن است که با توجه به رابطه 1 و 13 هرچه مقدار ضریب تخلخل افزایش 
یابد مدول الاستیسته افزایش می یابد سختی افزایش می یابد و مقدار تنش 
که با مدول الاستیسته رابطه مستقیم دارد افزایش می یابد. و هرچه از مرکز 
ورق به سمت لبه ورق رفتار تنش را بررسی کنیم کاهش تنش مشاهده می 
شود و ماکزیمم مقدار تنش در مرکز ورق اتفاق می افتد که این رفتار به این 
علت است که در مرکز ورق بیشترین مقدار ممان خمشی وجود دارد که منجر 
به بیشترین تنش میگردد. که رفتاری مشابه شکل 10 در حالت ورق با تکیه 
گاه ساده دارد با این تفاوت که مقادیر تنش عمودی در آن ها کوچکتر است.

شکل 13 نمودار تغییرات خیز بی بعد با  R=0.01 در راستای شعاع ورق 
دایروی متخلخل شعاعی برای حالت ورق با لبه تکیه گاه گیردار با ضرایب 
تخلخل مختلف می باشد. مشاهده شده است هرچه مقدار ضریب تخلخل 
افزایش یابد از استحکام ورق کاسته شده و مقادیر خیز در آن افزایش می 
یابد و هرچه از مرکز ورق به سمت لبه ورق رفتار خیز را بررسی کنیم کاهش 

جابجایی مشاهده می شود و ماکزیمم مقدار خیز همواره در مرکز ورق اتفاق 
می افتد. علت آن است که همانطور که گفته شد هرچه مقدار ضریب تخلخل 
افزایش یابد مدول الاستیسته افزایش می یابد و سختی افزایش می یابد و 
مقدار تنش که با مدول الاستیسته رابطه مستقیم دارد افزایش می یابد )رابطه 
مدول  ثابت  مقدار  برابر  کرنش  به  تنش  نسبت  هوک،  قانون  طبق  و   )13
الاستیسته است که با افزایش تنش مقدار کرنش و خیز نیز افزایش می یابد. 
که رفتاری مشابه شکل 11 در حالت ورق با تکیه گاه ساده دارد با این تفاوت 

که مقادیر تنش عمودی در آن ها کوچکتر است.

در این مطالعه، برای تحلیل تنش و خمش ورق دایره‌ای، از فولاد آلیاژی 
42CrMo4  به‌عنوان ماده‌ی پایه استفاده شده است. این ماده دارای مدول 

الاستیسیته E=210 GPa و تنش تسلیم حدود 800MPa  می‌باشد. نتایج 
حاصل از تحلیل اجزای محدود در شکل‌های 14 و 15 ارائه شده‌اند، که در 
گزارش  میلی‌متر  بر حسب  خیز  و  مگاپاسکال  بر حسب  تنش  مقادیر  آن‌ها 

شده است.

 

برای حالت ورق با لبه تکیه گاه گیردار با  z=h/2لخل شعاعی و نمودار تغییرات تنش بی بعد در راستای شعاع ورق دایروی متخ 9 شکل 
 h/R=0.1ضرایب تخلخل مختلف برای نسبت 

Fig. 12. Variation of nondimensional stress along the radius of a radially porous circular plate at z = h/2 for 
the clamped boundary condition with different porosity coefficients, at thickness-to-radius ratio h/R = 0.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 12. نمودار تغییرات تنش بی بعد در راستای شعاع ورق دایروی متخلخل شعاعی و z = h/2 برای حالت ورق با لبه تکیه گاه 
.h/R = 0.1 ساده با ضرایب تخلخل مختلف برای نسبت

Fig. 12. Variation of nondimensional stress along the radius of a radially porous circular plate at z = 
h/2 for the clamped boundary condition with different porosity coefficients, at thickness-to-radius 

ratio h/R = 0.1.
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برای حالت ورق با لبه تکیه گاه ساده با ضرایب  z=h/2نمودار تغییرات خیز بی بعد در راستای شعاع ورق دایروی متخلخل شعاعی و  11 شکل 
 h/R=0.1تخلخل مختلف برای نسبت 

Fig. 13. Variation of nondimensional deflection along the radius of a radially porous circular plate at z = h/2 
for the clamped boundary condition with different porosity coefficients, at thickness-to-radius ratio h/R = 0.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 13. نمودار تغییرات خیز بی بعد در راستای شعاع ورق دایروی متخلخل شعاعی  و z = h/2 برای حالت ورق با لبه تکیه گاه 
.h/R = 0.1 ساده با ضرایب تخلخل مختلف برای نسبت

Fig. 13. Variation of nondimensional deflection along the radius of a radially porous circular plate 
at z = h/2 for the clamped boundary condition with different porosity coefficients, at thickness-to-

radius ratio h/R = 0.1.
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                                         h/R=0.06 در مختصات استوانه ای برای zاخت در راستای یکنوعمودی همگن با تکیه گاه ساده و بارگذاری دایره ای ورق  خمش 

 جابجایی عمودی )خیز(ب( تنش عمودی ورق  الف(

Fig. 14. Bending of a homogeneous circular plate with simply supported edges under uniform vertical loading 
along the z-direction in cylindrical coordinates for h/R = 0.06. (a) Vertical stress of the plate (b) Vertical 

displacement (deflection) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  .h/R = 0.06  در مختصات استوانه ای برای z شکل 14. خمش ورق دایره ای همگن با تکیه گاه ساده و بارگذاری عمودی یکنواخت در راستای
الف( تنش عمودی ورق ب( جابجایی عمودی )خیز(

Fig. 14. Bending of a homogeneous circular plate with simply supported edges under uniform vertical load-
ing along the z-direction in cylindrical coordinates for h/R = 0.06. (a) Vertical stress of the plate (b) Vertical 

displacement (deflection).
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نتیجه گیری-6 
در این مقاله، خمش و خیز ورق‌های دایره‌ای متخلخل با توزیع شعاعی 
تخلخل و تحت بارگذاری فشاری یکنواخت عمودی، بر اساس تئوری مرتبه 
اول تغییر شکل برشی، در دو حالت تکیه‌گاه ساده و گیردار مورد بررسی قرار 
متناسب  و  تدریجی  به‌صورت  شعاع  راستای  در  مواد  خواص  است.  گرفته 
می‌تواند  ورق  خارجی  لبه  که  به‌گونه‌ای  می‌کند،  تغییر  تخلخل  ضریب  با 
مستحکم‌ترین یا ضعیف‌ترین ناحیه آن باشد. افزایش ضریب تخلخل موجب 
می‌شود‌.  خیز  و  شعاعی  تنش  افزایش  آن  به‌تبع  و  ورق  استحکام  کاهش 
ورق  خیز  و  خمشی  تنش  شعاع،  به  ضخامت  نسبت  افزایش  با  همچنین، 
کاهش یافته و اثر ضریب تخلخل بر آن‌ها کاهش می‌یابد. مقایسه نتایج دو 
نشان‌دهنده  محدود(  المان  )روش  عددی  و  سری‌ها(  )روش  تحلیلی  روش 
دقت بالای مدل با خطای میانگین کمتر از ۰.۰۵ درصد و ماکزیمم خطای 
پارامترهای  تأثیر  می‌کند.  تأیید  را  نتایج  که صحت  است  درصد   ۰.۱ حدود 
هندسی، نوع توزیع تخلخل و شرایط مرزی نیز نشان می‌دهد که در حالت 
تکیه‌گاه ساده، تنش‌ها حدود ۲.۵ برابر و خیز حدود ۴ برابر بیشتر از حالت 
موجب  تخلخل  ضریب  افزایش  که  است  آن  از  حاکی  نتایج  است.  گیردار 
افزایش مدول الاستیسیته در راستای شعاعی، و افزایش تنش و خیز می‌شود‌؛ 
به‌طوری که هر ۱۰ درصد افزایش در ضریب تخلخل باعث افزایش تقریبی 
۴۰ درصدی تنش شعاعی و خیز در حالت تکیه‌گاه ساده و ۳۶ درصدی در 

حالت گیردار می‌گردد. همچنین، برای مقادیر مثبت ضریب تخلخل که لبه 
خیز  و  شعاعی  تنش  مقدار  است،  مستحکم‌تر  مرکز  به  نسبت  ورق  خارجی 
بیشتر است، در حالی که مقادیر منفی ضریب تخلخل سبب استحکام کمتر 
لبه خارجی نسبت به مرکز و کاهش تنش و خیز می‌شوند. بنابراین، استفاده 
از ضرایب منفی تخلخل به عنوان راهکاری مؤثر برای کاهش وزن و افزایش 

مقاومت ورق‌های دایره‌ای در برابر خمش و خیز توصیه می‌شود‌.
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Fig. 15. Bending of a homogeneous circular plate with clamped edges under uniform vertical loading along the 
z-direction in cylindrical coordinates for h/R=0.08h/R = 0.08. (a) Vertical stress of the plate (b) Vertical displace-

ment (deflection).
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