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  چکیده: 

رداخته پ محوری­دوتک و  یتحت بارها یاورتوتروپ با ترک مرکز یهانانوورق یرموضعیجامع کمانش غ یبه بررس ق،یتحق نیدر ا

 ک،ینمختلف مانند الکترو عیها در صناگسترده نانوورق ینانو و کاربردها یروزافزون در فناور یهاشرفتیشده است. با توجه به پ

 ندیه در فرآترک ک رینظ ییهابیاست. آس یضرور ینانوساختارها امر نیا یکیرفتار مکان قیدق لیتحل ،یمهندس یهاو سازه یپزشک

 یهاهیراستا، نظر نیمواد داشته باشد. در ا نیبر عملکرد ا یقابل توجه یمنف راتیتأث تواندیم د،یآیها به وجود منانوورق دیتول

شامل  قیتحق نیها به کار گرفته شده است. ارفتار نانوورق لیو تحل هیجزت یبرا نینو یکردیبه عنوان رو موضعی­ریغ کیرکلاسیغ

دار ترک یهانانوورق لیتحل یمرتبه اول و استفاده از روش المان محدود برا یبرش رشکلییتغ هیتوسعه معادلات حاکم بر اساس نظر

 راتیکوچک که به تأث اسیعبارتند از: نسبت طول ترک به عرض ورق، عامل مق قیتحق نیمورد مطالعه در ا یدیکل یرهایاست. متغ

که اثر  دهدیآمده نشان مدستبه جیمختلف. نتا یگاههیتک طیاشاره دارد، ضخامت نانوورق و شرا یکمانش نانوساختارها بر رفتار

 یبا نسبت ابعاد یاهنانوورق یبرا ژه،یو. بهدهدیها را کاهش منانوورق یبحران یکمانش تیظرف یکوچک به طور قابل توجه اسیمق

عامل  ریها، تأثنانوورق یابعاد جانب شیبا افزا ن،ی. علاوه بر اابدی شیحالت بدون ترک افزابرابر  ۱۸/۱تا  تواندیم یرموضعی، اثر غ۶/۰

 یسازنهیو به یطراح یمستحکم برا یاهیجامع، پا یهالیتحل جیپژوهش با ارائه نتا نی. اابدییکاهش م جیبه تدر یرموضعیغ

ینانوساختارها کمک م نیا یو به روشن شدن رفتار کمانش آوردیمختلف فراهم م یهایاورتوتروپ تحت بارگذار یهانانوورق

   منجر شوند. عیها در صنانانوورق نهیبه یو کاربردها دیتول دیجد یهابه توسعه روش توانندیم جینتا نیعلاوه، ا. بهکند

 

  .یافتهغیرموضعی، روش اجزاء محدود توسعه هینظر، ترک مرکزی، کمانش فشاری، های اورتوتروپورقنانو :کلمات کلیدی

 

 مقدمه-۱

و  رشددر حال [ ۱] ۱نانو فناوری، یعلم و فناور شرفتیپ و با خواص برتر ییهابه مصالح و سازهبشر  ازینباتوجه به      

های مهم در یکی از زیرشاخه. باشدمی 2نانو اسیدر مق تجهیزاتیساختارها و  شاملفناوری این  که بوده، توسعه

                                                 
1 nanotechnology  
2 nanoscale 
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[، 2] هایباتر دیتول کاربرد آن دروان بهتکه میهستند.  صنایع جدید درمتعدد  یبا کاربردها هانانوورق، ۱نانوساختارها

 نی. ااشاره نمود[ 5] یتشعشع دانیم یهادستگاه [ و4] یدیخورش یها[، سلول3] 2یکیولوژیو ب ییایمیش یحسگرها

از هر زمان  شیها را بآن نانیاطم تیو بهبود قابل یطراح ینانوساختارها برا یکیمطالعه رفتار مکان ،متنوع یکاربردها

 کند.یبرجسته م یگرید

توسط فرج  لیفرانسید مربعورق گرافن با استفاده از روش نانو کمانشها، ورقنانو یروگزارش شده بر پیشینمطالعات در 

با را  هیکمانش صفحات گرافن چندلارفتار پس ،[۷فرج پور و همکاران] گرفت.مورد بررسی قرار [ ۶پور و همکاران ]

را به، ارتعاش و کمانش نانوصفحات ]۸[ 3آی دوق دوو  آکسنسرمورد ارزیابی قرار دادند.  وضعیمریغ هیاستفاده از نظر

کوچک  اسیاثر مق ،[۱۰،۹] ملک زاده و همکاران پژوهشیدر  ن،یکردند. علاوه بر ا یبررسوضعی رمیو مدل غ یوش لور

ارزاده و معم گزارش کردند. الاستیک غیرموضعی هینظربا را  کیو ارتعاش نانوصفحات ارتوتروپ یرا بر کمانش حرارت

دار براساس عامل مقیاس کوچک ترک گرافن هاینانوورق یداریبر ناپا را ترک نقص ریتأث ،در گزارشی [۱۱] عبدالوهاب

 را مورد بررسی قرار دادند.

 یگنتی. برقرار گرفت یبررسمورد [ ۱2،۱3و همکاران ] اینتوسط علیترک خورده  یبرش یهاکمانش پانلکمانش و پس     

 زتی. روش ری را نشان دادندبرش یبارگذار زیررفتار کمانش و شکست صفحات نازک ترک خورده  ،[۱4] 4ینتریو کارپ

 5و همکاران لازویمتوسط  صفحات ترک خورده با ضخامت متوسط کمانشو پس یکمانش برش لیتحل یبرا یادامنهتک

 یمحور یبارها زیررا در مورد کمانش صفحات ترک خورده ی گزارش ،[۱۷،۱۶] ۶یجنتی. برمورد مطالعه قرار گرفت[ ۱5]

 زیررا  یبا ترک مرکز هاورقکمانش  ،ودروش اجزاء محد با استفاده از ،یگرید تحقیقداد. در  هئراا یو فشار یکشش

کمانش  [،۱۸و همکاران ] یخدمت ،المان محدود روش حل عددی با استفاده ازکرد. را بررسی  یو فشار یکشش یبارها

 یرفتار کمانش در پژوهشی[ ۱۹و همکاران ] یکردند. محمد ارزیابیرا  ایو لبه یمرکز یهابا ترک کیصفحات الاست

مطالعه  افتهیاز روش المان محدود توسعهرا  یو برش یکشش ،یفشار یبارها زیر یمرکز یهاصفحات مرکب با ترک

 افتهیالمان محدود توسعهصفحه با ترک خارج از مرکز را با استفاده از  کی یکمانش فشار ،[2۰و همکاران ] ی. صابرکردند

 یبررس یبرا یافتهالمان محدود توسعه روش حل عددی از ،[2۱معمارزاده و همکاران ] ،در پژوهش دیگری. ندکرد یبررس

  .نداستفاده کرد ،صفحه با ترک خارج از مرکز کی یکمانش کشش

                                                 
1 nanostructures 

2 chemical and biological sensors 

3 Aksencer and Aydogdu 
4 Brighenti and Carpinteri 

5 Milazzo et al. 

6 Brighenti 
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 برای ،یافتهالمان محدود توسعه روش حل عددی با استفاده ازی عددمطالعات و  آزمایشگاهی نتایج ،هاییدر گزارش    

 ،[24] ۱و همکاران ی. کادارگردید ارائه[ 23،22و معمارزاده ] یطاهرتوسط  ،با ترک خارج از مرکز ورق یکمانش فشار

کمانش  یسبرر جهت وضعیرمیغ الاستیک هینظر را با فرضکوچک  اسیاثر مق ،دیجد یصفحه هذلول هینظر با استفاده از

با استفاده  ،گزارشیدر  [25و همکاران ] ی. رجبرا مورد بررسی قرار دادندپاسترناک  مستقر بر بستر رتوتروپوا ورقنانو

ک تر کی بای لیمستط هایورقنانو تغییرشکلو کرنشی  یانرژ معادلات اصلاح شده کامل،وضعی رمیغ الاستیک هیاز نظر

تلف مخ ریمقاد یبرا  ،یبا ترک مرکز هاورقنانوشکل غییرتو  را بازنویسی کردند یعرضیکنواخت  گذاریبار زیر ،یمرکز

 ورط، بهدار را بررسی کردندکتر هایورقکمانش  نیاز محقق یتعداد ن،یلاوه بر اع .تعیین گردید کوچک اسیمق عامل

با روش المان  کیکلاس ورق هینظربا استفاده از  در ضخامت را دار با خواص ناهمسانترک ورقکمانش  لیمثال، تحل

از روش  ،[3۰] یزاده و عموشاهتن مورد بررسی قرار دادند. ]2۸،2۹] یافتهبا روش المان محدود توسعه ،]2۶،2۷] محدود

   استفاده کردند. کیارتوتروپ هاینانوورقکمانش  زیآنال یابیارز یابرر بالات بهنوار محدود با مرت

 یومینینانوصفحات آلومدر ترک ی خارجی بر رشد رارتاثر شار ح یبه بررس، [3۱]وانگ و همکاران ، های اخیردر سال

 یبعد کی انیبا جر الیکه س یکانال نییدر پا ورقنانو کی ی، رفتار کمانشیقی[  در تحق32و همکاران ] یآرپناه. پرداختند

و  یکمانش حرارت یرخطیغ ی[، به بررس33] و همکاران انیصادق .قرار دادند یمورد بررسرا  کند،یآن عبور م یاز رو

 هیراساس نظرب نکلریپاسترناک و و یمستقر بر بسترها کیارتوتروپ هیو دولا هیلاتک یارهیدا-یحلقو ورقنانو یکیمکان

 کیزوالکتریپ هایورقنانو 2یکیترموالکترومکان زی[، به آنال34] و همکاران ییپرداختند. آنالو یرموضعیکرنش غ انیگراد

[، با استفاده از 35و همکاران ] 3خیدا .پرداختند رشهفیصفحه ک هیو نظر یرموضعیغنظریه براساس  یو مثلث یچهار ضلع

دادند تا رفتار  شنهادیپ را دیمدل نانوصفحه جد کی ها،آن قیدق یسازپوشش داده شده، مدل یعملکرد بندیمواد درجه

ابسته و یکیزیو هم از نظر ف یاز نظر هندس ند، کهنرا مشخص ک هیدولا یعملکرد بندیصفحات متخلخل درجه یکمانش

 . بودند زساختاریبه ر

-نظریه گرفتن نظر در با دارترک هایورق یبررو یادیز قاتیکه تحق گرددیمشاهده م ،گفتیشپ سوابق یاز بررس        

ند اما ابررسی نمودهها را ه است. همچنین مطالعات دیگری کمانش نانوورقرفتیصورت پذ وستهیپ طیمح کیکلاس های

که  گرددیضمنا مشاهده م اند.ی قرار دادهبررسرا مورد  دارترکهای مطالعات محدودی کمانش غیرموضعی نانورورق

 انیگراد ،5اصلاح شدهتنش کوپل ، 4تنش کوپلنظریه در ابعاد نانو وجود دارد مانند  سازیمدل یبرا یمختلف هاینظریه

                                                 
1 Kadari et al. 

2 Thermo-electro-mechanical 
3 Daikh 
4 Couples stress theory 

5 Modified couples stress theory 

A
C
C
E
P
T
E
D
 M

A
N

U
S
C
R
IP

T



 

 

 نیدر ا یشتریب تشده است و مقالا نگنیار یرموضعیغ نظریهنسبت به  یشتریاما توجه ب ؛یرموضعیغ نظریهو  یکرنش

 ی[ در مقاله3۶] ۱. چنردگییرا در نظر م یاتم نیاز برهم کنش ب یعیوس فیط یرموضعیغ هینظر. گرددیارتباط مشاهده م

 نیا در است. رشیدر ابعاد نانو مناسب و قابل پذ هاییدهیپد یسازهیشب یبرا یرموضعیغ هینظرکه استفاده از نموده  انیب

اس معادلات حاکم براس با در نظر گرفتن دارترک کیارتوتروپ هاینانوورق یرموضعیغ یکمانش فشار لیتحل ،پژوهش

در مورد مطالعه  یرهای. متغشودیتوسعه داده م نگنیار موضعیریغ هیمرتبه اول و با استفاده از نظر یبرش رشکلییتغ هینظر

 ،متنسبت ضخا ،یبارگذار یکوچک، نسبت طول ترک، راستا اسیعبارتند از: عامل مقدار اورتوتروپ ترک هاینانوورق

 افتهیتوسعه ودمحد اجزاء روشبه و برنامه متلب با استفاده از که ،مختلف گاهیهیتک طشرای ی وابعاد هاینسبت ،جانبی ابعاد

 گفتشیپ هایمحتمل بوده و سازه اریو نانو بس کرویم اسیدر مق هاییکمانش در سازه یدهیپد یاز طرف .گردید لیتحل

 اراختی در با مثال عنوانکمانش قرار دارند به یدهیپد تایو نها یمحور یمختلف همواره در معرض بارها یدر کاربردها

 ییجاناچ، ناب ار،ینقص؛ مثل: ش ی)دارا وبیسالم و مع حالت یسهیو مقا یبار محور ری/نانوسازه ها زکرویداشتن رفتار م

د از وجو یادیتا حدود ز توانیم ینمونه واقع کی یرو شیحاصل از آزما جنتای با هاسازه نیو...( ا یستالیکر وبیع ای

از  ندتوامی دار،ترک هایکمانش نانوورق یدهیپد یبررس ن،یآن آگاه شد. بنابرا یریقرارگ الامکانینقص در سازه و حت

 /نانو ابزارها باشد. کرویم یطراح ینهیدر زم دیمطالعات مهم و مف

 2غیرموضعی نظریه -2

 ها و در نظر گرفتن یک محیطنظر کردن از اثر اندرکنش بین اتمدلیل صرفهای مکانیک کلاسیک بهنظریه           

 وستهیپ طیالف(، منظور نمودن مح-۱در شکل )پیوسته برای ماده، قادر به ارائه مدل مناسبی از نانوساختارها نیستند. 

 ،یرموضعیغ هایهنظری طبق هااتم یب(، در نظر گرفتن اثر مجزا-۱و در شکل ) ک،یکلاس هیماده، براساس نظر یبرا

 [.۶نشان داده شده است]
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1 Chen 

2 Nonlocal theory 
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 هایهیظرن طبق هااتم ی( ورق با در نظر گرفتن اثر مجزا، بکلاسیک نظریه( ورق با در نظر گرفتن محیط پیوسته برای ماده، براساس الف (1شکل )

 ،یضعموریغ

Figure (1) a) Sheet considering a continuous medium for the material, according to classical theory, b) Sheet 

considering the separate effect of atoms according to non-local theories, 
 

 

، با وارد کردن این اثرات در [4۰-3۷] ۱غیرموضعی ارینگن نظریهسازی در مقیاس نانو، های مختلف مدلدر بین روش    

بینی عدم تکینگی در نوک ترک، قدرت بالائی در ارائه مدل دقیق و عنوان خواص مواد و پیشبه ،معادلات ترکیبی خود

 ظریهن های غیرموضعی در مقیاس نانو است،ترین نظریهنظریه ارینگن، یکی از معروف ساختارها را دارد.مناسبی از این نانو

 مؤلفهعنوان یک ، با اضافه کردن مقیاس طول به معادلات ساختاری، به۱۹۸3غیرموضعی، اولین بار توسط ارینگن در سال 

 .  [3۷]ساختارها از دقت بسیار خوبی برخوردار استبرای تحلیل مکانیکی نانو هینظرماده مطرح شد. این 

-طیمح کیمکان کیهای کلاسهینظرتنش است.  فیدر تعر ،یموضعریغ هاینظریهو  کیکلاس هینظر نیب یتفاوت اصل    

ر د باشد،یم یماد یاز تانسور کرنش در همان نقطه ی، تابعیماد یکه تانسور تنش در نقطه کندیفرض م ،2وستهیپ های

به  یانتگرال یمعادله کی، توسط یماد طیاز مح ی[، تانسور تنش در نقطه4۰-3۷]نگنیار موضعیریغ نظریهکه  یحال

صورت به 4نگنیار یرموضعیغ تهیسیالاست نظریه 3یساختار یشود، معادلهیوابسته م یماد طیتانسور کرنش در تمام مح

 :شودیم انی( ب۱مطابق رابطه ) یانتگرال
 

     ,x x x C x dv                (۱) 

 

)که در آن  , )x x  ضعی ست که به مدول غیرمو ست و در واقع نوعی تابع وزنی برای معادله 5تابعی ا شهور ا ی م

شود.  سوب می  x انتگرالی مح x ضعی ی نقطهصلهفا ضعی و نقطه ی مو شد.  ی غیرمو آرایه  Cمؤلفهمی با

ی داخلی نانوساختاری است که با نسبت طول مشخصهمؤلفه( ۱ی )در رابطه .است ۶از مرتبه چهار مشخصات مصالح

a ی خارجیو طول مشخخخصخخهl ی سخخاختاری انتگرالی های کوچک را در معادلهشخخود و میزان اهمیت مقیاسعیین میت

  شود:( تعریف می2صورت رابطه )به سازد. در واقعغیرموضعی مشخص می نظریه
 

0

2

e a

l l


                                                                                                                          (۲)        

  

                                                 
1 Eringen 

2 Continuous medium 
3 Constitutive law 

4 Eringen’s nonlocal elasticity theory 
5 Nonlocal modulus 
6 Fourth-order constitutive tensor 

xx

A
C
C
E
P
T
E
D
 M

A
N

U
S
C
R
IP

T



 

 

شود. یسازی تعیین مآزمایش یا شبیهی غیرموضعی با نتایج است که با تطابق نتایج نظریه مادی عاملیک  0eکه در آن

مؤلفه  
2

0e a   ی انتگرالی ساختاری، وقتیمشهور است. در معادله ۱ابعاد کوچک عاملبه سمت صفر میل به

میل کند. بنابراین  حالت کلاسیکباید اثر غیرموضعی بودن تابع تنش و کرنش از بین رفته و معادله بهکند می

)مدول غیرموضعی  , )x x   میل کند،  2کند، به تابع دلتای دیراکسمت صفر میل میبه باید طوری باشد که وقتی

 : یعنی
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ی موضخخخعی اختیار کند. با تعریف مدول غیرموضخخخعی مناسخخخبی که باید حداکثر مقدار خود را در نقطه همچنین تابع 

ضا کند،  سیلی معادله قالبشرایط لازم را ار ضعی از دیفران ساختاری غیرمو ( 4صورت رابطه )انتگرالی آن، به شکلی 

 بدست می آید:
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صخخورت عملگر لاپلاس اسخخت که به 2و 4تانسخخورتنش موضخخعی l،3تانسخخورتنش غیرموضخخعی، (،4در رابطه )
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کنند و سمت صفر میل میبه نتیجه و در در صورت عدم فرض ابعاد کوچک،شود تعریف می 

 .[4۱] شوندتبدیل می ی ساختاری کلاسیک (، به معادله4) رابطه

 

 حل عددی -3

روش المان به 5افزار متلبدر نرم یسخخخینوبرنامه،  دارترکارتوتروپ های ورقکمانش نانو لیتحل یبرامطالعه،  نیا در

سعه صورت بروز که طوریبه .صورت پذیرفت ۶افتهیمحدود تو سعه، هاورقنانورک در تدر   افتهیروش المان محدود تو

روش المان محدود توسعهاستاندارد سودمندتر است. المان محدود ترک خورده نسبت به  هایورق لیو تحل هیتجز برای

را در اشخخکال پرش در  یقو یهایوسخختگیو ناپ کندیم جادینوک ترک ا یکیتنش در نزد دانیاز م ینگیمدل تک کی، افتهی

 هیاسخخاس نظربر یاگرههشخخت یچهارضخخلع ورق هایالماناز  تحقیق نیادر . کندیها ثبت مدر سخخطح ترک ییجابجا دانیم

معادلات درون صفحه و کمانش  لیو تحل هیتجز یبرا افتهیالمان محدود توسعهمرتبه اول در چارچوب  یشکل برشرییتغ
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  .شده استاستفاده  ژهیو
 

 

 هسألم پیکربندی -۳-1

ستطیلی ورق برای المان معادلات تعادل      شند( می5شرح روابط )بارهای درون صفحه، به زیرهای م شان [45] با گر)ن

( )nlگرنشانو  دهنده محیط غیرموضعینشان( )l باشد(:می محیط پیوسته موضعی هندهدنشان 
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۱بردار نیروهای محوری منتجههای ( عامل5در روابط )  Nنیروهای برشی ، Qورق ، و گشتاورهای M بار زیر یک

بار  زیر مرکزی در این تحقیق، بار کمانشی نانوورق اورتوتروپ با ترک کهبا توجه به این صفحه، منظور شده است.درون

صفر باشد بار عمود بر سطح( مورد بررسی می2فشاری مطابق شکل ) 0q گردد. منظور می 
 

 
 محوریبارگذاری تک زیرورق اورتوتروپ دارای ترک مرکزی نانو( ۲شکل)

Figure (2) Orthotropic nanosheet with central crack under uniaxial loading 

 

                                                 
1 Resulting axial forces 
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 با در نظر گرفتنحال  0q  عملگر(  با اعمال 5رابطه ) ۱غیرموضعی، شکل انتگرال وزنی نظریه( براساس 4رابطه ) و 

 21   ،یابد:( تغییر می۶صورت رابطه )به 
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براسخخاس  4میدان جابجاییاز طرفی  باشخخند.گیری وزنی میدر انتگرال 3محیط مادی و  2تابع وزن ،(۶)که در روابط 

 شود:( تعریف می۷رابطه )صورت به، [45] 5شکل برشی مرتبه اولتغییرنظریه 

 ( , , ) ( , ) ,xU x y z u x y z x y 
 

 ( , , ) ( , ) , , ( , , ) ( , )yV x y z v x y z x y W x y z w x y  
            (۷) 

)های جابجایی نقطه مولفه Wو U،Vکه در آن  , , )x y z و  از ورقu ،v  وw ورق در جابجایی همان نقطه در میان

باشخخند و همچنینبر اسخخاس مختصخخات دکاریزن ورق می zو  x،yترتیب راسخختاهای به
y  وx  گر ترتیب بیانبه

نیز ( ۸جابجایی بر اساس رابطه ) -روابط کرنش همچنینهستند.  y،xی میانی حول محورهای ی چرخش صفحهزاویه

  :[45]گرددمطرح می
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1 Weighted integral  form 

2 Weight function  
3 Material domain 
4 Displacement field 
5 First order shear deformation theory (FSDT) 
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(، ۸، رابطه )۱کارمن -تغییرمکان براساس رابطه غیرخطی ون -روابط کرنش (، در۷با جایگذاری میدان جابجایی، رابطه )

 گردد:( حاصل می۹صورت روابط )برشی مرتبه اول، به نظریهروابط کرنش براساس 
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2تانسخخخور نیروهای محوری منتجهکه  N3، نیروهای برشخخخی  Q هاو ممان M های بر حسخخخب واحد طول المان

تغییرشکل برشی مرتبه  نظریه ( طبق۶های بدست آمده در رابطه )بار درون صفحه بر اساس کرنش زیردیفرانسیلی ورق 

 :[45] آیندبدست می( ۱۰شرح روابط )به اول
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صلاح برشضریب  s( ،۱۰در رابطه ) ستطیلی بدون ترکمی 4ا شد. که برای ورق م 5با

6
s   .ست هایمؤلفها

ijD  و

ijA [45] گردندمیمطرح ( ۱۱روابط )صورت بهکه  ،(۱۰روابط )در  5های طولی و خمشیترتیب سختیبه: 
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2 Resulting axial forces 
3 Shear forces 
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 3و  2، ۱ترتیب مدول الاستیسته، مدول برشی و نسبت پواسون در راستاهای به و  E، Gهای مؤلفه، (۱۱در روابط )

 طوابر طبق های ایزوتروپ، مشخصات مصالحنانوورق که در این تحقیق برایباشد. ورق مینانوضخامت  hدر مواد و 

به۱۱) 1صخخخور ت (  2 12 21 12 23 13, ,E E E G G G G          ند.می منظور عادلات از طرفی،  گرد م

  بدست آورد: (۱2) صورت روابطبه( ۱۰)جایگزینی روابط توان با یرا م، (۶) نانوورق براساس رابطه تعادل
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حاصل  هرابط ۱شکل ضعیف ،(۱2) هبطدر را مشتق بالایمرتبه  یدارا هایگرفتن انتگرال جزء به جزء از عبارت با حال

( ۱3) هرابط ، bو  aهای بجز عبارت (۱2) هرابط آخر رابطهسه انتگرال جزء به جزء گرفتن با  ،طور مثالگردد، بهمی

  حاصل گردید:
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) مؤلفه با منظور نمودن که 1,2,3)j j    ۱استاندارد سختیماتریس  ( ،۱3) هدر رابط ،ریتزبراساس روش 

)ورقنانو )SK گرددحاصل می (۱4صورت رابطه )به: 
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)نانوورق 2ماتریس سختی هندسی ترتیب،همین و به )GK گردد:( حاصل می5۱) هابطشکل ربه 

                                                 
1 Standard stiffness matrices 
2 Geometric stiffness matrices 
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   ۱هافتیالمان محدود توسعه  -3-2

شود و تنها درجات یافته از همان توابع شکل روش المان محدود استاندارد استفاده میتوسعهدر روش المان محدود      

(. یعنی با اضافه نمودن توابع خاص، درجات آزادی که 2سازیکند )غنیهای اطراف ترک افزایش پیدا میآزادی گره

ء کند. در روش اجزالمان اختصاص پیدا میهای آن اآید، به گرهواسطه ناپیوستگی در محل ترک درون المان بوجود میبه

استفاده  5و توابع تکینه 4)ترک( از تابع هویساید 3سازی برای مدل کردن ناپیوستگی قوییافته جهت غنیمحدود توسعه

اند از طریق تابع هویساید غنی های اطراف ترک که با مربع مشخص شده، گره(3)شکل  طبقعنوان مثال به ].43[شود می

 شوند.اند از طریق توابع تکینه غنی میی توپر مشخص شدهی اطراف نوک ترک که با دایرهگره هشتشوند و می

                                                 
1 Extended finite element method (XFEM) 
2 Enrichmen 

3 Strong discontinuity 

4 Heaviside function 

5 Singular functions 
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 .]43[ه شده با تابع هویساید و توابع تکینهای غنیگره( 3)شکل 

Figure (3) Enriched nodes with the Heaviside function and singular functions [43]. 

 

 

اید و ساز هویسشود. تابع غنیها انجام میها به گرهمنظور انتقال ناپیوستگی از درون المانسازی بهدر حقیقت عمل غنی

زاویه نسبت به راستای ترک در  θفاصله تا نوک ترک و  r ،(۱۷) رابطه در شود،( بیان می۷۱( و )۶۱تکینه طبق روابط )

 [:43] مختصات قطبی هستند دستگاه

H(x)={
برای گره های بالای ترک طبق شکل (3)        1+

 برای گره های پایین ترک طبق شکل (3)        1−
                                                                        ( ۶۱ )  

 مختصات نقطه مورد نظر است. x، (۱۶)در رابطه  
 

     1 2 3 4( , ) , , , sin , cos , sin sin , cos sin
2 2 2 2

B r B B B B r r r r
   

  
        

          
        

 (۱۷) 

 

  ۱یافتهسازی المان محدود توسعهگسسته -3-3

دار استفاده شده است. برای های ترکورق جهت مدل کردن کمانش نانوورق 2ایهای هشت گرهدر این پژوهش از المان

 .]44[( استفاده شده است ۱۸ها از رابطه )یابی این الماندرون
                                                 
1 Extended finite element method discretization 
2 8-noded elements 
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                                           (۱۸)   

)ضخامت المان نانوورق، tدر رابطه فوق،  , )
i
  مختصات طبیعی،  دستگاهدر  ۱توابع شکلn=8 ها در المان، تعداد گره

3
V بردار نرمال واحد و مختصات  دستگاهباشد. توابع شکل در عمود بر سطح نانوورق می 2مختصات طبیعی دستگاه

 :     ]45[آیند ( بدست می۱۹ای طبق رابطه )هشت گره طبیعی در یک المان

                                                                
1

(1 )(1 )(1 ) ( , 0,1, 1)
4

i i i i i i i                                                                (۱۹) 

ها اجزای محدود ورق چهارگرهی در حل عددی ورقیاب مربوط به بر اساس تجربه نویسندگان، استفاده از توابع درون

شود. یک راه پیشگیری از و در نتیجه خطای عمده محاسباتی می 4منجر به ایجاد پدیده قفل برشی 3با فرض نظریه میندلین

گرهی است که در مقاله حاضر از آن استفاده شده است؛ روش دیگر وقوع این پدیده، استفاده از اجزای محدود ورق هشت

به تفصیل شرح داده شده  ]2۱[یافته است که در مرجع گیری کاهشپیشگیری از وقوع قفل برشی، استفاده از روش انتگرال

 است.

 :]43[آید ( بدست می2۰یافته برای هر نقطه دلخواه طبق رابطه )میدان جابجایی کلی در روش اجزاء محدود توسعه  
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 نیهستند. همچن  zو  x،yی در راستا ییجابجا یهامؤلفه بیترتبه  wو  u،vدر رابطه فوق،    
fem

u ییجابجا دانیم 

enrichاجزاء محدود استاندارد و 
u ییجابجا دانیمت. شامل سطح ترک و اطراف نوک ترک اس یهاقسمت ییجابجا دانیم 

 :]43[ شودیم انی( ب2۱اجزاء محدود استاندارد طبق رابطه )
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1 Shape functions 
2 Natural coordinate system 
3 Mindlin Theory 
4 Shear locking 
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1در رابطه فوق،   
V 2و

V .بردارهای متعامد بردار نرمال واحد هستند
i

 و
i

 ترتیب درجات آزادی چرخشی نسبت به

های شامل سطح ترک و اطراف نوک ترک )هستند. میدان جابجایی قسمت yو  xبه راستای 
enrich

u ( طبق رابطه )22 )

  :]43[شود بیان می

enrich Heaviside Tip
 u u u                       (22)  

در رابطه فوق،   
Heaviside

u و
Tip

u ده توسط ششده توسط تابع هویساید و میدان جابجایی غنیترتیب میدان جابجایی غنیبه

 :]۱۹[آیند ( بدست می24( و )23توابع تکینه هستند که طبق روابط )
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  (24) 

شود،( محاسبه می۱۶رابطه ) تابع هویساید است که طبق H(x)(، 23در رابطه )   
i

x ی مختصات گرهiام وj

i
a ها درجات

j،2کننده نوک ترکتعداد توابع غنی m(، 24در رابطه )و هستند.  ۱ی اضافیکنندهآزادی غنی

i
bی کنندهها درجات آزادی غنی

هستند که در  5و چرخش 4، خارج از صفحه3کننده تکینه در حالت درون صفحهترتیب توابع غنیبه Rو  F ،Gاضافی و 

 :]۱۹[شوند ( بیان می2۷( تا )25مختصات قطبی طبق روابط ) دستگاه

      1 2 3 4( , ) sin , cos , sin sin , cos sin
2 2 2 2

, , ,F r F F F F r r r r
   

  
       

        
       

              (25) 
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                                        (2۶) 

      1 2 3 4( , ) sin , cos , sin sin , cos sin
2 2 2 2

, , ,R r R R R R r r r r
   

  
       

        
       

   (2۷)  

                                                 
1 Additional enrichment degrees of freedom 
2 Crack tip functions 
3 In plane    
4 Out of plane 
5 Rotational 
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کننده درجات ( و بردار غنیhکننده درجات آزادی با تابع هویساید )(، بردار غنیdای استاندارد )های گرهبردار جابجایی   

 :]۱۹[شوند ( تعریف می3۰( تا )2۸ترتیب طبق روابط )( بهtآزادی با توابع تکینه )

 , , , ,
T

u v w  d     (2۸)                                    

 , , , ,
T

u v w
a a a a a

 
h  (2۹)  

 , , , ,
T

u v w
b b b b b

 
t      (۳۰) 

  :]۱۹[شود ( بیان می3۱ای کلی طبق رابطه )بردار جابجایی گره   

 

 1 2 3 4

T
D d h t t t t  (3۱) 

 

و اعمال شرایط مرزی، جهت  ،(۱۹( تا )۱۸روابط ) یابیبا گسسته کردن درجات آزادی با استفاده از توابع شکل درون    

 صورتشود. معادله مقدار ویژه نانوورق بهبحرانی کمانش نانوورق از معادلات مقدار ویژه استفاده میبدست آوردن بار

 :]۱۹[شود ( بیان می32رابطه )

 

  S G K K D 0λ  (۳۲) 

باربحرانی کمانش را مشخص  crترتیب مقدار ویژه و بردار ویژه هستند و کوچکترین مقداربه Dو(،32در رابطه )   

( 33)ورق طبق رابطه نانو (crk) ۱(، ضریب کمانشcrکند. پس از بدست آوردن کوچکترین باربحرانی کمانش )می

  :آیدبدست می
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نوشته  افتهیرشکلییجسم تغ یبوده، معادلات تعادل رو 2ژهیها از نوع حل مسأله وسازه یکمانش لیتحل م،یدانیچنان که م

 یمرز طیشرا ،یرونی. از ادیآیدست مبه یو مود کمانش یبار کمانش بیترتکه به ژهیو یو بردارها ریشده، با حل آن مقاد

دار رکت یهاورق یکمانش ی. قابل توجه است که مودهااندکسانیق بر ور یاعمال یکشش ای یفشار بارمربوط به ترک در 

 است.   یاز نوع کمانش موضع یبار کشش ریو ز یاغلب از نوع کمانش کل یبار فشار ریز

 

                                                 
1 Buckling coefficient 
2 Eigen Problem 
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 ۱سنجیو صحت همگرایی -4

-ترک اورتوتروپ هاینانوورق یبخش برنامه متلب براتیرضا ییدهنده همگرا( نشان4) هایشکلدر مطالعه حاضر،      

ر مورد استفاده د یمدل محاسبات نانیاطم تیدقت و قابل نهمچنی و بوده های مختلف بارگذاریحالت تاثیر تحت دار

 و  W=L=17nmابعاد برای نانوورق با ت،یحساس لیتحل هایافتهیاساس بر نی. بنابراکندیم دییرا تا ل،یتحل

h=0.34nm ، دیردگ انتخاب حاضر قیتحق در لیو تحل هیتجزجهت  نانومتر 3/۱ باًتقری هابا ابعاد المان ۱3×۱3تعداد مش.  
 

 
)ب(                                                                                      )الف(                                       

 
 )پ(

 یمحورتک گذاریبار زیراورتوتروپ  ،)الف( یمحوردو گذاریبار زیردار اورتوتروپ ترکهای نانوورق تحلیل حساسیت یبررس( 4شکل )
 ک )پ(.به تر عمود یمحورتکبار  زیراورتوتروپ  ،)ب( ی ترکمواز

                                                 
1 Convergence and verification 
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Figure (4) Sensitivity analysis of cracked orthotropic nanosheets under biaxial loading (a), orthotropic under 

uniaxial loading parallel to the crack (b), orthotropic under uniaxial loading perpendicular to the crack (c). 

 

 سنجیحتص دیی. تأمورد بررسی قرار گرفتمعتبر راجع م یآمده از مطالعه حاضر با برخدستبه جینتا، سنجیصحت جهت

 شود.یانجام مار دترک هایورق یترک و برابدون  وپ و اورتوتروپایزوتر هایورق، نانوهاورق شاملمرحله چهار در 

ضخامت  ،(a)طول ترک ، (µ)کوچک  اسیا مقی وضعیرمیغ عاملعبارتند از:  (2شکل )طبق ها ی نانوورقهامؤلفهکه 

و  (L/W) ۱ی، نسبت ابعاد)a/W (ترک نسبی ، طول(W/h)، نسبت عرض به ضخامت(W,L)ی، ابعاد جانب(h)نانوورق

و  هیلاگرافن تکورقنانومشخصات  ،(2) و (۱)ول اجد درهمچنین  نظر گرفته شده است،مختلف نیز در  2یمرز طیشرا

  .اندتحقیق مطرح شدهاین در  توتروپورا هایورقنانو
 

لایه( مشخصات نانوورق گرافن تک۱جدول )  

Table (1) Specifications of single-layer graphene 

nanosheets 

پواسون نسبت مدول الاستیسیته   

0.73 GP 0.3  

 
  

 [24] توتروپورا( مشخصات نانوورق 2جدول )

Table (2) Specifications of orthotropic nanosheets [24] 

1E E2  12ν 21ν 12G 12G 13G 13G 

1.02 GPa 0.1*E1  0.3 12ν0.1* 20.6*E 0.6*E2 0.5*E2 23G 

 

گیرد، قرار می سنجی مورد بحث و بررسیتعدادی مثال عددی متنوع تحقیق حاضر با مراجع معتبر جهت صحتدر نهایت 

های متعددی تحلیل [۱۱] نویسندگان در مطالعات پیشینپذیرد، سنجی در چند مرحله صورت میبرای این موضوع، صحت

 اساسبرنهایت  درو  .اندجام رساندهدار به انهای ایزوتروپ ترکدود نانوورقهای اجزای محرا برای اثبات اعتبار مدل

 طرف مفصلیگاهی چهاربدون ترک با شرایط تکیه اورتوتروپ مربعی هایورقبرای نانو، نتایج تحقیق حاضر (3) جدول

مورد بررسی قرار گرفت، نتایج حاصل این مختلف  (W/h)های نسبت عرض به ضخامت، با یمحوربارگذاری دو زیرو 

)ابعاد کوچک عاملبا ( 2با مشخصات جدول ) تحقیق )  براساس روش  [4۶]مختلف، با نتایج حاصل از تحقیق صبحی

و  اداریو نتایج حاصل از ک 5م اصلاحیمرتبه سو برشی نظریهبراساس  [4۷] 4نتایج حاصل از پرادهان ،۳حل مثلثاتی

                                                 
1 Aspect ratio 
2 Boundary conditions (B.C.) 
3 Trigonometric solution 
4 Pradhan 
5 Refined third shear deformation theory solutions 
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( مشخص گردید نتایج دارای درصد 3) گردید و براساس جدولهیپربولیک جدید کنترل  نظریهبراساس  [24]همکاران 

 باشند. اختلاف قابل قبولی می

 محوریبار فشاری دو زیربدون ترک  ی کمانش نانوورق مربعی اورتوتروپ( صحت سنجی باربحران3جدول )

Table (3) Verification of critical buckling load of orthotropic square nanosheet without cracks under biaxial 

compressive load 

µ 

)2(nm 
 هینظر

 ضریب کمانش

W/h=5 W/h=10 W/h=20 W/h=30 

۰۰ /۰ 

  ۶/ ۸۴۰۰ ۶/ ۶۶۳۰ ۵/ ۸۵۵۹ ۴/ ۰۱۱۶ .[۴۶]روش حل مثلثاتی

  ۶/ ۸۳۹۸ ۶/ ۶۶۲۵ ۵/ ۸۵۴۰ ۴/ ۰۰۵۵ .[4۷]ی اصلاح مرتبه سوم یبرش هینظر

  ۶/ ۸۴۱۳ ۶/ ۶۶۵۷ ۵/ ۸۶۴۷ ۴/ ۰۳۱۹ .[24]هیپربولیک جدید هینظر

  ۶/ ۸۳۹۸ ۶/ ۶۶۲۴ ۵/ ۸۵۱۷ ۳/ ۹۸۹۵ تحقیق حاضر

  %۰../  %۰/ ۰۰ %/. ۰۴ %/. ۰۴ .[4۷]درصد اختلاف با مرجع 

۱ 

  ۵/ ۷۴۹۲ ۴/ ۶۶۹۶ ۲/ ۱۶۲۸ ۰/ ۵۱۲۳ .[۴۶]روش حل مثلثاتی

  ۵/ ۷۴۹۱ ۴/ ۶۶۹۳ ۲/ ۱۶۲۱ ۰/ ۵۱۱۶ .[4۷]ی اصلاح مرتبه سوم یبرش هینظر

  ۵/ ۷۵۰۳ ۴/ ۶۷۱۵ ۲/ ۱۶۶۱ /. ۵۱۴۹ .[24]هیپربولیک جدید هینظر

  ۵/ ۷۳۹۱ ۴/ ۶۵۳۰ ۲/ ۱۴۴۳ ۰/ ۵۰۱۰ تحقیق حاضر

  %۰/ ۱۷ %۰/ ۳۵ %۰/ ۸۳ %۲/ ۱۲ .[4۷]درصد اختلاف با مرجع 

۲ 

  ۴/ ۹۵۸۵ ۳/ ۵۹۴۳ ۱/ ۳۲۶۳ ۰/ ۲۷۳۶ .[۴۶]روش حل مثلثاتی

  ۴/ ۹۵۸۳ ۳/ ۵۹۴۰ ۱/ ۳۲۵۹ ۰/ ۲۷۳۲ .[4۷]ی اصلاح مرتبه سوم یبرش هینظر

  ۴/ ۹۵۹۴ ۳/ ۵۹۵۷ ۱/ ۳۲۸۳ ۰/ ۲۷۵۰ .[24]هیپربولیک جدید هینظر

  ۴/ ۹۴۲۸ ۳/ ۵۷۴۴ ۱/ ۳۱۲۴ ۰/ ۲۶۶۹ تحقیق حاضر

  %۰/ ۳۱ %۰/ ۵۵ %۱/ ۰۳ %۲/ ۳۶ .[4۷]درصد اختلاف با مرجع 

۳ 

  ۴/ ۳۵۹۰ ۲/ ۹۲۱۵ ۰/ ۹۵۶۴ ۰/ ۱۸۶۷ .[۴۶]روش حل مثلثاتی

  ۴/ ۳۵۸۸ ۲/ ۹۲۱۳ ۰/ ۹۵۶۱ ۰/ ۱۸۶۴ .[4۷]ی اصلاح مرتبه سوم یبرش هینظر

  ۴/ ۳۵۹۷ ۲/ ۹۲۲۷ ۰/ ۹۵۷۹ ۰/ ۱۸۷۶ .[24]هیپربولیک جدید هینظر

  ۰/ ۳۴۰۶ ۲/ ۹۰۱۸ ۰/ ۹۴۵۶ ۰/ ۱۸۱۹ تحقیق حاضر

  %۰/ ۴۲ %۰/ ۶۷ %۱/ ۱۱ %۲/ ۴۷ .[4۷]درصد اختلاف با مرجع 

۴ 

  ۳/ ۸۸۸۸ ۲/ ۴۶۰۹ ۰/ ۷۴۷۹ ۰/ ۱۴۱۷ .[۴۶]روش حل مثلثاتی

  ۳/ ۸۸۸۷ ۲/ ۴۶۰۷ ۰/ ۷۴۷۶ ۰/ ۱۴۱۴ .[4۷]ی اصلاح مرتبه سوم یبرش هینظر

  ۳/ ۸۸۹۵ ۲/ ۴۶۰۷ ۰/ ۷۴۹۰ ۰/ ۱۴۲۴ .[24]هیپربولیک جدید هینظر

  ۳/ ۸۶۹۱ ۲/ ۴۴۲۱ ۰/ ۷۳۹۰ ۰/ ۱۳۸۰ تحقیق حاضر

  %۰/ ۵۱ %۰/ ۷۶ %۱/ ۱۶ %۲/ ۴۶ .[4۷]درصد اختلاف با مرجع 

 

مرحله برای ورق همگن بدون ترک، نانوورق ایزوتروپ و  چهارسنجی برنامه در طور که مشاهده گردید صحتهمان

رنامه توان از نتایج بپس می ه،صورت پذیرفتدار با مراجع معتبر علمی بدون ترک و برای ورق همگن ترک اورتوتروپ

  استفاده نمود.  نیز دارترک اورتوتروپهای ورقبرای بدست آوردن بار بحرانی کمانش نانو
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 بحث و بررسی-5    

بر  دتأکی منظوربهگیرند. مورد ارزیابی قرار میدر این بخش  ،محوریدو و بار تک زیردار های ترکنانوورق کمانش      

 فیتعر( 34رابطه ) صورتبه ،بعدیب مؤلفه کیعنوان به[ 4۹, 4۸] ۱ینسبت بار کمانش عاملحاضر،  جینتا یاعتبارسنج

  :شودیم

نسبت بار کمانشی =
بار کمانشی غیرموضعی

بار کمانشی موضعی
(34                                                                             )  

 

ورق به ضریب کمانش ورق همگن با همان مشخصات ضریب کمانش نانودهنده نسبت نشان (34رابطه )که یطوربه

  محاسبه شده است.قبلا  ،(33رابطه ) براساسیب مذکور اابعادی است که ضر

 

 محوریبارگذاری تک زیردار ترکاورتوتروپ های نانوورق  -5-۱

( در 2محوری یکنواخت طبق شکل )بارهای فشاری تک زیردار، های اورتوتروپ ترکورقکمانش غیرموضعی نانو     

 ((W/hو نسبت عرض به ضخامت   (µ)مقیاس کوچک عامل(، اثر 5در شکل )این بخش مورد بحث قرار گرفته است. 

محوری بررسی شده بارگذاری تک زیردار با تکیه گاه مفصلی مربعی ترک اورتوتروپ هاینانوورق یسبت بار کمانشبر ن

یر حال، تأثورق تاثیر قابل توجهی بر شدت اثر غیرموضعی ندارد. با ایندهد که ضخامت نانو( نشان می5)است. شکل 

ت مورد که در حالطوریتر کمی بیشتر است. بههای ضخیمبرای نانوورق یغیرموضعی بر کاهش نسبت بار کمانشعامل 

 یابد. درصد کاهش می ۷ حدود ییابد، نسبت بار کمانشبرابر افزایش می 5که ضخامت حدود ، هنگامی21.5nm =μمطالعه 

                                                 
1 Buckling load ratio 
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 یاورتوتروپ مربع یهاورقنانو نسبت بار کمانشیبر  ((W/hسبت عرض به ضخامت و ن  (µ)مقیاس کوچکعامل  ریتاث یبررس (5شکل )

 .یمحورتک یبارگذار زیردار ترک

Figure (5) Investigation of the effect of the small-scale parameter (µ) and the width-to-thickness ratio (W/h) on the 

buckling load ratio of cracked square orthotropic nanosheets under uniaxial loading. 

 

 

دار ترک هایبر نسبت بار کمانشی نانوورق (a/W)و نسبت طول ترک   (µ)مقیاس کوچک عامل(، تأثیر ۶در شکل)     

دهد ( نشان می۶)محوری مورد مطالعه قرار گرفته است. شکل بارگذاری تکزیر های مفصلی گاهبا تکیه اورتوتروپمربعی 

طور که نشان داده گردد. هماندار و بدون ترک میهای ترکنانوورق یبار کمانشنسبت که اثر غیرموضعی سبب کاهش 

این، بر وهیابد. علاغیرموضعی کاهش می عاملبا  یبا نرخ تقریبا ثابت ی، نسبت بار کمانش(a/W)شده است، در تمام موارد 

اثر  ،1.5nm μ=2ط شرای برای نانوورق با عنوان مثالکند. به، اثر غیرموضعی را تشدید میهاورقافزایش طول ترک در نانو

شود. به این می یبار کمانشدر نسبت  ۶/۰و  ۰های طول ترک نسبتترتیب برای به ٪2۶و  ٪22غیرموضعی باعث کاهش 

  کند.برابر می ۱۸/۱تاثیر غیرموضعی را در مقایسه با حالت بدون ترک حدود  ،۶/۰نسبت معنی است که ترک با 
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 یبارگذار زیردار ترک یاورتوتروپ مربع یهاورقنانو نسیت بار کمانشیبر  (a/W) مؤلفه و  (µ)مقیاس کوچک عامل ریتاث یبررس (۶شکل )

 .یمحورتک

Figure (6) Investigation of the effect of the small-scale parameter (µ) and the component (a/W) on the buckling load 

ratio of cracked square orthotropic nanosheets under uniaxial loading. 

 

محوری یکنواخت جهت فشار تک زیرمختلف جانبی دار با ابعاد مربعی ترک ورتوتروپهای ا( نانوورق۷در شکل )      

ها با نانوورق دهد که برایبررسی تأثیر ابعاد جانبی نانوورق بر ضریب کمانشی مورد تحلیل قرار گرفتند. نتایج نشان می

ال، نانوورق عنوان مثرود. بهتدریج از بین میشوند و اثر غیرموضعی بهابعاد بزرگ، نتایج غیرموضعی و موضعی نزدیک می

که ابعاد است در صورتی 52/۰ یدارای نسبت بار کمانش ،21.5nm =μ، و W = L = 10nm ،h = 0.34nm شرایط با

های ورقبر این، ضریب کمانش نانورود. علاوهشود، تأثیر اثر غیرموضعی تقریباً از بین میداده جانبی شش برابر افزایش 

 د.نارد هاورقجانبی نانو غیرموضعی، حساسیت بیشتری نسبت به تغییر ابعاد عاملبا ابعاد کوچک و مقادیر زیاد 
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اورتوتروپ  یهاورقبعد کمانش نانویب یبار بحران یروبر یورق مربعنانوابعاد  شیافزا و  (µ)مقیاس کوچک عامل ریتاث یبررس (۷شکل )

 .ریمحوتک یبارگذار زیردار ترک

Figure (7) Investigating the effect of the small-scale parameter (µ) and increasing the dimensions of the square 

nanosheet on the dimensionless critical buckling load of cracked orthotropic nanosheets under uniaxial loading. 

 

حوری مفشار تک زیردار ترک اورتوتروپ هاینانوورق یمقیاس کوچک را بر نسبت بار کمانش عاملتأثیر  ،(۸شکل )     

دهد. پنج شرط مرزی در نظر گرفته شده است. برای اختصار، از یک نماد چهار گاهی مختلف را نشان میبرای شرایط تکیه

دهنده شرایط مفصلی و گیردار ترتیب نشانبه Cو  Sکه حروف طوریشود، بهحرفی برای تعریف شرایط مرزی استفاده می

، گفتشپیمطابق شکل همچنین گیرد. تحت تأثیر شرایط مرزی قرار می ،دهد که اثر غیرموضعینشان می (۸) هستند. شکل

ق ریابد. برای نانوودار افزایش میهای ترکهای نانوورق، اثر غیرموضعی با مقید کردن لبهیمحوردر حالت بارگذاری تک

ترتیب به CCCCو  SSSSناشی از اثر غیرموضعی برای شرایط مرزی  یکاهش نسبت بار کمانش ،21.5nm =μبا شرایط 

  است. %4۸و  25%
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 زیردار ترک یمربع پاورتوترو یهاورقنونا نسبت بار کمانشیبر  یگاههیتک طیشرا و  (µ)مقیاس کوچک عامل ریتاث یبررس (۸شکل )

 .یحورمتک یبارگذار

Figure (8) Investigation of the effect of the small-scale parameter (µ) and support conditions on the buckling load 

ratio of cracked square orthotropic nanosheets under uniaxial loading. 

 

بر  یادیز ریکوچک مختلف، تاث اسیمق یهاعاملبا  اورتوتروپ هایکه وجود ترک در نانوورق دهدی( نشان م۹شکل )

 ندارد. ینسبت بار کمانش
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 یبارگذار زیردار ترک یاورتوتروپ مربع یهاورقنانو نسبت بار کمانشیبر   (a/W) مؤلفه و  (µ)مقیاس کوچک عامل ریتاث یبررس (۹شکل )

 .یمحورتک

Figure (9) Investigation of the effect of the small-scale parameter (µ) and the component (a/W) on the buckling load 

ratio of cracked square orthotropic nanosheets under uniaxial loading. 

 

ار ترک، بر نسبت ب راستایمحوری، موازی و عمود بر مقایسه بین اثرات غیرموضعی برای دو حالت بارگذاری تک     

شود، نسبت بار طور که مشاهده می( نشان داده شده است. همان۱۰در شکل) اورتوتروپهای مربعی نانوورق یکمانش

ر این، برای بیابد. علاوهیابد، به این معنی که اثر غیرموضعی افزایش میمقیاس کوچک، کاهش میعامل با افزایش  یکمانش

بیشتر  ٪4ترک وارد شود  راستای صورتی که بار عمود برکاهش نسبت بار کمانشی در  ،21.5nm =μبا شرایط  هانانوورق

 باشد.ترک راستای موازی  گذاریاز زمانی است که بار

 

 
اورتوتروپ  یهاورقنانو یکمانش نسبت بارترک بر راستای با  یعمود و مواز یبارگذار و  (µ)مقیاس کوچک عامل ریتاث یبررس (۱۰شکل )

 .دارترک یمربع

Figure (10) Investigation of the effect of the small-scale parameter (µ) and loading perpendicular and parallel to the 

crack direction on the buckling load ratio of cracked square orthotropic nanosheets. 

 

محوری موازی و دار برای دو حالت بارگذاری تکمربعی ترک اورتوتروپ هایورقنانو جانبی اثر ابعاد ،(۱۱در شکل)   

قریباً ت ، ضریب کمانش با نرخهاورقنانو جانبی که با افزایش ابعادراستای ترک مقایسه گردید و مشاهده شد عمود بر 

مربوطه ضرایب  از بیشتر ،ترک با راستاییابد، علاوه بر این، ضرایب کمانش مربوط به بارگذاری موازی مشابهی افزایش می

  ترک است. راستای برای حالت بارگذاری عمود بر
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پ اورتوترو یمربع یهاورقبعد کمانش نانویب یبار بحران یروترک بر یمواز وعمود  یورق و بارگذارنانوابعاد  ریتاث یبررس (۱۱شکل )

 .دارترک

Figure (11) Investigating the effect of nanosheet dimensions and loading perpendicular and parallel to the crack on 

the dimensionless critical buckling load of cracked orthotropic square nanosheets. 
 

های قنانوور یکمانشضریب بر ، محوریو راستای بارگذاری تک ورقنانو ابعادینسبت  ریتاثدهنده ( نشان۱2شکل)     

)2 دار با شرایطترک اورتوتروپ مربعی 17 , 8.5 , 0.34, 1 )W nm a nm h nm   توان ( می۱2از شکل ). باشدمی

 با افزایش، عمود بر راستای ترک و بارگذاری موازی بر راستای ترک محورینتیجه گرفت که در حالت بارگذاری تک

 . یابدکاهش می در دو حالت با نرخ ثابتی ، ضریب کمانشیهاابعادی نانوورقنسبت 
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-ورقبعد کمانش نانویب یبار بحران یترک بررو یمواز وعمود  یو بارگذار   (L/W)ورقنانونسبت طول به عرض  عاملبررسی  (۱2شکل )

 .داراورتوتروپ ترک یها

Figure (12) Investigation of the factor of length to width ratio of nanosheet (L/W) and loading perpendicular and 

parallel to the crack on the dimensionless critical buckling load of cracked orthotropic nanosheets. 

 

طرف ارهگاهی چبا شرایط تکیه اورتوتروپهای مربعی بارگذاری بر ضریب کمانش نانوورق راستای( اثر ۱3در شکل )     

رای دار بهای ترکگردد، رفتار کمانشی نانوورقطور که مشاهده میمفصلی مورد بررسی قرار گرفت. بر این اساس، همان

ترک متفاوت است. تفاوت بین ضرایب کمانش دو حالت مورد مطالعه با  راستایدو حالت بارگذاری موازی و عمود بر 

ریب ، ضترک، با افزایش طول ترک راستایحالت بارگذاری عمود بر  طوری که دریابد، بهافزایش طول ترک کاهش می

 یابد. که در حالت دیگر، ضریب کمانش کاهش مییابد در حالیکمانش افزایش می

 

 
 یاورتوتروپ مربع یهاقوربعد کمانش نانویب یبار بحران یروترک بربا  یمواز وعمود  یو بارگذار (a/W) عامل ریتاث یبررس (۱3شکل )

  .دارترک

Figure (13) Investigation of the effect of the factor (a/W) and loading perpendicular and parallel to the crack on the 

dimensionless critical buckling load of cracked square orthotropic nanosheets. 

 

 و ایزوتروپ اورتوتروپ هایورقنانو درمحوری، و دو مقایسه بین اثرات غیرموضعی برای دو حالت بارگذاری تک      

ورق نانوشود، برای هر دو طور که مشاهده می( نشان داده شده است. همان۱4در شکل) یدار بر نسبت بار کمانشترک

ابد. یکاهش می کسانی بیبا ش ی، نسبت بار کمانشمقیاس کوچک عاملبا افزایش  ،دارترک و ایزوتروپ اورتوتروپ

کاهش نسبت بار کمانشی  ،21.5nm =μدار با شرایط ترک و ایزوتروپ اورتوتروپهای بر این، برای نانوورقعلاوه

     باشد.دار میترک ورق ایزوتروپنانوبیشتر از  ٪۸ اورتوتروپ نانوورق
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 زوتروپیاورتوتروپ و ا یهاقورنانو نسبت بار کمانشیبر  یمحورتک و دو یبارگذار و  (µ)مقیاس کوچک عامل ریتاث یبررس (۱4شکل )

 .دارترک یمربع

Figure (14) Investigation of the effect of small-scale parameter (µ) and uniaxial and biaxial loading on the buckling 

load ratio of orthotropic and isotropic square cracked nanosheets 
 

 حوریمبارگذاری دو زیردار ترکاورتوتروپ های نانوورق  -5-2

در این بخش مورد  ،محوری یکنواختبارهای فشاری دو زیردار، ترک اورتوتروپهای ورقکمانش غیرموضعی نانو     

ق ابعادی مختلف نانوور هایبرای نسبت یمقیاس کوچک بر نسبت بار کمانش عاملتأثیر  بحث قرار گرفته است.

گردد، نسبت طور که مشاهده میداده شده است. همان( نشان ۱5در شکل )بارگذاری دو محوری  زیردار ترک اورتوتروپ

نانوورق  یعبارت دیگر، اثر غیرموضعی با افزایش نسبت ابعادیابد. بهمیافزایش  ،یبار کمانشی با افزایش نسبت ابعاد

 باعث کاهش اثر غیرموضعی ،WL/  =1.8به  WL/ 1 =افزایش نسبت ابعادی از  ،21.5nm =μیابد. در شرایط کاهش می

   گردد.درصد می ۱2حدود 

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5

ی
ش

مان
ر ک

 با
ت

سب
ن

عامل مقیاس کوچک

ی نانوورق اورتوتروپ بارگذاری تک محور

نانوورق اورتوتروپ بارگذاری دو محوری

نانوورق ایزوتروپ بارگذاری تک محوری

نانوورق ایزوتروپ بارگذاری دو محوری 

A
C
C
E
P
T
E
D
 M

A
N

U
S
C
R
IP

T



 

 

 
 اورتوتروپ یهاورقنانو نسبت بار کمانشیبر    (L/W)نسبت طول به عرض ورق  و  (µ)مقیاس کوچک عامل ریتاث یبررس (۱5شکل )

  .یمحوردو یبارگذار زیردار ترک

Figure (15) Investigation of the effect of the small-scale parameter (µ) and the aspect ratio of the nanosheet (L/W) 

on the buckling load ratio of cracked orthotropic nanosheets under biaxial loading. 

 

دار تاثیر دارد. ترک اورتوتروپهای ورقشود، ضخامت بر ضریب کمانش نانو( مشاهده می۱۶طور که در شکل )همان      

های مختلف دارای های با ضخامتیابد. نانوورقبا افزایش ضخامت، ضریب کمانش کاهش میدار، های ترکبرای نانوورق

 باشند. می ۱/۰حداقل ضریب کمانش در شرایط ترک با نسبت 
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 یاورتوتروپ مربع یهاورقبعد کمانش نانویب یبار بحران یروبر (W/h) و نسبت عرض به ضخامت (a/W) مؤلفه ریتاث یبررس (۱۶شکل )

 یمحوردو یبارگذار زیردار ترک

Figure (16) Investigation of the effect of the component (a/W) and the width-to-thickness ratio (W/h) on the 

dimensionless critical buckling load of cracked square orthotropic nanosheets under biaxial loading. 

 

با  دارترک یاورتوتروپ مربع ورقنانو یکمانشبر ضریب  (a/W)طول ترک  نسبت ( به بررسی تاثیر۱۷در شکل )    

)2 با شرایط گاهی چهارطرف مفصلیشرایط تکیه 17 , 1 )W L nm nm   پرداخته شد و  بارگذاری دو محوری زیر

 وتروپاورتضریب کمانشی نانوورق مربعی ، هانانوورق مختلف هایدر ابعادطول ترک نسبت مشخص گردید با افزایش 

   یابد.با نرخ ثابتی افزایش می

  

 
 زیردار اورتوتروپ ترک یهاورقبعد کمانش نانویب یبار بحران یروبر یابعاد ورق مربع شیو افزا (a/W) مؤلفه ریتاث یبررس (۱۷شکل )

 .یمحوردو یبارگذار

Figure (17) Investigating the effect of the (a/W) component and increasing the dimensions of the square sheet on the 

dimensionless critical buckling load of cracked orthotropic nanosheets under biaxial loading. 

 

ه محوری پرداختار دوفش زیراورتوتروپ  هایورق( به بررسی اثر شرایط مرزی بر ضریب کمانش نانو۱۸در شکل )      

های شود، ضریب کمانش با مقید کردن لبهدار مشاهده میهای ترک( برای نانوورق۱۸طور که در شکل )شده است. همان

 یابد.کاهش می وضعیعبارت دیگر، اثر غیرمیابد. بهها افزایش مینانوورق
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 زیردار ترک یاورتوتروپ مربع یهاورقبعد کمانش نانویب یبار بحران یبررو یگاههیتک طیو شرا  (a/W)مؤلفه  ریتاث یبررس (۱۸شکل )

 .یمحوردو یبارگذار

Figure (18) Investigation of the effect of the component (a/W) and support conditions on the dimensionless critical 

buckling load of cracked square orthotropic nanosheets under biaxial loading. 
 

های مختلف ابعادی ورق ترسیم شده است. ابعاد کوچک برحسب نسبت عامل( ضریب کمانش نانوورق با ۱۹در شکل )

بت ابعادی ها با نسی تأثیرگذار بر رفتار کمانش است. که برای نانوورقعاملها با توجه به این نمودار، نسبت ابعاد نانوورق

کند. کمترین و بیشترین مقدار ضریب کمانش توجهی میتغییر قابل ،مؤلفه، ضریب کمانش با تغییر این 4/۱کوچکتر از 

های ابعادی، ضریب کمانش نانوورق (، برای همه نسبت۱۹است. از شکل ) و یک 4/۰های ابعادی نسبتترتیب متعلق به به

  یابد.مقیاس کوچک، کاهش می عاملبا افزایش 
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 یهابعد کمانش نانوورقیب یبار بحران یروبر  (L/W) ورقابعادی نانونسبت  و  (µ)مقیاس کوچک عامل ریتاث یبررس (۱۹شکل )

 .یمحوردو یاررگذبا زیردار اورتوتروپ ترک

Figure (19) Investigation of the effect of the small-scale parameter (µ) and the aspect ratio of the nanosheet (L/W) 

on the dimensionless critical buckling load of cracked orthotropic nanosheets under biaxial loading. 

 

 های مختلفبا نسبت اورتوتروپهای را بر ضریب کمانش نانوورق (a/W)طول ترک به عرض ورق ( اثر 2۰) شکل      

های درصد متعلق به نانوورق ۱2دهد. که حداکثر تغییر در ضریب کمانش ناشی از تغییر طول ترک حدود نشان می  ابعادی را

-یابد. در نانوورقتدریج کاهش میاز یک، اثر طول ترک به هاورقنانو یاست. با افزایش نسبت ابعاد  یک یبا نسبت ابعاد

، حساسیت ضریب کمانش به افزایش طول ترک ناچیز 2/۰ترک حدود، تا نسبت طول 3/۱های با نسبت ابعادی بیشتر از 

 است. پس از آن اثر بیشتری دارد. 
 

 
 زیردار اورتوتروپ ترک یهاورقبعد کمانش نانویب یبار بحران یروبر  (L/W)و نسبت طول به عرض (a/W) مؤلفه ریتاث یبررس (2۰شکل )

 .یمحوردو یبارگذار

Figure (20) Investigation of the effect of the component (a/W) and the aspect ratio of the nanosheet (L/W) on the 

dimensionless critical buckling load of cracked orthotropic nanosheets under biaxial loading 
 

 پیشنهاد برای تحقیقات آینده  -۶

آزمایی مربوط و نیز بررسی تأثیر متغیرهای دار به همراه راستیهای ترککمانش نانوورق ای برای تحلیلمقاله حاضر پایه

مختلف ورق و اثر اندازه را ارائه نموده است. روشن است که تأثیر متغیرهای مربوط به میزان اورتوتروپ بودن مصالح 

 آن بپردازند. ورق جزو مباحث مهمی است که نویسندگان در نظر دارند در تحقیقات بعدی به 
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 یریگجهینت -۷

اری فش گذاریبار زیردار ترک های اورتوتروپ، اثر مقیاس کوچک بر رفتار پایداری کمانش نانوورقاین تحقیقدر    

ا موضعی برای ضریب کمانشی و نسبت بار کمانشی بهای غیرمکانیک پیوسته غیرموضعی بررسی گردید. راه حل روشبه

، طول ترک (µ)مقیاس کوچک  عاملهای مورد مطالعه عبارتند از: مؤلفهیافته انجام پذیرفت. روش المان محدود توسعه

(a)ورق ، ضخامت نانو(h)( ابعاد جانبی ،L ،(Wی، و نسبت ابعاد ((L/W .ها در شرایط مرزی متفاوتی برای نانوورق

روپ های اورتوتو نسبت بار کمانشی نانوورق یروی ضریب کمانشنظر گرفته شد. نتایج حاصل از پژوهش حاضر بر

  عبارتند از: یمحوربار فشاری تک و دو زیردارای ترک مرکزی 

 داراورتوتروپ ترک یهانانوورق یکوچک، باعث  کاهش نسبت بار کمانش اسیاثر مق ق،یتحق نیا هایافتهیبر اساس - ۱

 یرموضعیغ ریتاث کهطوری. بهکندیم دیرا تشد یرموضعیطول آن اثر غ شی. اما وجود ترک و افزاگرددمی ترک بدون و

 یبار فشار زیرو  یچهارطرف مفصل گاهیهیتک طیبا شرا یمربع روپاورتوت یهادر نانوورق ۶/۰ یترک با نسبت ابعاد کی

 .گرددیبرابر م ۱۸/۱ حدود ترک، بدون نانوورق حالتبه نسبت ،یمحورتک

 یاورتوتروپ با نسبت ابعاد یهادرصد متعلق به نانوورق ۱2طول ترک حدود  رییتغ لیدلکمانش به بیضر رییحداکثر تغ-2

 .ابدییکاهش م جیتدرکوچک به اسیاثر مق ک،ی از داراورتوتروپ ترک یهانانوورق ینسبت ابعاد شیاست. با افزا کی

-نانوورق یبرا موضعیریغ عامل ریحال، تأثنیندارد. با ا موضعیریبر شدت اثر غ یتوجهقابل رتاثی هاورقضخامت نانو -3

 .است شتریب یکم ترمیضخ یها

 یابعاد جانب یکه وقتیطور. بهرودیم نیاز ب جیتدربه یرموضعیاورتوتروپ، اثر غ هاینانوورق یابعاد جانب شیبا افزا -4

 .رودیم نیاز ب باًیتقر یرموضعیاثر غ ریتأث ابد،ییم شیحدود شش برابر افزا

 باً یترک تقر بر راستای یعمود و مواز محوریتک فشار زیر داراورتوتروپ ترک هاینانوورق یبرا یرموضعیاثرات غ -5

 .است متفاوت هاآن یاست، اگرچه رفتار کمانش کسانی

نسبت بار کمانشی کاهش  ،21.5nm =μدار با شرایط و ایزوتروپ ترک اورتوتروپهای مشاهده گردید که برای نانوورق -۶

   باشد.  بیشتر از نانوورق ایزوتروپ می ٪۸ اورتوتروپ نانوورق

عبارت دیگر، اثر غیرموضعی یابد. بهها افزایش میهای نانوورقبا مقید کردن لبهاورتوتروپ های ضریب کمانش نانوورق -۷

  یابد.کاهش می

دار درحالت بارگذاری عمود بر راستای ترک، با ترک اورتوتروپهای گردید که ضریب کمانش نانوورقمشاهده  -۸

 یابد.که در حالت بارگذاری موازی بر راستای ترک، ضریب کمانش کاهش مییابد در حالیافزایش طول ترک، افزایش می
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