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  چکیده
باشد. زیرا عدم توجه بهه می مهم و ضروری آنها امری و شناسایی نواحی آسیب دیده بمنظور بررسی وضعیت عملکردی هاپایش سلامت سازه

آسیب های موضعی باعث کاهش کارایی عملکرد سازه گردیده و ممکن است باعث افزایش شدت آسیب به علهت بارگهراری ههای طبیعهی و یها 

جههت  توسهعه آن ههای تحلیلهی ومصنوعی و در نتیجه تخریب کل سازه گردد. هدف اصلی در این پژوهش پیشنهاد مدلی بها اسهتفاده از روش

باشهد. از آنجاییکهه اشهکا  های مخروطی ساخته شده از مواد مدرج تابعی مستقر بر بستر الاستیک مهیشناسایی نواحی آسیب دیده در پوسته

مودی پارامتری حساس به وجود آسیب در المان هاست، این پارامترها به منظور پروسه تشخیص آسیب در سهازه مهورد اسهتفاده قهرار گرفهت. 

های طبیعی و معادلات حاکم بر اساس تئوری برشی مرتبه او  در نرم افزار میپل استخراج گردید. روش تحلیلی با استفاده از سری توانی، فرکانس

اشکا  مودی سازه را محاسبه می کند.جهت اطمینان از عملکرد مد  پیشنهاد شده، نتایج حاصل از مدلسازی با نتایج دیگر مراجه  و نیهز مهد  

دی ساخته شده در نرم افزار آباکوس صحت سنجی شده است. در نهایت، با در نظر گرفتن انواع شرایط تکیه گاهی و سختی های متفاوت برای عد

هها نشهانگر عملکهرد بستر، المان های آسیب دیده پوسته مخروطی شکل با در نظر گرفتن سناریوهای مختلف آسیب مشخص شده است. بررسی

 باشد.ی در تشخیص محدوده آسیب دیده میمناسب مد  پیشنهاد
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 دی.مشتقات اشکا  مو ،تئوری تغییر شکل برشی مرتبه او  ،رفتار ارتعاش آزاد ،آسیب دیده نواحی یافتن ،پوسته مخروطی
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 مقدمه -1

باعث کاهش کارایی سازه  شناسایی آسیب های محلی در سازه ها از اهمیت ویژه ای برخوردار می باشد. زیرا عدم توجه به آنها   

گردیده و ممکن است با بارگذاری حاصل از خطرات طبیعی یا مصنوعی تشدید شده و در نهایت منجر به تخریب کل سازه گردد. اثرات 

های محلی سازه به صورت تغییر در مقاومت و سختی در آن محل است. این تغییرات در رفتار استاتیکی و دینامیکی سازه اثر آسیب

های طبیعی و اشکال مودی آن می گردد. در نتیجه با های دینامیکی و استاتیکی آن از جمله فرکانسه که منجر به تغییر پاسخکرد

 داشتن اطلاعات مودی و مشتقات آن در حالت های سازه سالم و آسیب دیده امکان بررسی مکان آسیب فراهم می گردد.

با  معادلات فشار .ز روش اجزاء محدود به مطالعه ارتعاش مخروط توخالی پرداختندبا استفاده ا 1، بوچانن و ونگ2001در سال   

با فرض تقارن محوری فرمول به  .استفاده از جابجایی سه بعدی المان محدود در سیستم مختصات مخروطی مورد بررسی قرار گرفت

و همکاران از  2، بنگال2006در سال   [1].شودفظ مییابد این امر در حالی است که تجزیه و تحلیل سه بعدی حمی دو بعد کاهش می

 FGM یک فرمول المان محدود که بر پایه تئوری تغییر شکل برشی بوده، برای مطالعه رفتار خمشی و ارتعاش پوسته های مخروطی

ایی ، از سری فوریه برای متغیر جابجFGM در یک محیط با درجه حرارت بالا استفاده کرده اند . بمنظور مدل سازی پوسته مخروطی

، شریعت و علی پور بر اساس یک روش تبدیل دیفرانسیل، راه حل نیمه 2010در سال  .[2]در جهت پیرامونی استفاده شده است

های گیردار بر ای هدفمند با ضخامت متغیر و لبهحلیلی برای رفتار ارتعاش آزاد ارائه نمودند و به  بررسی تنش مودال صفحات دایرهت

، 2013در سال  .[3]بستر الاستیک پرداختند. تغییرات پارامترهای مواد و هندسه با پنج توابع نمایی به صورت مجزا بیان شده است

با رفتار ارتعاش آزاد و با میرایی   (FGM)شریعت و علی پور راه حل مبتنی بر سری توانی برای بررسی صفحات هدفمند 

ویسکوالاستیک ارائه نمودند. تغییرات خواص برای مواد هدفمند همزمان در دو جهت مختلف عرضی و شعاعی مورد بررسی قرار گرفته 

اد ورق ساندویچ حلقوی هدفمند بر روی پور و شریعت ، به معرفی روشی جهت تحلیل رفتار ارتعاشات آز، علی2014در سال   .[4]است

بستر الاستیک وینکلر ارائه نمودند. نتایج روش پیشنهادی با نتایج حاصل از مدل سازی در نرم افزار آباکوس مورد مقایسه قرار گرفته 

 .[5]است

-های مخروطی ایزوتروپیک و ارتوتروپیک با محدودیت، جین و همکاران یک روش سه بعدیبرای ارتعاش آزاد پوسته2014در سال     

-گرفته ها با استفاده از روش ریلی ریتز و بر اساس تئوری الاستیسیته سه بعدی در نظرفرمول .استشدههای کششی الاستیک ارائه

فوریه در جهت محیطی و همچنین یک سری فوریه دو کسینوس همراه با  توسط سریهای مخروطی اند. جابجایی اجزای پوستهشده

، نوابیان و همکاران یک شاخص موثر بر اساس 2016در سال  .[6]های مرزی، بیان شدچند تابع کمکی در جهت ضخامت و جهت

اطلاعات اشکال مودی و مشتقات آن برای سازه صفحه ای در حالت های سالم و آسیب دیده پیشنهاد دادند. بمنظور بررسی صحت 

ای منفرد و چندگانه، اعمال گردید. نتایج بدست آمده نشانگر آن است که شاخص پیشنهادی با دقت بالایی هعملکرد شاخص  آسیب

 .[7]باشدهای منفرد و چندگانه را دارا میتوانایی تشخیص محل وقوع آسیب

یابی که شباهت زیادی به ای ساندویچی براساس لایه، علیپور یک رویکرد جدید برای تحلیل استاتیکی صفحات دایره2016در سال 

هر لایه از صفحات ساندویچی از مواد هدفمند ساخته شده است. شرایط مرزی می  .تئوری سه بعدی الاستیک دارد، ارائه کرده است

ه به صورت تنش نرمال غیر یکنواخت و یا برش کششی فرض می شود. برش عرضی، تنش نرمال و تواند بر بستر الاستیک باشد ک

، 2019در سال  .[8]شرایط مرزی در بالا و پایین صفحه ساندویچ و همچنین در بین لایه ها مورد بررسی قرار گرفته است

های محمدرضازاده و جعفری با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول به بررسی رفتار ارتعاشی فعال لایه کامپوزیتی پوسته

ت تاثیر پذیری پارامترهای مختلف بر روی ای ساده دوار محبوس شده در لایه مغناطیسی پرداختند. در این پژوهش، جزئیااستوانه

، آقااحمدی و همکاران به بررسی رفتار ارتعاش آزاد و 2020در سال  .[9]های میرایی و پاسخ رفتار ارتعاش بررسی شده استویژگی

ستوده نیا به بررسی ، 2021در سال  .[10]ای هدفمند پرداختندپوسته استوانه ی سازهدیدهی آسیبتشخیص محدودههمچنین 

ناقص  مودال یهادادهو  کیبر اساس روش المان محدود کلاس یااستوانه یهاپوسته بیآس ییشناسا یاز معادلات برا یدیجد ستمیس

                                                           
1 Buchanan and Wong 
2 Bhangale 
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 استفاده یشارتعا یهاو محاسبه دادهنازک  یااستوانه یهاپوستهبرای المان محدود  روش ازآنها  .پرداختند زینو با در نظر گرفتن

پرداختند. مدل  ظور تعیین محل آسیب در تیرهاخرابی بمن به معرفی شاخصو همکاران  تقی پور ،2021در سال .[11]کردند

و کارایی شاخص پیشنهادی را در تعیین محل  استپیشنهادی بر اساس روش اجزای محدود و در نرم افزار متلب توسعه داده شده 

 بیمحل آس ییساشنا یبرا یشنهادیروش پ ینشان دهنده دقت بالا جینتاه است. آسیب های تک گانه و چندگانه مورد ارزیابی قرار داد

قاب ها  به معرفی یک شاخص خرابی در تعیین محل آسیب درنشتا و همکاران ، 2022در سال  .[12]می باشددر قاب ها  دهید

همچنین عملکرد شاخص را با  نتایج را با نتایج آزمایشگاهی مورد مقایسه قرار داده است. بمنظور بررسی عملکرد شاخص، پرداختند و

 بیمحل عناصر آس ییشناسا یبرا یشنهادیروش پ ینشان دهنده دقت بالا جینتا وجود نویز در اطلاعات مودی نیز بررسی کرده است.

پیشرفته و کارآمد پرداخته اند  یپوسته ورقه ا هینظر کی به بررسی [14]نظرگاهزگیلفان و  2024در سال  .[13]ستدر قاب ها ا دهید

 معادلات حل برای گره هشت با چهارضلعی پوسته المان در این پژوهش از یک ،داردوجود  در آن ییجابجا دانیم ریهفت متغ تنهاکه 

 ارتعاش تحلیل طریق از یافته ود توسعهمحد المان بندیفرمول و پیشنهادی پوسته نظریه دقت. است شده استفاده حرکت دینامیکی

 هینظر کی [15]نظرگاهیائو و لزگی 2024در سال .است شده ارزیابی نرم هسته و دارزاویه متقاطع، چندلایه ساندویچی هایپوسته آزاد

 با استاتیکی بارهای تحت هاپوسته بر حاکم و معادلات ارائه شده است مجهولبا هفت پارامتر  پوسته یشکل برش رییتغبراساس  دیجد

ارائه شده بر اساس  هیمدل پوسته چند لاکه برای  یکینماتیروابط س همچنین .است شده حل ایگره هشت پوسته المان یک توسعه

 ه است.شدبیان دوگانه  یبرهم نه مشتق

بر فرایند مدل  همانطور که در مطالعات پیشین ملاحظه می شود، تحقیقات انجام شده در خصوص پوسته های مخروطی، متمرکز    

سازی بوده و به بحث پایش سلامت و آسیب های ایجاد شده در این نوع سازه پرداخته نشده است. همچنین مطالعات انجام شده در 

وی سازه های دیگر نظیر تیرها و صفحات مستوی و ... صورت پذیرفته است. در این پژوهش مدل خصوص تعیین محل آسیب، برر

انجام شده و شناسایی وجود آسیب و محل آن مورد نظر قرار  (FGM)سازی تحلیلی بر روی پوسته های مخروطی با مصالح هدفمند

اول در نرم افزار میپل استخراج شده و سپس اشکال مودی و گرفته است. ابتدا معادلات حاکم بر سازه بر اساس تئوری برشی مرتبه 

فرکانس های طبیعی با استفاده از روش سری توانی حاصل گردیده است. صحت سنجی مدل با مقایسه نتایج حاصله با نتایج دیگر 

آسیب دیده  شکل با در مراجع و نیز مدل عددی ساخته شده در نرم افزار آباکوس انجام شده است. روند مدل سازی و تشخیص محل 

نظر گرفتن سناریوهای مختلف آسیب در شرایط مختلف تکیه گاهی و سختی های متفاوت برای بستر مورد ارزیابی قرار گرفته است. در 

 بخش انتهایی پژوهش، نتیجه گیری و جمع بندی مطالب، ارائه شده است.
 

 معادلات حاکم بر پوسته مخروطی هدفمند -2

( 1لات حاکم بر پوسته مخروطی هدفمند، ابتدا به معرفی مشخصات هندسی آن پرداخته شده است. شکل )بمنظور استخراج معاد

 می دهد. را نشان و نمونه ای از کاربرد آن در برج های خنک کننده مخروطیمشخصات هندسی پوسته 

 
 

 هندسه پوسته مخروطی-الف
a. Conical shell geometry 

 برج خنک کننده -ب

b. Cooling tower 
 ای از کاربرد آنهاشکل ناقص و نمونه یمخروطهندسه پوسته -1شکل 

Figure 1. Geometry of incomplete conical shells and an example of their application 
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طول  شعاع وابسته به R 0د،می باش  bR ≥0کوچکترین شعاع مخروط می باشد که مقدار آن  bRهمانطور که ملاحظه می شود، 

زوایای مخروط هستند که با هم براساس  αو  ∅ ،طول مخروط Lمخروط می باشد، 
2


   و  به یکدیگر مرتبط می باشندh 

-، معادلات حاکم بر روابط پوسته مخروطی به صورت زیر می[9]باشد. براساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اولضخامت استوانه می

 باشد:

(1) x x

x

u u z

w w

 



 

 

و محور عرضی  xدر راستای محور طولی  (z=0)نی ی میاهای صفحهجابجاییxw و xuو باشند جابجایی ها می uو  wکه در آن 

z د وهستن x  و  مخروطچرخش حول راستای محور طولیz  روابط جابجایی کرنش برای پوسته. باشدمی مخروطمتغیر ضخامت-

 شود:شکل به صورت معادلات زیر بیان می مخروطیهای 

(2      ) 

 

 

باشند. شعاع مخروط برحسب طول مخروط می 0Rو کرنش برشی xzای و رنش زاویهک کرنش طولی وxکه در معادله فوق 

 گردد:متغیر در راستای طول مخروط، به صورت زیر بیان می xکوچکترین شعاع مخروط و  bR براساس  0R همچنین مقدار
(3      )  

0 Cos( )bR R x   
 

 های متناظر بر اساس قانون هوک تعمیم داده شده به صورت زیر بیان شده است: تنش

 

 

(4) 

 

 

های نرمال و تنش و  xمدول الاستیسیته و  Eضریب پواسون و   ،(4که در معادلات )
xy باشند. پوسته تنش برشی می

ترکیبی از سرامیک و فلز می باشد به این صورت که در ابتدا، مواد به صورت سرامیک  FGMمخروطی شکل به صورت هدفمند 

 باشند:کنند و در انتها مواد به صورت فلز میهستند و خواص ماده به طور پیوسته براساس روابط زیر تغییر می

2

2

( ),
1

( ),
1

2(1 )

x x

x

xz xz

E
v

v

E

v

E

v



 

  

  

 


 





 



 

0

0 0 0

Cos( ) Sin( ) Cos( )

x x
x

x

x
xz x

u
z

x x

u w
z

R R R

w

x






   


 

  
 
 


  


 

 

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(5) 

 

 

مدول  cEچگالی سرامیک و  cضریب پواسون فلز و  mمدول الاستیسیته فلز و  mEچگالی فلز و  m(،5ت )در معادلا

 g>0می باشدکه مقدار آن برابر کسر حجمی پارامتر دلخواه توانی  gباشند و ضریب پواسون سرامیک می cEالاستیسیته سرامیک و 

 باشد:( می2به شرح شکل ) gبه ازای مقادیر مختلف  zبرحسب  Eاست. با توجه به نکات ذکر شده نمودار 

 
 gدیر مختلفمقا ه ازایب (z) ضخامت (برحسبE) تغییرات مقدار مدو  یانگ-2شکل

Figure 2. Changes in Young's modulus (E) value depending on thickness (z) for different values of g 

 محاسبه شود.انرژی پتانسیل سازی کمینه اصلمعادلات حرکت ممکن است با استفاده از 

 

  (6) 

 

باشد. بکارگیری این اصل منجر به سه معادله بار خارجی میانرژی ناشی از  Vانرژی جنبشی و  Kانرژی کرنشی و  Uکه در آن 
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(8) 

 

 

باشند که بر اساس تئوری نیروی برشی عرضی می xzQگشتاور خمشی و   xMای، نیروی درون صفحه xN،5که در معادلات 

ی اول هستندو برشی مرتبه
wK 0 ضریب وینکلر بستر الاستیک وa  1وa  2وa  0باشند و ضرایب میI  1وI  2وI  ضرایبی

باشد وپارامتر بی بعد ساز می D*( توضیح داده شده است. 11هستند که در معادلات )
wK  سختی بستر که در رابطه زیر بی بعد

 شده است:

(9) 
 

3 4
*

*2
,

12 1

m w
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D
 
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( بدست آمده 4( در معادله )2ایگذاری معادله )( استفاده شده است  که با ج10( از معادلات )8ی پارامترهای روابط )برای محاسبه

 :است

(10) 

 

  فوقدر معادله 
5

6
k  باشد. در ادامه ها میضریب تصحیح برشی مربوط به تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول جهت بهبود پاسخ

-شود به شرح زیر بدست می( مشاهده می10( و )8عادله )( مشتق گرفته می شود، ضرایبی که در م10( از معادلات )8طبق معادلات )
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 :شودبرای پوسته مخروطی شکل به صورت زیر بیان میایط مرزی انواع شر
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معادلات حاکم و ، به ترتیب ( 13و )( 12)معادلات  مجموعه در (14)معادلات  گذارییجاو با  تیلوربا استفاده از سری توانی  

 .ارائه شده است )الف(شرایط مرزی به صورت سری قابل بیان می باشد که نتایج در پیوست 
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 پوسته مخروطی صحت سنجی مد  عددی -3

و همچنین  [1]نتایج بدست آمده از مدل پیشنهادی با نتایج نظیر در مرجع ، مورد استفادهدی پیشنهاصحت سنجی مدل  برای    

اکوس مقایسه می گردد. مشخصات مصالح پوسته مخروطی مورد استفاده در بررسی با نتایج حاصل از مدلسازی عددی در نرم افزار آب

 ( ارایه شده است.1صحت سنجی در جدول )

 
 یمخروطمشخصات مصالح پوسته  -1 جدو 

Table 1. Conical shell material specifications 
چگالی 

3( / )kg m
 

 مدو  الاستیسیته

(GPa) 

ضریب 

 پواسون

5700 168 3/0 

 

به منظور مدلسازی در نرم افزار آباکوس از تئوری الاستیسیته سه بعدی در حالت متقارن محوری استفاده شده است. جهت 

 تعیین شدهها بر اساس آنالیز حساسیت ( استفاده شده است تعداد المانCAX8Rای متقارن محوری)گره 8المان  2500مدلسازی از 

 تر نمودن ابعاد المان، تغییرات چندانی در پاسخ بوجود نیامده است.است؛ بنحوی که با کوچک

و نرم افزار  ]1[( مدل پیشنهادی و مرجعقبل از اعمال خرابی)در حالت سالم تا سوم سازه حال به مقایسه فرکانس مود اول 

 ز رابطهلازم به ذکر است فرکانس های بدست آمده همانند مرجع و با استفاده ا. آباکوس می پردازیم 21 /R E     

)است و این مقایسه برای شرایط مرزی دو سر گیردار و دو سر آزاد و به ازای ضریب سختی صفر بی بعد شده 0)wk   انجام گردیده و

 .استارائه شده  ( 3)و ( 2ول )ادر جد
 

 
گاه دوسر گیردار پیشنهادی  برای پوسته مخروطی با تکیهمد  و  [1]مرج  بدست آمده از سه مود او  مقایسه فرکانس  -2جدو  

( 0)wk  0.2وbR

L
 

Table 2. Comparison of the frequencies of the first three modes obtained from reference [1] and the proposed model for a conical shell 

with a fixed end supports 

 ( 0)wk   0.2bR

L
  

 (Hz)فرکانس

h/L= 25/0  h/L= 5/0  h/L=1 

مد  

 پیشنهادی
 آباکوس

 مرج 

[1]  

درصد 

 خطا

مد  

 پیشنهادی
 آباکوس

 مرج 

[1]  

درصد 

 خطا

مد  

 پیشنهادی
 آباکوس

 مرج 

[1]  

درصد 

 خطا

 9737/2  044/3  050/3  50/2  1450/3  270/3  276/3  99/3  1111/3  303/3  310/3  00/6  

 6624/4  720/4  734/4  51/1  0492/5  581/5  168/5  29/2  1716/5  342/5  351/5  35/3  

 6538/5  734/5  742/5  53/1  6308/5  739/5  746/5  00/2  5047/5  566/5  570/5  17/1  
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و نرم افزار  [1]با نتایج نظیر در مرجعدی پیشنهاگردد نتایج بدست آمده از مدل ملاحظه می (3)و ( 2ول )اانطور که از جدهم

افزار آباکوس از روش اجزای محدود و نیز نرم [1]نکته ی قابل ذکر آنکه در مرجع باشد.از دقت قابل قبولی برخوردار میآباکوس 

 استفاده شده است لذا نتایج حاصله به یکدیگر بسیار نزدیک است.

ار آباکوس نشان از ( پرداخته می شود. با توجه به نتایج بدست آمده در نرم افزFGMمخروطی هدفمند ) در ادامه به بررسی پوسته

ی بعدی نتایج مدل پیشنهادی با نتایج بدست آمده از نرم افزار آباکوس مقایسه می گردد. لایه آن می باشد. در بخش صحت مدلسازی

( 4باشد و تغییرات مشخصات مصالح به صورت پیوسته و با کمک معادله )ی خارجی آن سرامیک میداخلی پوسته از جنس فلز و لایه

می گردد. همانطور که در شکل مشاهده می گردد نامگذاری المان های در نظر گرفته شده در راستای طول مخروط می باشد. محاسبه 

است. پوسته مخروطی شکل تحت ارتعاش ( نشان داده شده 4( و جدول )3پارامترهای هندسی و مشخصات مصالح بکار رفته در شکل )

های مختلف، تغییر درصد مختلفی در آن مورد بررسی قرار می گیرد. تغییر در ضخامت المانآزاد قرار گرفته و تغییرات پارامترهای 

گاهی متفاوت در آن مورد بررسی و نیز شرایط تکیه wkهای مختلف و همچنین تغییر در سختی بسترآسیب و مشخصات مصالح المان

 قرار گرفته است.

 
 گاه الاستیکبا در نظر گرفتن تکیه FGMمترهای هندسی و  مشخصات مصالح پوسته مخروطی  برخی از پارا –3شکل 

Figure 3. Some geometric parameters and material characteristics of the FGM conical shell considering elastic support 

 
 

 
 

 

 گاه دوسر آزادپیشنهادی برای پوسته مخروطی با تکیهمد  و  [1]مود او  بدست آمده از مرج سه مقایسه فرکانس  -3جدو  

 ( 0)wk  0.25bR

L
 

Table 3. Comparison of the frequencies of the first three modes obtained from reference [1] and the proposed model for a conical shell 

with free ends 

( 0)wk   0.25bR

L
  

 (Hz)فرکانس

h/L= 25/0  h/L= 5/0  h/L=1  

مد  

 پیشنهادی
 آباکوس

 مرج 

[1]  

درصد 

 خطا

مد  

 پیشنهادی
 آباکوس

 مرج 

[1]  

درصد 

 خطا

مد  

 پیشنهادی
 آباکوس

 مرج 

[1]  

درصد 

 خطا

 839/1  927/1  928/1  79/4  567/1  173/1  732/1  52/9  101/1  273/1  274/1  57/13  

 892/2  954/2  956/2  16/2  450/2  577/2  583/2  14/5  694/1  879/1  880/1  89/9  

 572/3  648/3  650/3  13/2  874/3  877/3  880/3  15/0  177/4  233/4  238/4  43/1  
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 FGMبرای حالت  یمخروطمشخصات مصالح پوسته  -4جدو  

Table 4. Conical shell material specifications for FGM mode 
 چگالی 

 

مدو  الاستیسیته 
(GPa) 

ضریب 

 پواسون

 نوع مصالح

 فلز 3/0 70 2700

 سرامیک 3/0 380 3800

 

  پس از مدلسازی و تحلیل پوسته مخروطی، فرکانس مود اول تا پنجم آن بدست آمده است. این فرکانس ها با کمک رابطه 

 21 /m mR E    بی بعد گردیده اند. نتایج حاصله برای ضخامت( های مختلف پوسته مخروطی هدفمندFGM در )

استخراج شده اند و با مقادیر   = 1gو  wkگاهی دو سر گیردار و دوسر آزاد و دو سر ساده و به ازای ضریب سختی صفرشرایط تکیه

 اند.ه از نرم افزار آباکوس بدست آمده است مقایسه گردیده نظیر ک
 

 

مقایسه فرکانس بی بعد شده مود او  تا پنجم بدست آمده از مد  پیشنهادی و خروجی نرم افزار آباکوس -5جدو  

 در شرایط مرزی دو سر گیردار  FGMهای مختلف پوسته مخروطی برای ضخامت

( 0)wk   وg=1 
Table 5. Comparison of the dimensionless frequencies of the first to fifth modes obtained from the proposed model and 

the output of the Abaqus software for different thicknesses of the FGM conical shell under the fixed ends boundary 

conditions  

( 0)wk   وg=1 

 

 (Hz)فرکانس

h=0/1, L=1, R=1, =30 h=0/15, L=1, R=1, =30 h=0/2, L=1, R=1, =30 

مد  

 پیشنهادی

نرم 

 افزار

 آباکوس

درصد 

 (%)خطا

مد  

 پیشنهادی

نرم 

 افزار

 آباکوس

درصد 

 (%)خطا

مد  

 پیشنهادی

نرم 

 افزار

 آباکوس

د درص

 (%)خطا

 

2284/0  2304/0  87/0  2691/0  2723/0  20/1  3061/0  3105/0  44/1  

 

0041/0  4129/0  71/0  5224/0  5284/0  15/1  6015/0  6103/0  64/1  

 6974/0  7042/0  97/0  8199/0  8216/0  20/0  8181/0  8190/0  11/0  

 

6974/0  8231/0  16/0  8717/0  8854/0  56/1  9797/0  0999/0  96/1  

 

0432/1  0567/1  29/1  2636/1  2884/1  96/1  3907/1  4235/1  35/2  
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از مد  پیشنهادی و خروجی نرم افزار آباکوس برای مقایسه فرکانس بی بعد شده مود او  تا پنجم بدست آمده -6جدو  

 در شرایط مرزی دو سر آزاد  FGMهای مختلف پوسته مخروطی ضخامت

( 0)wk   وg=1 

Table 6. Comparison of the dimensionless frequencies of the first to fifth modes obtained from the proposed model and 

the output of Abaqus software for different thicknesses of FGM conical shell in free ends boundary conditions 

 (Hz)فرکانس

h=0/1, L=1, R=1, =30 h=0/15, L=1, R=1, =30 h=0/2, L=1, R=1, =30 

مد  

 پیشنهادی

نرم 

 افزار

 آباکوس

درصد 

 (%)خطا

مد  

 پیشنهادی

نرم 

 افزار

 آباکوس

درصد 

 (%)خطا

مد  

 پیشنهادی

نرم 

 افزار

 آباکوس

درصد 

 (%)خطا

 

2390/0  2419/0  19/1  2409/0  2456/0  19/1  2413/0  2478/0  62/2  

 

3138/0  3173/0  10/1  3173/0  3234/0  88/1  3167/0  3246/0  43/2  

 3529/0  3558/0  81/0  4157/0  4185/0  66/0  4830/0  4858/0  57/0  

 

6372/0  6389/0  26/0  8371/0  8414/0  51/0  9928/0  9995/0  67/0  

 

0898/1  0945/1  42/0  2302/1  2248/1  44/0  2325/1  2229/1  78/0  

 

 

 

 

مقایسه فرکانس بی بعد شده مود او  تا پنجم بدست آمده از مد  پیشنهادی و خروجی نرم افزار آباکوس برای -7جدو  

 در شرایط مرزی دو سر ساده  FGMهای مختلف پوسته مخروطی ضخامت

( 0)wk  وg=1 

Table 7. Comparison of the dimensionless frequencies of the first to fifth modes obtained from the proposed model 

and the output of Abaqus software for different thicknesses of FGM conical shell under simple ends boundary 

conditions 

( 0)wk  وg=1 

 (Hz)فرکانس

h=0/1, L=1, R=1, =30 h=0/15, L=1, R=1, =30 h=0/2, L=1, R=1, =30 

مد  

 پیشنهادی

نرم 

 افزار

 آباکوس

درصد 

 (%)خطا

مد  

 پیشنهادی

نرم 

 افزار

 آباکوس

درصد 

 (%)خطا

مد  

 پیشنهادی

نرم 

 افزار

 آباکوس

درصد 

 (%)خطا

 

2355/0  2419/0  64/2  2364/0  2456/0  74/3  2365/0  2478/0  56/4  

 

3202/0  3173/0  90/0  3312/0  3234/0  35/2  3317/0  3246/0  14/2  

 

3619/0  3558/0  68/1  4183/0  4185/0  004/0  4853/0  4858/0  10/0  

 

6374/0  6389/0  23/0  8377/0  8414/0  43/0  9938/0  9995/0  57/0  

 

0930/1  0945/1  13/0  2376/1  2248/1  03/1  2383/1  2229/1  24/1  

 

پیشنهادی با خروجی نرم افزار آباکوس از تطابق قابل قبولی  ( مشاهده می گردد نتایج مدل7( تا )5که در جدول ) همانطور

 برخوردار هستند.

 

 بررسی عملکرد مد  عددی پیشنهادی درمکان های آسیب با سناریوهای مختلف -4
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( آسیب ایجاد گردیده و فرکانس بی FGMفمند )( در لایه های مختلف پوسته مخروطی هد4در ادامه مطالعه و براساس شکل )

)هایبعد شده مود اول سازه های سالم و آسیب دیده برای شرایط تکیه گاهی مختلف و به ازای ضریب سختی )wk  مختلف درجداول

سناریو های آسیب ها اعمال شده است. ه( ارائه شده است. آسیب مربوطه از طریق کاهش در مدول الاستیسیته مصالح لای10( تا )8)

بنحوی انتخاب شده است تا دقت مدل برای خرابی های تک گانه، دوگانه و چند گانه و همچنین همجواری المان های آسیب دیده با 

ر، مت 2/0( برابر با  hمشخصات هندسی مرتبط با پوسته مخروطی شامل ضخامت )درصد خطاهای مختلف مورد بررسی قرار گیرد. 

تقسیم شده است؛ همچنین   2/0و  15/0، 3/0، 15/0، 2/0متر که به پنج لایه به ترتیب به طول های  1( برابر با Lطول کلی )

 شعاع وابسته به طول مخروط می باشد. باشد ومتر می 1برابر با  کوچکترین شعاع مخروط

ه می شود، فرکانس مود اول سازه آسیب دیده نسبت به فرکانس مود سالم در هر سناریو ( دید10( تا )8همانطور که در جداول ) 

یابد. لذا شود فرکانس افزایش مییابد و همچنین با افزایش ضریب سختی بستر الاستیک که موجب افزایش صلبیت بستر میکاهش می

( مورد بررسی 10( تا )8جداول ) مختلف آسیبر سناریوهای در ادامه، تغییرات این پارامتر برای شکل مودی اول سازه آسیب دیده د

 قرار می گیرد.

 

 نحوه تقسیم بندی پوسته مخروطی -4شکل

Figure 4- The method of dividing the conical shell 
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گاهی در سناریوهای خرابی مختلف در شرایط تکیه مقایسه فرکانس بی بعد شده مود او  بدست آمده برای سازه آسیب دیده و سالم -8جدو   

 = 1gدو سر گیردار و دوسر ساده به ازای 
Table 8 - Comparison of the dimensionless frequency of the first mode obtained for the damaged and intact structure in different damage 

scenarios for fixed and simple end supports and considering g=1 
آسیبسناریو   1سناریوی   2سناریوی   3سناریوی    

4 و 1 3 شماره المان 5و  2و  1   

آسیبنوع  گانه سه دو گانه  تک گانه    

آسیبدرصد    8% %16و  8%  %18و  %12و  6%   

  سختی بستر

 
100 50 0 100 50 0 100 50 0 

 دو سرگیردار

 

 فرکانس 

 سازه سالم 
0346/0  5372/0  4592/0  6034/0  5372/0  4592/0  6034/0  5372/0  4592/0  

 فرکانس سازه

 آسیب دیده 
6001/0  5325/0  4521/0  5968/0  5302/0  4518/0  5874/0  5211/0  4431/0  

 دو سر ساده

 فرکانس سازه

 سالم 
5331/0  4137/0  3183/0  5331/0  4137/0  3183/0  5331/0  4137/0  3183/0  

 فرکانس سازه

 آسیب دیده 
4869/0  4086/0  3113/0  4871/0  4094/0  3127/0  4861/0  4084/0  3121/0  

 

با تکیه گاه ساده مستقر بر بستر  3در سناریو  بمنظور بررسی تاثیر مشتقات مراتب بالاتر اشکال مودی در تشخیص محل آسیب

همانطور که ملاحظه  .شده است ارائه اولین شکل مود دوم و سوم ،مشتق اولشکل مود اول تا سوم و همچنین  (5، در شکل )الاستیک

 ،می شود منحنی شکل مود به صورت پیوسته بوده و محل های آسیب دیده از روی منحنی شکل مودی قابل تشخیص نمی باشد

دادن  آسیب ها با وضوح بهتری قابل تشخیص می باشند، برای نشان ،مشخص است در مراتب بالاتر مشتق ب-5 همانطور که در شکل

باشند، با می 2/1و  1/1، 0/1های مشتق مرتبه اول، دوم و سوم برای یک نقطه استفاده شد که به ترتیب این موضوع از نسبت آسیب

 توجه به این امر از مشتق سوم برای نمایش نمودار ها استفاده شده است.

زه آسیب دیده برای هر یک از سناریوهای فوق ( تغییرات مشتق سوم شکل مودی اول در طول مخروط برای سا8( تا )6اشکال )

نشان داده  100و  50، 0دیده در المان سوم با ضرایب سختی ی آسیب( مشتق سوم جابجایی برای سازه6در شکل ) نشان می دهند.

بتدای نسبت به ا =m65/0xو  =m35/0xشود مشتق سوم در ابتدا و انتهای المان سوم) در شده است؛ همانطور که مشاهده می

باشد که نشانگر باشد و در سایر قسمت ها، نمودار پیوسته میی آسیب در این المان میمخروط(دارای ناپیوستگی بوده که نشان دهنده

عدم وجود آسیب دیدگی در سایر المان های سازه است. همچنین مشاهده می شود که با کاهش ضریب بستر، ناپیوستگی در نقاط 

  باشد. موارد اشاره شده برای هر دو حالت تکیه گاهی گیردار و ساده برقرار می باشد.مورد نظر محسوس تر می 
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 )ب( )الف(

دوم  ،ب: مشتق مرتبه او  ،با تکیه گاه ساده مستقر بر بستر الاستیک، الف: شکل مودهای او  تا سوم (3ی). نتایج مربوط به سناریو5 شکل

 و سوم شکل مود او 

Figure 5. Results for scenario (3) with a simple support resting on an elastic bed, a. first to third mode shapes  b. first, second, and third 

order derivatives of the first mode shape. 
 

 

 

  
 ب الف

 ب: حالت دو سر ساده  دو سر گیردار، (؛ الف: حالت 1ی )وم مود او  فرکانس برای سناریوسمقادیر مشتق -6شکل 

Figure 6. Third derivative values of the first mode frequency for scenario (1); a. for fixed supports ; b. for simple supports 
 

 

 100و  50، 0رایب سختی (( با ض2دیده در المان اول و چهارم )سناریوی )ی آسیب( مشتق سوم جابجایی برای سازه7در شکل )

(، تعداد المان های آسیب دیده افزایش یافته است تا کارایی روش مورد 1نشان داده شده است؛ در این حالت، برخلاف سناریوی )

 استفاده در تشخیص محل آسیب های دوگانه مشخص گردد.
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 ب الف

 حالت دو سر گیردار و ب: حالت دو سر ساده (؛ الف:2مقادیر مشتق سوم مود او  فرکانس برای سناریوی )-7شکل 

Figure 7. Third derivative values of the first mode frequency for scenario (2); a. for fixed supports; b. for simple supports 
 

 

 

 ، =m2/0xر المان چهارم) در سشود مشتق سوم شکل مود اول در انتهای المان اول و دو ( مشـاهده می7همانطور که از شکل )

m65/0x=  وm8/0x= ی آسیب در المانهای فوق می باشد  و در نسبت به ابتدای مخروط(دارای ناپیوستگی بوده که نشان دهنده

(، مشاهده 6باشد که نشانگر عدم وجود آسیب دیدگی در سایر المان های سازه است. همانند شکل )سایر قسمت ها، نمودار پیوسته می

شود که با کاهش ضریب بستر ناپیوستگی در نقاط مدنظر محسوس تر می باشد. نتایج حاصل از شکل فوق نمایانگر کارایی روش  یم

(، در اطراف المان های آسیب 8مورد استفاده در تشخیص محل آسیب ها دوگانه است. همانند سناریوهای خرابی پیشین، در شکل )

وستگی است. همچنین مشابه حالت های قبل، این ناپیوستگی در حالت ضریب بستر کوچکتر یدیده، مشتق سوم شکل مودی دارای ناپ

 با وضوح بیشتری در نمودارها مشاهده می گردد.

 

  
 ب الف

 (؛ الف: حالت دو سر گیردار و ب: حالت دو سر ساده3مقادیر مشتق سوم مود او  فرکانس برای سناریوی )-8شکل 

Figure 8. Third derivative values of the first mode frequency for scenario (3); a. for fixed supports; b. for simple supports 
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( مشاهده شده است، روش ارائه شده برای مدلسازی پوسته های مخروطی هدفمند، به 8( الی )6با توجه به آنچه که در اشکال )

 بود و می تواند در سازه های واقعی نیز مورد استفاده قرار گیرد. هدخوبی قادر به تشخیص محدوده آسیب خوا

( نشان داده شده و 4در رابطه ) کهپارامتر دلخواه توانی کسر حجمی می باشد  gپردا خته شده است،  gدر ادامه به بررسی مقدار 

( مشخص است تعداد سناریو و نوع و 10) و (9همانطور که از جداول ) .( ارائه شده است2در نمودار شکل ) gنسبت به  Eتغییرات 

 می باشد. g( بیان شده است این مشابهت برای بررسی بهتر تغییرات مقدار 8و سختی بستر مشابه جدول ) آسیبدرصد 
 

 
 

 آسیبمقایسه فرکانس بی بعد شده مود او  بدست آمده برای سازه آسیب دیده و سالم در سناریوهای  -9جدو   

 = 2/0gگاهی دو سر گیردار و دوسر آزاد به ازای هکیتمختلف در شرایط 
Table 9. Comparison of the dimensionless frequency of the first mode obtained for the damaged and intact 

structures in different damage scenarios for fixed and simple end supports and considering g=0.2 

 3سناریوی  2سناریوی  1سناریوی  آسیبو ریاسن 

 5و  2و  1 4و 1 3 شماره المان

 گانه سه دو گانه  تک گانه  آسیبنوع 

 %18و  %12و  %6 %16و  %8 %8  آسیبدرصد 

 سختی بستر

 
100 50 0 100 50 0 100 50 0 

دو سرگیردار
 

 

 فرکانس 

 سازه سالم 
6562/0  6018/0  5407/0  6562/0  6018/0  4075/0  6562/0  6018/0  5407/0  

فرکانس سازه 

 آسیب دیده 
6516/0  5958/0  5326/0  6479/0  5932/0  5317/0  6367/0  5823/0  5213/0  

دو سر ساده
فرکانس سازه  

 سالم 
5737/0  4525/0  3770/0  5737/0  4525/0  3770/0  5737/0  4525/0  3770/0  

فرکانس سازه 

 آسیب دیده 
5118/0  4460/0  3688/0  2351/0  4471/0  3704/0  5108/0  4457/0  3694/0  

 

مقدار فرکانس های سازه سالم و هم فرکانس های سازه ( و همانطور که انتظار می رود، 9بر اساس نتایج نشان داده شده در جدول )

مشابه جدول قبل و ه ممی باشد. در ادا g( افزایش پیدا کرده است این افزایش به دلیل کاهش مقدار 8آسیب دیده نسبت به جدول )

 ( نشان داده شده است.10افزایش داده شده است و نتایج در جدول ) gاین بار مقدار 
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 آسیبمقایسه فرکانس بی بعد شده مود او  بدست آمده برای سازه آسیب دیده و سالم در سناریوهای  -10جدو   

 = 5gزای ا بهگاهی دو سر گیردار و دوسر آزاد مختلف در شرایط تکیه

Table 10. Comparison of the dimensionless frequency of the first mode obtained for the damaged and intact 

structures in different damage scenarios for fixed and simple end supports and considering g=5 
 3سناریوی  2سناریوی  1سناریوی  آسیبسناریو  

 5و  2و  1 4و 1 3 شماره المان

 گانه سه دو گانه  تک گانه  آسیبنوع 

 %18و  %12و  %6 %16و  %8 %8  آسیبدرصد 

  

 

سختی 

بستر
 wK

 
100 50 0 100 50 0 100 50 0 

دو سرگیردار
 

 

 فرکانس 

 سازه سالم 
5561/0  4757/0  3748/0  5561/0  4757/0  3748/0  1565/0  4757/0  3748/0  

فرکانس سازه 

 آسیب دیده 
5547/0  4730/0  3693/0  5508/0  4699/0  3686/0  5425/0  4620/0  3613/0  

دو سر ساده
فرکانس سازه  

 سالم 
5036/0  3809/0  2577/0  5036/0  3809/0  2577/0  5036/0  3809/0  2577/0  

فرکانس سازه 

4707/0 آسیب دیده   3776/0  2521/0  4701/0  7737/0  2532/0  4693/0  3768/0  2527/0  

 

و بدون تغییر بقیه عوامل، مشاهده می شود که مقدار فرکانس سازه  gهمانطور که از جدول فوق مشخص است با افزایش مقدار 

 سالم و فرکانس سازه آسیب دیده در هر دو حالت تکیه گاهی کاهش پیدا می کند.

از یک کمتر باشد مقدار  gبا فرکانس رابطه عکس دارد، هرچقدر مقدار  gر دامق( پیداست 10( و )9همانطور که از جداول )

بیشتر از یک باشد مقدار فرکانس کاهش  gفرکانس بیشتر است و جنس جسم به سمت سرامیک میل پیدا می کند و هرچقدر مقدار 

یک باشد رابطه خطی می باشد  gه اگرمقدار ک ردمی یابد و خواص ماده به سمت فلز میل پیدا می کند. حال باید به این نکته اشاره ک

 ( به آن پرداخته شده است.8که در جدول )

 

 گیری و جم  بندی:نتیجه

ی اول برای مدلسازی پوسته های مخروطی هدفمند بیان گردیده در این مطالعه، یک روش تحلیلی براساس تئوری برشی مرتبه

مقایسه شده  [1]مدلسازی عددی، نتایج حاصله با نتایج ارائه شده در مرجع  حتص است. با استخراج معادلات حاکم و بمنظور بررسی

است و همچنین با نتایج بدست آمده از نرم افزار آباکوس برای پوسته مخروطی هدفمند با تکیه گاه دو سر ساده و دو سر گیردار و دو 

بررسی  ایبرقابل قبولی برخوردار بوده است. در ادامه  تطابقسر آزاد مورد مقایسه قرار گرفته است که در هر دو حالت صحت سنجی از 

کارایی روش پیشنهادی در تشخیص محدوده آسیب دیده سازه، پوسته مخروطی به پنج المان تقسیم گردید؛ سناریوهای خرابی تک 

گاهی مختلف و با اعمال شرایط بستر متفاوت تعریف گردید. با کمک مشتقات اشکال مودی، گانه، دوگانه و چندگانه در شرایط تکیه

. بررسی ها نشانگر عملکرد مناسب مدل پیشنهادی در تشخیص محل آسیب می باشند. روش پیشنهادی یدردمحدوده آسیب بررسی گ

 .می باشد قابلیت گسترش در سازه های واقعی را دارا
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Damage identification in conical shell structures using 

analytical methods based on free vibration of the 

structure 

ABSTRACT  
Structural health monitoring and detection of damaged areas in a structure is essential for surveying its performance 

during the structural life. Because not paying attention to the local damages is reduced the efficiency of the structural 

performance and could result in increasing the damaged intensity due to natural or artificial loads and consequently 

collapse of entire structure. The main goal of this research is to propose a model using analytical methods and 

developing it to identify the damaged areas in conical shells made of functionally graded materials placed on an elastic 

substrate. Since the mode shapes are sensitive parameters to damage presence in the elements, they are used for damage 

detection process of the structure. The governing equations have been extracted based on the first-order shear theory in 

Maple software. The analytical method uses the power series to obtain the natural frequencies and mode shapes of the 

structure. In order to ensure the performance of the proposed model, the results of the modeling have been verified with 

the results of other references and those of the numerical model built in Abaqus software.Finally, taking into account 

various types of support conditions and different stiffnesses for the substrate, the damaged elements of the conical shell 

have been specified considering different damage scenarios.Investigations show the proper performance of the proposed 

model in detecting the damaged area. 

 

Keywords 

Functionally graded materials (FGM), Conical shell, Damage identification, First-order shear 

deformation theory, Modal derivatives shapes. 
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 (. معادلات حاکم بر اساس سری توانی الف) پیوست
 

( معادلات 13( و )12)در معادلات  (14)معادلات  جایگذاریو با  تیلوربا استفاده از سری توانی بیان گردید همانطور که در متن 

 باشد:فرکانس طبیعی سازه می  رهمچنین در روابط زی .حاکم و شرایط مرزی به صورت سری قابل بیان می باشد

 معادله اول:
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 :دوممعادله 
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

   



   

      

            

     



   

   

 

      

     

1

0

2 ( )

0

0 0

( ) ( ) 2 ( )

2 2 1 1 2

n( )

( 1) tan( ) ( ) 0

( 2)( 1) ( 1)

N

i j

j

N i
j x i

i j i j i j

i j

x x x

i i i i i i

BW

j Y B U D B W x x

i i BU D kA i W I U I







 





  

 

  

 
 

 
 

          
 
           
 
 



 
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 :سوممعادله 

 3-الف

1 1 2

0 0 0 0

0 1 0 0

1 ( ) 1 2 ( )

0 0 0 0

0 1 0 0

( )

0

1

( ) tan( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) tan( ) ( )

( ) tan( ) ( ) ( 1) ( ) tan( ) ( )

( )

N N N N
j j i j j i

i i

j i j i

N N N N
j j x i j j x i

i i

j i j i

N
x i

i

i

A Y x x i U x x A j Y x x U x x

B Y x x i x x B j Y x x x x

kA i x x

 

 

  

   

  

   





      

         

  

   

   


1 1 ( ) 2

0 0 0

0 0 2

1 1 2

0 0 0 0

0 1 0 0

1

0 0 1 0 2

0

( ) ( ) ( )( 1) ( )

( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( 1) (

N N N
j j x i i

i i

j i i

N N N N
j j i j j i

i i

j i j i

N
i i

w i w i w i

i

kA Y x x x x kA i i W x x

kA Y x x i W x x A j Y x x W x x

k a W x x k a i W x x k a i i W x

 

  

  

   





       

       

      

  

   


2 2

0 1 0

1 2 0

1 2

0 1 0 0 0

0 0 0 0

1 ( ) 2

0 1 0 0

0 0 0

) ( )

( ) tan( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) tan( ) ( )

( ) tan( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) tan

N N N
i i

i

i i i

N N N N
j j i j j i

i i

j i j i

N N N
j j x i j j

i

j i j

x I W x x

A Y x x i U x x A j Y x x U x x

B Y x x i x x B j Y x x



 





  

 



   

 



  

   

        

       

  

   

  
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0

0
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0 0 0 0
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( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( ) (

N
x i

i

i

N N N N
x i j j x i i

i i i

i j i i

N N N N
j j i j j i

i i i

j i j i

x x

kA i x x kA Y x x x x kA i i W x x

kA Y x x i W x x A j Y x x W x x I W x









 

   

 



   

  

           

        



   

   

   

 

0 0 0

0 0 0

0 1 1 2 2

0

0

1
1 ( ) 2 ( )

1 1

0 0

( )

1 2

( ) ( 1) ( ) ( 1)( 2) ( )

)

0

tan( ) ( 1) tan( ) ( 1)

( 1) ( 2)( 1)

N N N

i i i

i i i

w i w i w i

N
i

i

i i
j x j x

i j i j i j i j

j j

x

i i

W x x i W x x i i W x xk a k a k a

x

Y i j AU B j Y AU B

kA i i i W

 

  

 




 

     

 

 

     

 

   

        

      

  



 

1
1 1 ( )

1 0

0 0 0

2 2 2

1 0 1 1 2 2

0

( 1) ( ) 0

tan ( ) ( 1) ( 1) ( 1)( 2)

N i i
j j x i

i j i j

i j j

i
j

i j i w i w i w i

j

kA Y i j W kA Y x x

A j Y W I W k aW k a i W k a i i W 


 

  

  



  



       

        

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 
 

شرایط  برای به دست آوردندر ادامه بسط داده شده است. ( xر راستای محور انتهای پوسته د ه)نقط Lنقطه  حول ممعادلات حاک

 : تیلور معادلات زیر بدست می آیندبا کمک سری توانی  ( استفاده شده است که10) و (13) از معادلات مرزی
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 :چهارممعادله 

 

 4-الف

 

 معادله پنجم:

 5-الف

 

 

 

 

 

 

 

 

     

   
 

 

 
     

   

 
 

 
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R
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R
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R
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 


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
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 
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 
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 
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 
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 
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 

 
   

 
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  
 
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 معادله ششم:

 6-الف

 

 

 (forاز کد مورد استفاده در مقاله )دستور بخشی 

 
for i from 0 to N do 

Equation_1[i]:=evalf(simplify((i+2)*(i+1)*(Aa*U[i+2]+Ba*F[i+2])-sum((-

cos(phi)/Rb)^(j+1)*(i-j+1)*(Aa*U[i-j+1]+Ba*F[i-j+1]),j=0..i+1)-sum((j+1)*(-

cos(phi)/Rb)^(j+2)*(Aa*U[i-j]+Ba*F[i-j]),j=0..i)+tan(phi)*Ab*sum(-(-cos(phi)/Rb)^(j+1)*(i-

j+1)*W[i-j+1],j=0..i+1)-Aa*tan(phi)*sum((j+1)*(-cos(phi)/Rb)^(j+2)*W[i-

j],j=0..i)+omega^2*I0*U[i]+omega^2*I1*F[i])); 

 

Equation_2[i]:=evalf(simplify((i+2)*(i+1)*(Ba*U[i+2]+Ca*F[i+2])-sum((-

cos(phi)/Rb)^(j+1)*(i-j+1)*(Ba*U[i-j+1]+Ca*F[i-j+1]),j=0..i+1)-sum((j+1)*(-

cos(phi)/Rb)^(j+2)*(Ba*U[i-j]+Ca*F[i-j]),j=0..i)+tan(phi)*Bb*sum(-(-cos(phi)/Rb)^(j+1)*(i-

j+1)*W[i-j+1],j=0..i+1)-Ba*tan(phi)*sum((j+1)*(-cos(phi)/Rb)^(j+2)*W[i-j],j=0..i)-

k*Ac*(F[i]+(i+1)*W[i+1])+omega^2*I1*U[i]+omega^2*I2*F[i])); 

 

Equation_3[i]:=evalf(simplify(tan(phi)*sum((-cos(phi)/Rb)^(j+1)*(i-j+1)*(Ab*U[i-

j+1]+Bb*F[i-j+1]),j=0..i+1)-tan(phi)*sum((-cos(phi)/Rb)^(j+2)*(j+1)*(Aa*U[i-j]+Ba*F[i-

j]),j=0..i)-k*Ac*sum((-cos(phi)/Rb)^(j+1)*F[i-j],j=0..i)-k*Ac*sum((-cos(phi)/Rb)^(j+1)*(i-

j+1)*W[i-j+1],j=0..i+1)+k*Ac*(i+1)*F[i+1]+k*Ac*(i+1)*(i+2)*W[i+2]-Aa*tan(phi)^2*sum((-

cos(phi)/Rb)^(j+2)*(j+1)*W[i-j],j=0..i)+omega^2*I0*W[i])); 

 

end do: 
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