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ABSTRACT: The viscoelastic material was presented using Boltzman viscoelastic model and Shapery 
constitutive equation for orthotropic material with a multidimensional integral. Employing Prony series, 
solution of the time integral was obtained in the form of a recursive-iterative approach that estimate the 
current time parameters based on parameters of the preceding time. After finding the lamina properties, 
overall properties of laminate are obtained with 3D lamination theory of Pagano. These properties are 
assigned to every integration point of the finite elements. Since this material is not available in standard 
finite element codes, viscoelastic laminated composite system was developed for commercial codes. The 
formulation was implemented into ANSYS USERMAT subroutine which is applicable for 3D structures 
with only one element through the thickness. For instance, buckling problem of a plate with a circular 
cutout was considered. Force-deflection curves of elastic material were obtained with ANSYS and 
subroutine material and compared well. For viscoelastic response, creep buckling of viscoelastic plate 
was obtained for various applied loads and imperfection. Long-term deflections and end-shortenings 
versus time were illustrated for two different fiber orientations. The results show that critical time in 
buckling of angle-ply laminate was much less than critical time of cross-ply laminate. 
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1- Introduction
Time-dependent properties of polymer-matrix composite 

is basically due to the viscoelastic response of the matrix 
material. When any structure made of these materials is loaded 
for a long time, different deformations is observed that may be 
very greater than instantons response of them, which will be 
a key parameter in design of structures. Sawant and Muliana 
[1] developed a recursive–iterative algorithm for prediction 
of thermomechanical viscoelastic response of orthotropic 
composite materials and structures. Schapery integral for 
small deformation of orthotropic medium was implemented 
as ABAQUS UMAT. Creep buckling of isotropic viscoelastic 
von Karman plates was investigated by the author [2] using 
nonlinear finite element method. Le et al. [3] employed a 3D 
orthotropic viscoelastic material model that was implemented 
in ABAQUS UMAT with differential approach for buckling 
analysis of composite. Abuhamzeh et al. [4] presented a 
model for small and large deformation of thermo-viscoelastic 
composite in Laplace domain that was implemented in 
ANSYS subroutine and used to analyze the response of fiber/
metal laminates. An et al. [5] used multiscale method to find 
the behavior of viscoelastic composite laminate. Effective 
orthotropic viscoelastic properties was developed in 
ABAQUS by RVE and employed for panel structures by built-
in functions and an updating process. Since the viscoelastic 

composite material is not available in commercial codes, in 
this study a 3D laminate model, consisting of orthotropic 
viscoelastic layers, was programmed for the user-material 
subroutines of standard codes like ANSYS. For instance, 
Creep buckling of rectangular plate with circular hole was 
investigated and deformations are plotted over time.

2- Viscoelastic composite 
The viscoelastic model for solids under isothermal and 

multiaxial loading conditions is in the form of Eq. 1 [6]:
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, instantaneous elastic compliance and ΔS , 
transient creep compliance can be expressed with Prony 
series to give total strain in the current time as Eq. 2: 
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where  are Prony coefficients and λ  are stress-
independent reduced times. The Hereditary integral for 
each term of Prony series at the end of current time t is 
presented in recursive form as Eq. 3 [6]: 
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By rewriting the equations above, orthotropic 
viscoelastic constitutive equation is as Eq. 3: 
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where  and  are coefficients of creep 
compliances and hereditary creep strains, respectively. 
Elastic behavior is assumed in fiber direction. Thus 

  and 0 . Consequently, the stiffness of 

lamina in time t is obtained as     1
  . 

Using 3D lamination theory of Pagano [7] and 
formulations of elasticity theory with continuity of 
interlaminar displacements and stresses and properties of 
homogeneous material equivalent to laminated structure, 
the in-plane and out of plane stresses and strains are 
arranged as Eq. 6: 

where kh  is thickness each layer and h  is total 
thickness. Consequently, from rearrangement of Eq. 6, 
the constitutive equation of laminate is    εσ  , with 

 σ  and  ε  are total stresses and strains, respectively. 

Using the presented material model, only one element 
is required through the thickness of the laminated 
composite to model the structure as a 3D solid. Inputs of 
the usermat3d subroutine of ANSYS are number of 
layers, fiber orientations, thickness of layers and some 
state variables including hereditary strains, total normal 
and shear stresses and stiffness matrix of layers.  

 Results and Discussion 

Material properties used in the current study are 
extracted from Luo and Schapery [8] for glass/epoxy 
composite. The creep compliance coefficients and 
reduced times are obtained with curve fitting to given 
material functions in [8] for 800 hours. With the 
presented formulation, it is possible to model a laminated 
structure with 3D elements. To indicate the applicability 
of the formulation, postbuckling of elastic and 
viscoelastic plate with circular hole and all edges simply 
supported or clamped with in-plane movement is 
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where ij,nS  are Prony coefficients and nλ  are stress-
independent reduced times. The Hereditary integral for each 

*Corresponding author’s email: falahatgar@guilan.ac.ir
                                  
                                  Copyrights for this article are retained by the author(s) with publishing rights granted to Amirkabir University Press. The content of this article                                                  
                                 is subject to the terms and conditions of the Creative Commons Attribution 4.0 International (CC-BY-NC 4.0) License. For more information, 
please visit https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode.

https://dx.doi.org/10.22060/mej.2025.24529.7879
https://orcid.org/0000-0001-8360-0631


S. R. Falahatgar, Amirkabir J. Mech. Eng., 57(6) (2025) 795-814, DOI: 10.22060/mej.2025.24529.7879

796

term of Prony series at the end of current time t is presented 
in recursive form as Eq. 3 [6]:
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where kh ( )  is thickness each layer and h  is total 
thickness. Consequently, from rearrangement of Eq. 6, the 
constitutive equation of laminate is{ } { }[ ]Cσ ε= , with { }σ
and { }ε  are total stresses and strains, respectively.

Using the presented material model, only one element is 
required through the thickness of the laminated composite to 
model the structure as a 3D solid. Inputs of the usermat3d 
subroutine of ANSYS are number of layers, fiber orientations, 
thickness of layers and some state variables including 
hereditary strains, total normal and shear stresses and stiffness 
matrix of layers. 

3- Results and Discussion
Material properties used in the current study are extracted 

from Luo and Schapery [8] for glass/epoxy composite. The 
creep compliance coefficients and reduced times are obtained 
with curve fitting to given material functions in [8] for 
800 hours. With the presented formulation, it is possible to 
model a laminated structure with 3D elements. To indicate 
the applicability of the formulation, postbuckling of elastic 
and viscoelastic plate with circular hole and all edges simply 
supported or clamped with in-plane movement is considered. 
The edge at xLx =  is under uniaxial loading of 
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For verification of the code, force-deflection of rectangular 
elastic plate with imperfection and clamped edges is obtained 
in Fig. 1 that shows good agreement of the results of ANSYS 
material and usermat material.

End-shortening of [45/-45]4 plate is plotted in Fig. 2 for 
different imperfections (imp) and load ratios (PPr) in 800 hr.  
The results indicate that imperfections are in low significance. 
From the results of center deflection of the plate with imp = 
0.001 shown in Fig. 3, for PPr = 0.7 the plate has an increase 
of 0.05 in deflection before 10000 min. For PPr = 0.8 this 
time is about 550 min and for PPr = 0.9 a sudden increase is 
seen. The above mentioned times (10000 and 550 min) are 
known as critical time of creep buckling of viscoelastic plate.
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4- Conclusions
Any laminated composite structure can be simulated by a 

3D recursive-iterative viscoelastic formulation implemented 
into ASYSY using material subroutine. To present the 
applicability of the subroutine, postbuckling of plates made 
of cross-ply and angle-ply arrangement of fibers are analyzed 
to find deformations and critical time. The results indicate 
that for creep bulking, imperfections do not have significant 
influence on end-shortenings, whereas critical time of angle-
ply laminate was much less than critical time of cross-ply 
laminate. 
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ماده مركب چندلايه‌اي ويسكوالاستيك سه بعدی براي تحلیل سازه 
در كدهاي المان محدود 

سید رضا فلاحتگر *

دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه گیلان، رشت، ایران. 

خلاصه: مدل ويسكوالاستكي بولتزمن و معادله مشخصه شاپري با خواص ارتوتروپ براي ماده ويسكوالاستكي بصورت كي انتگرال 
چند محوري بسط داده شده است. برای حل انتگرال زمانی با بکارگیری سری نمایی پرونی یک روش بازگشتی-تکراری بدست آمد که 
امکان تخمین هر زمان بر اساس زمان قبل را فراهم می‌کند. بعد از تعيين خواص ت‌كلايه‌اي، با استفاده از تئوري سه‌بعدی لايه‌چيني 
پاگانو خواص معادل چندلايه‌اي بر اساس آرایش لایه‌ها بصورت صریح حاصل و اين خواص به هر نقطه انتگرال‌گيري گوس در 
المان‌ها اختصاص داده شد. از آنجایی که ماده مركب چندلايه‌اي ويسكوالاستكي در نرم افزارهای تجاری وجود ندارد مدل سه‌بعدی 
آن براي كدهای تجاري ارائه شده است. این ماده در اینجا توسط سابروتين ماده انسیس اعمال شده که قابلیت بکارگیری برای هر 
سازه‌ مرکب چندلایه‌ای را با در نظر گرفتن تنها یک المان در ضخامت دارد. برای نمونه فرايند كمانش ورق سه‌بعدی با سوراخ تحليل 
شد. با مقايسه منحني نيرو-خيز در حالت الاستكي، ماده چندلايه‌اي موجود در نرم افزار و مدل ماده سابروتين تطابق خوبي را نشان 
داد. كمانش خزشی ورق چندلایه‌ای ويسكوالاستكي با آرایش متعامد و متقاطع تحت بارهای اعمالی و نقص‌های اولیه متفاوت انجام 
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مقدمه-1 
رفتار وابسته به زمان در مواد مركب با زمينه پليمري تقويت شده با الياف 
رفتار سفتي  اين  است.  آن‌ها  ويسكوالاستكي  زمينه  از خواص  ناشي  اساساً 
موثر سازه را كاهش داده و تغيير شكل‌هاي ناخواسته و بزرگ ايجاد ميك‌ند. 
صرفنظر کردن از اين رفتار در تحليل سازه‌‌هاي مركب پليمري در پيش‌بيني 
تغيير شكل‌هاي سازه تقريب زيادي ايجاد ميك‌ند. اين اثر اگر در مدت زمان 
طولاني رخ دهد ممكن است باعث شكست ناشي از گسيختگي خزشي شود 

كه قبل از طراحي و ساخت بايد آن را پیش‌بینی نمود. 
مقاله لو و شاپري ]1[ از جمله مقالاتي كه در آنها خواص ماده مركب با 
وابستگي به زمان بدست آمده است كه در آن مدل ويسكوالاستكي غيرخطي 
براي مواد مركب چندلايه‌اي شيشه/اپوكسي با جهت‌هاي الیاف خارج محور 
بارگذاري  براي  مشخصه  معادله  مطالعه  این  در  شد.  گرفته  بكار  متفاوت 
خطي،  ويسكوالاستكي  خزشي  نرمي‌هاي  كه  انتقال  تانسور  و  ت‌كمحوري 
نرمي خزشي تك محوري و زاويه الياف را به هم مربوط ميك‌ند بصورت توابع 
از مدل ويسكوالاستكي  استفاده  با   ]2[ برينسون  و  تاتل  آمد.  بدست  توانی 

لايه  هر  خزشي  خواص  چندلايه‌اي،  كلاسكي  تئوري  و  شاپري  غيرخطي 
وانگ  و  كردند. كندي  اندازه‌گيري  تجربي  بطور  را  گرافيت/اپوكسي  مركب 
رفتار  مدل‌سازي  براي  بعدي  سه  غيرخطي  ويسكوالاستكي  تحليل   ]3[
محدود  المان  روش  از  استفاده  با  چندلايه‌اي  مركب  مواد  زمان  به  وابسته 
را ارائه كردند. پارامترهاي معادلات اساسي چندلايه‌اي از تجربي تعيين شد. 
ماركز و كروز ]4[ پاسخ ويسكوالاستكي ورق‌ها و پوسته‌هاي مركب پليمري 
چندلايه تحت بار مكانكيي و رطوبتي-حرارتي را با مدل المان محدود سه 
بعدي و فرض جابجايي‌هاي محدود و كرنش‌هاي كوچك بررسي كردند. در 
وابسته  ويسكوالاستكي  آسایش1  مدول  برهم‌نهي،  اصل  با   ]5[ وايي  مقاله 
به دما و رطوبت چندلايه‌اي بدست آمد و در معادله ساختاري، ماده مركب 
با  كار  اين  در  گرفته شد.  بكار  فرمول شاپري  با  ويسكوالاستكي غيرخطي 
براي چندلايه‌اي‌هاي  پاگانو  جابجايي  ميدان  اساس  بر  المان محدود  روش 
در  بين‌لايه‌اي  تنش‌هاي  تحليل  يافته،  تعميم  صفحه‌اي  شكل  تغيير  با 
انجام  پيچش  و  محوري، خمش  بارهاي كشش  تريكب  تحت  مركب  مواد 
مواد  براي  محدود  المان  فرمولاسيون  كي   ]6[ همكارانش  و  زوكر  شد. 

1. Relaxation modulus
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ويسكوالاستكي خطي ارتوتروپ ارائه كردند. كي زمان كاهش يافته در تمام 
و بخش  زمان حاضر  دو بخش خطي  به  تنش  و جزء  جهت‌ها فرض شده 
با نرخ كرنش ثابت تقسيم شد. توآتي و سدربوم ]7[  از جزء قبل  تاريخچه 
آزمايش  داده‌هاي  از  را  غيرخطي  تنش  رهايي  پاسخ  كه  عددي  روشي  از 
خزش مواد ويسكوالاستكي غيرخطي همسانگرد تعيين ميك‌ند براي تعيين 
ارتوتروپ  تحليل ورق‌هاي چندلايه‌اي  و  خواص ويسكوالاستكي غيرخطي 
استفاده كردند. سوانت و ماليانا ]8[ براي پيشگويي پاسخ‌هاي ويسكوالاستكي 
ترمومكانكيي مواد و سازه‌هاي مركب تک‌لایه‌ای ويسكوالاستكي ارتوتروپ 
ماده  شاپري  انتگرال  كردند.  ارائه  را  بازگشتي-تكراري  عددي  روش  كي 
تحليل  توسط  ارتوتروپ  محيط  مدل‌سازي  براي  غيرخطي  ويسكوالاستكي 
سازه‌اي براي تغيير شكل‌هاي كوچك بصورت سابروتين ماده در كد المان 
محدود آباكوس توسعه داده شد. اندو و پرییرا ]9[ خواص ماده‌ای که در آن 
معادله مشخصه ویسکوالاستیک خطی با سری پرونی برای مواد ارتوتروپیک 
استفاده می‌شود را بصورت سابروتین مورد استفاده قرار دادند که پارامترهای 
سری برای تمام مودهای عمودی و برشی با برازش عددی و نتایج آزمایش 
تجربی خزش بدست آمد. له و همکاران ]10[ یک مدل ویسکوالاستیک سه 
بعدی با رهیافت دیفرانسیلی را برای تحلیل چندلایه‌ای مرکب تحت فشار 
از مولفه‌های  آباکوس مورد استفاده قرار دادند. این مدل  در سابروتین ماده 
ماتریس آسایش استفاده می‌کند که بصورت سری پرونی بیان می‌شود. در 
کامل  اتصال  با  لایه‌های  بصورت  چندلایه‌ای  ویسکوالاستیک،  مدل‌سازی 
فرض شد. در روش تحلیلی، برای کمانش ورق چندلایه‌ای تک راستا تحت 
بار محوری از معادلات ورق نازک الاستیک استفاده و با نتایج ورق ایزوتروپ 
خمش  مشابه  کمانش  مدل  آباکوس  در  عددی،  روش  برای  شد.  مقایسه 
سه نقطه‌ای ایجاد شد که چندلایه‌ای از دو لبه تحت فشار داخل صفحه با 

نرخ‌های مختلف قرار گرفته است. 
از جمله مقالات تحليل سازه كه در آن ماده با خواص ويسكوالاستكي 
ارتوتروپ در نظر گرفته شده كار ويلسون و وينسون ]11[ است كه كمانش 
الياف  فرض  با  گرفت.  قرار  بررسی  مورد  چندلايه‌اي  ورق‌هاي  خزشي 
الاستكي خطي و زمينه ويسكوالاستكي خطي همسانگرد، نرمي‌هاي خزشي 
موثر ت‌كلايه‌اي ارتوتروپ توسط معادلات هالپين-ساي تعيين شد. در مقاله 
سدربوم و ابودي ]12[ كه خواص موثر وابسته به زمان مواد مركب تك جهتي 
چندلايه‌اي  ورق‌هاي  در  آمد،  بدست  مكيرومكانكي  رهيافت  از  استفاده  با 
ويسكوالاستكي ارتوتروپ با تئوري‌های چندلايه‌اي كلاسكي و تغيير شكل 
برشي مرتبه اول، خمش شبه استاتكيي، كمانش شبه استاتكيي، بار دينامكيي 

و ارتعاشي تحليل شد. توآتي و سدربوم ]13[ با تعيين سفتي غيرهمسانگرد 
تحليل‌هاي  صفحه‌اي،  تنش  شرايط  تحت  ت‌كجهته  لايه  ويسكوالاستكي 
پسك‌مانش ورق‌هاي چندلايه‌اي با تيكه‌گاه ساده و نقص هندسي با تئوري 
خزشي  رفتار   ]14[ هوانگ  كردند.  بررسي  را  كارمن  فون  غيرخطي  ورق 
اساس  بر  را  نقص‌هاي مختلف  با  پليمري ويسكوالاستكي  چندلايه‌اي‌هاي 
فرض فون كارمن و تحت فشار داخل صفحه مطالعه كرد كه پارامتر خيز از 
معادله ممان با استفاده از تكنكي گلريكن و انتگرال‌گيري عددي تعيين شد. 
مالييانا و حاج علي ]15[ رفتار خزشي و فروپاشي سازه‌هاي مركب ضخيم و 
لايه‌اي با مدل سه بعدي و پوسته‌اي را تحليل كردند. فشار محوري خزشي 
انجام  فشار سطحي  تحت  چندلايه‌اي  استوانه  و  مركب ضخيم  ستون‌هاي 
با  غيرخطي  ويسكوالاستكي  مركب  ماده  خواص  مطالعه  این  در  گرفت. 
استفاده از روش سلول‌هاي ابودي با سابروتين ماده در كد آباكوس تعريف 
شد. در مقاله فلاحتگر و صالحي ]16[ خمش ورق قطاع مركب چندلايه‌اي 
ويسكوالاستكي غیرخطی بر اساس تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول و 
كرنش فون كارمن با روش تفاضل محدود رهايي پويا1 تحليل شد. معادلات 
براي  شاپري  بازگشتي  فرمولاسيون  با  و  تكسويه  لايه‌هاي  براي  مشخصه 
ماده غيرخطي ارتوتروپ بدست آمد. كمانش خزشي كي ورق فون کارمن 
توسط  نيز  غيرخطي  محدود  المان  با  خطي  ويسكوالاستكي  همسانگرد 
نويسنده ]17[ انجام شد و زمان های بحرانی2 تحت بارگذاری در مدت زمان 
طولانی بدست آمد. در مطالعه نوین و همکاران ]18[ یک المان چندلایه‌ای 
3 گرهی بر اساس تئوری ورق مرتبه بالا ارائه شد. از تبدیل لاپلاس برای 
انتگرالی بولتزمن استفاده شد تا در فضای لاپلاس  حل معادلات مشخصه 
معادلات جبری بدست آید که مزیت آن علاوه بر ایجاد دقت در حل با حافظه 
و زمان کمتر، عدم نیاز به گسسته‌سازی المان محدود در بازه زمان بلند مدت 
ضخامت  در  جایجایی  زیگ-زاگ،  میدان  با  سازه  تحلیل  بخش  در  است. 
نیز تحلیل و نتایج خرش و آسایش ورق مرکب و ساندویچی استخراج شد. 
و  بزرگ  تغییر شکل‌های  برای  مدل  یک   ]20 و   19[ همکاران  و  ابوحمزه 
چندلایه‌ای  رفتار  و  دادند  ارائه  ترمو-ویسکوالاستیک  مرکب  ماده  کوچک 
ترمو-ویسکوالاستیک  و  ترموالاستیک  پاسخ  کردند.  بررسی  را  فلزی  الیاف 
با تحلیل ترمو-مکانیکی و  چسب در ماده مرکب شیشه-آلومینیم-اپوکسی 
از  ماده مرکب  پاسخ لایه‌های  تعیین شد.  نیز در ]20[  مکانیکی-دینامیکی 
پاسخ وابسته به دما و ویسکوالاستیک اپوکسی بدست آمد که اصل تطابق 
با معادلات خودسازگار میکرومکانیکی در فضای لاپلاس برای آن استفاده 

1. Dynamic Relaxation
2. Critical time
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شد. پاسخ زمانی نیز از تبدیل عکس حاصل شد. مدل ماده با تغییر شکل‌های 
بزرگ در سابروتین ماده انسیس و همچنین متلب برنامه نویسی شد. روزگار 
و غلامی ]21[ خمش یک ورق مستطیلی از جنس ماده مرکب چندلایه‌ای 
میدان  کردند.  بررسی  ورق  بالای  مرتبه  تئوری  توسط  را  ویسکوالاستیک 
معادلات  و  شد  گرفته  نظر  در  ضخامت  در  متغیره  دو  تئوری  با  جابجایی 
شد.  حل  پویا  رهایی  روش  و  مرکزی  محدود  تفاضل  با  حاکم  دیفرانسیل 
رابطه انتگرال وراثتی1 تنش-کرنش ویسکوالاستیک خطی از اصل بولتزمن 
بدست آمد که در نهایت در منتجه‌های تنش ظاهر شد. برای حل انتگرال 
برای  پرونی  سری  شکل  و  ذوزنقه‌ای  روش  از  بارگذاری  تاریخچه  کل  در 
بالای  مرتبه  تئوری  با   ]22[ همکاران  و  نوین  شد.  استفاده  آسایش  مدول 
زیگ-زاگ برای ورق چندلایه‌ای مرکب ویسکوالاستیک، رفتار مکانیکی-

حرارتی-رطوبتی کوپل برای ورق چندلایه ویسکوالاستیک با خزش طولانی 
مدت را بررسی کردند که شامل هدایت حرارتی و جذب رطوبت است. میدان 
میدان زیگ-زاگ  ترکیب  با  و رطوبت  دما  توزیع  و  داخل صفحه  جابجایی 
و  دما  زمان،  به  وابسته  آسایش  مدل  آمد.  بدست   3 مرتبه  میدان  و  خطی 
انتگرال وراثتی با  با تبدیل لاپلاس برای  رطوبت با سری پرونی بیان شد. 
در محیط  معادلات مشخصه  زمان،  به  وابسته  و رطوبت  متغیرهای حرارت 
روی  و  گنگالی  مقاله  در  شد.  ساده  تنش-کرنش خطی  روابط  به  لاپلاس 
مرکب  گردان  محور  تحلیل  برای  بالا  مرتبه  المان محدود  مدل  ]23[ یک 
چندلایه‌ای ویسکوالاستیک ارائه شد. تئوری مدول معادل و رهیافت مستقیم 
برای  شد.  استفاده  تیموشنکو  تیر  تئوری  اساس  بر  محور  مدل‌سازی  برای 
سیستم فنر-مستهلک کننده استاندارد 4 المانی پارامترهای ویسکوالاستیک 
شامل مدول ذخیره و ضریب استهلاک بر اساس معادله مشخصه اپراتوری 
است که از برازش منحنی های تجربی بر حسب فرکانس با ابزار بهینه سازی 
بدست آمد. برای تعیین اثرات ناهمگنی در سازه مرکب محور چرخان از نتایج 
چندمقیاسی  روش  با   ]24[ همکاران  و  آن  شد.  استفاده  ویژه  مقدار  تحلیل 
پرونی  سری  از  آوردند.  بدست  را  ویسکوالاستیک  مرکب  چندلایه‌ای  رفتار 
استفاده  تعمیم‌یافته  ماکسول  مدل  در  آسایش  سفتی  ماتریس  تقریب  برای 
شد. اثر حرارت نیز با اصل برهم نهی زمان-دما در نظر گرفته شد. یک ابزار 
توسعه‌ای در آباکوس ارائه شد که امکان تخمین خواص ویسکوالاستیک ماده 
مرکب تک راستا را بر اساس خواص اجزا فراهم می‌کند. با یک المان حجمی 
از  استفاده  با  شد.  تعیین  موثر  ارتوتروپیک  ویسکوالاستیک  خواص  نماینده 
میکرو،  مقیاس  در  لایه  هر  شده  سازی  همگن  خواص  و  ماده  سابروتین 

1. hereditary integral

تحلیل در مقیاس ماکرو با المان پوسته انجام شد. از توابع موجود در آباکوس 
برای تعریف چندلایه‌ای و بهنگام کردن خواص در تحلیل سازه پنل مرکب 
چندلایه‌ای استفاده شد. جیراد و همکاران ]25[ رفتار ترمو-ویسکوالاستیک 
ماده مرکب بافته شده در صفحات مدار چاپی را بررسی کردند. برای تعیین 
عددی  و همگن‌سازی  آسایش  آزمایش‌های  خارج صفحه،  و  داخل  خواص 
انجام شد. شبیه‌سازی اثرات حرارتی نیز روی مدول‌های وابسته به زمان در 
نظر گرفته شد. مدل ویسکوالاستیک پرونی با یک معادله طیفی برای رزین 
تصاویر  با  مطابق  هندسه  با  نماینده  المان حجمی  از  ادامه  در  استفاده شد. 
در  همگن‌سازی‌ها  آمد.  بدست  مرکب  ماده  خواص  الکترونی  میکروسکوپ 
فضای زمان و با سابروتین ماده در آباکوس پیاده سازی شد. مدل‌سازی ورق 
مرکب نازک بافته شده با همگن‌سازی دو بعدی بر اساس المان محدود ارائه 

و نتایج استخراج شد. 
موجود  تجاري  كدهاي  در  ويسكوالاستكي  مركب  ماده  كه  آنجايي  از 
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ويسكوالاستكي چندلايه‌اي، بصورتی بخش ماده نرم افزار توسط سابروتين 
خواص  با  ت‌كلايه‌ها  برای  ابتدا  سابروتین  این  در  است.  يافته  توسعه  ماده 
لایه  رفتار  ويسكوالاستكي  برشي  و  عرضي  خواص  و  الاستكي  محوري 
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آمد.  بدست  معادله مشخصه چندلايه‌اي  پاگانو،  بعدی  تئوري سه  با  لايه‌ها 
از این جهت خواص چندلایه‌ای هر سازه‌ای تنها با یک المان در ضخامت 
از یک  با مطالعات گذشته، در کار حاضر  قابل بکارگیری است. در مقایسه 
ماده ویسکوالاستیک  زمانی  انتگرال  برای  بازگشتی  از روش  استفاده  طرف 
محاسبات را کاهش داده و از طرف دیگر لایه‌چینی سه‌بعدی هم در برنامه 
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منحني‌هاي خزش و تغییر شکل و نیز زمان‌های بحرانی بدست آمده است.  

ماده ویسکوالاستیک خطی-2 
چند  بارگذاري  و  همدما  شرايط  با  خطي  ويسكوالاستكي  ماده  مدل   
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و   t = 0 زمان  در  محوري  الاستكي تك  آني  نرمي  مقدار   ijS ,0 كه 
) مولفه نرمي خزشي گذراي ويسكوالاستكي است. از سري نمايي  )ijS t∆

N جمله‌اي ]26[ براي توصيف تابع نرمي خزشي بصورت رابطه )2(  پروني
استفاده مي‌شود ]3،8[:
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nλ زمان تاخير مستقل از تنش هستند.  ij,nS ضرايب سري پروني و  كه 
اگر رابطه )2( در رابطه )1( قرار داده شود كي شكل بازگشتي براي بخش 
نتيجه كرنش كل در زمان  انتگرالي معادله حاصل بدست مي‌آيد ]26[. در 

حاضر بصورت معادله )3( نوشته خواهد شد:
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كه در آن:
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و   t t− ∆ تا   0 زمان  دو  به  آن  تقسيم  توسط  فوق  انتگرال  حل  با 
t كي فرم بازگشتي حاصل مي‌شود ]26[. با اين روش انتگرال  t تا  t− ∆

وراثتی براي هر جمله سري پروني در انتهاي زمان حاضر t، بر حسب مقدار 
t بصورت معادله )5(  t− ∆ محاسبه شده آن در زمان حاضر و زمان قبل 
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كامل،  بصورت   )3( رابطه  بازنويسي  و   )3( در   )5( معادله  دادن  قرار  با 
معادله مشخصه ماده ويسكوالاستكي ارتوتروپ مطابق رابطه )6( براي تمام 

کرنش‌های عمودی و برشی حاصل مي‌شود:
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كرنش‌هاي خزشي  (jR t ) ) عناصر ماتريس نرمي خزشي و  )c
ijS t كه 

وراثتی است. با استفاده از ]3[ اين مقادير با بخش‌های الاستكي )ثابت( و 
ويسكوالاستكي )وابسته به زمان( در معادلات )7( و )8( مشخص شده است :
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با فرض رفتار الاستكي در راستاي الياف، بخش الاستكي از معادلات 
)7( بصورت )9( جدا مي‌شود:
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بازگشتي  رابطه  و  است   R t =1( ) 0 یعنی  اول  وراثتی  كرنش  پس 
رابطه  مطابق  برشي  و  عمودي  مختلف  راستاهاي  در  وراثتی  انتگرال  براي 
1 است. معادلات مشخصه ارائه شده در روابط  0t

,nq = )5( می‌شود که تنها 
)6( تا )10( براي رفتار ت‌كلايه‌اي در راستاي مختصات ماده است. ماتريس 
] بدست خواهد آمد. در  ] 1

6 6
c
ijC S (t)

−

×
 =   سفتي اين ت‌كلايه‌اي نيز برابر 

بخش بعد روش تعيين خواص چندلايه‌اي شرح داده خواهد شد كه بصورت 
خاصيت كي لايه همگن در هر نقطه انتگرال‌گيري از المان‌ها اعمال مي‌شود.

تئوری لایه‌چینی سه بعدی-3 
تئوری لایه‌چینی سه بعدی با سفتی کششی، خمشی و کوپل کل مقطع 
توسط پاگانو ]27 و 28[ برای تعیین خواص مقطع چندلایه‌‌ای ناهمسانگرد 
بکارگرفته شد. در این کار از تئوری الاستیسیته خطی استفاده شد که روابط آن 
علاوه بر صدق کردن در شرایط مرزی، در شرایط پیوستگی تنش و جابجایی 
بین لایه‌ای هم صدق می‌کند. از اینرو این فرمول‌ها محدود به منتجه‌های 
نیرو و ممان و نیروی‌های سطحی ثابت است. ساده شده این روش توسط 
حاج علی و پکنولد ]29[ بیان شد. مقطع در چند نقطه انتگرال‌گیری همگن 
می‌شود که جایگزین چندلایه‌ای است و پاسخ ماده همگن معادل با تئوری 
سه بعدی لایه چینی بدست می‌آید. برای برقراری شرایط پیوستگی جابجایی 
و تنش بین لایه‌ها، از کرنش‌های همگن داخل صفحه و تنش‌های همگن 
دقیق  حل  به  باشد  ثابت  آنها  توزیع  اگر  که  می‌شود  استفاده  صفحه  خارج 
می‌رسد. در کار حاضر با استفاده از این تئوري لايه‌چيني سه‌بعدي، خواص 
داخل  کرنش‌های  و  تنش‌ها  لايه  هر  در  مي‌آيد.  بدست  چندلايه‌اي  معادل 

 { }oσ ×3 1 } و تنش‌ها و کرنش‌های خارج صفحه }iε ×3 1 3 و  1{ }iσ × صفحه 
} معرفی می‌شود. بین لایه‌ها اتصال کامل وجود دارد پس جابجایی  }oε ×3 1 و 
و کرنش‌های داخل صفحه و تنش‌های خارج صفحه بین دو لایه مجاور برابر 
است. برای تعیین مدول موثر چندلایه‌ای ناهمسانگرد، با همگن‌سازی ]29[، 

تنش‌ها و کرنش‌های موثر در ضخامت بصورت زیر تعریف می‌شود:
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که  باشد  همگن  فضایی  بصورت  باید  اعمالی  کرنش  و  تنش  الگوی 
پاسخ موثر چندلایه‌ای به شکل محیط پیوسته معادل آن شود. از این شرط، 
کرنش‌های داخل صفحه همه لایه‌ها و تنش‌های خارج صفحه همه لایه‌ها 

با مقدار موثر برابر است: 
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برای بقیه تنش‌ها و کرنش‌ها هم رابطه )12( برقرار است ]29[:
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رابطه تنش-کرنش  برای لایه k ام مطابق رابطه )13( مرتب مي‌شود:
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است  لازم  لايه‌ها  بين  جابجايي  پيوستگي  شرايط  برقراري  منظور  به 
براي  باشد.  داشته   iε مانند  ثابتي  مقدار  لايه‌ها  صفحه  داخل  كرنش‌هاي 
تعادل تنش‌هاي لايه مياني نيز تنش‌هاي خارج صفحه لايه‌ها بايد پيوسته و 
oσ باشد. پس برای لایه k ام رابطه )16( حاصل می‌شود ) برابر مقدار ثابت 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 57، شماره 6، سال 1404، صفحه 795 تا 814

803

]  با ماتریس های سفتی چندلایه‌ای تفاوت دارد(:  ]D ]و ]B ،[ ]A
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با جمع ماتريس‌ها روي تعداد لايه‌ها، ماتريس ضرايب كل حاصل خواهد 
شد ]29[:
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که:
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مشابه )17( برای همگن کردن در ضخامت چندلایه‌ای باید معادله )21( 
برقرار باشد:
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} بر حسب  }σ  حال با جدا كردن تنش‌ها و نوشتن تنش كل چندلايه‌اي 
C مورد    } مطابق معادله )22(، ماتريس سفتي كل  }ε كرنش‌هاي كل 

استفاده در برنامه در مختصات هندسی بدست مي‌آيد: 

)22(

(19) 
 
 

 
 

i i
T

o o

A B

B D

 
 

                                

 

 

(21) 

1

1

1

oo

io oo

ii io oo oi

D C

B C C

A C C C C







      

          

                   

 

 

(21) 
   
   

( )
( )

1

k
kN

TT
k

A B A Bh
h B DB D 

                           


 

 

(22)    σ C ε   
 

 

(23) 
ii io

oi oo

C C
C

C C

 
     

  

       

1

1

oo

io oo

T
oi io

T
ii oo

C D

C B C

C C

C A B C B





      

          

      

                   

 

 

 

�

که هر کدام از زیرماتریس‌ها در رابطه )23( آمده است ]29[:
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براي استفاده از اين ماده جديد در نرم‌افزار تنها كافي است كه مش‌بندي 
براي  نرم‌افزار  در  كه  ورودي‌هايي  انجام شود.  المان  با كي  سازه  ضخامت 
ضخامت  الياف،  آرايش  لايه‌ها،  تعداد  شامل  شده  گرفته  نظر  در  سابروتين 
لايه‌ها و تعداد متغيرهاي حالت1 يا متغيرهايي كه در هر مرحله از حل براي 

مرحله بعد ذخيره مي‌شوند خواهد بود. 
نرم  در  موجود  امكانات  از  تنها  وقتي  الاستكي  مركب  ماده  براي 
براي  مستقل  الاستكي  ثابت   9 ورود  از  است پس  استفاده شود لازم  افزار 
خواص ت‌كلايه )در منوي تعريف ماده(، از آنجا كه در ضخامت كي المان 
با  لايه  هر  ضخامت  و  جهت  شامل  لايه‌ها  آرايش  شده،  گرفته  نظر  در 
یا  الاستكي  ماده  با  اما  شود.  معرفي  المان  براي   ]30[ مقطع‌بندي2  امكان 
ويسكوالاستكي كه توسط سابروتين تعريف شده نياز به مقطع‌بندي نيست 
و خواص چندلايه‌اي مطابق روابط )13( تا )23( بدست مي‌آيد. در برنامه‌اي 
كه با زبان برنامه‌نويسي فرترن براي سابروتين ماده سه‌بعدي3 ]30[ نوشته 
مي‌شود تعداد مشخصي از متغير حالت در هر مرحله از فرايند حل نرم‌افزار و 
1. State variables
2. Sections, Lay-up
3. usermat3d



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 57، شماره 6، سال 1404، صفحه 795 تا 814

804

همچنین فراخواني سابروتين به عنوان ورودي و خروجي مورد نياز خواهد بود. 
متغيرهاي حالت شامل كرنش‌هاي وراثتی، تنش‌هاي كل عمودي و برشي 
چندلايه‌اي و ماتريس سفتي چندلايه‌اي است. در سابروتين ماده كه بعد از 
t و جز  ، زمان  iε∆ كامپايل شدن به نرم افزار مرتبط مي‌شود جزء كرنش 
∆t و نيز متغيرهاي حالت به عنوان ورودي است كه از آنها تنش‌ها  زمان 
و ماتريس ژاكوبي ماده به عنوان خروجي بايد محاسبه شود. فلوچارت برنامه 
نوشته شده براي سابروتين ماده در شكل 1 مشاهده مي‌شود. بخشي از برنامه 

اصلي كه براي تعيين خواص و تنش‌هاي ت‌كلايه است نيز در شكل 2 نشان 

داده شده است. در فايل ورودي1 انسيس تعداد لايه‌ها، ضخامت و آرايش آنها 

و همچنین تعداد متغيرهاي حالت تعريف مي‌شود. خواص ماده مرکب مورد 

نظر که در خود سابروتين برای تعیین ماتریس سفتی نیاز است شامل 9 ثابت 
1. APDL input file

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

  اي مركب ويسكوالاستيك براي چندلايهبعدي سابروتين ماده سه :1 شكل
Fig. 1. 3D material subroutine for viscoelastic composite laminate 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فراخواني متغيرهاي حالت لايه
 و  ، 

 ، تنش لايه  ماتريس سفتي لايه 

 (3چيني )بخش اي از روابط تئوري لايهچندلايه و تنش سفتي

 اي ، ماتريس سفتي چندلايهاي خروجي تنش چندلايه

 حقله روي تعداد لايه

 9 و 7 ها از رابطهويسكوالاستيك لايهو ماتريس سفتي الاستيك 

 ها و هورودي تعداد و آرايش لاي

 ها تمام شده استهشماره لاي

 پايان

 خير

 بله

 و  ، ذخيره متغيرهاي حالت لايه 

 ORTHOVISCO سابروتين

USERMAT3D 

شکل 1. سابروتين ماده سه‌بعدي براي چندلايه‌اي مركب ويسكوالاستكي.  

Fig. 1. 3D material subroutine for viscoelastic composite 
laminate.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 براي يك لايه ماده ارتوتروپ ويسكوالاستيك سابروتين  :2 شكل
Fig. 2. Orthotropic viscoelastic material subroutine for one layer  

 

 

 

 

 (  9تا  6 رابطه با كمكجزكرنش )

 kحقله تكرار با شمارنده 

  لايه ماتريس سفتي

  ،، ، متغيرهاي حالت لايه  :ورودي

 اختلاف بين جز كرنش 

 (5از رابطه ) ثتيوراكرنش 

 جز تنش

 هاي لايهتنش

 خطا

  ها: تنشخروجي متغيرهاي حالت لايه

 ماتريس سفتي لايه ، (5از رابطه )  وراثتيكرنش 

ORTHOVISCO 

    چك خطا
 خير

 بله

 خروج

شکل 2. سابروتين ماده ارتوتروپ ويسكوالاستكي  براي كي لايه.

Fig. 2. Orthotropic viscoelastic material subroutine for 
one layer .
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ارتوتروپ و در کار حاضر فرض 6 ضريب  الاستكي براي خواص ت‌كلايه 
عرضي و 6 ضريب برشي و 6 نما براي سري پروني مدل ويسكوالاستكي 
خواهد بود. متغيرهاي حالت هر چندلايه‌ای برابر مجموع تعداد كرنش‌هاي 
وراثتی زمان قبل )6 كرنش براي هر جمله سري پروني(، تعداد تنش‌هاي كل 
عمودي و برشي چندلايه‌اي زمان قبل )6 تنش( و تعداد جملات ماتريس 
سفتي چندلايه‌اي زمان قبل )36 ثابت( است كه اين تعداد در تعداد لايه‌ها 

ضرب شده و تعداد کل متغیرها را می‌دهد. 
در شكل 2 نيز شرط همگراشدن كي حلقه تكرار وجود دارد كه بر اساس 
اختلاف جزء كرنش سنجيده مي‌شود. پس از تعيين سفتي و تنش لايه )با 
روابط بخش 3( ماتريس سفتي و تنش كلي چندلايه‌اي در مختصات هندسی 
بدست مي‌آيد. بعد از تكميل لايه‌ها، خروجي نهايي كه تنش و سفتي است 
براي تحليل سازه در حل المان محدود به نقاط انتگرال‌گيري گوس اختصاص 

ميي‌ابد.

خواص ماده مرکب-4 
خواص مورد استفاده در اين مقاله از آزمايش‌هاي مربوط به تحقيق لو 
است. خواص  آمده  بدست  شيشه/اپوكسي  مركب  ماده  براي   ]1[ شاپري  و 
آزمايش‌هاي بخش الاستكي حاصل شده  از  آمده  ماده‌ای كه در جدول 1 

است. 
علاوه بر خواص الاستكي، خواص وابسته به زمان ماده مانند نرمي‌هاي 
خزشي و زمان‌هاي تأخير مدل ويسكوالاستكي در جدول 2 ليست شده است. 
لازم به ذكر است كه خواص ویسکوالاستیک در ]1[ بصورت منحنی‌های 
تواني برای سفتی‌های عمودی و برشی داده شده است و مقادير جدول 2 
که مربوط به ضرايب و نماهاي فرمول سري پروني معادله )2( است براي 
48000 دقيقه يا 800 ساعت با برازش منحني‌های توانی مطابق روابط نمایی 

پرونی بدست آمده است. در صورتي كه زمان مورد نظر از 800 ساعت كمتر 
يا بيشتر باشد لازم است با محاسبات مجدد برازش، ضرايب و نماهاي ارائه 
شده در جدول 2 دوباره محاسبه شود. در کار حاضر از 6 جمله سری پرونی 
استفاده شد که تطابق خوبی در برازش با منحنی‌های توانی خواص عمودی 

و برشی ]1[ داشته است.

نتایج و بحث-5 
تحليل  امكان  حاضر  كار  در  شده  ارائه  ماده  سابروتين  از  استفاده  با 
لايه  كي  مش‌بندي  با  باشد  چندلایه‌ای  بصورت  كه  سازه‌اي  هر  سه‌بعدی 
المان در ضخامت وجود دارد. لازم به ذكر است كه با اين سابروتين مي‌توان 
تحليل هر سازه‌ای را در گذر زمان انجام داد. اما در كار حاضر براي نمونه 
با سوراخ دايره‌اي به عنوان سازه مورد بررسی در نظر  كي ورق مستطيلي 
گفته شده كه در شكل 3 مشاهده مي‌شود. مش‌بندي نيز بصورت تقسيم‌بندي 
برابر طولي و عرضي با كي المان در ضخامت است. مثالي از اين مش‌بندي با 
336 المان در شكل 4 نشان داده شده که تعداد المان‌ها بعد از آنالیز حساسیت 
مش بر اساس بار بحرانی انتخاب شده است. پسك‌مانش ماده الاستكي و 
ويسكوالاستكي تحت بار تك محوري پديده‌اي است كه در اينجا به ترتیب 
براي بررسي صحت مدل‌سازي و ارائه نتايج جديد انتخاب شده است. شرايط 
چهارطرف  و  ساده  چهارطرف  تيكه‌گاه  شامل  الاستیک  پسك‌مانش  مرزي 
این شرايط  نظر گرفته شده كه جزئیات  در  مياني  با حركت صفحه  گيردار 
مرزي در جدول 3 آمده است. تنها نيروي اعمالي به ورق بار داخل صفحه 

جدول 1. خواص الاستكي ماده مرکب شيشه/اپوكسي.

Table 1. Elastic properties of glass/epoxy composite.
 شيشه/اپوکسيماده مرکب خواص الاستيك  :1 جدول

Table 1. Elastic properties of glass/epoxy composite 
 

 مقدار خاصيت
 GPa 64/73 1   يسيتهمدول الاست

      GPa  4/01 3 
 GPa 00/6 23   مدول برشي

  GPa 92/6 13 
31/0ν نسبت پواسون ν  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 2. خثابت‌هاي سري پروني براي خواص خزشي شيشه/اپوكسي.

Table 2. Constants of Prony series for creep properties 
of glass/epoxy

 يخزشي شيشه/اپوکس هاي سري پروني براي خواصثابت :2 جدول
Table 2. Constants of Prony series for creep properties of glass/epoxy 

 

 زمان تأخير
λ , min-1 

 نرمي خزشي عمودي
ST,n×109, GPa-1 

 نرمي خزشي برشي
SS,n×109, GPa-1 

44740160/0 

09106290/0 

00092624/0 

00042310/0 

00010140/0 

00001700/0 

7740/6 

93103 /6 

10272/7 

2044/3 

31104/7 

107223/3  

36370/1 

60919/7 
47677/6 

92240/0 

137446/4 
673732/1  
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اعمال مي‌شود و  xLx =  است كه در لبه عمودي ورق در  
2
x

0 3
2

L
h

xNN
E

=

x نيز بصورت ثابت است. جزئیات هندسه و بارگذاري سازه  = 0 لبه عمودي 
در شكل 3 نشان داده شده است. با توجه به نوع شرايط مرزي، در تکیه‌گاه 
گیردار كل سطح جانبي لبه مورد نظر و در تکیه گاه ساده تنها خط مركزي 

آن سطح در اعمال جابجايي‌ها و بارگذاري در نظر گرفته مي‌شود.
در فرايند پسك‌مانش الاستكي ورق از المان سه‌بعدي شماره 1861 با 
تعريف آرايش لايه‌ها و خواص ت‌كلايه استفاده مي‌شود. اين المان سه بعدي 
با 20 گره و جابجايي مرتبه دو است كه قابل استفاده بصورت سازه‌اي2 و 

1. SOLID186
2. Structural solid

در جهت محورهاي  جابجايي  آزادي  درجه  گره 3  براي هر  است.  لايه‌اي3 
مختصات در نظر گرفته شده است ]30[. خواص ورودي المان بصورت ماده 
ارتوتروپ با 9 ثابت الاستكي در بخش مدل ماده سازه‌اي، الاستكي خطي 

]30[ تعريف مي‌شود.
الاستكي  پسك‌مانش  تحلیل  فرمولاسیون،  دقت  بررسی  برای  ابتدا 
انجام می‌شود. در این مرحله هدف فقط مقايسه ماده نرم‌افزار و سابروتین 
مقطع‌بندي  امكان  از  استفاده  لزوم  در  حل  و  مدل‌سازي  تفاوت  که  است 
نیاز به این مقطع‌بندی در استفاده از سابروتين  برای ماده نرم‌افزار و عدم 

را نشان می‌دهد. 

3. Layered solid

جدول 3. شرايط مرزي پسك‌مانش ورق .

Table 3. Boundary conditions of post-buckling of plate.

 

  ورق کمانشپسشرايط مرزي  :3 جدول
Table 3. Boundary conditions of post-buckling of plate 

 
 لبه هاي افقي لبه هاي عمودي 

    گاهنوع تكيه
  ساده
 جانبي(سطح )روي خط مركزي 

 
  نيروي فشار

  

  گيردار
 )روي كل سطح جانبي(

 
 ثابت

  نيروي فشار
 

 
 ثابت

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 تحت فشار داخل صفحه بعدي با هندسه سهمساله حاضر  ورق :3 شكل
Fig. 3. Plate for present problem with 3D geometry under in-plane pressure 
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شکل 3. ورق مساله حاضر با هندسه سه‌بعدی تحت فشار داخل صفحه .

Fig. 3. Plate for present problem with 3D geometry 
under in-plane pressure

 
 با يك المان در ضخامت تنها نمونه مش بندي ورق مربعي  :4 شكل

Fig. 4. Sample meshing of square plate by only one element in thickness 
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شکل 4. نمونه مش بندي ورق مربعي تنها با كي المان در ضخامت.

Fig. 4. Sample meshing of square plate by only one ele-
ment in thickness.
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نقص اوليه ورق مطابق مود اول كمانش است. مقدار این نقص، نسبت حداكثر 
مقدار خيز در لبه بالاي سوراخ به ضخامت در نظر گرفته شده است. ابتدا ورق 
xh/L و نقص اوليه 0/2 تحت  = مربعي بدون سوراخ با نسبت ضخامت 0/02
فشار داخل صفحه قرار مي‌گيرد كه نتيجه منحني نيرو-خيز وسط آن در شكل 
5 براي آرايش 4]45- / 45[ و در شكل 6 براي آرايش s2 ]90 / 0[ نشان داده 
شده است. در اين شكل‌ها دو شرط مرزي متفاوت چهار طرف ساده و چهار 
طرف گيردار مقايسه شده است. در آرايش 4]45- / 45[ نسبت بار بحراني 
ورق گيردار به ورق تيكه‌گاه ساده برابر 2 است. در حالكيه نسبت خيزهاي 
حداكثر ساده به گيردار برابر 1/1 شده است. اختلاف خيز بين دو مدل ماده 
انسيس و سابروتين در تکیه‌گاه گيردار 1/7 درصد و در تکیه‌گاه ساده 1/9 
درصد كمتر شده است. براي آرايش s2 ]90 / 0[ نسبت بار بحراني مرز گيردار 
به ساده برابر 3 است. در حالكيه نسبت خيز حداكثر مرز ساده برابر گيردار 
شده است. اختلاف خيز بين دو مدل ماده انسيس و سابروتين در مرز گيردار 
3/3 درصد بيشتر و در تکیه‌گاه ساده به اندازه 1 درصد كمتر شده است. حال 
، نسبت  =y xL / L منحني نيرو-خيز براي ورق مستطيلي با نسبت ابعاد 1/5
اوليه  نقص  و   xh/L = نسبت ضخامت 0/02  ، xR/L = 0/2 شعاع سوراخ 
0/2 كه با شرط مرزي گيردار تحت فشار داخل صفحه قرار دارد که براي این 
دو آرايش ضربدري و صليبي ذکر شده در بالا، در شكل 7 مقایسه می‌شود. 
براي اينكه در ورق مستطيلي ابتدا مود اول كمانش رخ دهد و بتوان منحني 
را براي اين مود و وسط ورق رسم نمود بارگذاري روي ضلع بزرگتر در نظر 

گرفته شده است. 

 ]0 / 90[ s2 به ورق با آرايش ]نسبت بار بحراني ورق در آرايش 4]45- / 45
به مقدار 1/23 برابر است. در حاليك‌ه نسبت خيزهاي حداكثر آرايش 4]45- / 
45[ به s2 ]90 / 0[ برابر 1/17 شده است. اختلاف خيز بين دو مدل ماده 
انسيس و سابروتين در s2 ]90 / 0[ به اندازه 1/7 درصد كمتر و در 4]45- / 
45[ به اندازه 0/7 درصد بيشتر شده است. با مقايسه منحني‌ها در شكل 5 تا 
7 مي‌توان نتيجه گرفت نتایج مدل ماده مركب چندلايه‌اي در حالت الاستكي 

به خوبي مطابق مدل ماده‌اي است كه با سابروتين تعريف شده است.  

 
 ورق مربعي بدون سوراخ با آرايش نيرو براي-خيز منحني :5 شكل

4[45-  /45 ]  
Fig. 5. Deflection-force curve of [45/-45]4 square plate 

without hole  
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آرايش  با  سوراخ  بدون  مربعي  ورق  براي  خيز-نيرو  منحني   .5 شکل 
.]45 / -45[4

Fig. 5. Deflection-force curve of [45/-45]4 square plate 
without hole.
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 s2 [09  /9 ]   ورق مربعي بدون سوراخ با آرايش نيرو براي-خيز منحني :6 شكل
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شکل 6. منحني خيز-نيرو براي ورق مربعي بدون سوراخ با آرايش 
. ]0 / 90[ 2 s  

Fig. 6. Deflection-force curve of [0/90]2s square plate 
without hole

 
 
 
 

  
 با 5/1ورق مستطيلي  نيرو براي-خيز منحني :7 شكل

  گيردار گاهتكيه
force curve of rectangular plate -Deflection 7.g. Fi

with clamped support  1.5 
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شکل 7. منحني خيز-نيرو براي ورق مستطيلي 1/5  با تيكه‌گاه گيردار. 

Fig. 7. Deflection-force curve of rectangular plate  1.5  
with clamped support.
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در اين قسمت در کمانش خزشی، منحني‌هاي تغيير شكل ورق در طول 
N0 بدست مي‌آيد. ورق مستطيلي با  زمان تحت بار فشاری داخل صفحه 
xR= و نسبت ضخامت  / L ، شعاع سوراخ 0/2 =y xL / L نسبت ابعاد 1/5
 0 0,crN / N نسبت  با  اعمالي  بار  مي‌شود.  گرفته  نظر  در   xh/L = 0/02
crN,0 بار بحراني كمانش الاستیک ورق است. با سه مقدار  تعريف شده كه 
اول  ، 1-10 )مطابق مود  برابر 3-10 و 10-2  به ضخامت  اوليه  نسبت نقص 
کمانش الاستیک( نتايج در شكل 8 تا 11 براي آرايش 4]45- / 45[ و در 
شكل 12 تا 15 براي آرايش s2 ]90 / 0[ نشان داده شده است. نتایج برای 

شرايط مرزي ورق چهارطرف گيردار بدست آمده است. 

منحني كاهش طول براي ورق با آرايش الياف 4]45- / 45[ و سوراخ 
دايره‌اي تحت بار با نسبت 0/9، 0/8 و 0/7 با نقص اوليه متفاوت در شكل 
8 مشاهده مي‌شود. با توجه به شكل، در ورق‌هاي با نقص متفاوت و تحت 
اختلاف  حداكثر،  و  حداقل  طول  كاهش  مقادير  بين  مشخص،  بارگذاري 
چندانی وجود ندارد. يعني مي‌توان گفت در كي بار فشاري مشخص، نقص 
اولیه اثر كمي در كاهش طول دارد. اين اختلاف براي بار با نسبت 0/7 برابر 
10/6 درصد، براي بار 0/8 برابر 6/3 درصد و براي بار 0/9 برابر 5/1 درصد 
براي  دقیقه   48000 زمان  مطابق  كاهش طول  درصد  نهايي  مقادير  است. 
شرايط مختلف نقص و بار در جدول 4 ارائه شده است. مطابق جدول در كي 
نقص مشخص، با افزايش نسبت بار از 0/7 به 0/9 افزايش قابل ملاحظه‌اي 
در كاهش طول مشاهده مي‌شود. براي نقص 0/001 كوتاه شدن 1/7 برابر و 

براي نقص 0/01 و 0/1 كوتاه شدن 1/6 برابر شده است.
شكل 9 تا 11 مربوط به افزايش خيز بدون بعد حداكثر در طي زمان بوده 
كه به ترتيب براي نقص 3-10، 2-10 و 1-10 حاصل شده است. اين تغييرات 
در طول 48000 دقيقه از اعمال بار با نسبت 0/9، 0/8 و 0/7 بدست آمده 
است. مقادير خيز در زمان 48000 دقیقه براي نقص‌ها و بارهاي مختلف نيز 
در جدول 5 ليست شده است. همانطور كه در شكل 9 که برای ورق با نقص 
تا حدود زمان  اعمالي 0/7  بار  3-10 حاصل شده نشان داده شده است، در 

10000 دقيقه، افزايش خيز با شيب خيلي كمي در مقايسه با زمان‌هاي بعد 
از آن اتفاق نمی‌افتد. اين زمان مطابق با خيز 5 درصد روي محور عمودي 
است. این زمان مشخص شده، به عنوان زمان بحراني شناخته می‌شود و برابر 
زماني است كه در سازه با نقص خیلی کم تا قبل از آن زمان تغيير شكل با 
خیز ناگهاني يا زياد )در اينجا بيشتر از 5 در خیز در نظر گرفته شد( اتفاق 

 
648/7[ با 45/  -45]4 ورق مستطيلي طول كاهش منحني :8 شكل

 
rectangular plate   445]-[45/shortening of -Fig. 8. End

7.648under  
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شکل 8. منحني كاهش طول ورق مستطيلي 4]45- / 45[ با
. =cr0,N  7 /648 

Fig. 8. End-shortening of [45/-45]4  rectangular plate 

under =cr0,N  7.648

جدول 4. كاهش طول نهايي )در زمان 48000 دقیقه( ورق با آرايش الياف 4]45- / 45[ .

Table 4. Final end-shortening (at 48000 min.) of [45/-45]4 plate

 

 [ 44/  -44]4با آرايش الياف  ورقدقيقه(  40444)در زمان  کاهش طول نهايي :4 جدول
plate4 45]-[45/shortening (at 48000 min.) of -Table 4. Final end 

 
    نقص 
1/0  01/0  001/0  نسبت بار  
02/0 69/0 67/0  7/0  

47/0 46/0 43/0  4/0  

42/0 79/0 74/0  9/0  
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نمي‌افتد. براي نسبت بار 0/8، زماني كه طول ميك‌شد تا خيز به 5% برسد 
برابر 550 دقيقه است. اما در نسبت بار 0/9، افزايش ناگهاني خيز از همان 
زمان ابتدايي اعمال بار شروع مي‌شود و عملًا براي آن نمي‌توان زمان بحراني 
در نظر گرفت. یعنی وقتي نقص اوليه افزايش ميي‌ابد پدیده کمانش و زمان 
بحراني رخ نمی‌دهد. زيرا از همان زمان شروع بارگذاري، افزايش خيز با شيب 
زياد پيش مي‌رود. پس در شكل 10 و 11 نمي‌توان زماني را براي تغيير شكل 

ناگهاني یا زمان بحرانی مشخص کرد. 
افزايش  با  نقص 0/001،  براي   9 در شكل  افزايش خيزها،  مقايسه  در 
نسبت بار از 0/7 به 0/8، خيز 1/9 برابر و با افزايش بار از 0/7 به 0/9، خيز 
2/4 برابر شده است. از شكل 10 با نقص 0/01، با افزايش بار از 0/7 به 0/8، 
خيز 1/7 برابر و با افزايش نسبت بار از 0/7 به 0/9، خيز ایجاد شده 2/15 
برابر زیاد شده است. مطابق شكل 11 براي ورق با نقص اوليه 0/1 با افزايش 
بار از 0/7 به 0/8، خيز 1/36 برابر و با افزايش بار از 0/7 به 0/9، خيز حاصل 

1/67 برابر افزایش یافته است. 
الياف s2 ]90 / 0[ نيز منحني كاهش طول تحت  براي ورق با آرايش 
نسبت بار 0/9، 0/8 و 0/7 با نقص اوليه متفاوت در شكل 12 نشان داده شده 
است. در نسبت بار 0/7، اختلاف كاهش طول ورق، بين مقدار حداقل که در 
نقص اولیه 0/001 مشاهده می‌شود و مقدار حداكثر با نقص 0/1، برابر 4/9 
درصد شده است. این کاهش، در بار 0/8 برابر 10/3 درصد و براي بار 0/9 
برابر 10/1 درصد است. مقادير نهايي كاهش طول با مقادير مختلف نقص 

و بارگذاري در جدول 6 آمده است. مطابق جدول در كي نقص مشخص، با 
افزايش بار از 0/7 به 0/9، افزايش كوتاه شدن طول از نسبت آن در هر بار 
اعمالی به مقدار در بار 0/7 محاسبه می‌شود. كوتاه شدن ورق در هر كدام از 

نقص‌ها حدود 1/4 برابر افزايش يافته است.
به   15 تا   13 در شكل  زمان  بر حسب  بعد  بدون  حداكثر  خيز  افزايش 
ترتيب براي نقص 3-10، 2-10 و 1-10 بدست آمده است. دوباره اين منحني‌ها 

 
 نقص[ با 45/  -45]4 ورق مستطيليبعد بي خيز منحني :0 شكل

 648/7 و 991/9 اوليه
Fig. 9. Dimensionless deflection curve of [45/-45]4 
rectangular plate with imperfection of 0.001 and 

 7.648 
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شکل 9. منحني خيز بی‌بعد ورق مستطيلي 4]45- / 45[ با نقص اوليه 
=cr0,N 0/001 و 7/648 

Fig. 9. Dimensionless deflection curve of [45/-45]4 rec-
tangular plate with imperfection of 0.001 and

 =cr0,N  7.648

 
 [ با45/  -45]4 ورق مستطيليبعد بي خيز منحني :19 شكل

 648/7 و 91/9 اوليه نقص
Fig. 10. Dimensionless deflection curve of [45/-
45]4 rectangular plate with imperfection of 0.01 

and  7.648 
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شکل 10. منحني خيز بی‌بعد ورق مستطيلي 4]45- / 45[ با نقص اوليه 
=cr0,N 0/01 و 7/648 

Fig. 10. Dimensionless deflection curve of [45/-45]4 rec-
tangular plate with imperfection of 0.01 and

 =cr0,N  7.648

 
 

 
 [ با45/  -45]4 ورق مستطيليبعد بي خيز منحني :11 شكل

 648/7 و 1/9 اوليه نقص
Fig. 11. Dimensionless deflection curve of [45/-
45]4 rectangular plate with imperfection of 0.1 

and  7.648 
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شکل 11. منحني خيز بی‌بعد ورق مستطيلي 4]45- / 45[ با نقص اوليه 
=cr0,N 0/1 و 7/648 

Fig. 11. Dimensionless deflection curve of [45/-45]4 rec-
tangular plate with imperfection of 0.1 and

 =cr0,N  7.648
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براي مدت 48000 دقيقه تحت بار با نسبت 0/9، 0/8 و 0/7 بدست آمده 
است. مقادير خيز در زمان نهايي براي نقص‌ها و بارهاي مختلف در جدول 7 
ليست شده است. مطابق شكل 13 که برای ورق با نقص 3-10 حاصل شده 

جدول 5. خيز نهايی بی‌بعد )در زمان 48000 دقیقه( ورق با آرايش الياف 4]45- / 45[ .

Table 5. Final dimensionless deflection (at 48000 min.) of [45/-45]4 plate.

 

 

 [ 44/  -44]4با آرايش الياف  ورق دقيقه( 40444)در زمان  بعدبي ايينه خيز :4 جدول
plate4 45]-[45/(at 48000 min.) of  dimensionless deflection. Final 5Table  

 
    نقص 
1/0  01/0  001/0  نسبت بار  
30/1 00/1 47/0  7/0  

43/1 70/1 40/1  4/0  

24/2 10/2 09/2  9/0  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
057/8با s2 [00  /0 ] ورق مستطيلي طول كاهش منحني :22 شكل

 
rectangular plate   2s]0/90[shortening of -. End12Fig. 

8.947under  
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شکل 12. منحني كاهش طول ورق مستطيلي s 2 ]90 / 0[ با
=cr0,N  8/947 

Fig. 12. End-shortening of [0/90]2s  rectangular plate 

under =cr0,N  8.947

است، در بار اعمالي 0/7 و 0/8 تا زمان نهايي 48000 دقیقه، افزايش خيز 
شيب خيلي كمي دارد. براي بار 0/9 مدت زماني كه طی می‌شود تا خيز به 
5% برسد )یا همان زمان بحراني( برابر 2500 دقيقه است. در شكل 13 و 14 
كه نقص اوليه افزايش يافته است از همان زمان شروع بارگذاري، افزايش 
خيز با شيب زياد رخ می‌دهد و عملًا تا پایان مدت بارگذاری مورد نظر، زمان 

بحراني وجود ندارد.
در شكل 13 براي ورق با نقص 0/001، با افزايش بار از 0/7 به 0/8، 
خيز 3 برابر و با افزايش بار از 0/7 به 0/9، خيز 61 برابر شده است. مطابق 
شكل 14 براي ورق با نقص 0/01 با افزايش بار از 0/7 به 8/،0 خيز 2/86 
برابر و با افزايش بار از 0/7 به 9/،0 خيز 10/14 برابر شده است. از شكل 15 
با نقص اوليه 0/1، با افزايش بار از 0/7 به 0/8، خيز 1/49 برابر و با افزايش 

بار از 0/7 به 0/9، خيز حداکثر 2/02 برابر شده است.
ضربدري  آرایش  مرکب  ورق  پاسخ  بررسی  با  نتایج،  کلی  مقایسه  در 
4]45- / 45[ و آرايش الياف صليبي s2 ]90 / 0[ مشخص می‌شود در زمان 

مورد نظر 48000 دقیقه، کاهش طول نهایی آرایش صلیبی در همه نسبت 
بارهای اعمالی و نقص‌ها حدود 2 برابر کاهش طول آرایش ضربدری است. 

 .]0 / 90[ 2 s جدول 6. كاهش طول نهايي )در زمان 48000 دقیقه( ورق با آرايش الياف

Table 6. Final end-shortening (at 48000 min.) of [0/90]2s plate

 

 

 

 s2 [04  /4 ]با آرايش الياف  ورق دقيقه( 40444)در زمان  کاهش طول نهايي :6 جدول
plate 2s]0/90[shortening (at 48000 min.) of -. Final end6Table  

 
    نقص 
1/0  01/0  001/0  نسبت بار  
07/1 02/1 02/1  7/0  

24/1 14/1 14/1  4/0  

03/1 62/1 39/1  9/0  
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آرایش  نهایی  خیز  است  داده  رخ  پس‌کمانش  که  مواردی  در  که  حالی  در 
زمان  مقایسه  در  است.  آرایش صلیبی  برابر خیز حداکثر   3 ضربدری حدود 
بحرانی كمانش، برای آرايش ضربدري زمان بحراني از آرايش صلیبی خیلی 
كمتر است، بطوری که در مدت زمان مورد بررسی، برای آرایش صلیبی در 

نسبت بار 0/7 و 0/8 کمانشی رخ نداده است.

نتیجه‌گیری -6 
در كار حاضر مدل ماده مركب چندلايه‌اي ويسكوالاستكي براي اضافه 
معادله  است.  شده  ارائه  ماده  سابروتين  طريق  از  تجاری  كدهای  به  كردن 
مشخصه بصورت ماده ارتوتروپ ويسكوالاستكي برای تک‌لایه‌ای با استفاده 
از معادله انتگرال شاپري توسط سري نمايي پروني به كي رابطه بازگشتي 
بر حسب خواص و تنش تبديل مي‌شود. با استفاده از تئوري لايه‌چيني سه 
بعدی پاگانو خواص معادل چندلايه‌اي حاصل مي‌شود. معادله مشخصه در 

 
 نقص [ با09  /9] s2 ورق مستطيليبعد بي خيز منحني :13 شكل

 047/8 و 919/9 اوليه
Fig. 13. Dimensionless deflection curve of [0/90]2s 
rectangular plate with imperfection of 0.001 and 

 8.947 
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شکل 13. منحني خيز بی‌بعد ورق مستطيلي s 2 ]90 / 0[ با نقص اوليه 
=cr0,N 0/001 و 8/947 

Fig. 13. Dimensionless deflection curve of [0/90]2s rec-
tangular plate with imperfection of 0.001 and

 =cr0,N  8.947.

 
 نقص [ با09  /9] s2 ورق مستطيليبعد بي زخي منحني :14 شكل

 047/8 و 91/9 اوليه
 2sDimensionless deflection curve of [0/90] . 14.gFi

rectangular plate with imperfection of 0.01 and 
8.947 
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شکل 14. منحني خيز بی‌بعد ورق مستطيلي s 2 ]90 / 0[ با نقص اوليه 
=cr0,N 0/01 و 8/947 

Fig. 14. Dimensionless deflection curve of [0/90]2s rec-
tangular plate with imperfection of 0.01 and

 =cr0,N  8.947.

 
 نقص [ با09  /9] s2 ورق مستطيليبعد بي خيز منحني :15 شكل

 047/8 و 1/9 اوليه
 2sDimensionless deflection curve of [0/90] . 15.gFi

rectangular plate with imperfection of 0.1 and 
8.947 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 10000 20000 30000 40000 زمان، دقيقه50000

w
m

ax
/h

نسبت بار=0/9
نسبت بار=0/8
نسبت بار=0/7

شکل 15. منحني خيز بی‌بعد ورق مستطيلي s 2 ]90 / 0[ با نقص اوليه 
=cr0,N 0/1 و 8/947 

Fig. 15. Dimensionless deflection curve of [0/90]2s rec-
tangular plate with imperfection of 0.1 and

 =cr0,N  8.947.

. ]0 / 90[ 2 s جدول 7. خيز نهايي بی‌بعد )در زمان 48000 دقیقه( ورق با آرايش الياف

Table 7. Final dimensionless deflection (at 48000 min.) of [0/90]2s plate.

 

 

 

 

 s2 [04  /4 ]با آرايش الياف  ورق دقيقه( 40444)در زمان بعد بي خيز نهايي :7 جدول
plate 2s]0/90[(at 48000 min.) of  dimensionless deflection. Final 7Table  

 
    نقص 
1/0  01/0  001/0  نسبت بار  
69/0 07/0 01/0  7/0  

73/0 20/0 03/0  4/0  

99/0 71/0 41/0  9/0  
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المان‌ها اختصاص داده  انتگرال‌گيري گوس در  به هر نقطه  سابروتين ماده 
شد. براي نمونه فرايند كمانش الاستكي و ويسكوالاستكي ورق سه‌بعدی با 
سوراخ با دو آرايش ضربدري و صليبي انجام شده است. در حالت الاستكي، 
منحني نيرو-خيز ماده چندلايه‌اي موجود در نرم افزار و مدل ماده سابروتين 
با تطابق خوبي مقايسه شد. از نتایج کمانش خزشی هم ملاحظه می‌شود در 
پاسخ ورق به بار فشاري ثابت در گذر زمان، كاهش طول ورق در كي بار 
مشخص و با نقص اوليه متفاوت تقريباً كيسان است. اما در بارهای مختلف، 
کاهش طول آرايش صليبي بیشتر از آرايش ضربدري بدست آمد. در حالی که 
با بررسي پاسخ خيز مشخص شد، زمان بحراني كمانش در آرايش ضربدري 

مقدار قابل ملاحظه‌ای كمتر از زمان آرايش صليبي است. 
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 علائم انگلیسی

 A و B و D  لایهتک هاي مربوط به سفتيزیرماتریس 
 A و B و D  یهچندلا سفتي مربوط بههاي ماتریسزیر 

 6 6C   ايلایهماتریس سفتي تک 
 C  در مختصات هندسياتریس سفتي م 

     , ,ii oo ioC C C زیرماتریس سفتي داخل صفحه و خارج  
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