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ABSTRACT  

The viscoelastic material was presented using Boltzman viscoelastic model and Shapery constitutive equation 

for orthotropic material with a multidimensional integral. Employing Prony series, solution of the time integral 

was obtained in the form of a recursive-iterative approach that estimate the current time parameters based on 

parameters of the preceding time. After finding the lamina properties, overall properties of laminate are obtained 

with 3D lamination theory of Pagano. These properties are assigned to every integration point of the finite 

elements. Since this material is not available in standard finite element codes, viscoelastic laminated composite 

system was developed for commercial codes. The formulation was implemented into ANSYS USERMAT 

subroutine which is applicable for 3D structures with only one element through the thickness. For instance, 

buckling problem of a plate with a circular cutout was considered. Force-deflection curves of elastic material were 

obtained with ANSYS and subroutine material and compared well. For viscoelastic response, creep buckling of 

viscoelastic plate was obtained for various applied loads and imperfection. Long-term deflections and end-

shortenings versus time were illustrated for two different fiber orientations. The results show that critical time in 

buckling of angle-ply laminate was much less than critical time of cross-ply laminate.  
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 Introduction 

Time-dependent properties of polymer-matrix 

composite is basically due to the viscoelastic response of 

the matrix material. When any structure made of these 

materials is loaded for a long time, different deformations 

is observed that may be very greater than instantons 

response of them, which will be a key parameter in design 

of structures. Sawant and Muliana [1] developed a 

recursive–iterative algorithm for prediction of 

thermomechanical viscoelastic response of orthotropic 

composite materials and structures. Schapery integral for 

small deformation of orthotropic medium was 

implemented as ABAQUS UMAT. Creep buckling of 

isotropic viscoelastic von Karman plates was 

investigated by the author [2] using nonlinear finite 

element method. Le et al. [3] employed a 3D orthotropic 

viscoelastic material model that was implemented in 

ABAQUS UMAT with differential approach for 

buckling analysis of composite. Abuhamzeh et al. [4] 

presented a model for small and large deformation of 

thermo-viscoelastic composite in Laplace domain that 

was implemented in ANSYS subroutine and used to 

analyze the response of fiber/metal laminates. An et al. 

[5] used multiscale method to find the behavior of 

viscoelastic composite laminate. Effective orthotropic 

viscoelastic properties was developed in ABAQUS by 

RVE and employed for panel structures by built-in 

functions and an updating process. Since the viscoelastic 

composite material is not available in commercial codes, 

in this study a 3D laminate model, consisting of 

orthotropic viscoelastic layers, was programmed for the 

user-material subroutines of standard codes like ANSYS. 

For instance, Creep buckling of rectangular plate with 

circular hole was investigated and deformations are 

plotted over time. 

 Viscoelastic composite  

The viscoelastic model for solids under isothermal and 

multiaxial loading conditions is in the form of Eq. 1 [6]: 
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,0ijS , instantaneous elastic compliance and )(tΔS ij , 

transient creep compliance can be expressed with Prony 

series to give total strain in the current time as Eq. 2: 
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where ij,nS  are Prony coefficients and nλ  are stress-

independent reduced times. The Hereditary integral for 

each term of Prony series at the end of current time t is 

presented in recursive form as Eq. 3 [6]: 
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By rewriting the equations above, orthotropic 

viscoelastic constitutive equation is as Eq. 3: 
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where )(tS cij  and )(tR j  are coefficients of creep 

compliances and hereditary creep strains, respectively. 

Elastic behavior is assumed in fiber direction. Thus 

0)(1 tR  and 0t
,nq1 . Consequently, the stiffness of 

lamina in time t is obtained as     1

  (t)SC c
ij66 . 

Using 3D lamination theory of Pagano [7] and 

formulations of elasticity theory with continuity of 

interlaminar displacements and stresses and properties of 

homogeneous material equivalent to laminated structure, 

the in-plane and out of plane stresses and strains are 

arranged as Eq. 6: 

where kh( )  is thickness each layer and h  is total 

thickness. Consequently, from rearrangement of Eq. 6, 

the constitutive equation of laminate is    εCσ  , with 

 σ  and  ε  are total stresses and strains, respectively. 

Using the presented material model, only one element 

is required through the thickness of the laminated 

composite to model the structure as a 3D solid. Inputs of 

the usermat3d subroutine of ANSYS are number of 

layers, fiber orientations, thickness of layers and some 

state variables including hereditary strains, total normal 

and shear stresses and stiffness matrix of layers.  

 Results and Discussion 

Material properties used in the current study are 

extracted from Luo and Schapery [8] for glass/epoxy 

composite. The creep compliance coefficients and 

reduced times are obtained with curve fitting to given 

material functions in [8] for 800 hours. With the 

presented formulation, it is possible to model a laminated 

structure with 3D elements. To indicate the applicability 

of the formulation, postbuckling of elastic and 

viscoelastic plate with circular hole and all edges simply 

supported or clamped with in-plane movement is 
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considered. The edge at xLx  is under uniaxial loading 

of 
3

2

2
x

0
h

L

E

N
N x . 

For verification of the code, force-deflection of 

rectangular elastic plate with imperfection and clamped 

edges is obtained in Fig. 1 that shows good agreement of 

the results of ANSYS material and usermat material. 

 
Figure 1. Force-Deflection of clamped plate 

End-shortening of [45/-45]4 plate is plotted in Fig. 2 

for different imperfections (imp) and load ratios (PPr) in 

800 hr.  The results indicate that imperfections are in low 

significance. From the results of center deflection of the 

plate with imp = 0.001 shown in Fig. 3, for PPr = 0.7 the 

plate has an increase of 0.05 in deflection before 10000 

min. For PPr = 0.8 this time is about 550 min and for PPr 

= 0.9 a sudden increase is seen. The above mentioned 

times (10000 and 550 min) are known as critical time of 

creep buckling of viscoelastic plate. 

 
Figure 2. End-shortening of [45/-45]4 plate 

 Conclusions 

Any laminated composite structure can be simulated by a 

3D recursive-iterative viscoelastic formulation 

implemented into ASYSY using material subroutine. To 

present the applicability of the subroutine, postbuckling 

of plates made of cross-ply and angle-ply arrangement of 

fibers are analyzed to find deformations and critical time. 

The results indicate that for creep bulking, imperfections 

do not have significant influence on end-shortenings, 

whereas critical time of angle-ply laminate was much less 

than critical time of cross-ply laminate.  

 

Figure 3. Deflection of [45/-45]4 plate with imperfection of 

0.001 
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تحليل سازه براي سه بعدي اي ويسكوالاستيك ماده مركب چندلايه  

  المان محدود هايكددر 

 سيد رضا فلاحتگر

 falahatgar@guilan.ac.ir، ایران، رشت، گیلان ، دانشگاهمهندسی مکانیک دانشکده

  چكيده
 اده ویسکوالاستیک بصورت یک انتگرال چند محوري بسط داده شده است.براي موتروپ با خواص ارتمدل ویسکوالاستیک بولتزمن و معادله مشخصه شاپري 

 کند.تخمین هر زمان بر اساس زمان قبل را فراهم میبدست آمد که امکان  تکراري-براي حل انتگرال زمانی با بکارگیري سري نمایی پرونی یک روش بازگشتی

این خواص  و حاصلبصورت صریح ها بر اساس آرایش لایهاي چینی پاگانو خواص معادل چندلایهلایه يبعدسه اي، با استفاده از تئوريلایهبعد از تعیین خواص تک

مدل سهدر نرم افزارهاي تجاري وجود ندارد اي ویسکوالاستیک ماده مرکب چندلایهاز آنجایی که  ها اختصاص داده شد.گیري گوس در المانبه هر نقطه انتگرال

اي را مرکب چندلایه قابلیت بکارگیري براي هر سازه کهاعمال شده انسیس توسط سابروتین ماده در اینجا این ماده ي ارائه شده است. تجار هايبراي کدآن بعدي 

لاستیک، خیز در حالت ا-منحنی نیرومقایسه با سوراخ تحلیل شد. با بعدي سهفرایند کمانش ورق براي نمونه . داردبا در نظر گرفتن تنها یک المان در ضخامت 

با آرایش متعامد و متقاطع ویسکوالاستیک  ايچندلایه ورق خزشی. کمانش داداي موجود در نرم افزار و مدل ماده سابروتین تطابق خوبی را نشان ماده چندلایه

  متر از زمان آرایش صلیبی است.اي کزمان بحرانی آرایش ضربدري مقدار قابل ملاحظهنتیجه شد و انجام متفاوت هاي اولیه تحت بارهاي اعمالی و نقص

  

 كلمات كليدي
  سابروتين ماده انسيس انتگرال شاپري،، ارتوتروپويسكوالاستيك  اي،مركب چندلايه سازه
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 مقدمه -1

است.  هازمینه ویسکوالاستیک آنخواص رفتار وابسته به زمان در مواد مرکب با زمینه پلیمري تقویت شده با الیاف اساساً ناشی از 

این رفتار در تحلیل از  کردن صرفنظر .کندهاي ناخواسته و بزرگ ایجاد میرفتار سفتی موثر سازه را کاهش داده و تغییر شکلاین 

در مدت زمان طولانی رخ دهد  اگراین اثر کند. هاي سازه تقریب زیادي ایجاد میبینی تغییر شکلهاي مرکب پلیمري در پیشسازه

 نمود.  بینیپیشگسیختگی خزشی شود که قبل از طراحی و ساخت باید آن را  ممکن است باعث شکست ناشی از

مدل در آن است که وابستگی به زمان بدست آمده تی که در آنها خواص ماده مرکب با قالااز جمله م [1]مقاله لو و شاپري 

این در . گرفته شدمحور متفاوت بکار  خارجالیاف هاي اي شیشه/اپوکسی با جهتویسکوالاستیک غیرخطی براي مواد مرکب چندلایه

هاي خزشی ویسکوالاستیک خطی، نرمی خزشی تک محوري و تانسور انتقال که نرمیبراي بارگذاري تک مشخصهمعادله  مطالعه

ستیک از مدل ویسکوالا[ با استفاده 2]بدست آمد. تاتل و برینسون  بصورت توابع توانی کندمحوري و زاویه الیاف را به هم مربوط می

. کردندگیري بطور تجربی اندازهرا گرافیت/اپوکسی خواص خزشی هر لایه مرکب  ،ايغیرخطی شاپري و تئوري کلاسیک چندلایه

اي با استفاده سازي رفتار وابسته به زمان مواد مرکب چندلایه[ تحلیل ویسکوالاستیک غیرخطی سه بعدي براي مدل3کندي و وانگ ]

[ پاسخ 4مارکز و کروز ] تجربی تعیین شد. ازاي د. پارامترهاي معادلات اساسی چندلایهرائه کردناز روش المان محدود را ا

حرارتی را با مدل المان محدود سه بعدي و -هاي مرکب پلیمري چندلایه تحت بار مکانیکی و رطوبتیها و پوستهویسکوالاستیک ورق

ویسکوالاستیک  1آسایشنهی، مدول [ با اصل برهم5] در مقاله واییهاي کوچک بررسی کردند. هاي محدود و کرنشفرض جابجایی

ماده مرکب ویسکوالاستیک غیرخطی با فرمول شاپري بکار گرفته  ،اي بدست آمد و در معادله ساختاريوابسته به دما و رطوبت چندلایه

اي تعمیم یافته، تحلیل هاي با تغییر شکل صفحهيابا روش المان محدود بر اساس میدان جابجایی پاگانو براي چندلایهشد. در این کار 

[ یک 6اي در مواد مرکب تحت ترکیب بارهاي کشش محوري، خمش و پیچش انجام شد. زوکر و همکارانش ]لایههاي بینتنش

فرض شده و  هافرمولاسیون المان محدود براي مواد ویسکوالاستیک خطی ارتوتروپ ارائه کردند. یک زمان کاهش یافته در تمام جهت

[ از روشی 7توآتی و سدربوم ] جزء تنش به دو بخش خطی زمان حاضر و بخش تاریخچه از جزء قبل با نرخ کرنش ثابت تقسیم شد.

کند براي خزش مواد ویسکوالاستیک غیرخطی همسانگرد تعیین میآزمایش هاي عددي که پاسخ رهایی تنش غیرخطی را از داده

[ براي پیشگویی 8اي ارتوتروپ استفاده کردند. سوانت و مالیانا ]هاي چندلایهرخطی و تحلیل ورقتعیین خواص ویسکوالاستیک غی

تکراري -ویسکوالاستیک ارتوتروپ یک روش عددي بازگشتی ايلایهتک هاي مرکبهاي ویسکوالاستیک ترمومکانیکی مواد و سازهپاسخ

اي براي تغییر شکلسازي محیط ارتوتروپ توسط تحلیل سازهطی براي مدلرا ارائه کردند. انتگرال شاپري ماده ویسکوالاستیک غیرخ

اي که در آن معادله [ خواص ماده9اندو و پرییرا ]هاي کوچک بصورت سابروتین ماده در کد المان محدود آباکوس توسعه داده شد. 

ین مورد استفاده قرار دادند که تبصورت سابروشود را مشخصه ویسکوالاستیک خطی با سري پرونی براي مواد ارتوتروپیک استفاده می

[ 10پارامترهاي سري براي تمام مودهاي عمودي و برشی با برازش عددي و نتایج آزمایش تجربی خزش بدست آمد. له و همکاران ]

ده آباکوس مورد اي مرکب تحت فشار در سابروتین مایک مدل ویسکوالاستیک سه بعدي با رهیافت دیفرانسیلی را براي تحلیل چندلایه

سازي شود. در مدلکند که بصورت سري پرونی بیان میهاي ماتریس آسایش استفاده میاین مدل از مولفه استفاده قرار دادند.

اي تک راستا تحت براي کمانش ورق چندلایه ،روش تحلیلیدر هاي با اتصال کامل فرض شد. اي بصورت لایهویسکوالاستیک، چندلایه

مدل کمانش در آباکوس  ،معادلات ورق نازک الاستیک استفاده و با نتایج ورق ایزوتروپ مقایسه شد. براي روش عددي بار محوري از

  قرار گرفته است.هاي مختلف با نرخاي از دو لبه تحت فشار داخل صفحه اي ایجاد شد که چندلایهمشابه خمش سه نقطه

[ 11اص ویسکوالاستیک ارتوتروپ در نظر گرفته شده کار ویلسون و وینسون ]که در آن ماده با خوتحلیل سازه  از جمله مقالات

با فرض الیاف الاستیک خطی و زمینه ویسکوالاستیک خطی . مورد بررسی قرار گرفتاي هاي چندلایهاست که کمانش خزشی ورق

که  [12]در مقاله سدربوم و ابودي  د.ساي تعیین ش-اي ارتوتروپ توسط معادلات هالپینلایههاي خزشی موثر تکنرمیهمسانگرد، 

اي هاي چندلایهورقدر  استفاده از رهیافت میکرومکانیک بدست آمد،با خواص موثر وابسته به زمان مواد مرکب تک جهتی 

                                                           
1 Relaxation modulus 
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خمش شبه استاتیکی، کمانش شبه ، کلاسیک و تغییر شکل برشی مرتبه اول ايچندلایههاي با تئوري ویسکوالاستیک ارتوتروپ

جهته [ با تعیین سفتی غیرهمسانگرد ویسکوالاستیک لایه تک13تیکی، بار دینامیکی و ارتعاشی تحلیل شد. توآتی و سدربوم ]استا

گاه ساده و نقص هندسی با تئوري ورق غیرخطی فون اي با تکیههاي چندلایهکمانش ورقهاي پساي، تحلیلتحت شرایط تنش صفحه

هاي مختلف را بر اساس فرض فون هاي پلیمري ویسکوالاستیک با نقصاي[ رفتار خزشی چندلایه14هوانگ ] بررسی کردند.را کارمن 

گیري عددي تعیین کارمن و تحت فشار داخل صفحه مطالعه کرد که پارامتر خیز از معادله ممان با استفاده از تکنیک گلرکین و انتگرال

را تحلیل کردند.  ايمدل سه بعدي و پوستهاي با هاي مرکب ضخیم و لایهزهرفتار خزشی و فروپاشی سا [15]شد. مالییانا و حاج علی 

خواص ماده مرکب در این مطالعه اي تحت فشار سطحی انجام گرفت. هاي مرکب ضخیم و استوانه چندلایهفشار محوري خزشی ستون

آباکوس تعریف شد. در مقاله فلاحتگر و صالحی هاي ابودي با سابروتین ماده در کد ویسکوالاستیک غیرخطی با استفاده از روش سلول

بر اساس تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول و کرنش فون کارمن غیرخطی اي ویسکوالاستیک [ خمش ورق قطاع مرکب چندلایه16]

ي براي ماده هاي تکسویه و با فرمولاسیون بازگشتی شاپرتحلیل شد. معادلات مشخصه براي لایه 1پویا با روش تفاضل محدود رهایی

ویسکوالاستیک خطی با المان محدود غیرخطی نیز  فون کارمن همسانگردغیرخطی ارتوتروپ بدست آمد. کمانش خزشی یک ورق 

در مطالعه نوین و همکاران . طولانی بدست آمدزمان تحت بارگذاري در مدت  2بحرانیو زمان هاي  [ انجام شد17توسط نویسنده ]

از تبدیل لاپلاس براي حل معادلات مشخصه انتگرالی  .گرهی بر اساس تئوري ورق مرتبه بالا ارائه شد 3اي [ یک المان چندلایه18]

بولتزمن استفاده شد تا در فضاي لاپلاس معادلات جبري بدست آید که مزیت آن علاوه بر ایجاد دقت در حل با حافظه و زمان کمتر، 

جایجایی در ضخامت  ،زاگ-زیگ میدانن بلند مدت است. در بخش تحلیل سازه با سازي المان محدود در بازه زماعدم نیاز به گسسته

یک مدل براي تغییر شکل[ 20و  19ابوحمزه و همکاران ]نیز تحلیل و نتایج خرش و آسایش ورق مرکب و ساندویچی استخراج شد. 

الیاف فلزي را بررسی کردند. پاسخ ترموالاستیک و اي و رفتار چندلایه ندویسکوالاستیک ارائه داد-هاي بزرگ و کوچک ماده مرکب ترمو

[ تعیین 20دینامیکی نیز در ]-مکانیکی و مکانیکی-اپوکسی با تحلیل ترمو-آلومینیم-ویسکوالاستیک چسب در ماده مرکب شیشه-ترمو

ا معادلات خودسازگار هاي ماده مرکب از پاسخ وابسته به دما و ویسکوالاستیک اپوکسی بدست آمد که اصل تطابق بشد. پاسخ لایه

هاي بزرگ میکرومکانیکی در فضاي لاپلاس براي آن استفاده شد. پاسخ زمانی نیز از تبدیل عکس حاصل شد. مدل ماده با تغییر شکل

خمش یک ورق مستطیلی از جنس ماده مرکب [ 21روزگار و غلامی ] در سابروتین ماده انسیس و همچنین متلب برنامه نویسی شد.

ویسکوالاستیک را توسط تئوري مرتبه بالاي ورق بررسی کردند. میدان جابجایی با تئوري دو متغیره در ضخامت در نظر  ايچندلایه

کرنش -تنش 3گرفته شد و معادلات دیفرانسیل حاکم با تفاضل محدود مرکزي و روش رهایی پویا حل شد. رابطه انتگرال وراثتی

هاي تنش ظاهر شد. براي حل انتگرال در کل تاریخچه که در نهایت در منتجه ویسکوالاستیک خطی از اصل بولتزمن بدست آمد

-با تئوري مرتبه بالاي زیگ[ 22. نوین و همکاران ]اي و شکل سري پرونی براي مدول آسایش استفاده شدبارگذاري از روش ذوزنقه

وپل براي ورق چندلایه ویسکوالاستیک با خزش رطوبتی ک-حرارتی-اي مرکب ویسکوالاستیک، رفتار مکانیکیزاگ براي ورق چندلایه

 که شامل هدایت حرارتی و جذب رطوبت است. میدان جابجایی داخل صفحه و توزیع دما و رطوبت با طولانی مدت را بررسی کردند

ن شد. با . مدل آسایش وابسته به زمان، دما و رطوبت با سري پرونی بیاآمدبدست  3زاگ خطی و میدان مرتبه -ترکیب میدان زیگ

-تبدیل لاپلاس براي انتگرال وراثتی با متغیرهاي حرارت و رطوبت وابسته به زمان، معادلات مشخصه در محیط لاپلاس به روابط تنش

اي [ یک مدل المان محدود مرتبه بالا براي تحلیل محور گردان مرکب چندلایه23در مقاله گنگالی و روي ] .کرنش خطی ساده شد

 .سازي محور بر اساس تئوري تیر تیموشنکو استفاده شده شد. تئوري مدول معادل و رهیافت مستقیم براي مدلارائ ویسکوالاستیک

بر اساس شامل مدول ذخیره و ضریب استهلاک المانی پارامترهاي ویسکوالاستیک  4مستهلک کننده استاندارد -براي سیستم فنر

جربی بر حسب فرکانس با ابزار بهینه سازي بدست آمد. براي تعیین اثرات است که از برازش منحنی هاي تمعادله مشخصه اپراتوري 

مقیاسی رفتار چندلایه[ با روش چند24آن و همکاران ] ناهمگنی در سازه مرکب محور چرخان از نتایج تحلیل مقدار ویژه استفاده شد.

                                                           
1 Dynamic Relaxation 
2 Critical time 
3  hereditary integral 

A
C
C
E
P
T
E
D
 M

A
N

U
S
C
R
IP

T



4 

 

یافته استفاده ی آسایش در مدل ماکسول تعمیماز سري پرونی براي تقریب ماتریس سفتاي مرکب ویسکوالاستیک را بدست آوردند. 

اي در آباکوس ارائه شد که امکان تخمین خواص دما در نظر گرفته شد. یک ابزار توسعه-شد. اثر حرارت نیز با اصل برهم نهی زمان

ویسکوالاستیک کند. با یک المان حجمی نماینده خواص ویسکوالاستیک ماده مرکب تک راستا را بر اساس خواص اجزا فراهم می

ارتوتروپیک موثر تعیین شد. با استفاده از سابروتین ماده و خواص همگن سازي شده هر لایه در مقیاس میکرو، تحلیل در مقیاس ماکرو 

اي و بهنگام کردن خواص در تحلیل سازه پنل مرکب با المان پوسته انجام شد. از توابع موجود در آباکوس براي تعریف چندلایه

بررسی را ویسکوالاستیک ماده مرکب بافته شده در صفحات مدار چاپی -[ رفتار ترمو25جیراد و همکاران ] ي استفاده شد.اچندلایه

سازي اثرات حرارتی نیز سازي عددي انجام شد. شبیههاي آسایش و همگنبراي تعیین خواص داخل و خارج صفحه، آزمایشد. کردن

فته شد. مدل ویسکوالاستیک پرونی با یک معادله طیفی براي رزین استفاده شد. در ادامه از هاي وابسته به زمان در نظر گرروي مدول

ها در فضاي زمان و سازيالمان حجمی نماینده با هندسه مطابق با تصاویر میکروسکوپ الکترونی خواص ماده مرکب بدست آمد. همگن

سازي دو بعدي بر اساس المان محدود کب نازک بافته شده با همگنسازي ورق مربا سابروتین ماده در آباکوس پیاده سازي شد. مدل

  ارائه و نتایج استخراج شد.

بعدي سهاز آنجایی که ماده مرکب ویسکوالاستیک در کدهاي تجاري موجود مانند انسیس وجود ندارد در مطالعه حاضر با مدل 

توسط سابروتین ماده توسعه یافته است. در این سابروتین ابتدا  بخش ماده نرم افزاربصورتی  ،ايچندلایهماده مرکب ویسکوالاستیک 

ها با خواص محوري الاستیک و خواص عرضی و برشی ویسکوالاستیک رفتار لایه ارتوتروپیک ویسکوالاستیک حاصل شد و لایهبراي تک

اي آمد. از این جهت خواص چندلایه اي بدستها با تئوري سه بعدي پاگانو، معادله مشخصه چندلایهسپس توسط چیدن روي هم لایه

در مقایسه با مطالعات گذشته، در کار حاضر از یک طرف استفاده از اي تنها با یک المان در ضخامت قابل بکارگیري است. هر سازه

ماده  برنامهر بعدي هم دچینی سهروش بازگشتی براي انتگرال زمانی ماده ویسکوالاستیک محاسبات را کاهش داده و از طرف دیگر لایه

کمانش الاستیک و براي نمونه، فرایند پسدیگر نیازي به تعریف چند المان در ضخامت سازه نیست.  رواست. از اینشده  پیاده

زماننیز و و تغییر شکل  خزشهاي ویسکوالاستیک ورق با حفره مرکزي از جنس ماده مرکب شیشه/اپوکسی تحلیل شده و منحنی

   است. بدست آمدههاي بحرانی 

 ماده ويسكوالاستيك خطی -2

 اسلتبیلان شلده  iε ( براي کرنش کلل1رابطه ) با jσ محوري چند بارگذاري با شرایط همدما و طیخ ویسکوالاستیک مدل ماده 

[1،3،8]:  

(1)      
 

0

t
j

i ij,0 j ij

σ τ
ε t S σ t ΔS t τ dτ i, j

τ


   

 1, ...,6
 

tΔS)( و 0t در زمان محوري تک الاستیک آنی نرمی مقدار 0ijS, که ij سلري از. اسلت ویسکوالاستیک گذراي خزشی نرمی مولفه 

 :[3،8شود ]می ( استفاده2رابطه ) بصورت خزشی نرمی تابع توصیف براي[ 26] ايجمله Nپرونی نمایی

(2) 
1

( ) (1 )




  n

N
λ t

ij ij,n
n

ΔS t S e  

 بازگشلتی شکل یک شود داده قرار( 1) رابطه در( 2) رابطه اگر .هستند تنش از مستقل تاخیر زمان nλ و پرونی سري ضرایب ij,nS که

 :شد خواهد نوشته (3معادله ) بصورت زمان حاضر در کل کرنش نتیجه در[. 26]آید می بدست حاصل معادله انتگرالی بخش براي

(3) 0

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
N N

i ij, ij,n j ij,n j,n

n n

ε t S S σ t S q t
 

     

 که در آن:

(4) 
 

0

( ) n

t
jλ Δt

j,n

σ τ
q t e dτ j

τ




 
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Δttتا  0با حل انتگرال فوق توسط تقسیم آن به دو زمان    وΔtt   تاt [. بلا ایلن روش 26شلود ]یک فرم بازگشتی حاصلل ملی

، بر حسب مقلدار محاسلبه شلده آن در زملان حاضلر و زملان قبلل t حاضر زمان انتهاي در پرونی سري جمله هر براي وراثتیانتگرال 

Δtt  ( بدست می5بصورت معادله ):آید 

(5)  
1

( ) ( ) ( ) ( )
n

n

λ Δt
λ Δt

j,n j,n j j

n

e
q t e q t Δt σ t σ t Δt

λ Δt


 

    
 

( بصورت کامل، معادله مشخصه ماده ویسکوالاستیک ارتلوتروپ مطلابق رابطله 3( و بازنویسی رابطه )3( در )5عادله )با قرار دادن م

 شود:حاصل می هاي عمودي و برشیکرنش( براي تمام 6)

(6) 
0

1 1

1 1
( ) ( 1 ) ( ) ( ) (

( ) ( ) ( )

n n

n

λ Δt λ ΔtN N
λ Δt

i ij, ij,n j ij,n j,n j

n nn n

c

ij j j

e e
t S S σ t S e q t Δt σ t Δt)

λ Δt λ Δt

S t σ t R t

 


 

    
         

   

 

 ε  

tS)( که c
ij عناصر ماتریس نرمی خزشی و )(tR jالاسلتیک  هلايبا بخلشاین مقادیر [ 3با استفاده از ]است. وراثتی  خزشی هايرنشک

 : ( مشخص شده است8( و )7)ثابت( و ویسکوالاستیک )وابسته به زمان( در معادلات )

(7) 

11 1
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 و

(8) 

2 2 2
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 شود:( جدا می9( بصورت )7ک از معادلات )بخش الاستیبا فرض رفتار الاستیک در راستاي الیاف، 

(9) 0 2

0 12

1/

1/

T,

S,

S E

S G





 

1)(0وراثتی اول یعنی پس کرنش  tR در راستاهاي مختلف عمودي و برشی مطابق رابطه وراثتی رابطه بازگشتی براي انتگرال  و است

0tتنها  که شودمی( 5)
,nq1  .اي در راستاي مختصات ماده لایه( براي رفتار تک10( تا )6شخصه ارائه شده در روابط )م معادلاتاست

اي نیز برابر لایهاست. ماتریس سفتی این تک    1

  (t)SC c
ij66  شرح اي تعیین خواص چندلایه بخش بعد روشد. در آمخواهد بدست

 شود.اعمال میها الماناز گیري انتگرالکه بصورت خاصیت یک لایه همگن در هر نقطه داده خواهد شد 

 سه بعدي چينیتئوري لايه -3

براي تعیین خواص مقطع [ 28و  27پاگانو ]چینی سه بعدي با سفتی کششی، خمشی و کوپل کل مقطع توسط تئوري لایه

ن علاوه بر صدق کردن در شرایط اي ناهمسانگرد بکارگرفته شد. در این کار از تئوري الاستیسیته خطی استفاده شد که روابط آچندلایه
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هاي نیرو و ممان و ها محدود به منتجهکند. از اینرو این فرمولاي هم صدق میدر شرایط پیوستگی تنش و جابجایی بین لایه ،مرزي

همگن گیري مقطع در چند نقطه انتگرال [ بیان شد.29هاي سطحی ثابت است. ساده شده این روش توسط حاج علی و پکنولد ]نیروي

آید. براي برقراري شرایط اي است و پاسخ ماده همگن معادل با تئوري سه بعدي لایه چینی بدست میشود که جایگزین چندلایهمی

شود که اگر توزیع هاي همگن خارج صفحه استفاده میهاي همگن داخل صفحه و تنشها، از کرنشپیوستگی جابجایی و تنش بین لایه

اي بدست میخواص معادل چندلایه ،بعديچینی سهتئوري لایهاین با استفاده از رسد. در کار حاضر دقیق میآنها ثابت باشد به حل 

داخل صفحه  يهاها و کرنشتنشآید. در هر لایه  σi 3 1
 و   13iε  خارج صفحههاي ها و کرنشتنشو  13oσ و   13oε معرفی 

هاي خارج صفحه بین دو لایه مجاور برابر هاي داخل صفحه و تنشها اتصال کامل وجود دارد پس جابجایی و کرنشبین لایه. شودمی

هاي موثر در ضخامت بصورت زیر تعریف ها و کرنشتنش ،[29سازي ]با همگناي ناهمسانگرد، راي تعیین مدول موثر چندلایهباست. 

 شود:می

(10) 
 

 

 

 
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( )

( )
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k

k
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k
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 
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      
   

      
 

 

شود. از این آن اي به شکل محیط پیوسته معادل الگوي تنش و کرنش اعمالی باید بصورت فضایی همگن باشد که پاسخ موثر چندلایه

 ها با مقدار موثر برابر است: هاي خارج صفحه همه لایهها و تنشداخل صفحه همه لایه يهاکرنش ،شرط

(11) 
 
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k
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 :[29( برقرار است ]12هم رابطه )ها ها و کرنشبراي بقیه تنش

(12) 
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 شود:( مرتب می13مطابق رابطه )ام  kکرنش  براي لایه -ابطه تنشر

(13)  

 

   
   

 

 
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 
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    

       

 

هاي خارج صفحه هر لایه استفاده میهاي داخل صفحه و کرنشه تنشاي، از رابطدر تعیین خواص ماده همگن معادل چندلایه

 [:28شود ]حاصل میبراي هر لایه ( 14معادله ) ،(13شود. از اینرو با جابجا کردن تنش و کرنش در معادله )

(14)  

 

   

   

 

 
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     

        

 

 ( است:15هاي سفتی برابر معادلات )که در آن ماتریس

(15) 
   
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
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 

 

داشته باشد.  iεها مقدار ثابتی مانند هاي داخل صفحه لایهها لازم است کرنشبه منظور برقراري شرایط پیوستگی جابجایی بین لایه

 هام رابط kپس براي لایه باشد.  oσها باید پیوسته و برابر مقدار ثابت هاي خارج صفحه لایههاي لایه میانی نیز تنشبراي تعادل تنش

) شود( حاصل می16) A، Bو D  اي تفاوت دارد(با ماتریس هاي سفتی چندلایه : 

(16) 
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       

 

 شود:( مرتب می17[ مطابق )28] ايچندلایه هخارج صفح يهاو کرنش ي داخل صفحههاحال رابطه تنش

(17)  
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) که )kh  وh ( است:18) کرنش موثر هم رابطه-براي روابط تنشاي است. به ترتیب ضخامت هر لایه و ضخامت کل چندلایه 

(18) 
 

 

 

 

ii ioi i

o ooi oo

C C

C C

 

 

       
     

        

 

 [:29] ماتریس ضرایب کل حاصل خواهد شد ،هاها روي تعداد لایهمع ماتریسبا ج
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 که:
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 :( برقرار باشد21اي باید معادله )براي همگن کردن در ضخامت چندلایه (17مشابه )
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
 

 ايها و نوشتن تنش کل چندلایهدا کردن تنشبا ج حال  σ هاي کلبر حسب کرنش   ( ماتریس سفتی کل 22مطابق معادله ،)

 C  آیدبدست میدر مختصات هندسی مورد استفاده در برنامه:  

(22)    σ C ε   
 

 :[29]( آمده است 23ها در رابطه )دام از زیرماتریسهر ک که

(23) 

ii io

oi oo

C C
C

C C

 
     

  

                    

1

1

oo

io oo

T

oi io

T

ii oo

C D

C B C

C C

C A B C B





      

          

      

                   

 

هایی که در شود. ورودي انجامیک المان  بندي ضخامت سازه بامشافزار تنها کافی است که براي استفاده از این ماده جدید در نرم

یا متغیرهایی که  1ها و تعداد متغیرهاي حالتضخامت لایه ،ها، آرایش الیافلایه براي سابروتین در نظر گرفته شده شامل تعداد افزارنرم

 شوند خواهد بود. در هر مرحله از حل براي مرحله بعد ذخیره می

مستقل ثابت الاستیک  9است پس از ورود  براي ماده مرکب الاستیک وقتی تنها از امکانات موجود در نرم افزار استفاده شود لازم

ها شامل جهت و ضخامت آرایش لایه ،لایه )در منوي تعریف ماده(، از آنجا که در ضخامت یک المان در نظر گرفته شدهبراي خواص تک

بروتین تعریف شده نیاز ویسکوالاستیک که توسط سا یابا ماده الاستیک اما [ براي المان معرفی شود. 30] 2بنديهر لایه با امکان مقطع

نویسی فرترن براي اي که با زبان برنامهآید. در برنامه( بدست می23( تا )13اي مطابق روابط )بندي نیست و خواص چندلایهبه مقطع

راخوانی ف همچنین افزار ومتغیر حالت در هر مرحله از فرایند حل نرماز شود تعداد مشخصی [ نوشته می30] 3بعديسابروتین ماده سه

هاي کل عمودي و برشی ، تنشوراثتیهاي سابروتین به عنوان ورودي و خروجی مورد نیاز خواهد بود. متغیرهاي حالت شامل کرنش

                                                           
1  State variables 
2 Sections, Lay-up 
3 usermat3d 
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، iΔεشود جزء کرنش اي است. در سابروتین ماده که بعد از کامپایل شدن به نرم افزار مرتبط میاي و ماتریس سفتی چندلایهچندلایه

ها و ماتریس ژاکوبی ماده به عنوان خروجی باید و نیز متغیرهاي حالت به عنوان ورودي است که از آنها تنش Δtو جز زمان  tزمان 

نامه اصلی که براي تعیین شود. بخشی از برمشاهده می 1در شکل  محاسبه شود. فلوچارت برنامه نوشته شده براي سابروتین ماده

ها، ضخامت و آرایش آنها و انسیس تعداد لایه 1نشان داده شده است. در فایل ورودي 2لایه است نیز در شکل هاي تکخواص و تنش

براي تعیین ماتریس سفتی نیاز  سابروتینخود در خواص ماده مرکب مورد نظر که شود. تعداد متغیرهاي حالت تعریف میهمچنین 

نما براي سري  6ضریب برشی و  6ضریب عرضی و  6 فرض ارتوتروپ و در کار حاضر لایهثابت الاستیک براي خواص تک 9 شاملاست 

کرنش براي  6زمان قبل ) وراثتیهاي برابر مجموع تعداد کرنش ايلایهچندمتغیرهاي حالت هر  .خواهد بودپرونی مدل ویسکوالاستیک 

اي تنش( و تعداد جملات ماتریس سفتی چندلایه 6اي زمان قبل )هاي کل عمودي و برشی چندلایههر جمله سري پرونی(، تعداد تنش

  دهد.را می متغیرهاضرب شده و تعداد کل  هالایه در تعدادثابت( است که این تعداد  36زمان قبل )
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  ويسكوالاستيك  اي مركببراي چندلايهبعدي سابروتين ماده سه :1 شكل
Fig. 1. 3D material subroutine for viscoelastic composite laminate 

                                                           
1 APDL input file 

 فراخوانی متغیرهاي حالت لایه

t)-(tnj,q  ،t)-(tjσ   وt)-(tc
ijS  

 

C(t)cماتریس سفتی لایه 
ijC   تنش لایه ،(t)jσ 

 (3چینی )بخش اي از روابط تئوري لایهچندلایه و تنش سفتی

اي خروجی تنش چندلایه σاي سفتی چندلایه ، ماتریس C 

 حقله روي تعداد لایه

 9 و 7ها از رابطه ویسکوالاستیک لایهو ماتریس سفتی الاستیک 

6iiε,...,1ها و ورودي تعداد و آرایش لایه  

 ها تمام شده استهشماره لای

 پايان

 خیر

هبل  

c(t)و  nj,q ،(t)jσ(t)ذخیره متغیرهاي حالت لایه 
ijS 

 ORTHOVISCO سابروتین
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شود. پس از تعیین اختلاف جزء کرنش سنجیده می بر اساسهمگراشدن یک حلقه تکرار وجود دارد که  شرطنیز  2در شکل 

ها، آید. بعد از تکمیل لایهبدست میمختصات هندسی در اي ( ماتریس سفتی و تنش کلی چندلایه3سفتی و تنش لایه )با روابط بخش 

 .یابدگیري گوس اختصاص میبه نقاط انتگرالدر حل المان محدود خروجی نهایی که تنش و سفتی است براي تحلیل سازه 

 مركب هخواص ماد -4

ب شیشه/اپوکسی بدست آمده [ براي ماده مرک1] هاي مربوط به تحقیق لو و شاپريخواص مورد استفاده در این مقاله از آزمایش

 هاي بخش الاستیک حاصل شده است. آمده از آزمایش 1که در جدول  اياست. خواص ماده
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 براي يك لايه ماده ارتوتروپ ويسكوالاستيك سابروتين  :2 شكل

Fig. 2. Orthotropic viscoelastic material subroutine for one layer  

t)-(tiε(t)iε(t)k(  9تا  6 رابطه با کمکجزکرنش )
iε  

 kحقله تکرار با شمارنده 

 لایه ماتریس سفتی

1
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

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
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  Δtnλ

Δtλe1
1

N

1n

nij,Sij,0S[C
n

 

t)-(tnj,qتغیرهاي حالت لایه ، مiε :ورودي  ،t)-(tjσ ، t)-(tc
ijS  

k(t)اختلاف بین جز کرنش 
iε(t)iε(t)ie  

 (5از رابطه ) وراثتیکرنش 

ieinitial(t)جز تنش
ijCk

jσ  

kهاي لایهتنش
jσt)-(tjσ

k
jσ  

خطا    100/   2(t)iε
2(t)jeerror 

k ها: تنشخروجی متغیرهاي حالت لایه
jσ(t)jσ  

q(t) وراثتیکرنش  nj, ( 5از رابطه) ، ماتریس سفتی لایهC(t)Cc
ij  

ORTHOVISCO 

 

tolerror   چک خطا  
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 2هاي تأخیر مدل ویسکوالاستیک در جدول هاي خزشی و زمانعلاوه بر خواص الاستیک، خواص وابسته به زمان ماده مانند نرمی

هاي عمودي و برشی داده هاي توانی براي سفتیبصورت منحنی [1خواص ویسکوالاستیک در ]لازم به ذکر است که  لیست شده است.

ساعت با  800دقیقه یا  48000( است براي 2مربوط به ضرایب و نماهاي فرمول سري پرونی معادله )ه ک 2مقادیر جدول شده است و 

ساعت کمتر یا بیشتر باشد  800بدست آمده است. در صورتی که زمان مورد نظر از هاي توانی مطابق روابط نمایی پرونی برازش منحنی

جمله سري پرونی  6در کار حاضر از  دوباره محاسبه شود. 2ائه شده در جدول نماهاي ار ولازم است با محاسبات مجدد برازش، ضرایب 

 [ داشته است.1هاي توانی خواص عمودي و برشی ]با منحنیدر برازش که تطابق خوبی  داستفاده ش

 نتايج و بحث -5

یک بندي مشبا اي باشد چندلایه بصورت اي کههر سازهبعدي سهبا استفاده از سابروتین ماده ارائه شده در کار حاضر امکان تحلیل 

در کار . اما انجام داداي را در گذر زمان هر سازهتحلیل توان لازم به ذکر است که با این سابروتین میلایه المان در ضخامت وجود دارد. 

 شود.مشاهده می 3کل در نظر گفته شده که در شبه عنوان سازه مورد بررسی اي براي نمونه یک ورق مستطیلی با سوراخ دایرهحاضر 

 4در شکل المان  336با بندي بندي برابر طولی و عرضی با یک المان در ضخامت است. مثالی از این مشبندي نیز بصورت تقسیممش

کمانش ماده الاستیک و پس. شده استبعد از آنالیز حساسیت مش بر اساس بار بحرانی انتخاب  هاکه تعداد الماننشان داده شده 

سازي و ارائه نتایج جدید انتخاب براي بررسی صحت مدلبه ترتیب اي است که در اینجا هدالاستیک تحت بار تک محوري پدیویسکو

 گرفته نظر در میانی صفحه حرکت با چهارطرف گیردار و چهارطرف ساده گاهتکیه شاملالاستیک  کمانشپس مرزي شرایطشده است. 

 صفحه داخل بار ورق به اعمالی نیروي تنها. است آمده 3 ولجد در مرزي شرایطاین جزئیات  شده که
3

2

2
x

0
h

L

E

N
N x لبه در که است 

xLxر د ورق عمودي
 

نشان  3در شکل  سازهبارگذاري جزئیات هندسه و . استنیز بصورت ثابت  0x عمودي لبه و شودمی اعمال

خط مرکزي تنها  و در تکیه گاه سادهکل سطح جانبی لبه مورد نظر گاه گیردار در تکیها توجه به نوع شرایط مرزي، داده شده است. ب

 شود.ها و بارگذاري در نظر گرفته میآن سطح در اعمال جابجایی

 
 شيشه/اپوكسیماده مركب خواص الاستيك  :1 جدول

Table 1. Elastic properties of glass/epoxy composite 

 مقدار خاصيت

  GPa 46/731E   مدول الاستیسیته

      GPa  6/01 3EE2 

  GPa 05/423G   مدول برشی

  GPa 92/4 13GG12 

31/0ν نسبت پواسون ν 12 13
 

 

 خزشی شيشه/اپوكسی ی براي خواصهاي سري پرونثابت :2 جدول

Table 2. Constants of Prony series for creep properties of glass/epoxy 

 زمان تأخير

nλ , min-1 

 نرمی خزشی عمودي

ST,n×109, GPa-1 

 نرمی خزشی برشی

SS,n×109, GPa-1 

88765140/0 

09154290/0 

00592426/0 

00082315/0 

00015160/0 

00001755/0 

7780/4 

10393/4 

15272/7 

2088/3 

31158/7 

107223/3 
 

34375/1 

45919/7 

67477/4 

92265/0 

137664/6 

473732/1 
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  ورق كمانشپسشرايط مرزي  :3 جدول

Table 3. Boundary conditions of post-buckling of plate 

 لبه هاي افقی لبه هاي عمودي 

xLx 0x yL0,y گاهنوع تکیه  

  ساده

 جانبی(سطح )روي خط مرکزي 
0w 

0N  0نیروي فشار

0





w

vu 0w 

  گیردار

 )روي کل سطح جانبی(

0w 
 uثابت

  0Nنیروي فشار
0

0





w

vu 
0w 

 vثابت

 

 
 

شود. این استفاده میلایه خواص تکو  هاآرایش لایهبا تعریف  1861بعدي شماره ورق از المان سهکمانش الاستیک در فرایند پس

 آزادي درجه 3 گره است. براي هر 3ايلایه و 2ايگره و جابجایی مرتبه دو است که قابل استفاده بصورت سازه 20المان سه بعدي با 

ثابت الاستیک  9خواص ورودي المان بصورت ماده ارتوتروپ با  .[30در نظر گرفته شده است ] مختصات محورهاي جهت در جابجایی

 شود.[ تعریف می30الاستیک خطی ] ،ايماده سازهمدل ش در بخ

افزار و نرم هدف فقط مقایسه مادهدر این مرحله شود. انجام میکمانش الاستیک پس ، تحلیلبراي بررسی دقت فرمولاسیونابتدا 

در بندي مقطعاین نیاز به و عدم  افزارنرمه دما برايبندي امکان مقطعاستفاده از لزوم  در سازي و حلتفاوت مدل است کهسابروتین 

 . دهدرا نشان می سابروتیناستفاده از 
 
 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

 تحت فشار داخل صفحه بعدي با هندسه سهمساله حاضر  ورق :3 شكل

Fig. 3. Plate for present problem with 3D geometry under in-plane pressure 
 
 

                                                           
1 SOLID186 
2 Structural solid 
3 Layered solid 

 
x  
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y  

 لبه عمودي

0x  

 yLyلبه افقی 

 لبه عمودي

xLx  

 0yلبه افقی 

 خط مرکزي

R2  
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 ا يك المان در ضخامت بتنها نمونه مش بندي ورق مربعی  :4 شكل

Fig. 4. Sample meshing of square plate by only one element in thickness 

 

در نظلر  بله ضلخامتلبه بالاي سلوراخ  درخیز مقدار نسبت حداکثر  ،مقدار این نقص است. اول کمانش مود مطابقاولیه ورق  نقص

تحت فشار داخلل صلفحه قلرار ملی 2/0 و نقص اولیه 02/0xh/Lخامت ض نسبت با مربعی بدون سوراخ ابتدا ورق. گرفته شده است

نشان داده شده s2 [90  /0 ] آرایشبراي  6و در شکل  [45/  -45]4براي آرایش  5خیز وسط آن در شکل -گیرد که نتیجه منحنی نیرو

نسلبت [ 45/  -45]4 آرایلشیردار مقایسه شده است. در طرف گ طرف ساده و چهار ها دو شرط مرزي متفاوت چهاراست. در این شکل

شلده اسلت.  1/1است. در حالیکه نسبت خیزهاي حداکثر سلاده بله گیلردار برابلر  2برابر  گاه سادهبار بحرانی ورق گیردار به ورق تکیه

کمتر شده است. بلراي درصد  9/1ه سادگاه تکیهو در درصد  7/1گیردار گاه تکیهاختلاف خیز بین دو مدل ماده انسیس و سابروتین در 

ساده برابر گیردار شده اسلت. مرز است. در حالیکه نسبت خیز حداکثر  3گیردار به ساده برابر مرز نسبت بار بحرانی s2 [90  /0 ]آرایش 

کمتلر شلده  درصلد 1ساده به انلدازه گاه تکیهبیشتر و در درصد  3/3گیردار  مرز اختلاف خیز بین دو مدل ماده انسیس و سابروتین در

ضلخامت  ، نسلبت2/0xR/Lشلعاع سلوراخ نسلبت  ،5/1xy/LLمستطیلی با نسلبت ابعلاد  براي ورق خیز-منحنی نیروحال  است.

02/0xh/L دو آرایش ضلربدري و صللیبیاین براي  که با شرط مرزي گیردار تحت فشار داخل صفحه قرار داردکه  2/0 و نقص اولیه 

. براي اینکه در ورق مستطیلی ابتدا مود اول کمانش رخ دهد و بتوان منحنی را بلراي ایلن شودمقایسه می 7در شکل  ذکر شده در بالا،

 بزرگتر در نظر گرفته شده است. بارگذاري روي ضلع مود و وسط ورق رسم نمود 
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 مربعی بدون سوراخ با آرايشورق  نيرو براي-خيز منحنی :5 شكل

4[45-  /45 ]  

Fig. 5. Deflection-force curve of [45/-45]4 square plate 

without hole  

 
 
 

 گیردار

 

 ساده
 

A
C
C
E
P
T
E
D
 M

A
N

U
S
C
R
IP

T



13 

 

 

 

 

 

0

5

10

15

20

25

30

35

0 0.5 1 1.5 2 2.5

w max /h

N
0

ماده انسیس

ماده سابروتین

 
   ورق مربعی بدون سوراخ با آرايش نيرو براي-خيز منحنی :6 شكل

s2 [90  /0 ] 

square plate  2s]0/90force curve of [-Deflection .6g. Fi

without hole 

 
5 
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 با 5/1xy/LLورق مستطيلی  نيرو براي-خيز منحنی :7 شكل

  گيردار گاهتكيه

 plate rectangularforce curve of -Deflection .7g. Fi

with clamped support  1.5xy/LL 

 

که نسبت خیزهلاي برابر است. در حالی 23/1به مقدار s2 [90  /0 ]به ورق با آرایش [ 45/  -45]4 آرایشنسبت بار بحرانی ورق در 

s2 [90  /0 ]شده است. اختلاف خیز بین دو مدل ماده انسلیس و سلابروتین در  17/1برابر  s2 [90  /0]به [ 45/  -45]4 آرایشحداکثر 

توان نتیجله می 7تا  5ها در شکل یشتر شده است. با مقایسه منحنیب درصد 7/0 به اندازه [45/  -45]4کمتر و در  درصد 7/1 به اندازه

 اي است که با سابروتین تعریف شده است.  اي در حالت الاستیک به خوبی مطابق مدل مادهمدل ماده مرکب چندلایهنتایج گرفت 

آیلد. بدسلت ملی 0Nصلفحه  داخلفشاري  رهاي تغییر شکل ورق در طول زمان تحت بامنحنی ،در کمانش خزشیدر این قسمت 

شلود. بلار در نظلر گرفتله ملی 02/0xh/Lضلخامت  نسبت و 2/0xR/Lشعاع سوراخ  ،5/1xy/LLمستطیلی با نسبت ابعاد  ورق

بله ضلخامت  اولیله نقلصنسبت  مقدار سه ورق است. با الاستیک بار بحرانی کمانش cr0,Nشده که تعریف  cr0,0/NNاعمالی با نسبت 

 15تلا  12و در شلکل  [45/  -45]4براي آرایلش  11تا  8 شکل نتایج در (مطابق مود اول کمانش الاستیک) 10-1 ، 10-2 و 10-3 برابر

 ده است. بدست آمشرایط مرزي ورق چهارطرف گیردار براي نتایج نشان داده شده است. s2 [90  /0 ] آرایشبراي 

 ساده

  گیردار

]45 / -45[4 

]0 / 90[ 2s 
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 بلا نقلص اولیله 7/0 و 8/0، 9/0 بلا نسلبت اي تحت بلارو سوراخ دایره[ 45/  -45]4ورق با آرایش الیاف  کاهش طول براي منحنی

کاهش طلول بین مقادیر بارگذاري مشخص،  تحت و هاي با نقص متفاوتورق در ،با توجه به شکل شود.مشاهده می 8 ر شکلمتفاوت د

اثلر کملی در کلاهش طلول  اولیه یک بار فشاري مشخص، نقص توان گفت دردارد. یعنی مینوجود  چندانیاختلاف  ،حداقل و حداکثر

مقلادیر  اسلت. درصلد 1/5برابر  9/0و براي بار  درصد 3/6برابر  8/0، براي بار درصد 6/10برابر  7/0 با نسبت براي بار دارد. این اختلاف

یک  مطابق جدول درارائه شده است.  4براي شرایط مختلف نقص و بار در جدول دقیقه  48000مطابق زمان نهایی درصد کاهش طول 

کوتلاه  001/0شود. بلراي نقلص کاهش طول مشاهده میاي در افزایش قابل ملاحظه 9/0به  7/0بار از نسبت با افزایش  ،نقص مشخص

 برابر شده است. 6/1کوتاه شدن  1/0 و 01/0برابر و براي نقص  7/1شدن 
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[ با 45/  -45]4 ورق مستطيلی طول كاهش منحنی :8 شكل

648/7cr0,N 

rectangular plate   445]-[45/shortening of -Fig. 8. End

7.648cr0,Nunder  

 

شلده  حاصل 10-1 و 10-2 ،10-3 نقص براي ترتیب به که بوده زمان در طی حداکثر بعد بدون خیز افزایش به مربوط 11 تا 9 شکل

 دقیقه 48000مقادیر خیز در زمان . است آمده بدست 7/0 و 8/0، 9/0 با نسبت بار اعمال از دقیقه 48000 طول در تغییرات است. این

 نشلان حاصل شده 10-3 که براي ورق با نقص 9 شکل در که مانطوره لیست شده است. 5ها و بارهاي مختلف نیز در جدول براي نقص

هلاي بعلد از آن شیب خیلی کمی در مقایسه بلا زملانبا  خیز افزایش ،دقیقه 10000 زمان تا حدود 7/0 اعمالی بار دراست،  شده داده

ه ملیتشلناخ حرانیزمان ب به عنوان ،زمان مشخص شدهاین روي محور عمودي است.  درصد 5با خیز  مطابق. این زمان افتداتفاق نمی

در  5یلا زیلاد )در اینجلا بیشلتر از  ناگهلانی با خیز تغییر شکلزمان قبل از آن تا در سازه با نقص خیلی کم زمانی است که  شود و برابر

ا در دقیقه اسلت. امل 550برسد برابر  %5کشد تا خیز به زمانی که طول می، 8/0بار نسبت  افتد. براي( اتفاق نمیخیز در نظر گرفته شد

تلوان زملان بحرانلی در نظلر شود و عمللاً بلراي آن نملیشروع میاعمال بار افزایش ناگهانی خیز از همان زمان ابتدایی ، 9/0بار نسبت 

افلزایش  ،. زیرا از همان زملان شلروع بارگلذاريدهدرخ نمیزمان بحرانی  پدیده کمانش ویابد وقتی نقص اولیه افزایش می یعنی .گرفت

 . مشخص کردیا زمان بحرانی براي تغییر شکل ناگهانی را توان زمانی نمی 11و  10رود. پس در شکل یاد پیش میخیز با شیب ز
 

 [ 45/  -45]4با آرايش الياف  ورقدقيقه(  48000)در زمان  كاهش طول نهايی :4 جدول

plate4 45]-[45/shortening (at 48000 min.) of -Table 4. Final end 

    نقص 

1/0  01/0  001/0  نسبت بار  

52/0 49/0 47/0  7/0  

67/0 64/0 63/0  8/0  

82/0 79/0 78/0 
 9/0  
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[ با 45/  -45]4 ورق مستطيلیبعد بی خيز منحنی :9 شكل

 648/7cr0,N و 001/0 اوليه نقص

Fig. 9. Dimensionless deflection curve of [45/-45]4 

rectangular plate with imperfection of 0.001 and 

cr0,N 7.648 
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 [ با45/  -45]4 ورق مستطيلیبعد بی خيز منحنی :10 شكل

 648/7cr0,N و 01/0 اوليه نقص

Fig. 10. Dimensionless deflection curve of [45/-

45]4 rectangular plate with imperfection of 0.01 

and cr0,N 7.648 
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 [ با45/  -45]4 ورق مستطيلیبعد بی خيز منحنی :11 شكل

 648/7cr0,N و 1/0 اوليه نقص

Fig. 11. Dimensionless deflection curve of [45/-

45]4 rectangular plate with imperfection of 0.1 

and cr0,N 7.648 
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 [ 45/  -45]4با آرايش الياف  ورق دقيقه( 48000)در زمان  بعدبی نهايی خيز :5 جدول

plate4 45]-[45/(at 48000 min.) of  dimensionless deflection. Final 5Table  

    نقص 

1/0  01/0  001/0  نسبت بار  

35/1 00/1 87/0  7/0  

83/1 70/1 65/1  8/0  

26/2 15/2 09/2  9/0  

 

 7/0ر و با افلزایش بلار از براب 9/1خیز ، 8/0به  7/0بار از نسبت با افزایش ، 001/0براي نقص  9خیزها، در شکل  در مقایسه افزایش

به  7/0ر و با افزایش نسبت بار از براب 7/1خیز ، 8/0به  7/0با افزایش بار از ، 01/0با نقص  10برابر شده است. از شکل  4/2خیز ، 9/0به 

 36/1خیلز ، 8/0بله  7/0با افزایش بلار از  1/0براي ورق با نقص اولیه  11شده است. مطابق شکل زیاد برابر  15/2 ایجاد شده خیز، 9/0

 است.  افزایش یافتهبرابر  67/1 حاصل خیز، 9/0به  7/0ر و با افزایش بار از براب

 12 ر شلکلمتفلاوت د با نقص اولیه 7/0 و 8/0، 9/0بار نسبت تحت  کاهش طول نیز منحنی s2 [90  /0]ورق با آرایش الیاف  براي

و شلود مشلاهده ملی 001/0 اولیله در نقلصکله ر حداقل ابین مقد ،اختلاف کاهش طول ورق، 7/0در نسبت بار داده شده است.  نشان

است.  درصد 1/10برابر  9/0و براي بار  درصد 3/10برابر  8/0در بار  ،شده است. این کاهش درصد 9/4برابر ، 1/0ص حداکثر با نقمقدار 

با افزایش بلار  ،آمده است. مطابق جدول در یک نقص مشخص 6مقادیر نهایی کاهش طول با مقادیر مختلف نقص و بارگذاري در جدول 

دن ورق در هلر . کوتلاه شلشلودمیمحاسبه  7/0به مقدار در بار اعمالی در هر بار آن افزایش کوتاه شدن طول از نسبت ، 9/0به  7/0از 

 برابر افزایش یافته است. 4/1 حدود هاکدام از نقص

بدست آمده است. دوباره  10-1 و 10-2 ،10-3 نقص براي ترتیب به 15 تا 13 شکل بر حسب زمان در بعد بدون حداکثر خیز افزایش

ها و ادیر خیز در زمان نهایی براي نقصمق. است آمده بدست 7/0 و 8/0، 9/0 با نسبت بار تحت دقیقه 48000 مدت ها برايمنحنی این

 8/0و  7/0 اعملالی بار درحاصل شده است،  10-3 که براي ورق با نقص 13 شکل لیست شده است. مطابق 7بارهاي مختلف در جدول 

یلا رسلد )ب %5تلا خیلز بله  شودطی میزمانی که مدت  9/0شیب خیلی کمی دارد. براي بار  خیز افزایش ،دقیقه 48000 نهایی تا زمان

 ،که نقص اولیه افلزایش یافتله اسلت از هملان زملان شلروع بارگلذاري 14و  13دقیقه است. در شکل  2500زمان بحرانی( برابر همان 

 بحرانی وجود ندارد.عملاً تا پایان مدت بارگذاري مورد نظر، زمان و  دهدمیافزایش خیز با شیب زیاد رخ 
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با s2 [90  /0 ] یورق مستطيل طول كاهش منحنی :12 شكل

947/8cr0,N 

rectangular   2s]0/90[shortening of -. End12Fig. 

8.947cr0,Nplate under  
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 s2 [90  /0 ]با آرايش الياف  ورق دقيقه( 48000)در زمان  كاهش طول نهايی :6 جدول

plate 2s]0/90[min.) of shortening (at 48000 -. Final end6Table  

    نقص 

1/0  01/0  001/0  نسبت بار  

07/1 02/1 02/1  7/0  

28/1 18/1 16/1  8/0  

53/1 42/1 39/1  9/0  

 
 

برابر شده  61خیز  ،9/0به  7/0برابر و با افزایش بار از  3خیز ، 8/0به  7/0، با افزایش بار از 001/0براي ورق با نقص  13در شکل 

 14/10خیز  0،/9به  7/0برابر و با افزایش بار از  86/2خیز  0،/8به  7/0با افزایش بار از  01/0براي ورق با نقص  14شکل  است. مطابق

 حداکثر خیز، 9/0به  7/0ر و با افزایش بار از براب 49/1خیز ، 8/0به  7/0، با افزایش بار از 1/0با نقص اولیه  15است. از شکل برابر شده 

 ه است.برابر شد 02/2

مشخص می s2 [90  /0]صلیبی الیاف  آرایش و[ 45/  -45]4ضربدري  ، با بررسی پاسخ ورق مرکب آرایشنتایج در مقایسه کلی

کاهش برابر  2ها حدود اعمالی و نقص يآرایش صلیبی در همه نسبت بارهاکاهش طول نهایی  ،دقیقه 48000 مورد نظر در زمانشود 

برابر خیز  3کمانش رخ داده است خیز نهایی آرایش ضربدري حدود که در مواردي که پس الیآرایش ضربدري است. در حطول 

 است، کمترخیلی صلیبی زمان بحرانی از آرایش آرایش ضربدري  براي، کمانش آرایش صلیبی است. در مقایسه زمان بحرانیحداکثر 

 .ه استرخ نداد یکمانش 8/0و  7/0آرایش صلیبی در نسبت بار  براي ،در مدت زمان مورد بررسیبطوري که 
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 نقص [ با90  /0] s2 ورق مستطيلیبعد بی خيز منحنی :13 شكل

 947/8cr0,N و 010/0 اوليه

Fig. 13. Dimensionless deflection curve of [0/90]2s 

rectangular plate with imperfection of 0.001 and 

cr0,N 8.947 
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 نقص [ با90  /0] s2 ورق مستطيلیبعد بی خيز منحنی :14 شكل

 947/8cr0,N و 01/0 اوليه

 2sDimensionless deflection curve of [0/90] . 14.gFi

rectangular plate with imperfection of 0.01 and 

8.947cr0,N 
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 نقص [ با90  /0] s2 ورق مستطيلیبعد بی خيز حنیمن :15 شكل

 947/8cr0,N و 1/0 اوليه

 2sDimensionless deflection curve of [0/90] .5. 1gFi

1 and with imperfection of 0. rectangular plate

8.947cr0,N 

 

 s2 [90  /0 ]با آرايش الياف  ورق دقيقه( 48000)در زمان بعد بی خيز نهايی :7 جدول

plate 2s]0/90[(at 48000 min.) of  dimensionless deflection. Final 7Table  

    نقص 

1/0  01/0  001/0  نسبت بار  

49/0 07/0 01/0  7/0  

73/0 20/0 03/0  8/0  

99/0 71/0 61/0  9/0  

 

 گيري نتيجه -6

از طریق سابروتین ماده ارائه شده کوالاستیک براي اضافه کردن به کدهاي تجاري اي ویسیهدر کار حاضر مدل ماده مرکب چندلا

سري نمایی  توسطشاپري انتگرال با استفاده از معادله اي لایهبراي تکاست. معادله مشخصه بصورت ماده ارتوتروپ ویسکوالاستیک 

پاگانو خواص معادل سه بعدي چینی با استفاده از تئوري لایه شود.پرونی به یک رابطه بازگشتی بر حسب خواص و تنش تبدیل می
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براي ها اختصاص داده شد. گیري گوس در المانشود. معادله مشخصه در سابروتین ماده به هر نقطه انتگرالاي حاصل میچندلایه

شده است. در حالت  انجامصلیبی با سوراخ با دو آرایش ضربدري و بعدي سهفرایند کمانش الاستیک و ویسکوالاستیک ورق نمونه 

از نتایج کمانش اي موجود در نرم افزار و مدل ماده سابروتین با تطابق خوبی مقایسه شد. خیز ماده چندلایه-منحنی نیرو ،الاستیک

با نقص اولیه در یک بار مشخص و در پاسخ ورق به بار فشاري ثابت در گذر زمان، کاهش طول ورق شود ملاحظه میهم خزشی 

با حالی که ر . دبدست آمداما در بارهاي مختلف، کاهش طول آرایش صلیبی بیشتر از آرایش ضربدري  .استمتفاوت تقریباً یکسان 

 . استآرایش صلیبی زمان از اي کمتر مقدار قابل ملاحظهزمان بحرانی کمانش در آرایش ضربدري  ،بررسی پاسخ خیز مشخص شد

 فهرست علائم -7

 علائم انگليسی

 A و B و D  لایهتک هاي مربوط به سفتیزیرماتریس 

 A و B و D  چندلایه سفتی مربوط بههاي ماتریسزیر 

 
6 6

C


 ايلایهماتریس سفتی تک 

 C  در مختصات هندسیماتریس سفتی  

     , ,ii oo ioC C C  لایه زیرماتریس سفتی داخل صفحه و خارج صفحه تک 

, ,ii oo ioC C C          
 چندلایهماتریس سفتی داخل صفحه و خارج صفحه زیر 

, ,1 2 3E E E  تیسیته در مختصات مادهسمدول الا 

, ,12 13 23G G G  مدول برشی در مختصات ماده 

h  ايضخامت چندلایه 
( )kh  ضخامت هر لایه 

k  شماره لایه 

Lx  طول ورق 

N  پرونی نمایی تعداد جملات سري 

0N  صفحه معلوم داخل بار 

N x  نیروي داخل صفحه طولی 

( )j,nq t  پرونی سري جمله هر وراثتیانتگرال  

(R tj )  وراثتی خزشی هايکرنش 

Sij ,0  0t در زمان محوري تک الاستیک آنی نرمی 

Sij,n  پرونی سري ضرایب 

( )
c

S tij  عناصر ماتریس نرمی خزشی 

0 0,T, S,S S  نرمی اولیه عمودي و برشی 

,T,n S,nS S  ثابت خزشی عمودي و برشی جملات پرونی 

t  حاضر زمان 

0t  زمان دلخواه قبل از اولین کرنش  

  

 علائم يونانی

t جزء زمان ثابت 

( )ΔS tij ویسکوالاستیک گذراي خزشی نرمی مولفه  

 σi 3 1
 و  εi 3 1

 هاي داخل صفحه  ها و کرنشتنش 

 oσ 3 1
 و  εo 3 1

 هاي خارج صفحه  ها و کرنشتنش 
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 ε ايکرنش کل چندلایه 

 σ ايتنش کل چندلایه 

n خیر سري پرونیأضرایب زمان ت 

,12 13  ات مادهنسبت پواسون در مختص 
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