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ABSTRACT  

In this research, the free vibration response of sandwich cylindrical shells with fiber–metal laminated 

multilayered face sheets and a flexible core, under simply supported boundary conditions, is analytically 

examined. To account for the nonlinear effects on the vibrational behavior, the governing equations are derived 

using Hamilton’s principle within the framework of a higher-order sandwich shell theory. In the modeling 

process, the behavior of the face sheets is represented based on the classical shell theory, while the displacement 

field in the core is formulated using three-dimensional elasticity. To achieve higher accuracy, the nonlinear 

distributions obtained from solving the core equilibrium equations are incorporated as complementary 

relations within the formulation. All stress and displacement components, including transverse and shear 

stresses at the core–face sheet interfaces are fully included in the derivation. Subsequently, an eigenvalue 

analysis is performed to extract the natural frequencies and vibration modes of the structure, and the 

predictions are validated through comparison with reliable results from previous studies. Furthermore, in a 

parametric investigation, the effects of geometric parameters, core density, layer thickness, and stacking 

sequence on the vibrational response of the system are systematically evaluated.  
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1. Introduction 

Sandwich structures are defined as systems 

composed of two stiff face sheets and an intermediate 

core, where the core is responsible for separating the 

face sheets and transferring stresses between them. 

Owing to their high strength-to-weight ratio, desirable 

stiffness, and structural stability, these structures have 

found extensive applications in aerospace, marine, 

automotive, and recreational equipment industries [1]. 

Fiber–metal laminates are hybrid composites composed 

of alternating metal sheets and fiber-reinforced polymer 

layers, utilizing the strengths of both materials. This 

configuration effectively addresses the limitations of 

metals and polymers in impact resistance and tolerance 

to external damage. Sandwich panels with FML face 

sheets and compliant cores, particularly in aerodynamic 

fairings of payload-launch systems, acoustic, 

electromagnetic, aerodynamic, and particle-induced 

loads [2]. In composite structures, strain–displacement 

relations are typically formulated using equivalent 

single-layer theories. These theories simplify the three-

dimensional modeling of plates and shells into a two-

dimensional problem by introducing appropriate 

assumptions regarding the deformation distribution 

through the thickness. Among the well-established 

formulations are the classical theory, the first-order 

shear deformation theory, and the higher-order shear 

deformation theories [3]. Shahavisi and Feali [4] 

investigated the low-velocity impact dynamic response 

of curved sandwich beams with fiber–metal laminated 

layers using an enhanced shear deformation theory. 

Rahmani et al. [5] employed a higher-order sandwich 

shell theory to analyze the effects of external loading 

and the buckling phenomenon in cylindrical shells with 

composite face sheets and a compliant core. Wang et 

al.[6] investigated the low-velocity penetration response 

of aluminum-foam sandwich panels and proposed a 

three-stage model for predicting load, displacement, and 

energy absorption.  

The aim of this study is to develop and validate an 

advanced analytical framework for accurately 

evaluating the dynamic behavior of sandwich structures. 

2. Theatrical formulation 

In this study, a cylindrical sandwich shell composed 

of upper and lower metal–fiber composite face sheets 

and a compliant core is considered. The geometric 

characteristics of the structure include the total 

thickness h, length L, the mid-core radius R, the core 

thickness hc and the thicknesses of the top and bottom 

face sheets (ht and hb). Figure 1 illustrates the 

configuration of the cylindrical sandwich panel along 

with the corresponding coordinate system. 

 

Figure 1 Geometric characteristics of the cylindrical 

sandwich shell 

The face sheets of the cylindrical sandwich structure 

are modeled as multilayered thin elastic shells, 

following the classical Love–Kirchhoff assumptions, 

which serve as the basis for conventional thin shell and 

plate theories. Accordingly, the displacements of the 

face sheets along the longitudinal (x), circumferential 

(θ), and radial (z) directions are defined as: 
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To derive the governing equations for the behavior 

of the sandwich cylindrical shell subjected to impact 

loading, Hamilton’s principle is employed as the 

analytical foundation of the modeling approach. 

(2) 
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By evaluating the corresponding terms in 

Hamilton’s principle, the governing equilibrium 

equations of the cylindrical sandwich shell are 

subsequently obtained: 
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The complementary equations serve as the link 

between the 3D core solution and the 2D shell 

formulation. Based on this approach, two final 

equations are derived, capturing the effects of the actual 

through-thickness distributions of stresses and 

displacements in the cylindrical sandwich shell 
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Finally, the first six equations in relations (3)–(8), 

together with the two complementary equations arising 

from the interlayer compatibility conditions, i.e., 

relations (12) and (13), constitute the complete set of 

governing dynamic equations for the sandwich shell. 

In the dynamic analysis of the sandwich cylindrical 

shell with simply supported boundary conditions, a 

double Fourier series expansion is employed to extract 

the structural response. The natural frequencies of the 

system are obtained by transforming the free vibration 

problem of the shell into an eigenvalue problem, in 

which the matrices K and M represent the symmetric 

stiffness and mass matrices of the system, respectively 

(14) ( )2M K C 0    

Where 

(15) { , }T
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3. Discussion of Results 

In this study, the free vibration behavior of a 

sandwich cylindrical shell with multilayer fiber–metal 

face sheets under simply supported boundary conditions 

is investigated. The analysis is performed for axial and 

circumferential wave numbers m and n. Three 

commercially used FML types, ARALL, CARALL, and 

GLARE are examined, and the face-sheet configuration 

is modeled as a seven-layer, non-symmetric lay-up. 

Table 1 indicates that CARALL face sheets yield the 

highest non-dimensional natural frequency, while 

GLARE provides the lowest, owing to the greater 

stiffness of carbon fibers relative to glass fibers. 

Moreover, a decrease in composite volume fraction 

increases the natural frequency, mainly due to the 

reduced contribution of the more compliant composite 

layers and the greater stiffness effect of the aluminum 

constituents. 

Table 1. Effect of Different Lay-up Configurations on the 

Non-Dimensional Natural Frequency of a Cylindrical 

Sandwich Shell  

n  

Carbon/Epoxy Glass/Epoxy Aramid/Epoxy 

Vc=0.25 Vc=0.75 Vc=0.25 Vc=0.75 Vc=0.25 Vc=0.75 

A
C
C
E
P
T
E
D
 M

A
N

U
S
C
R
IP

T



 

1 46.3329  41.8209 44.0128 34.7586 44.7322 36.1316 

2 123.8422 113.5924 117.4982 111.6693 124.7580 113.5830 

3 704.2210 555.8744 468.0036 408.1494 517.2278 496.9734 

4 764.6197 596.2167 502.9839 445.9109 566.8113 534.5346 

5 864.3868 851.5804 786.9461 608.7616 808.7253 689.5233 

6 936.7570 909.5492 840.2430 659.3486 864.8532 752.0376 

 

 

Figure 2. Comparison of the first non-dimensional natural 

frequency of the sandwich panel with varying R/a and VC 

As shown in Figure 2, increasing the radius-to-arc 

length ratio (R/a) reduces the frequency difference 

between composite volume fractions of 0.25 and 0.75, 

especially at higher R/a values. Higher core density 

leads to increased natural frequencies, highlighting its 

direct impact on overall structural stiffness. 

Additionally, lower composite volume fractions in the 

faces result in higher natural frequencies due to the 

greater contribution of high-modulus metal layers. 

These differences stem from the accurate modeling of 

the foam core using 3D elasticity theory and the 

application of Hamilton's principle. 

4. Conclusion 

In this study, the vibrational response of cylindrical 

sandwich panels with metal–fiber composite faces and a 

flexible foam core was analyzed using a high-order 

sandwich shell theory. By coupling classical plate 

theory for the faces with three-dimensional elasticity for 

the core, nonlinear through-thickness displacement 

fields were obtained without conventional 

simplifications. Parametric analysis highlighted the 

significant influence of material properties, ply 

configuration, and geometric ratios on the dynamic 

behavior. The results emphasize the critical role of 

GLARE structures in enhancing stiffness, energy 

absorption, and dynamic stability, while exhibiting the 

lowest natural frequencies among the face types. Core-

to-face thickness ratio and ply symmetry were identified 

as key factors governing the sensitivity of the dynamic 

response. 
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و هسته  افیال-فلز هيچند لا هایهيساندويچي با رو ایارتعاش آزاد پوسته استوانه لیتحل

 چييساندو هایپوسته یمرتبه بالا یتئور یبر مبنا ريپذانعطاف

 *امید رحماني، پورساپیوند عب

 زنجان، ایران، زنجان ، دانشگاهمهندسی مکانیک دانشکده

 * Corresponding Author: Email: omid.rahmani@znu.ac.ir 

 

 چکیده

ساده،  یگاههیتک طیتحت شرا ر،یپذو هسته انعطاف افالی–فلز هیچندلا یهاهیبا رو یچیساندو یااستوانه یهاپژوهش، پاسخ ارتعاشات آزاد پوسته نیدر ا

گیری از اصل همیلتون و در معادلات حاکم با بهرهه سازارتعاشی اثرات غیرخطی بر رفتار  بررسی به منظور قرار گرفته است. یمورد بررس یلیصورت تحلبه

هسته با  ییجابجا دانیپوسته و م کیکلاس یبر اساس تئور هاهیرفتار رو یسازمدل نی. در اگردیدندهای ساندویچی استخراج بالای پوستهچارچوب تئوری مرتبه

عنوان معادلات تعادل در هسته، به لحاصل از ح یرخطیغ یهاعیبه دقت بالاتر، توز یابیدست یدست آمده است. برابه تهیسیالاست یبعدسه یاستفاده از تئور

اتصال  یدر نواح یو برش عمودی یهاهمراه تنشبه ،ییتنش و جابجا یهامؤلفه یتمام تمعادلا استخراجاند. در لحاظ شده یسازمدل ندیمعادلات مکمل در فرا

معتبر  یهاسازه استخراج و با داده یارتعاش یو مودها یعیطب یهافرکانس ژه،یمقدار و لیاند. در ادامه، با انجام تحلدهصورت کامل منظور شبه ها،هیهسته و رو نیب

 یبر پاسخ ارتعاش هاهیلا شیهسته، ضخامت و آرا یچگال ،یهندس یپارامترها ریتأث ،یمطالعه پارامتر کیدر  ن،یاند. همچنشده یو اعتبارسنج سهیمقا نیشیپ

 ت.قرار گرفته اس یابیمورد ارز مستیس

 کلمات کلیدی
 تهیسیالاست حل هسته فوم، ارتعاش آزاد،الیاف، -چند لايه فلز ،يچيساندو ایپوسته استوانه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A
C
C
E
P
T
E
D
 M

A
N

U
S
C
R
IP

T



2 

 

 مقدمه -1

 فهیهسته وظو  اندشده لیتشک یانیم یهسته کیو مستحکم  رویهکه از دو  شودیاطلاق م ییهابه سازه یچیساندو یهاسازه

 یداریمطلوب و پا یاستحکام به وزن، سفت ینسبت بالا رینظ ییهایژگیو لیرا بر عهده دارد. به دل هاهیرو نیو انتقال تنش ب یجداساز

. از [1]اند کرده دایپ یحیو تفر یورزش زاتیو تجه یخودروساز ،ییایهوافضا، در عیدر صنا یعیها کاربرد وسنوع سازه نیا ،یساختار

 افیو ال یفلز یهاهیکه از تناوب لا شوندیشناخته م یدیبریه یتیعنوان مواد کامپوزبه 1افالی–فلز یهاهیچندلا گر،ید یسو

 نیاز ا یریگبا بهره .دهندیرا ارائه م هاتیفلزات و کامپوز باز خواص مطلو یبیاند و ترکشده لیتشک یمریپل سیبا ماتر شدهتیتقو

 یطور مؤثربه یخارج یهابیاز نظر مقاومت در برابر ضربه و تحمل آس یتیو کامپوز یموجود در مواد فلز یهاتیمحدود ،یفناور

پوشش که در  ریذپو هسته انعطاف افالی–فلز هیچندلا یهاهیبا رو یچیساندو یساختارهابه عنوان نمونه  .اندبرطرف شده

 زینو ،یحرارت یدر محافظت از محموله در برابر بارها ینقش مؤثر روند،یکار مپرتاب محموله به فضا به یهاسامانه 2آیرودینامیکی

یم فایا یجو زیو برخورد ذرات ر یخارج یکینامیرودیآاز فشار  یناش یناگهان یفروپاش ،یسیتداخل امواج الکترومغناط ،یکیآکوست

با  هایتئور نی. اشوندیم انیب ییجابجا-روابط کرنش 3معادل هیتک لا هاییمرکب به کمک تئور یهادر سازهمعمولا  .[2] کنند

را به صورت  یبعدسه یسازها، مدلها و پوستهضخامت ورق یشکل در راستا رییتغ عیتوز یدرباره یاسبمن اتیفرض یریدرنظرگ

و  5مرتبه اول  تغییر شکل برشی، تئوری 4توان به تئوری کلاسیکمی هایرتئو نی. از جمله اکنندیم یسازساده یدوبعد یامسئله

-فلز یهاهیدر لا یجذب انرژ یهازمیو مکان یا، رفتار ضربه[4]. شارما و همکاران[3]اشاره داشت  6مرتبه بالا یشکل برش رییتغ یتئور

 افیمتشکل از ال الیاف–فلز چندلایه مختلف یهادمانچی. اندکرده بررسی یلیتحل صورتبهفنر -با استفاده از مدل جرمرا  افیال

 با برخورد ،[5] همکاران و ژانگ. گردید نییرا تع یدر جذب انرژ یاسازه یهاو سهم مؤلفه مطالعه یومیتانیت یهاو ورق ی/اپوکسشهیش

 هایروشرا با  رداریگ یمرز طیشرا در یاف و هسته فوم فلزیال-فلز هیچندلا هیشکل با رو یمربع یچیبه صفحات ساندو نپایی سرعت

-فلز هیچند لا یچیانحنادار ساندو ریت نییضربه سرعت پا یکینامی، پاسخ د [6] یو فعل یسیاند. شاهوکرده مطالعه یعدد و یلیتحل

 یهاهیبا رو یچیساندو یرهای، رفتار ت[7] و همکاران وانی. مطالعه نمودند افتهیارتقاء  یشکل برش رییتغ یبا استفاده از تئوررا  افیال

 پاسخآنها . اندقرار داده یمورد بررس یو عدد یصورت نظربهرا  پایین سرعت با تحت ضربه یفلز یو هسته فوم افیال-فلز هیچندلا

جرم سازه  یسازنهیمنظور بهبه یو طراح یکیمکان یپارامترها ریو تأث لیتحلرا شده اصلاح کیپلاست-مدل صلب هیسازه بر پا یکینامدی

بارگذاری خارجی و های ساندویچی، به تحلیل تأثیر بالای پوستهبا استفاده از تئوری مرتبه ،[8]و همکاران  رحمانی. نمودند یابیرزرا ا

 ارتعاشات، [9] و تامسون گیفروستاند. پذیر پرداختههای کامپوزیتی و هسته انعطافای با رویههای استوانهی کمانش در پوستهپدیده

 نی. در چارچوب ااندبررسی کرده یچیساندو یهاپانل یمرتبه بالا یبا استفاده از تئور را ریپذانعطاف ا هستهب یچیساندو یهاآزاد پانل

از  هاهیور یو برا اندگرفتهدر نظر  یرخطیصورت غهسته به یبرا یو عمود یاصفحهدرون یدر راستاها ییجابجا یهامؤلفه کرد،یرو

اثر  ی، به بررس[10]و پاک نژاد  ی. قاسماندبهره گرفته تهیسیالاست یتئور یبعدل سههسته از ح یصفحه و برا کیکلاس یتئور

 یبرش یاز تئور تفادهبا اس افیشده با ال تیتقو کیو پلاست افیال-فلز هیش آزاد ورق چند لاو مواد، بر پاسخ ارتعا یهندس یپارامترها

. گردید یو نرم افزار المان محدود آباکوس دقت روش استفاده شده بررس تزیر-یلیر یلیروش تحل سهیپرداختند. با مقامرتبه اول 

با هسته  هیسه لا یچیساندو یلیبر پاسخ ارتعاش آزاد ورق مستط یو هندس یکیزیف یاثر پارامترها ی، به بررس [11] و ملک زاده گانهیپا

پاسخ ارتعاش آزاد ورق ساندویچی مستطیلی با ، [12] و همکاران یهرو نهمچنی. اندپرداخته یسیمغناط تیبا خاص رپذیانعطاف

در مطالعه  اند.کردهنرم را تحت شرایط مرزی ساده تحلیل  شده با الیاف کربن و شیشه و هستهپوزیت تقویتکام–های هیبریدی فلزرویه

 [14]غلامی و درویزه . نداهپرداخت افالی–فلز هیچندلا یااستوانه هایپانل پاسخ ارتعاشی یسازنهیبه به [13] و همکاران ینظر دیگری
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گیری از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول ای دایروی میکرو/نانو را با بهرهتحلیل ارتعاش آزاد و کمانش محوری پوسته استوانه

، ارتعاش آزاد [15]فرد و همکاران . کردندبندی میندلین، ارائه یافته، مبتنی بر تئوری الاستیسیته گرادیان کرنش و بر پایه فرمولتوسعه

ساده  گاههیتک یمرز طیو تحت شرا افتهیبهبود یمرتبه بالا یاز تئور یریگبا بهره رابا هسته نرم  میضخ یچیساندو یااستوانه پوسته

هسته از مدل دوم  یمرتبه سوم و برا ایاز چند جمله میضخ یتیکامپوز هایهیرو ییجابجا دانیم عیتوز نییتع یبرا اند.تحلیل کرده

را  افیال-فلز هیو از جنس چندلاو نان کرویم ایاستوانه یهاپوسته طبیعی، فرکانس [16]و همکاران  یقاسم. نداهاستفاده کرد نگیفروست

-فلز هیچند لا ایه استوانهپوست نیب سهی، با مقا[17]و همکاران  یند. قاسماهبه دست آورد 1کوپل استرس اصلاح شده یبر اساس تئور

 عیسر افیال-فلز هیچند لا ایند که پاسخ فرکانس پوسته استوانهاول لاو نشان داد یبیپوسته تقر یبا استفاده از تئور تیو کامپوز افیال

 هایند که فرکانساهنشان داد ،ارتعاش آزاد پوسته لیو تحل یبا بررس [18] یمهندس و قاسم. شودیآن همگرا م تیتر از نوع کامپوز

 شیدو جهته است و با افزا ینیچ هیاز لا شتریب یشده با نانولوله کربن تیتقو تیوکامپوز افیال-فلز هیتک جهته در چند لا ینیچ هیلا

متخلخل  هیدوار چندلا یرویدا ایارتعاش آزاد پوسته استوانه [19] قاسمی و مسکینی. شودیبرعکس م هیرو نیا عدد مود محیطی

 یااستوانه یهاچند هدفه پوسته یسازنهی، به[20]و همکاران  آذرافزا. بررسی نمودندپوسته لاو را  یساده با تئور یمرز طیتحت شرا

 رییتغ یتئور یریو با بکارگ هانجام داد کیژنت تمیساده را با روش الگور یمرز طیتحت شرا افیال-فلز هیشده از چند لا لیتشک یارهیدا

 هیچند لا ای، ارتعاش پوسته استوانه[21]ند. گانگ و همکاراناهمسئله پرداخت لیبه تحل یمرتبه اول و روش اصل برهم نه یشکل برش

 دنافتدری آنها. اندکرده یبررسرا ه کوپل استرس اصلاح شد یبر اساس تئور یکربن هایشده با نانو لوله تیتقو کرویبا انداره م افیال-فلز

و همکاران  یرعلی. پابدییم شیفلز افزا-افیال هیو چند لا یتراکم نانولوله کربن بیضر شیبا افزا ایپوسته استوانه یکه پاسخ فرکانس

پرسرعت  یاضربه یتحت بارگذار یو عدد یصورت تجربرا به یومینیفوم آلوم هستهبا  الیاف-فلز لایه چند یچی، صفحات ساندو[22]

نفوذ  یکینامی، پاسخ د[23]. وانگ و همکاران اندکردهمطالعه  را ساختار یجذب انرژ تیفوم بر ظرف یو چگال هاهلای تعداد اثر و یبررس

 ینیبشیپ یبرا یامرحلهسه یمدل ،کرده یبررس یلیو تحل یصورت تجرببه یومینیفوم آلوم یچیساندو یهارا در پنل نییبا سرعت پا

 یهااستوانه یچیپرشته ندیدر فرآ یساختارنیب وبی، ع[24] مکارانو ه ایمدادرحی. اندهدارائه دا یجذب انرژ مزیو مکان ییبار، جابجا

حاصل از  جنتایبا مقایسه . انددادهقرار  یمورد بررس یارتعاش یروش همبستگ از یریگبا بهرهرا  یمحور یتحت بار فشار یتیکامپوز

 یسازو مدل یتجرب یهاداده انیم یبتطابق مناس افزار،در نرم یرخطیو غ یخط یعدد یهالیمودال و کمانش، با تحل یهاآزمون

 ییمتمرکز انتها یهابا جرم یادرجه یتابع یموشنکویت یرهایت ی، رفتار ارتعاش آزاد عرض[25] و همکاران انی. سالماندکردهمشاهده 

 یریگچشم ریتأث و نسبت ضخامت به طول یگاههیکت طیشرا ،یینما راتییکه شاخص تغ دادندنشان ، کرده یبررس یلیصورت تحلبهرا 

 لیبه تحل ،یبعدسه تهیسیالاست یبر تئور هی، با تک[26] و همکاران یکوه یارند. خادمد یارتعاش یو مودها یعیطب یهابر فرکانس

. اندحالت پرداخته یبا استفاده از روش فضا سازه–الیاندرکنش س یدارا چند لایه فلز الیافاز جنس  یااستوانه یهاپوسته یارتعاش

خدّامی  ،دیگری در مطالعه. دادندنشان  یعیطب یهارا بر فرکانس الیس انیو جر یمرز طیشرا ،یهندس یپارامترها ریحاصل، تأث جنتای

و  نانوکامپوزیت تقویت شده با گرافنهای های مخروطی ساندویچی با رویهبه تحلیل ارتعاش آزاد پوسته ،[27] و همکاران مراغی

 بر مهمی تأثیر هستهو هندسه  نانوکامپوزیت تقویت شده با گرافنند که الگوی توزیع اهنشان داد، اختهتیک پردگززنبوری آی لانههسته

 تیکگزآ هستهبه بررسی رفتار آیرواستاتیکی و ارتعاشی صفحات ساندویچی با  ،[28] انبک و همکار ایل .دندار طبیعی هایفرکانس

ارتعاش و میرایی صفحات ساندویچی  ،[29] عرانی و همکارانسلطان .ندکرد تحلیل را سیال جریان تحت ناپایداری اثرات، پرداخته

تواند ند که ترکیب مناسب مواد رویه و هسته میاهنشان داد، هکرد بررسی را کربنی هاینانولوله تقویت شده باهای منحنی با رویهدو

 .عملکرد دینامیکی و جذب انرژی را بهبود بخشد

 یااستوانه یهاپوسته یجامع پاسخ ارتعاش یبه بررس یکاند قاتیکه تاکنون تحق شودیمشخص م ن،یشیبا مرور مطالعات پ 

شده، ساختار مورد انجام یها. در اغلب پژوهشاندافتهیاختصاص  ریپذانعطاف یهاو هسته افالی–فلز هیچندلا یهاهیبا رو یچیساندو

در نظر گرفته شده است.  افالی–فلز یهاهیطور کامل از لاجنس سازه به اینکه ایشده و  یسازمدل رهایصورت صفحات و تبه ای یبررس

بالا و  یهاهیرو زیبودن خ کسانیساز، از جمله فرض ساده اتیو با اتکا به فرض یبیتقر یهابر روش یمبتن هالیتحل شتریب ن،یهمچن
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با  ییهادر سازه ژهیوبه ییهافرض نیاست که چن یدر حال نیاند. ادر ضخامت هسته بوده ییجابجا عیتوز یخط یسازو مدل نییپا

و  هیرو یاجزا انیم یتف. تفاوت قابل توجه در سدهدیکاهش م یریطور چشمگرا به لیو ضخامت بالا، دقت تحل ریپذانعطاف یهاهسته

راستا،  نی. در اسازدیرا برجسته م ترقیدق یلیتحل یهااز مدل یریگها، ضرورت بهرهنوع سازه نیا ادیهسته، همراه با ضخامت ز

در  یحال، خلأ قابل توجه نیاند، با اکرده شنهادیپ یسازدقت مدل یارتقا یرا برا یمتنوع یلیتحل یکردهایشگران مختلف روپژوه

 دارد. دحوزه وجو نیدر ا شرفتهیپ یهایبر تئور یجامع و مبتن یلیتحل یهاتوسعه مدل

های ساندویچی، بالای پوستهکیبی از تئوری مرتبهارائه شده است که تر پیشرفته و دقیقدر پژوهش حاضر، یک چارچوب تحلیلی 

مدل در آن است که برخلاف اغلب  نیا یاصل ینوآور .گیردبعدی الاستیسیته را در بر میای و حل دقیق معادلات سههای لایهتئوری

از  یعیطور طببالا بهمرتبهو اثرات  گرددیدر هسته اعمال نم ییجابجا دانیبر م یفرضشیپ تیمحدود گونهچیه ک،یکلاس یکردهایرو

و در  لتونیاز اصل هم یریگ. معادلات حاکم با بهرهشوندیحاصل م یبعدسه تهیسیالاست یاز تئور یمعادلات تعادل ناش یلیحل تحل

 یسوو حرکت به نیشیپ یسازمدل یهاییمؤثر در جهت رفع نارسا یمگا ،یلیچارچوب تحل نیاند. ااستخراج شده یانرژ کردیقالب رو

 یهاحاصل با داده جینتا ،یشنهادیمدل پ یاعتبارسنج ی. براشودیمحسوب م یچیساندو یهاسازه یکینامیرفتار د ترنانهیبواقع لیتحل

 یمطالعه پارامتر کیعملکرد سازه،  ترقین دقییمنظور تببه ن،یقرار گرفته است. همچن دییو صحت آن مورد تأ سهیجع معتبر مقاامر

هسته و ضخامت اجزا بر پاسخ  یجرم حجم ها،هیلا دمانیچ ،یهندس یهایژگیو رینظ ییهامؤلفه ریه است تا تأثجامع انجام شد

 شود. لیو تحل یبررس یارتعاش

 يچيساندو یهاپوسته يرفتار واقع یسازهیبالا در شبمرتبه یکاربرد تئور -2

 ریپذهسته انعطاف کیو  افالی–فلز هیاز جنس چندلا یتحتان و یفوقان هیشامل دو رو یچیساندو یااستوانه پوستهمطالعه،  نیا در

، ضخامت هسته Rهسته  یانیم هی، شعاع لاL، طول hسازه شامل ضخامت کل  نیا یدر نظر گرفته شده است. مشخصات هندس یمرکز

ch، بالا هیضخامت روtdنییپا هیرو تو ضخامbd همراه با  یمورد بررس یچیساندو یااز پانل استوانه یی، نما1. در شکل باشدیم

 یهاهیلا انیم یدهیچیتعامل پ یواسطهبه یچیساندو یهاسازه یکینامیرفتار د قیدق لیمرجع مختصات ارائه شده است. تحل ستمیس

 ینسب یهاییجابجا یریگهسته موجب شکل یبالا یریپذبوده است. انعطاف همراه ییهاهمواره با چالش ر،یپذانعطاف یو هسته هیرو

 یبه ظهور مدها هادهیپد نی. اگرددیشکل در امتداد ضخامت م رییتغ یدهیچیپ یو الگوها یموضع یهاتمرکز تنش ها،هیرو نیب

ها آن ینیبشیها از پصفحات و پوسته کیکلاس یهایورکه تئ شوندیمنجر م ،یو سراسر یموضع یهاشامل مؤلفه ،یبیترک یارتعاش

 ییجابجا دانیبر م شدهنییتع شیاز پ اتیاعمال فرض ای یسازاغلب با ساده جیرا یلیتحل یهامدل گر،ید یاز سو .[31, 30] اندناتوان

 ،یرخطیغ یهار شکلییدر حضور تغ ژهیوبه ،یموضع یکیمکان یهاو پاسخ یهندس یبالااثرات مرتبه قیدر هسته، قادر به بازتاب دق

سازه را در نظر  یاجزا انیم یکنش واقعهسته و برهم یریپذکه انعطاف شرفتهیپ یلیحلچارچوب ت کی یتوسعه جه،ی. در نتستندین

 ودیق لیکه بدون تحم یبهره گرفته شده است؛ مدل 1یچیساندو یهاپوسته یبالامرتبه یپژوهش، از تئور نیضرورت دارد. در ا رد،یبگ

منظور . بهسازدیرا فراهم م یاثرات موضع یو بررس یرتعاشا یمدها قیدق لیدر ضخامت، امکان تحل ییجابجا عیساز بر توزساده

 یسه بعد تهیسیالاست یبر تئور هیبا تک زیهسته ن یکیها استفاده شده و رفتار مکانپوسته کیکلاس یاز تئور ها،هیرفتار رو یمدلساز

در اند. بالا لحاظ شدهلب مدل مرتبهدر قا زیهسته ن یعمود یهاشکل رییدر صفحه و تغ یهندس یرخطیغ راتاست. اث دهیگرد فیتوص

های های برشی و نرمال در لایههای تنش و جابجایی در اجزای سازه، به همراه سهم تنشبندی معادلات حاکم، تمامی مولفهفرمول

 ترقیعم ییاساشن یمناسب برا یبستر ،یلیتحل کردیرو نیا. مند لحاظ گردیده استطور دقیق و نظامها، بهاتصال میان هسته و رویه

 .سازدیفراهم م یکینامید یهایتحت بارگذار نینو یچیساندو یهاسازه یدهیچیرفتار پ

 

                                                           
1 High Order Sandwich Panel Theory 
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 ای ساندويچيپوسته استوانه هندسي مشخصات :1شکل 

Fig. 1. Geometric Configuration of the Cylindrical Sandwich Shell 

 

 ختاری معادلات تعادل سا و جابجايي–روابط سینماتیکي کرنش -1-2

–اند که بر اساس فرضیات کلاسیک لاوسازی شدههای نازک الاستیک چندلایه مدلعنوان پوستهای بهی ساندویچی استوانههای سازهرویه

( و (،محیطی )xدر راستای طولی )ها جایی رویهبجا .دهندمی تشکیل را نازک صفحات و هاپوسته مرسوم هایتئوری مبنای کیرشهف،

 :[32]باشد ( به صورت زیر میzشعاعی )

 

   , , , , ,0u x z t u x t zi i xxii     

   , , , , ,0v x z t v x t zi ii i       

(1                        )         , , , , , ,0w x z t w x t i t bi i   

 iو  xxi و Z، شعاعی محیطی و x ها به ترتیب در جهات طولیها در صفحه میانی رویهجابجایی 0iw و 0iu  ،0ivدر روابط فوق 

باشند، که در آنمی xو  یها حول محورهاهای چرخش رویهبه ترتیب مولفه ,i t b باشندبه ترتیب معرف رویه بالایی و پایینی می. 

xو xxi،iبه صورت هارویههای کرنشبا فرض  های بالایی و پایینیکرنش ها در رویه سینماتیکیمعادلات  i  و انحناهای

xو xxik،ikبه صورت  هارویه ik  شوند:در نظر گرفته می 

0xxi xx i i xxiz k    

0i i i iz k     

 0 ,  x i x i i x iz k i t b         )2( 
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 :شوندبیان می زیر صورتها بههای موجود در صفحه میانی و معادلات متناظر با انحنای رویهدر این روابط، کرنش

0 0 , ,xx i i x xxi xxi xu k    

0 0 , ,( ) / , /i i i i i i iv w r k r        

0 0 , 0 , , ,( / ) ( / )x i i x i i x i i x xxi iv u r k r          

 (3) , 0 ,( ) /xxi i x i i i iw v w r      

 د:گردتعریف می (4روابط )صورت ای ساندویچی بهاستوانهپانل  ن کرنش و جابجایی در ناحیه هستههمچنین، روابط میاو 

,

, ,

, ,

( ) /

rrc c x

rc c r c c

xrc c x c r

w

v w v r

w u

 









  

 

 )4( 

صورت دقیق در مرز میان ها و هسته سازه هستند، بهها در مرز بین رویهری که بیانگر پیوستگی جابجایی، شرایط سازگاعلاوه بر آن

 شوند: می (  درنظرگرفته6) ( و5به صورت روابط ) ،رویه فوقانی و هسته و نیز در مرز میان رویه تحتانی و هسته

0( ) ( / 2)  c tc t t tu r r u d  

0( ) ( / 2)  c tc t t tv r r v d  

(5) 0( ) c tc tw r r w 

0( ) ( / 2)  c bc b b xxbu r r u d   

0( ) ( / 2)  c bc b b bv r r v d  

(6) 0( ) c bc bw r r w 

id (,iدر این روابط t b )عبارتند از: ساندویچیباشد. روابط ساختاری در هسته پوسته های پوسته میضخامت رویه 

(7)    rrc c rrc xrc xc xrc rc c rcE G G          

تئوری کلاسیک به شرح زیر  اساسهای کامپوزیتی بر معادلات حاکم بر ساختار رویهروابط فوق، ادغام با جایگذاری و در نهایت 

 :]2[شونداستخراج می
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11 12 16 11 12 16

12 22 26 12 22 26

16 26 66 16 26 66

11 12 16 11 12 16

12 22 26 12 22 26

16 26 66 16 26 66

i i i i i ixxi

i i i i i ii

i i i i i ix i

i i i i i ixxi

i i i i i ii

i i i i i ix i

A A A B B BN

A A A B B BN

A A A B B BN

B B B D D DM

B B B D D DM

B B B D D DM









  
 
 
 

  
 
 
 

    

xxi

i

x i

xxi

i

x i

k

k

k















 
  
  
  
  
  
  
  
   

 )8( 

 [B]و سفتی خمشی   [D]،سفتی کششیماتریس   [A]های تنش و گشتاور،منتجه Mو N  بردارهای دشوهمانطور که ملاحظه می

 .[32] می باشندکشش -کوپلینگ خمش

های فومی، در نظر گرفته شده ویژه هستهپذیر، بههای انعطافرفتار هسته مطابق با مدل پیشنهادی در مطالعات پیشین برای هسته

های نرمال و برشی های برشی عرضی بوده و از تحمل تنش[. در این مدل، هسته صرفاً دارای مقاومت در برابر تنش9است ]

ها، از دقت تی خمشی فوم نسبت به رویهفین فرض با توجه به مقدار ناچیز مدول الاستیسیته و سشود. اای معاف فرض میصفحهدرون

سازی شده است. های کوچک مدلی تغییر شکلای با رفتار الاستیک خطی و در محدودهصورت مادههسته به .مناسبی برخوردار است

ی عرضی آن پس از تغییر شکل در مدل لحاظ شده است. رخطی در صفحهبا این حال، امکان تغییر در ارتفاع هسته و ایجاد انحنای غی

با در نظر  .ای در خصوص میدان جابجایی اعمال نگردیده استگونه فرض اولیهشایان ذکر است که در امتداد ضخامت هسته، هیچ

 د:بو های جابجایی در جهت ضخامت هسته، روابط زیر قابل استخراج خواهندگرفتن تغییرات خطی مؤلفه

( , , , ) [ ( , , ) ( , , )] ( , , )bc
c ct cb cb

tc bc

r r
u r x t u x t u x t u x t

r r
   


  


 

( , , , ) [ ( , , ) ( , , )] ( , , )bc
c ct cb cb

tc bc

r r
v r x t v x t v x t v x t

r r
   


  


 

( , , , ) [ ( , , ) ( , , )] ( , , )bc
c ct cb cb

tc bc

r r
w r x t w x t w x t w x t

r r
   


  


 )9( 

صورت یکنواخت و گسترده های آن است. در حالتی که بارگذاری بهانرژی جنبشی پوسته ساندویچی تابعی از سرعت و شتاب مؤلفه

که در مواجهه با توان با دقت مناسبی خطی در نظر گرفت؛ در حالیابجایی در راستای ضخامت هسته را میاعمال شود، توزیع میدان ج

بارهای متمرکز یا موضعی، این توزیع ماهیتی غیرخطی خواهد داشت. با توجه به ماهیت بارگذاری دینامیکی در تحلیل ارتعاشی این 

های سرعت و شتاب در هسته برای برآورد انرژی جنبشی، قابل توجیه بودن میدانها که غالباً گسترده و هموار است، فرض خطی سازه

اند؛ در مقابل، برای دستیابی به دقت صرفاً در محاسبه انرژی جنبشی به کار رفته هابلازم به ذکر است که این تقری .و دقیق است

اند سازی لحاظ شدهان معادلات مکمل حاکم در مدلعنوهای غیرخطی حاصل از حل صریح معادلات تعادل هسته بهبالاتر، توزیع

 .(3-2بخش )

های شتاب ، توزیع مؤلفه(3( و در نظر گرفتن رابطه )9( در رابطه )6( و )5روابط ) هابر این، با لحاظ شرایط سازگاری بین لایه علاوه

 گردد.در راستای ضخامت هسته بر اساس روابط زیر لحاظ می

  

A
C
C
E
P
T
E
D
 M

A
N

U
S
C
R
IP

T



8 

 

0 0 , ,( ) (1 ) ( ) ( 1)bc bc bc bc
c t b t x t t b x b b

tc bc tc bc tc bc tc bc

r r r r r r r r
u u u w k r w k r

r r r r r r r r

   
     

   
 

0 0 , ,(1 )( ) (1 )(1 ) ( ) ( 1)bc bc bc bc
c t t b b t t t b b b

tc bc tc bc tc bc tc bc

r r r r r r r r
v v k v k w k r w k r

r r r r r r r r
 

   
       

   
 

(10) ( ) (1 )bc bc
c t b

tc bc tc bc

r r r r
w w w

r r r r

 
  

 
 

 :که در این روابط

(11) ( , )
2

i
i

i

d
k i t b

r
    

  معادلات حاکم -2-2

عنوان بنیان به ای، از اصل همیلتونبرای استخراج معادلات حاکم بر رفتار دینامیکی پوسته ساندویچی تحت بارگذاری ضربه

L   سازی تابع لاگرانژسازی تحلیلی بهره گرفته شده است. این اصل از طریق کمینهمدل U T  یافته، در یک سیستم تغییرشکل

های نرژیترتیب بیانگر ابه  Uو Tسازد. در این چارچوب، اگر بندی دقیق معادلات حرکت و شرایط مرزی را فراهم میمبنای فرمول

1,[یپارامتر زمانی در بازه t ای ساندویچی باشند، وجنبشی و کرنشی پانل استوانه 2t t[ صورت زیر تعریف باشد، آنگاه اصل همیلتون به

 : ]33[ شودنمایش داده می δ گردد، که در آن اپراتور تغییرات با نمادمی

 

(12) 

2 2

1 1

( ) ( ) 0

t t

t t

L T U dt T U dt         

 عبارت است از: جنبشی انرژی اول مرتبه رابطه تغییرات این در

 (13) 

( ) ( )

( )

t t t t t t t t b b b b b b b b

v vt t

c c c c c c c c

vt

T u u v v w w dV u u v v w w dV

u u v v w w dV

        

   

      

 

 



 

,( که در آن ,i t b c( , ,i i iu v w باشند.شعاعی می و محیطی ، طولی هسته در راستاهای و هارویه شتاب یهامولفه 

 :( قابل تعیین است14ساندویچی مطابق با رابطه ) ایپانل استوانهییرات مرتبه اول انرژی پتانسیل برای تغ
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(14 ) 
( ) ( )

( )

      

 

 



xxt xxt t x t x t t xxb xxb b x b x b b

v vt b

xrc xrc rc rc rrc rrc c

vc

U dV dV

dV

       

 

            

     

 

i,که در این روابط ) t b،) (, ,xxi i x i   ) معرف  عرضی یبرشو  محیطی، ای در راستای محوریهای تنش صفحهمؤلفه

,) وهای فوقانی و تحتانی های موجود در رویهتنش ,xxi i x i   ) باشند. همچنین میهای فوقانی و تحتانی موجود در رویههای کرنش 

(, , , , ,xrc rc rrc xrc rc rrc      )ی میانی های موثر در ناحیه هستهکرنشهای تنش شعاعی و برش عرضی، و نیز نمایانگر مؤلفه

 . ندباشسازه می

T, های مربوطهپس از محاسبه عبارت U  ( امکان استخراج معادلات تعادل 12( در اصل همیلتون رابطه )14( و )13روابط ،)

آوردن معادلات حاکم، از طریق اعمال اصل دستبه فرایندهمانطور که پیش تر بیان شد، آید. ویچی فراهم میدای سانپوسته استوانه

0Lیافته، یعنی برای سیستم تغییرشکل Lسازی تابع لاگرانژ کمینه (، 4رابطه )پذیرد. در این راستا، از روابط سینماتیکی ، انجام می

. بنابراین مجموع کل ضرایب استفاده شده است( 8ی داخلی رابطه )هاممانو  و روابط مربوط به نیروها( 6و 5رابطه )شرایط سازگاری 

,های عبارت , , , , , , ,0t 0b 0t 0b 0t 0b c c cu u v v w w u v w         (. الفپیوست شود. )در عبارات زیر انتگرال برابر صفر قرار داده می

 با انجام این کار پس از مرتب سازی خواهیم داشت:

0معادله اول ضرایب  0tu : 

, , 0 0 1 0 2 0 1 , 2 ,( ) ( / 2) ( / 2) 0t t
t x x x tc xrc tc t t t t b t t x b b xr N N r r r r I u k u k u k d w k d w             )15( 

00uمعادله دوم ضرایب  b : 

, , 0 0 2 0 3 0 2 , 3 ,( ) ( / 2) ( / 2) 0b b
b x x x bc xrc bc b b b t b t t x b b xr N N r r r r I u k u k u k d w k d w             )16( 

0معادله سوم ضرایب  0tv : 

(17      )

2
, , 0 2 0 1 0

2 0 1 2 , 2 , , ,

/ (1 ) ( ) ( / ) (1 )

(1 )(1 ) ( (1 ) / ) (1 ) 0

t t
t tc t rc tc t t t t t t t

t t
t b b t t t t t b t b t x x x x

N M r r k r r r I I r v k k v

k k k v k k k I r w k k k w r N M

    

   

        

                                                                                                                                                       

0معادله چهارم ضرایب  0bv : 

, , 0 2 0 2 0

2
3 0 2 , 3 2 , , ,

/ (1 ) ( ) ( / ) (1 )(1 )

(1 ) (1 ) ( (1 ) / ) 0

b b
t bc b rc bc b b b b b t b t

b b
b b t b t b b b b b b x x x x

N M r r k r r r I I r v k k k v

k k v k k k w k k k I r w r N M

    

   

          

        

 )18( 

0معادله پنجم ضرایب  0tw : 
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, , , ,

, 2 0 1 1 0 ,

2
2 0 , 1 2 , 2 , 1 0 ,

/ 2 ( ) ( )

( / 2) ( ) ( ) ( (1 ) )

(1 ) ( / ) ( / 2)

t t t t
t t x xx x x tc t rc tc tc rrc tc

tc t xrc x tc b t t t t t t

t b b t t t t t b b t t

N M r r M M r k r r r r r

r d r r k w r I k w k k k v

k k k v k k I r w k k k w k d u

      



  

 



      

        

    

2
2 0 , 1 , 2 , 2 ,( / 2) ( / 2) ( / 2) 0

x

t b x t t xx t b b xx t t t xxk d u k d w k d d w r I w    

 )19( 

0یب معادله ششم ضرا 0bw : 

(20  )

, , , ,

, 2 0 3 2 0 ,

2
3 2 0 , 3 2 , 2 , 3

/ 2 ( ) ( )

( / 2) ( ) ( ) (1 )

( (1 ) / ) ( / ) ( / 2)

b b b b
b b x xx x x bc b r bc bc rrc bc

bc b xrc x bc t b b b b t b

b b b b b b b b b b b t b

N M r r M M r k r r r r r

r d r r k w r I k w k k k v

k k k I r v k k I r w k k k w k d

      



  

 



      

       

      0 ,

2
2 0 , 3 , 2 , 2 ,( / 2) ( / 2) ( / 2) 0

b x

b t x b b xx b b t xx b b b xx

u

k d u k d w k d d w r I w    

  

,و سه معادله آخر ضرایب  ,c c cu 0 v 0 w 0    : 

,( ) 0rc rc rr     )21( 

(22) ,( ) 0xrc rr  

(23) , , ,( ) 0rc xrc x rrc rr r      

 در این روابط:

1 2 3

, / 2

(3 ) /12 , ( ) /12 , ( 3 ) /12

j
ij i i i ii

c c tc bc c c tc bc c c tc bc

I z dz k d r

k t r r k t r r k t r r



  

 

     

  )24( 

 

های (، در کنار استخراج معادلات حرکت بار دیگر مجموع کل ضرایب عبارت23( تا )15همچنین  با در نظر گرفتن روابط )
, , , , , , , ,0t 0b 0t 0b 0t 0b c c cu u v v w w u v w         مربوط به مرزی شرایط شود ودر عبارات زیر انتگرال یگانه برابر صفر قرار داده می 

0,ها در آیند. شرایط مرزی رویهمی دست به نیز (1ای)شکلاستوانه ساندویچی ها و هسته پوستهرویه 1   و,i t b: 

(25  ) 0 0 0i
i i xu u or N   

(26) 0 0
1

0i i
i iv v or N M

r
    

(27) 
, , 2 0 2 , 1

2
1 2 ,

(1/ ) 2 ( / ) (1 )

( ) 0

t t t
t t t x x t t t t t t x t t rc t t t

t t b t

w w or r M M I r v r I w r k k k k v

k k k k k w

   



      

  
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(28) 
, , 2 0 2 ,

2
2 3 1 2 ,

(1/ ) 2 ( / )

(1 ) (1 ) ( ) 0

b b b
b b t x x b b b b b b x b b rc

b t t b b b b t b t

w w or r M M I r v r I w r k

k k k v k k k v k k k k k w

   



     

     

 

(29) , , 0i
i iw w or M    

(30) 0c c rcw w or   

x,ها در شرایط مرزی رویه 0 L و,i t b: 

(31) 0 0 0i
i i i xu u or r N  

(32)    0 0 0i i
i i i x xv v or r N M    

(33) , ( / 2) 0i i
i i i x x i i xrcw w or r M r d    

(34) , , 0i
i x i x xw w or M  

(35) , , 0i
i i xw w or M    

(36) 0c c xrcw w or   

 

 ای ساندويچي و استخراج معادلات تکمیليمیدان جابجايي در هسته پوسته استوانه  -3-2

ان روابط برای استخراج معادلات حاکم بر سازه، تعیین دقیق میدان جابجایی و توزیع تنش در هسته امری ضروری است تا بتو 

ای بر شکل تابع گونه فرض اولیههای برشی در هسته فرموله کرد. در این چارچوب، هیچهای جابجایی و تنشنهایی را برحسب مؤلفه

بعدی روابط جابجایی مورد استفاده در هسته، نتیجه استنتاج مستقیم از معادلات سهشود؛ بلکه جابجایی در هسته اعمال نمی

این روش، . هستند پذیری نظریِ اصلیباشند و بنابراین مبتنی بر یک مشتقها و هسته میپیوستگی بین رویه الاستیسیته و شرایط

. )پیوست شودگرایانه رفتار سازه محسوب میسازی واقعآورد و مبنایی قابل اتکا برای مدلای از نظر دقت تحلیلی فراهم میمزیت عمده

 (.ب

خامت با در نظر گرفتن روابط ساختاری مربوط به هسته پوسته ساندویچی به صورت زیر مولفه جابجایی شعاعی در راستای ض

 گردد:محاسبه می

(37) 
, 0

,

0

/ (1/ 1/ ln( / ) / ln( / )) (

( ) ln( / ) / ln( / )) / ( )(ln( / ) / ln( / ))

( ) /

c b c bc bc bc tc bc

bc tc bc bc tc x x c b t bc bc tc

tc bc tc bc

w w E r r k r r r r r r

r r r r r r E w w r r r r

k r r r r

 



      

  

 

 

، cwبرای شده با درنظر گرفتن مقدار محاسبه( و 7و  8) هسته در جابجایی–روابط ساختاری و معادلات کرنش از طریق اعمال

 :دگردنصورت زیر تعیین میبهای ساندویچی پذیر پانل استوانهانعطاف در بخش میانی هسته ،تغییرمکان cu و cvمولفه
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0 , ,

2 2
0

,
, ,

( / 2) ( / ) ln( / ) ( / )( / 1 ln( / )

( (ln( / ) 1)) / ln( / )) (( ) / 2

( )( (ln( ) 1)) / ln( / )) ( )(( (ln(

c b bc b b x x cx bc x c bc bc

bc bc bc tc bc bc

x xx
bc tc bc bc tc b x t x bc

bc c bc

u u r r d w G r r E r r r r

k r r r r r r r r rr

r r
r r r r r r w w r r

r E r

  



        

     

      ) 1)) / ln( / ))bc tcr r

)38( 

 

 (39) 

2 2 2
0 ,

2
, 0

, ,

,

( / )(1 ) (1 ( / )(1 )) 1/ 2(( ) / ) /

/ (( ( ) /) (1 / ln( / )) / ln( / ))

( )((1 / ln( / )) / ln( / ))

/ (( )(1 ln( /

c bc b b bc b b bc bc c

c bc bc bc bc tc

t b bc bc bc tc

x x c bc tc bc

v r r k v r r k w r r r r G

E r r k r r r r r r

w w r r r r r r

E r r r r

  

 

 









       

     

   

  ) / ) / ln( / ))

ln( / )

bc bc tc

bc bc

r r r r

r r r r r

 

 

 

ی ساندویچی در سه راستای پذیر پوستهی نرم و انعطافهای جابجایی در هستهبعدی الاستیسیته، مؤلفهلات سهبا حل تحلیلی معاد

شوند. در گونه فرض اولیه بر شکل توزیع میدان جابجایی استخراج میصورت مستقیم و بدون نیاز به هیچطولی، محیطی و شعاعی به

کننده در خصوص تغییرات جابجایی در راستای های سادهی فرضکه معمولاً بر پایههای کلاسیک مهندسی این روش، برخلاف تئوری

دست آمده است. در نتیجه، تغییرات اند، میدان جابجایی هسته از حل کامل معادلات تعادل و روابط سازگاری بهضخامت بنا شده

های برشی در هسته، د که وابسته به توزیع تنشصورت ذاتی دارای رفتار غیرخطی هستنجابجایی در راستای ضخامت )شعاعی( به

 .باشندهای یانگ و برشی هسته( میهای بالا و پایین، و خواص مکانیکی مواد )از جمله مدولهای رویهجابجایی

ین اند؛ به ابندی تحلیلی مدل استفاده شدهعنوان بخش تکمیلی در فرمولهای دقیق و غیرخطی جابجایی بهدر ادامه، این توزیع

های برشی در راستای ضخامت استفاده های جابجایی هسته و تنشآمده برای بیان ارتباط صریح بین مؤلفهدستمعنا که از روابط به

بعدی هسته و مدل دهنده میان حل سهشود، زیرا نقش اتصالیاد می« معادلات مکمل»عنوان ها بهشده است. به همین دلیل، از آن

ی ی نهایی مورد نیاز برای توصیف دقیق رفتار مکانیکی پوستهکنند. بر اساس این رویکرد، دو معادلهرا ایفا می دوبعدی معادلات پوسته

 .باشندها در سراسر ضخامت سازه میها و جابجاییاند که بیانگر اثرات توزیع واقعی تنشای استخراج گردیدهساندویچی استوانه

شده ( و با اعمال شرط مرزی بیان5، مطابق با رابطه )cu و cvهایگاری حاکم بر مؤلفهتر، قیود سازنتایج دقیق محاسبهبرای 

(tcr rاند(، به شرح زیر لحاظ شده. 

0 ,( ) ( / 2)  c tc t t t xu r r u d w  

0 0 ,( ) ( / 2)( ) /   c tc t t i i iv r r v d v w r             )40( 

گذاری در های شعاعی جابجایی در هسته و حاصل از حل دقیق معادلات تعادل هستند، با جای( که معرف مؤلفه39( و )38روابط )

 :گردند، منجر به استخراج معادلات مکمل به صورت زیر میسازی چارچوب مدل
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(14) 

0 0 0 ,

2 2 2 2 2
,

0 , ,

,

( / )(1 ) ( 1) (1 ( / )(1 ))

(1/ 2)(( ) / ))( / ) ( / )(( ( ) / 2 )

(1 ( / ) ln( / )) / ln( / )) ( )((1 ( / ) ln( / )) / ln( / )

(

t b b b t t t b b b t t

t b b t c c bc b t

t b t b b t t b t b t b b t

x

r r k v k v r r k w k w

r r r r G E r r r r

k r r r r r r w w r r r r r r



   

 

 



       

    

      

/ )((( )(1 ln( / ) / )) / ln( / ) ln( / ) 0x c b t t b t b bc tc b t t t bE r r r r r r r r r r r r r       

 

(24) 

0 0 , , , ,

,

2 2
0

( / 2) ( / 2) ( )( (ln( / ) 1)) / ln( / )

( / ) ln( / ) ( / )( / 1 ln( / )

( ( (ln(( / ) 1))) / ln( / )) (( ) / 2

(( )( (ln(( /

b t t t x b t b b x b x t x b t t b b t

x cx t b x c t b b

b t t b b t b t b

b t b t t

u u d w r r d w w w r r r r r r

G r r E r r r r

k r r r r r r r r r r

r r r r r r

  

        

   

    

   ,) 1))) / ln( / ))( / ) 0b b x xx cr r E 

 

ها، (، به همراه دو معادله مکمل ناشی از اعمال شرایط سازگاری در مرز لایه20( تا )15در نهایت، شش معادله نخست از روابط )

دهند. بدین ترتیب، با تکیه (، سیستم کامل معادلات دینامیکی حاکم بر رفتار پوسته ساندویچی را تشکیل می42( و )41یعنی روابط )

بعدی الاستیسیته در هسته، مجموعه معادلات حاکم بر گیری از حل تحلیلی معادلات سهها و بهرهپوسته برای رویه بر تئوری کلاسیک

مرکب  ساندویچی ایاستوانه پوسته بر حاکم سرانجام، معادلات. آیددست میپذیر بهنرم و انعطاف ای ساندویچی با هستهه استوانهپوست

 :کرد بیان زیر صورت به ردهفش ماتریس قالب در توانمی را

(34) [ ]{ } [ ]{ } { }M X K X Q  

 : بردار مورد نظر، نمایانگر پارامترهای مجهول در چارچوب تحلیل مسئله است Xبردار نیرو و  Qکه در این رابطه 

0 0 0 0{ }T
t b t b t b xX u u v v w w   

 پذيرای ساندويچي با هسته انعطافتحلیل ارتعاش آزاد پوسته استوانه -3

های دوگانه فوریه است. در این گیری از بسط سریهای کامپوزیتی بهرهی از رویکردهای مؤثر در تحلیل پاسخ دینامیکی سازهیک

کند در ضریبی مستقل از مکان و وابسته به ضرب تابعی مثلثاتی که شرایط مرزی را برآورده میصورت حاصلروش، هر جمله از سری به

گاهی ساده، جهت استخراج پاسخ، از بسط سری ای ساندویچی با شرایط تکیهل دینامیکی پوسته استوانهشود. در تحلیزمان، بیان می

های داخلی و خارجی فوریه دوگانه استفاده شده است. برای حل معادلات حاکم، در گام نخست با توجه به شرایط مرزی ساده در لبه

ای که این توابع، قیود هندسی و بارهای مرزی پوسته را ارضا گونهگردند؛ بهاب میهای جابجایی انتخها، توابعی مناسب برای مؤلفهرویه

های جابجایی تعیین شده، شکل تابعی مناسب برای مؤلفهنمایند. بر این اساس، در بررسی ارتعاشات آزاد و با لحاظ شرایط مرزی تعریف

 .خواهد شد
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(44) 

0 0

0 0

0 0

0 0

( , ) sin( / ) cos( / )

( , ) sin( / ) cos( / )

( , ) cos( / )sin( / )

( , ) cos( / )sin( / )

( , ) sin( /

( , )

( , )

( , )

 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
  

t ut

b ub

t vt

b vbj t

t wt

b

x

u x C n m x L

u x C n m x L

v x C n m x L

v x C n m x L
X e

w x C n

w x

x

x





   

   

   

   

 



 

 

0
01 1

0

0

0

, /
)sin( / )

sin( / )sin( / )

cos( / )sin( / )

sin( / ) cos( / )

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

  j t

n m

wb

x

e a R
m x L

C n m x L

C n m x L

C n m x L








 

  

  

  

  

,رمذکو در رابطه , , , , , ,ut ub vt vb wt wb xC C C C C C C C  ی های برشی در هستههای جابجایی و تنشهای فوریه معرف مؤلفهضرایب سری

(، دستگاهی از معادلات جبری برای مقادیر مختلف 43شده در فرم ارتعاشی معادله )با جایگذاری توابع انتخاب  باشند.سازه می

 :صورت ماتریسی بازنویسی کرده و به شکل زیر ارائه نمودتوان بهمعادلات را می گردد. این مجموعهحاصل می(  mو n) های مودشاخص

 

(54) 2( ) 0M K C   

 که در آن

(64) { , }T
ut ub vt vb wt wb xC C C C C C C C C  

طبیعی سیستم  ، که با حل آن، مقادیر فرکانسشودتبدیل میدر نتیجه، مسأله ارتعاش آزاد پوسته نهایتاً به یک مسأله مقدار ویژه 

 ند.باشسیستم می سفتی جرم متقارن هایماتریس ترتیب معرفبه Mو  K در این معادله .شونداستخراج می n و m برای حالات مختلف

  

 بحث و بررسي نتايج -4

مرتبط با  شده در منابع معتبرهای گزارشنتایج حاصل از تحلیل ارتعاشات آزاد با دادهشده، دقت مدل ارائه به منظور ارزیابی

دهنده تطابق مناسب نتایج این مقایسه نشان .اندپذیر مقایسه و اعتبارسنجی شدهی نرم و انعطافهای ساندویچی دارای هستهسازه

تحلیل تأثیر پارامترهای  جهتدر ادامه پژوهش،  .باشدتحلیلی با مطالعات پیشین و تأییدی بر صحت رویکرد نظری اتخاذ شده می

ای، یک مطالعه پارامتریک صورت پذیرفته است. در های ساندویچی استوانههای مکانیکی بر پاسخ دینامیکی پوستههندسی و مشخصه

ی های کامپوزیتی و هستهخواص مکانیکی لایه کهسازی شده گاه ساده مدلبا شرایط مرزی تکیه مربعی این بخش، سازه ساندویچی

a ، به ابعاد هندسیفومی b 1،c th d 10 به منظور امکان مقایسه در مطالعه حاضر  .[34, 33, 30] ذکر شده است 1در جدول

a نسبت L 1  در نظر گرفته شده است و پارامترa  معرفی گردیده است. 44در رابطه 

 

 [0، 90 هسته، ،0، 90] با لايه چیني خصات پانل ساندويچي با رويه کامپوزيتي و هسته فوممش :1جدول 

Table 1. Specifications of the composite-facesheet sandwich panel with a foam core and ply orientations 

[0, 90, core, 0, 90] 

 (3Kg/mسیته )دان (GPa)مدول برشی  ضریب پواسون (GPa)مدول یانگ  

 195/94 00345/0 0 00689/0 هسته
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 11E=130 رویه

34/10=33E=22E 

22/0=13V=12V 

49/0=23V 

895/6=13G=12G 

205/6=23G 

1627=  

 

تئوری و  [30] عمومی-محلی تحلیلی تئورینتایج  و [33]تجربی  با نتایج 2ر جدول د نتایج حاصل از مدل حاضر صحت سنجی

ترتیب تغییرشکل برشی خطی و غیرخطی که به و مدل برشی مرتبه بالاتر لایه معادل، با دو مدل رایج شامل مدل برشی مرتبه اولتک

ی سرعت شدههای مختلف نرمالبرای نسبت، [34] مبتنی بر فرضیات متفاوت در توزیع میدان جابجایی کنند،بیان می را در ضخامت

2 ایزاویه 0.5
2( / ) /fa E h   درنظرگیری مقادیر مختلف باa hتی هسته به طور فسگیرد. ارزیابی و مورد بررسی تحلیلی قرار می

ها یکسان است، ممکن است نتایج تی لایهفکنند سهای مهندسی که فرض میها کمتر است، بنابراین نظریهتی رویهفقابل توجهی از س

ها ممکن است منجر به نتایج های نرم ارائه ندهند. در این شرایط، استفاده از این نوع تئوریهای ساندویچی با هستهدقیقی برای سازه

شده با نتایج حاصل آمده از تئوری مطرحدستمطالعه این جدول حاکی از همخوانی مناسب نتایج به. غیر واقعی و غیر قابل قبول گردد

aلایه معادل در مقادیر مختلف نسبت آمده از تئوری تکدستهای بهاز طرف دیگر، تخمین .باشداز حل معادلات الاستیسیته می h ،

های تئوریها است، توجه سفتی هسته در مقایسه با رویهها است. این امر به دلیل تفاوت قابلایج سایر مدلطور معمول بزرگتر از نتبه

اند، ممکن است در چنین شرایطی دقت کافی یکنواخت توسعه یافته سفتیای با های لایهکلاسیک مهندسی که عمدتاً برای سازه

دهد که مدل حاضر، که مبتنی بر تئوری مرتبه بالا همراه با نشان می 2ایسه نتایج جدول مق .گرایانه ارائه دهندنداشته و نتایج غیرواقع

لایه معادل، های تکمدلدیگر،  طرفهای الاستیسیته دارد. از بعدی هسته است، تطابق بسیار خوبی با نتایج دقیق حلسازی سهمدل

aهایخصوصاً در نسبت hهمچنین دهند.ها داشته و دقت کمتری نسبت به مدل حاضر نشان میفرکانس دبرآوربه بیش مختلف، تمایل 

زمان رفتار محلی و سراسری و وابستگی بالا به تعریف سازی هممدل در شدهبه دلیل نیاز به حل معادلات جفت عمومی-محلی تئوری

های با هندسه پیچیده یا مرزهای غیرخطی، این تئوری د. در سازهکندقیق شرایط مرزی، تحلیل را پیچیده و محاسبات را پرهزینه می

تر در تحلیل دقیق های پیشرفتهاین موضوع اهمیت استفاده از مدل .ممکن است دقت خود را از دست داده و اجرای آن دشوار شود

 .سازدخوبی نمایان میپذیر را بههای انعطافهای ساندویچی با هستهرفتار دینامیکی سازه

 
 و مدل حاضر ختلفم های تئوری مستخرج ازای ساندويچي های طبیعي بي بعد پوسته استوانهفرکانسمقايسه   :2جدول 

Table 2. Comparison of dimensionless natural frequencies of the sandwich cylindrical shell from various theories and the 

present model 

a/h مدل حاضر [ 33 [ 34] تئوری تک لایه معادل یک ]30[عمومی-محلی  تئوری تلفیقی تجربی[   [ 34]تئوری تک لایه معادل دو 

2 7101/0  7141/0  7251/0  1734/1  1941/1  

4 9312/0  9363/0  9699/0  0913/2  1036/2  

10 8452/1  8480/1  9418/1  8519/4  8594/4  

20 4784/3  4791/3  6601/3  5838/8  5955/8  

30 1058/5  0371/5  2875/5  0788/11  0981/11  

40 4595/6  4634/6  7624/6  6555/12  6821/12  

50 7110/7  7355/7  0634/8  6575/13  6899/13  

60 8364/8  8492/8  1894/9  3133/14  3497/14  

70 7856/9  8118/9  1515/10  7583/14  7977/14  
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80 6267/10  6368/10  9672/10  0702/15  1119/15  

90 3265/11  4083/11  6561/11  2946/15  3380/15  

100 9393/11  9400/11  2374/12  4647/15  5093/15  

 

های ای ساندویچی با رویههای استوانههای محدودی به تحلیل ارتعاشی پانلدهد که تاکنون بررسیمرور مطالعات پیشین نشان می

 یا تیرها صفحات، صورتبه بررسی مورد ساختار ها،پژوهش اغلب در. است یافته اختصاص پذیرانعطاف هایهسته و الیاف–چندلایه فلز

گیری از فرضیات هبهر با و تقریبی هایروش مبنای بر عمدتاً هاتحلیل و شده سازیمدل الیاف–فلز هایلایه از مرکب تماماً هاییپوسته

 نرم هسته و الیاف -چند لایه فلز رویه با مربعیساندویچی  یک ورق آزاد ارتعاشات بخش مسئله این . دراندساز صورت پذیرفتهساده

h.با ابعاد هندسی تکیه گاه ساده دارای a 0 1، c th d 10و  کامپوزیت هسته مکانیکی خواص  است. گرفته قرار بررسی مورد 

و با  متلب افزارشده در محیط نرمگیری از کدنویسی انجامبا بهرهرو، از این. ]12[بیان شده است 3در جدول  شیشه الیاف با تقویت شده

بعد را برای دو ای از تغییرات فرکانس طبیعی بیمقایسه 4ای، جدول ی استوانههای هندسی میان ورق مربعی و پوستهلحاظ تفاوت

ش کسر حجمی کامپوزیت، مقدار فرکانس دهد که با کاهنتایج نشان می .نمایدکامپوزیت ارائه می 1مقدار مختلف از کسر حجمی

بعد در دو مقدار مؤثر پانل ساندویچی را بر اولین فرکانس طبیعی بی اثر نسبت عرض به ضخامت کل 2شکل  .یابدطبیعی افزایش می

این تفاوت  اختلاف دارد. ]12[در  شدهدرصد با نتایج گزارش 4دهد. نتایج حاصل از مدل حاضر، حداکثر نشان می  1/0و  5/0حجمی 

ای که توزیع غیرخطی گونهباشد؛ بهبه دلیل استفاده از حل دقیق معادلات تعادل بر مبنای تئوری الاستیسیته برای هسته می

سازی شده است. پذیری واقعی هسته با دقت بیشتری مدلدست آمده و انعطافگیری از اصل همیلتون بهها در هسته با بهرهجابجایی

شود همچنین همانطور که مشاهده می. دهدتر گزارش میهای سادهاضر مقادیر فرکانس کمتری را در مقایسه با مدلرو، مدل حازاین

aهایباشد و در نسبتکمتر اختلاف فرکانس بارزتر می  a/hدر نسبت  h  باشد تغییرات فرکانس دو حالت تقریبا برابر می 10بیشتر از

اثر نسبت ضخامت هسته به رویه بر فرکانس  باشد.اختلاف سفتی رویه با تاثیر لایه آلومینیوم در آن و هسته سازه می که به دلیل

c های کمتردر نسبت  .مقایسه گردید 3در شکل  ساندویچ پانل مربعی مورد نظر،برای  1/0 و5/0حجم مؤثر  با بعد طبیعی بی th d 

cدر نسبت های بالایباشد و به بعد فرکانس افزایشی می 10فرکانس طبیعی کاهشی و از نسبت  th d  اختلاف فرکانس همانطور که

 سهیمقا .ردگیشده روند افزایشی به خود می با این حال، با کاهش این نسبت، میزان اختلاف مشاهدهباشد، میشود اندک مشاهده می

انجام شده است. با  4عرض به طول و حجم موثر کامپوزیت در شکل نسبت  رییبا تغ یپانل مربع چیساندو یبعد برا یفرکانس ب نیاول

aافزایش نسبت b شود.یاید واضح است که تحلیل حاضر منجر به مقادیر فرکانس کمتری میفرکانس بی بعد کاهش می 

 

 ]12 [الیاف و هسته فوم-چندلایه فلز هایمشخصات پانل ساندویچی مربعی با رویه :3ل جدو

Table 3. Specifications of the square sandwich panel with metal–fiber laminated facesheets and a foam core [12] 

 (3Kg/mدانسیته ) (GPaمدول برشی ) ضریب پواسون (GPaمدول یانگ ) 

 195/94 00345/0 0 00689/0 هسته

 2700 28 33/0 4/72 آلومینیوم

 11E=50 اپوکسی /رویه گلاس

2/15=33E=22E 

25/0=13V=12V 

42/0=23V 

7/4=13G=12G 

28/3=23G 

2500=  

                                                           
1 Volume Fraction 
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  الیاف و هسته فوم-چندلايه فلز مقايسه فرکانس طبیعي بي بعد ساندويج پنل مربعي با رويه :4ل جدو

Table 4. Comparison of the dimensionless natural frequencies of the square sandwich panel with metal–fiber 

laminated facesheets and a foam core 

 ینیوم/شیشههیبرید آلوم شمارنده مود

5/0=cv 1/0=cv 

1 1648/15  2585/16 

2 6249/99 8700/100 

3 4138/434 4807/477 

4 6448/464 7974/508 

5 6364/688 7197/817 

6 3194/731 8503/865 

 

 

 

 

ؤثر کامپوزيتبه ضخامت کل و حجم م عرضساندويچ مربعي با تغییر نسبت  قور بعد برای بي طبیعي مقايسه اولین فرکانس :2شکل   

Fig. 2. Comparison of the first dimensionless natural frequency of the square sandwich plate with 

varying width-to-thickness ratio and effective composite volume fraction  
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تيثر کامپوزو حجم مؤ هسته به رويهنسبت ضخامت  رییبا تغ يمربع يچيساندوورق بعد  يب طبیعي فرکانس نیاول سهيمقا :3شکل   

Fig.3. Comparison of the first dimensionless natural frequency of the square sandwich plate with varying core-to-

facesheet thickness ratio and effective composite volume fraction 

 

 

پوزيتعرض به طول و حجم موثر کامنسبت  رییبا تغ يمربع چيساندوورق  یبعد برا يب طبیعي فرکانس نیاول سهيمقا 4شکل   

Fig. 4. Comparison of the first dimensionless natural frequency of the square sandwich plate with varying width-

to-length ratio and effective composite volume fraction 
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گاه ساده قرار که تحت شرایط مرزی تکیه الیاف–فلز چندلایهاز جنس  ساندویچیای در این پژوهش، ارتعاشات آزاد پوسته استوانه

سه نوع رایج از  .ستشده ابررسی  nو محیطی  mدارد مورد بررسی قرار گرفته است. تحلیل با در نظر گرفتن اعداد موج محوری 

که همگی در این مطالعه  ،باشندمی 3و گلار 2، کارال1آرالای دارند، شامل که در صنایع تجاری کاربرد گسترده الیاف–فلز هایچندلایه

. شده استدر نظر گرفته  نا متقارنلایه و به فرم  7صورت به ساندویچی ها برای پوستهاند. نحوه چیدمان لایهمورد بررسی قرار گرفته

با  الیاف-چند لایه فلزهای دهنده لایه فلزی آلومینیوم در ترکیب با لایهاست که نشان( Al,90,0,core,0,90,Al)صورت ها بهآرایش لایه

ای ساندویچی استوانه نسبت هندسی پوسته  .نشان داده شده است 5باشد. این چیدمان در شکل می الیافهای مختلف گیریجهت

h. صورتبه  1شکل  a 0 1، c th d 10  وR 2 های مکانیکی مورد استفاده برای تحلیل نیز ویژگی .ه استدر نظر گرفته شد

های ارتعاشی در این مطالعه با تحلیل است. آورده شده 5در جدول گلار و کارال ، آرال  شامل الیاف-چند لایه فلز برای هر سه نوع

ها و بعدی هسته فوم انجام گرفته تا تأثیرات غیرخطی جابجاییسازی دقیق سهو مدل ساندویچی استفاده از تئوری مرتبه بالای پوسته

در کاربردهای  های ساندویچیتواند راهنمای مناسبی برای طراحی بهینه سازهدقت لحاظ گردد. نتایج حاصل میها بهتوزیع تنش

های هندسی و طور کلی، نتایج این تحلیل پارامتری به خوبی نقش مهم ویژگیبه. ویژه در صنایع هوافضا و خودرو باشدمهندسی، به

های ساندویچی با ها( را در تعیین پاسخ ارتعاشی سازههای هندسی و آرایش لایهنسبت، مکانیکی )نظیر کسر حجمی، چگالی هسته 

بینی رفتار دینامیکی این ی دقت بالای مدل پیشنهادی در پیشدهندهروشن ساخته و نشان الیاف–فلز چندلایه هایرویه هسته نرم و

دارای بالاترین مقدار  کارال هایرویه باشود که ساندویچ پانل ، مشاهده می6شده در جدول های ارائهبر اساس داده .باشدها مینوع سازه

توان به سفتی دهد. این تفاوت را میکمترین مقدار فرکانس را نشان می گلار هایبوده، در حالی که پانل با رویهبعد فرکانس طبیعی بی

تبع شود و بهها میتی خمشی مؤثر رویهفموجب افزایش س کارال بالاتر الیاف کربن در مقایسه با الیاف شیشه نسبت داد، که در ساختار

بعد ای از تأثیر کسر حجمی کامپوزیت بر فرکانس طبیعی بیعلاوه بر این، مقایسه .یابدز افزایش میآن، مقدار فرکانس طبیعی سازه نی

، فرکانس طبیعی افزایش الیاف-چند لایه فلز در ساختار کامپوزیتدهند که با کاهش کسر حجمی نیز ارائه شده است. نتایج نشان می

تر در ساختار تفپذیرتر و افزایش سهم فلز آلومینیوم سکامپوزیتی نسبتاً انعطافتوان به کاهش سهم مواد یابد. این رفتار را میمی

 .شودتی مؤثر سازه و ارتقاء رفتار دینامیکی آن در برابر ارتعاشات میفدانست، که در نهایت موجب افزایش س

 

Al 

90 

0 

Core 

0 

90 

Al 
 

 و هسته فوم الیاف-فلز ساندويچي با رويه چند لايهای های پوسته استوانهترتیب و آرايش لايه :5شکل 

Fig. 5. Layer sequence and arrangement of the sandwich cylindrical shell with metal–fiber laminated facesheets and a 

foam core 

 

 
                                                           
1 Aramid Fibre Reinforced Aluminum Laminate (ARALL) 
2 Carbon Fibre Reinforced Aluminium Laminates )CARALL( 
3 Glass Fibre Reinforced Aluminum Laminate )GLARE) 
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 ]20،32[ آرامید/اپوکسیآلومینیوم، کربن/اپوکسی، شیشه/اپوکسی و هسته فوم، های مکانیکی مواد ویژگی :5جدول 

Table 5. Mechanical properties of the foam core, aluminum, carbon/epoxy, glass/epoxy, and aramid/epoxy 

materials [20, 32] 

 11Eمدول یانگ 
(GPa) 

 22Eمدول یانگ
(GPa) 

 مدول برشی ضریب پواسون

 (GPa) 

 دانسیته

 (3Kg/m) 

 97 00345/0 0 00689/0  هسته

 2700 28 33/0 4/72 4/72 آلومینیوم

 1600 17/7 28/0 3/10 181 رویه کربن/ اپوکسی 

 1800 14/4 26/0 27/8 6/38 رویه گلاس/ اپوکسی

 1460 3/2 34/0 5/5 76 رویه آرامید/اپوکسی

 

 

 الیاف و هسته فوم-چندلايه فلز ای ساندويچي با رويهاثر لايه چیني مختلف بر فرکانس طببعي  بي بعد شده پوسته استوانه :6 جدول

Table 6. Effect of different ply stacking sequences on the dimensionless natural frequency of the sandwich 

cylindrical shell with metal–fiber laminated facesheets and a foam core 

n 
شمارنده 

 مود

 آرامید/اپوکسی گلاس/اپوکسی کربن/اپوکسی

25/0=cv 57/0=cv  25/0=cv  75 /0=cv 25/0=cv 57/0=cv 

1 3329/46  8209/41 0128/44 7586/34 7322/44 1316/36 

2 8422/123 5924/113 4982/117 6693/111 7850/124 5830/113 

3 2210/704 8744/555 0036/468 1494/408 2278/517 9734/496 

4 6197/764 2167/596 9839/502 9109/445 8113/566 5346/534 

5 3868/864 5804/851 9461/786 7616/608 7253/808 5233/689 

6 7570/936 5492/909 2430/840  3486/659 8532/864 0376/752 

 

Rبه طول ) در این بخش، تأثیر نسبت شعاع L) شود. این ای ساندویچی بررسی میاستوانه بعد پوستههای طبیعی بیبر فرکانس

بوده و تحت شرایط مرزی ساده  آرال و کارال ،گلار شامل الیاف–فلز هایچند لایههایی از جنس سه نوع متداول دارای رویه تهپوس

طور قابل توجهی بعد بهمقدار فرکانس طبیعی بی، n=1 دهد که با افزایش عدد موج محیطینتایج تحلیل نشان می .شوندپشتیبانی می

تی مؤثر سازه در فد افزایشی ناشی از مشارکت بیشتر مدهای ارتعاشی با مرتبه بالاتر و همچنین افزایش سیابد. این رونافزایش می

بیشترین مقدار  کارال هایهایی با رویهدهد که ساندویچ پانلنشان می الیاف-چند لایه فلز مقایسه بین سه نوع .راستای محیطی است

دهند. این تفاوت عمدتاً به اختلاف کمترین مقادیر را نشان می گلار های با رویهکه پانلیبعد را دارا هستند، در حالفرکانس طبیعی بی

ویژه مدول کشسانی و چگالی نسبی مواد کامپوزیتی و فلزی، نسبت داده های تقویتی، بهدهنده لایهدر خواص مکانیکی اجزای تشکیل
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Rاز سوی دیگر، تأثیر نسبت .شودمی L تا  1های نسبت بین طور خاصشود. بهصورت معناداری مشاهده میبر پاسخ ارتعاشی نیز به

و به نوعی  شدهتر اما با افزایش بیشتر این نسبت، تغییرات فرکانس ملایم .دهد، کاهش چشمگیری در مقدار فرکانس طبیعی رخ می3

یابد. این های بلند، تأثیر هندسه طولی بر پاسخ مودال کاهش میپوسته دهنده آن است که درشود. این رفتار نشاناشباع نزدیک می

nدر مدهای با عدد موج پایین مانندپدیده  1، دهنده کاهش حساسیت سازه به پارامتربارزتر بوده و نشانR L در این حالت است. 

  گلار، کارال، آرال با رويه های ای ساندويچي متقارنهای استوانهبعد پوستههای طبیعي بيرکانسف :7جدول 

Table 7. Dimensionless natural frequencies of symmetric sandwich cylindrical shells with ARALL, CARALL, and GLARE 

facesheets 

R/L n آرال گلار کارال 

1 1 5925/75 2158/62 1613/64 

 2 8903/139 5915/128 9085/135 

 3 2862/713 9459/413 3278/524 

 4 3214/778 7702/455 9947/577 

 5 2997/873 0794/612 4913/695 

 6 8899/956 1764/670 4105/766 

3 1 9784/30 0958/26 3301/27 

 2 4481/122 1664/115 3876/120 

 3 4844/702 0576/407 8772/515 

 4 6953/761 0150/444 5550/564 

 5 7092/862 1542/608 4073/688 

 6 4283/933 4270/657 5696/749 

5 1 4182/23 1675/20 3556/21 

 2 2122/121 9330/113 5470/118 

 3 6018/701 5029/406 1908/515 

 4 1513/760 0388/443 3802/563 

 5 8367/861 8387/607 8254/687 

 6 7698/931 4505/656 3261/748 

  

های بعد یک پانل ساندویچی با رویههای آلومینیومی بر فرکانس طبیعی بیزمان شعاع و موقعیت قرارگیری لایهتأثیر هم 8جدول 

دهد. نتایج حاصل حاکی از آن است که با افزایش ، ارائه می5ی فومی را، با استفاده از خواص مکانیکی مندرج در جدول گلار و هسته

تر نسبت های بزرگیابد که این رفتار به کاهش سفتی خمشی مؤثر در هندسهبعد کاهش میقادیر فرکانس طبیعی بیشعاع پانل، م

اپوکسی مقدار فرکانس طبیعی -گلاسهای جای لایههای آلومینیومی بهدهد که جایگزینی لایهنتایج نشان میهمچنین  .شودداده می

شود. این امر به دلیل میبیشتر سازه قرار گیرند، فرکانس طبیعی  میانیهای نیومی در لایههای آلومیهر چه لایه ه است.افزایش یافت
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است که با قرارگیری در نواحی گلاس/اپوکسی  های کامپوزیتیهای آلومینیومی نسبت به لایهلایهبیشتر مدول الاستیسیته عرضی 

 های آلومینیومی نسبت بهگر این است که چگالی بالای لایهبر فرکانس طبیعی دارند. دلیل دی بیشتریسازه، اثرگذاری  میانی

های در مقایسه با حالتی که لایه پانلو فرکانس طبیعی  سفتیشده و در نتیجه  پانلموجب افزایش ممان اینرسی در  کامپوزیتی

های آلومینیومی، فرکانس طبیعی نیز لایهبا افزایش تعداد  به عبارت دیگر شودمی بیشتراند، قرار گرفتهبیرونی های آلومینیومی در لایه

شده در توزیع میدان های کلاسیک مبتنی بر فرضیات سادهآمده مؤید آن است که، برخلاف تئوریدستنتایج به .افزایش یافته است

ادل در هسته، های غیرخطی ناشی از حل دقیق معادلات تعسازی اولیه اعمال نشده و توزیعگونه سادهجابجایی، در مدل حاضر هیچ

های جابجایی شعاعی اند. این رویکرد منجر به بازتولید دقیق رفتار غیرخطی مؤلفهسازی شدهعنوان معادلات مکمل وارد فرآیند مدلبه

های ها به میدان جابجایی در سطوح بالا و پایین، و همچنین پارامترهای مکانیکی نظیر مدولای که وابستگی آنگونهشده است؛ به

در .خوبی بازتاب یافته است. این موضوع بر دقت بالای مدل تحلیلی پیشنهادی در توصیف پاسخ واقعی سازه تأکید داردگ و برشی بهیان

a (های مختلف طول به عرضلایه در نسبتهای طبیعی پانل ساندویچی هفتای از فرکانس، مقایسه9جدول  l(  برای دو نوع

a دهند که با افزایش نسبتنی متقارن و نامتقارن ارائه شده است. نتایج نشان میچیلایه lیابد. این ، مقدار فرکانس طبیعی کاهش می

شود که در تی خمشی مؤثر است. همچنین مشاهده میفپذیری سازه در راستای طولی و کاهش سکاهش به دلیل افزایش انعطاف

توان به توزیع چینی نامتقارن، میزان تغییرات فرکانس نسبت به حالت متقارن کمتر است، که این موضوع را مییهپیکربندی لا

شود. تی در ضخامت سازه نسبت داد؛ توزیعی که موجب کاهش حساسیت فرکانس نسبت به تغییرات هندسی میفغیرمتقارن س

 .های ساندویچی دارداسخ دینامیکی پانلتوجهی بر پچینی تأثیر قابلبنابراین، تقارن در لایه

 

 بعدهای آلومینیومي بر اولین فرکانس طبیعي بيو موقعیت قرارگیری لايه شعاعتأثیر  :8جدول  

Table 8. Effect of radius and positioning of aluminum layers on the first dimensionless natural frequency 

  1فرکانس طبیعی بی بعد 

R 1 5/1 2 5/2 3 5/3 4 5/4 5 

0,90,0,core,0,90,0 754/42 258/31 738/25 665/22 786/20 559/19 716/18 114/18 670/17 

Al,90,0,core,0,90,Al 215/62 906/43 758/34 458/29 095/26 825/23 222/22 049/21 167/20 

90,Al,0,core,0,Al,90 798/69 860/48 322/38 161/32 214/28 525/25 609/23 196/22 126/21 

90,0,Al,core,Al,0,90 037/70 209/49 771/38 698/32 826/28 200/26 339/24 972/22 940/21 

Al,Al,0,core,0,Al,Al 882/82 576/57 761/44 205/37 319/32 958/28 540/26 743/24 371/23 

Al,Al,Al,core,Al ,Al,Al 4/99 69 4/53 3/44 3/38 2/34 2/31 29 27 

 

 با دو نوع لايه چیني متقارن و نامتقارن طول به عرضفرکانس های طبیعي پانل ساندويچي پنج لايه در نسبت های مختلف مقايسه  :9جدول 

Table 9: Comparison of the natural frequencies of the five-layer sandwich panel at different length-to-width ratios with 

symmetric and asymmetric ply stacking sequences 

a/l 1 2 3 4 5 

Al,90,0,core,0,90,Al 96/11 20/5 41/3 58/2 10/2 

Al,90,0,core,Al,90,0 53/12 36/5 49/3 63/2 13/2 
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فرکانس طبیعی اول پانل ساندویچی با در این بخش، اثر چگالی هسته فومی )بالا و پایین( و ضخامت رویه )ضخیم و نازک( بر 

دهد که در حالت استفاده از هسته فومی با چگالی نشان می 10جدول و هسته فوم مورد بررسی قرار گرفته است. نتایج  گلار هایرویه

رایط نسبتاً های رویه ضخیم و نازک در این ششود. اگرچه تفاوت فرکانس بین حالتبالا، بیشترین مقدار فرکانس طبیعی حاصل می

یابد. بنابراین، تأثیر خواص توجهی افزایش میطور قابلاندک است، اما در حالت استفاده از هسته فوم با چگالی پایین، این اختلاف به

می تر است. به طور کلی، استفاده از هسته فوها بیشتر و حائز اهمیتمکانیکی هسته بر رفتار ارتعاشی پانل نسبت به تأثیر ضخامت رویه

شود. این موضوع بیانگر نقش کلیدی هسته در کلی سازه و در نتیجه افت فرکانس طبیعی می سفتیبا چگالی پایین منجر به کاهش 

 شود که با افزایش نسبت شعاع به طول قوسمشاهده می 6نمودار شکل  بر اساس .های ساندویچی استکنترل رفتار دینامیکی سازه

(R a) ، در مقادیر بالای 75/0و  25/0اختلاف فرکانس بین دو حالت با کسر حجمی کامپوزیتR aیابد. همچنین نتایج کاهش می

های دارای هسته فوم با چگالی بالا، مقادیر فرکانس طبیعی بیشتر از حالت دارای هسته با چگالی پایین است. دهد که در سازهنشان می

باشد. از سوی دیگر، کاهش کسر های طبیعی آن میتی کلی سازه و در نتیجه فرکانسفن امر بیانگر تأثیر مستقیم چگالی هسته بر سای

های فلزی با مدول بالا توان آن را به افزایش سهم لایهها منجر به افزایش فرکانس طبیعی شده است، که میحجمی کامپوزیت در رویه

سازی دقیق رفتار هسته بر پایه تئوری شده در مقادیر فرکانس، حاصل مدل است که اختلاف مشاهدهشایان ذکر  .نسبت داد

ها در هسته به گیری از اصل همیلتون در استخراج معادلات حاکم است. در این روش، توزیع جابجاییبعدی و بهرهالاستیسیته سه

بینی پذیری هسته و در نهایت پیشتری از انعطافیقصورت غیرخطی در راستای ضخامت لحاظ شده که موجب توصیف دق

 .گرددشده میسازیهای کلاسیک سادههای طبیعی سازه در مقایسه با مدلتری از فرکانسبینانهواقع

 

 تاثیر خواص مکانیکي هسته و رويه روی فرکانس طبیعي بي بعد :10جدول 

Table 10: Effect of core and facesheet mechanical properties on the dimensionless natural frequency 

 فرکانس (mmضخامت رویه ضخیم و نازک ) نمونه ساندویچی

584/1 هسته فوم چگالی بالا با رویه ضخیم  1/56 

 1/49 792/0 هسته فوم چگالی بالا با رویه نازک

 1/47 792/0 هسته فوم چگالی پایین با رویه نازک
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 تيو حجم مؤثر کامپوز نسبت شعاع به طول قوس رییپانل با تغ چيساندو یبعد برا يب يعیفرکانس طب نیولا سهيمقا :6شکل 

Fig. 6: Comparison of the first dimensionless natural frequency of the sandwich panel with varying radius-to-arc 

length ratio and effective composite volume fraction 

 

 گیرینتیجه -5

پذیر، بر و هسته فومی انعطاف الیاف-های چندلایه فلزای ساندویچی مجهز به رویههای استوانهدر این پژوهش، پاسخ ارتعاشی پانل

های ساندویچی مورد تحلیل قرار گرفته است. نوآوری اصلی این مدل در ترکیب همیافته برای پوستهپایه یک تئوری مرتبه بالای توسعه

پذیری کامل ای که با فرض انعطافگونهبعدی الاستیسیته برای هسته نهفته است؛ بهها و تئوری سهزمان تئوری کلاسیک برای رویه

های غیرخطی جابجایی در راستای ضخامت مستقیماً از حل دقیق های متداول بر میدان جابجایی، توزیعسازیهسته، بدون اعمال ساده

بینی دقیق رفتارهای موضعی و مدهای ارتعاشی ناشی از جابجایی نسبی میان اند. این رویکرد امکان پیششده معادلات تعادل استخراج

 .تر قابل مدلسازی نیستندهای کلاسیک یا مرتبه پایینسازد؛ رفتارهایی که در چارچوب تئوریها و هسته را فراهم میرویه

سازی پارامتریک گسترده، تأثیر چشمگیر خواص مکانیکی مواد، وریه و مدلهای فحل تحلیلی معادلات حاکم با استفاده از سری

 یهاهیچندلا دهند که ساختارآمده نشان میدستسازد. نتایج بههای هندسی را بر رفتار ارتعاشی سازه آشکار میای و نسبتآرایش لایه

زایش ظرفیت جذب انرژی و بهبود پایداری دینامیکی سازه در های متقارن، موجب ارتقای سفتی مؤثر، افویژه در چیدمان، بهافالی–فلز

دلیل سفتی بالای الیاف کربن، بیشترین فرکانس به کارال یهای دارای رویهشود. در این میان، پانلشرایط بارگذاری ارتعاشی می

مچنین، کاهش کسر حجمی کامپوزیت و است. ه گلار که کمترین مقدار مربوط به ساختارهایاند، در حالیبعد را ثبت کردهطبیعی بی

و  nدهد که با افزایش تعداد افزایش سهم آلومینیوم موجب افزایش سفتی و فرکانس طبیعی شده است. تحلیل نتایج هندسی نشان می

R نسبت Lفرکانس طبیعی افزایش یافته، اما پس از حدود ، R L 3 آید. در نهایت، مشخص صورت اشباع در مید تغییرات به، رون

ای متقارن، نقش مؤثری در کنترل پاسخ دینامیکی و حساسیت آن ها، و نیز آرایش لایهشد که نسبت چگالی هسته به ضخامت رویه

  .کنندنسبت به تغییرات هندسی ایفا می
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 الفپیوست  -6

به  .گرددمی استخراج ایاستوانه پوسته ساندویچی حرکت معادلات همیلتون اصل اعمال و (1-2روابط بخش ) از گیری بهره با 

( عبارت انتگرالی جمله اول تغییرات انرژی 12در رابطه )( 2( و )3های کرنش از روابط )عنوان مثال برای رویه بالایی با جاگذاری مولفه 

 زیر بدست می آید:  جنبشی به صورت
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    )الف-2(    

با اعمال شرایط سازگاری، جاگذاری شوند. ای نیز روابط متناظر حاصل میطور مشابه، برای رویه پایینی پوسته ساندویچی استوانهبه

زیر  ( عبارت انتگرالی جمله سوم تغییرات انرژی جنبشی  برای هسته به صورت9( و )10( در معادلات )3( و روابط )5(، )6روابط  )

 بدست می آید:

0 0 , ,

0 0 0

0 0

0 0 , ,

0

(( (1 ) ( 1) ).

( (1 ) ( ) ( 1) ( ))

((1 ) (1 )(1 ) (1 ) ).

((1 ) (1 )(1 )

    

 
     

 

      

   
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rt l l tc

c t b t t t x b b b x
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x x

k Bv k B v k Bw k B w

k B v k B


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 


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  0 ( ) (1 ) ( ))

( (1 ) ).( (1 ) ))

( )

 
   
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   


 


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v k B w k B w

Bw B w B w B w rdrd dxdt

r r
B B r
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 
 

  

        )الف-3(                                            

( 14در رابطه )( 3( و )2های کرنش از روابط )همچنین عبارت انتگرالی تغییرات انرژی پتانسیل برای رویه بالایی با جاگذاری مولفه  و

 به دست می آید:

 :xxtتغییرات انرژی پتانسیل متناظر با
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0 0
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2 2
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( . ( , , , ). )
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t xxt t t

h
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
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      





 
 
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  

  

              )الف-4(                  

 :tتغییرات انرژی پتانسیل متناظر با

2
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2

2 0 0 0 02

2
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( ( , , )) ( , , ) ( ( , , )) ( , , )

( ( , , , )( )
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l l t t t t
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(5-)الف  

xتغییرات انرژی پتانسیل متناظر با t: 

2

0 0
2

( . ( , , , ). )


  
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l l

t x t x t
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r x z t dzdxd
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
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( ( , , , )( ( ) ( , , )
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
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 در هسته:xrcو همچنین تغییرات انرژی پتانسیل متناظر با 

0 00 0

( . ( , , , ). ) ( . ( , , , ).( ( ) ( )))
 

 
      

r rl ll tc l tc
c c

xrc xrc r x xrc
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w u
r x r t d d d r x r t drd dx

x r

 



 

         )الف-7(

 در هسته:rcتغییرات انرژی پتانسیل متناظر با
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 )الف-8(     

 در هسته: rrcتغییرات انرژی پتانسیل متناظر با 

0 00 0

( . ( , , , ). ) ( . ( , , , ). ( )



     

r rl ll tc l tc
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rrc rrc r x rrc

r rbc bc

w
r x r t d d d r x r t drd dx

r

 



 

        )الف-9(                

 بپیوست  -7

 تفاده از نظریه الاستیسیتهای ساندویچی با اساستوانه ی پوستهتحلیل دقیق میدان جابجایی و توزیع تنش در هستهبرای 

 :گرددهای برشی در هسته مطابق روابط زیر فرموله میتوزیع تنش( 22( و )21ابتدا از حل معادلات ) ،بعدیسه

 

 (1-)ب
2

( , )
( , , )rc

x
r x

r




 
   

 

 (2-)ب
( , )

( , , ) x
xrc

x
r x

r

 
   

 :گرددصورت زیر استخراج میو حل حاصل، تابع تنش عمودی در هسته به (23در معادله ) فوق با اعمال روابط

 

 (3-)ب
, 1

,2rrc x x
c

rr

 
    

مولفه جابجایی شعاعی در راستای ضخامت با در نظر گرفتن روابط ساختاری مربوط به هسته پوسته ساندویچی به صورت زیر 

 گردد:محاسبه می

 (4-)ب
, , 1

2ln( )
x x

c
c c c

c
w r r c

E r E E

  
     

ها استفاده شده در معادله مورد نظر، از شرایط پیوستگی در مرز مشترک میان هسته و رویه c 2و 1cمنظور استخراج ضرایب به

 2c و 1cای برای آید. نتیجه این فرایند، فرم بستهدست می(، مقادیر تحلیلی این ضرایب به6( و )5معادلات ) ،است. با اعمال این شرایط

 آید:به صورت زیر بیان بدست میه است ک
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1 (5-)ب , ,
( ) ( )
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ln( ) ln( ) ln( )

t b t b c
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r r r r E
c w w

r r r
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 (6-)ب
, ,

2 1 ln( )
bc x x

b bc
bc c c

r
c W c r

r E E

  
    

صورت زیر ای ساندویچی، بهپذیرِ پوسته استوانهی انعطاف، مؤلفه شعاعی میدان جابجایی در هستهفوق شدهبراساس روابط ارائه

 .گرددتعریف می
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 .گردددنبال مراحل تحلیل، مؤلفه تنش در راستای عمودی در هسته پوسته ساندویچی به فرم زیر حاصل میبه
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حاصل به صورت زیر  cuه جابجایی ( برای مولف4، فرم نهایی معادله )cwشده برای بر مبنای رابطه ساختاری و مقدار استخراج

 گردد:می
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 با حل معادله فوق خواهیم داشت:
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bbr)شود، با استفاده از شرط سازگاری در شعاع مرزی یگیری حاصل م، که از فرآیند انتگرال3cثابت   r ) آید:به دست می 
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 :گرددبه صورت زیر ارائه می cuپذیر، توصیف ریاضی نهایی مؤلفه جابجایی در هسته انعطاف3c در نتیجه، با اعمال مقدار موردنظر
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کند به صورت زیر حاصل را توصیف می cv( که مؤلفه جابجایی 4معادله )، ی رابطه ساختاریشده، و بر پایهدر راستای تحلیل ارائه

 :گرددمی

, (13-)ب ,c r c c
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
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
    

 :شودبه صورت زیر حاصل می cvدر رابطه فوق، معادله دیفرانسیل حاکم بر  cw آمدهدستی جایگذاری مقدار بهدر نتیجه
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 :گرددای میپذیر پوسته استوانهی انعطافدر هسته cv حل معادله فوق منجر به تعیین مؤلفه جابجایی
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ABSTRACT  
In this research, the free vibration response of sandwich cylindrical shells with fiber–metal laminated 

multilayered face sheets and a flexible core, under simply supported boundary conditions, is analytically 

examined. To account for the nonlinear effects on the vibrational behavior, the governing equations are derived 

using Hamilton’s principle within the framework of a higher-order sandwich shell theory. In the modeling 

process, the behavior of the face sheets is represented based on the classical shell theory, while the displacement 

field in the core is formulated using three-dimensional elasticity. To achieve higher accuracy, the nonlinear 

distributions obtained from solving the core equilibrium equations are incorporated as complementary 

relations within the formulation. All stress and displacement components, including transverse and shear 

stresses at the core–face sheet interfaces are fully included in the derivation. Subsequently, an eigenvalue 

analysis is performed to extract the natural frequencies and vibration modes of the structure, and the 

predictions are validated through comparison with reliable results from previous studies. Furthermore, in a 

parametric investigation, the effects of geometric parameters, core density, layer thickness, and stacking 

sequence on the vibrational response of the system are systematically evaluated.  
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