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از  استفاده  با  مختلف  با سرعت‌های  لبه‌ها  براثر کشش  ورق  در  پادمتقارن  ترک  دو  بررسی رشد 
تئوری پری‌داینامیک

میثم شکوری1*، سيد روح‌الله کاظمی2
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مکانیک  در  عمده  چالش‌های  از  یکی  هنوز  موضوع  این  ترک،  رشد  و  شروع  پیش‌بینی  مدل‌های  توسعه  وجود  با  چکیده: 
محیط‌های پیوسته است. مشکل اصلی در فرمول‌بندی ریاضی این موضوع به این علت به‌وجود می‌آید که فرض می‌شود جسم 
پس از تغییر شکل هنوز محیط پیوسته باقی می‌ماند. بنابراین، ساختار ریاضیاتی مساله با به‌وجود آمدن یک ناپیوستگی )مانند 
ترک و شکست( دچار مشکل می‌شود. این اتفاق بدین دلیل رخ می‌دهد که تئوری کلاسیک از معادلات دیفرانسیل با مشتقات 
جزئی برای تشریح فضای مادی استفاده می-کند و این مشتقات جزئی در محل ناپیوستگی تعریف نشده است. برای غلبه بر 
این محدودیت، روش پری‌داینامیک برای مدل‌سازی مسائل شامل ناپیوستگی معرفی شده که در آن ناپیوستگی‌هایی مانند ترک 
و شکست در سازه به‌عنوان نوعی دیگر از تغییر شکل در نظر گرفته می‌شود. در این مقاله مساله رشد ترک در ورقی با دو ترک 
پادمتقارن تحت کشش بررسی  شده و پس از صحه‌گذاری نتایج با مطالعات موجود، اثر سرعت اعمال بار کششی بر نحوه رشد 
توانایی بالایی در شبیه‌سازی  این تحقیق نشان می-دهد که روش پری‌داینامیک  نتایج  ترک مورد بررسی قرار گرفته است. 
رفتار سازه با هر سرعت بارگذاری را دارد و سرعت اعمال بار تاثیر مستقیمی بر نحوه رشد ترک و ایجاد پدیده چند شاخه شدن 

ترک دارد.
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مقدمه -11
بارگذاری استاتیکی و دینامیکی یکی  با  تحليل رشد ترك در مواد ترد 
مکانیک،  مهندسی  مختلف  علوم  در  پرکاربرد  و  جذاب  بسیار  موضوعات  از 
هوافضا، عمران و ... بوده است. رشد ترک دینامیکی می‌تواند به‌خاطر مسائل 
مختلفی مانند ضربه و یا اعمال بار دینامیکی بر جسم حاوی ترک بوجود آید. 
این پدیده باعث رشد ترک در جسم شده و بسته به میزان و سرعت بار وارده، 
شکل‌های مختلفی از رشد ترک را خواهیم داشت. همین موضع باعث شده 

است تا مطالعات زیادی بر روی این پدیده صورت گیرد. 
در حال حاضر، روش‌های تحلیلی و عددی متنوعی برای پيش‌بيني  رفتار 
سازه‌ها در برابر بارگذاری‌های مختلف توسعه داده شده و مورد استفاده قرار 
می‌گیرد. روش‌های مرسوم در تحلیل تغییرشکل در سازه‌ها عموماً سعی در 
حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزیی دارد که از تئوری‌های کلاسیک 
مکانیک محیط پیوسته به دست آمده‌اند. از آن‌جا که در این معادلات نیازمند 
دانستن مشتقات جابه‌جایی در دامنه حل هستیم، معمولًا نمی‌توان از آن‌ها در 
مدل‌سازی ناپیوستگی‌های حاصل از خرابی در سازه استفاده کرد، زیرا در این 
مناطق معادلات دیفرانسیل یادشده حاکم نیستند. این مشکل در تمام کدهای 
حل عددی بر مبنای مکانیک محیط پیوسته مانند روش اجزا محدود و ... نیز 
از تئوری‌های مکانیک شکست  نیازمند استفاده  وجود دارد. در این روش‌ها 
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در محل ناپیوستگی هستیم تا این معادلات به طور مستقیم در محل ترک 
اعمال نشوند. این موضوع محدودیت‌هایی را در به‌کارگیری این معادلات در 

کل سازه ایجاد می‌کند.
کلاسیک،  پیوسته  محیط‌های  تئوری  در  ترک  نوک  در  معادلات  حل 
منجر به تنش‌های بی‌نهایت )منفرد1( می‌شود. این موضوع برای اولین بار در 
مطالعه‌ای که توسط گریفیث ]1[ انجام گرفت اثبات شد و این موضوع منجر 

به معرفی تئوری مکانیک خطی الاستیک شکست2 در محیط پیوسته شد. 
برخی فرضیات و محدودیت‌های روش تئوری مکانیک خطی الاستیک 

شکست عبارتند از:
11 لازم است که یک ترک پیش‌ساخته در جسم وجود داشته باشد.-
22 تنش در نوک ترک بی‌نهایت است.-
33 معرفی - می‌شود)با  بررسی  جداگانه  طور  به  آن  رشد  و  ترک  شروع 

معیارهای کمکی مانند سرعت بحرانی آزادشدن انرژی3(.
44 برای تشخیص جهت رشد ترک نیز نیاز به معیاری جداگانه است.-

با وجود تمام این تمهیدات، مساله شروع ترک در تئوری مکانیک خطی 
الاستیک شکست  هنوز هم یک مسئله حل نشده باقی مانده است. با توجه 

1 Singular
2 Linear Elastic Fracture Mechanics (LEFM)
3 Critical energy release rate



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 51، شماره 1، سال 1398، صفحه 43 تا 52

44

به وجود تنش منفرد، محاسبه دقیق شدت تنش یا سرعت آزادشدن انرژی 
کاری مشکل بوده و به پارامترهای مختلفی مانند نوع بارگذاری، هندسه، و 
روند شکست  پیش‌بینی  و  نتیجه، درک  در  است.  وابسته  روش حل عددی 
به  موضوع  این  دارد.  فراوانی  پیچیدگی‌های  کلاسیک  مکانیک  در  مواد 
دلیل وجود انواع مکانیسم‌های مرتبط با مرز دانه، نابجایی‌ها، میکروتر‌کها، 
ناهمسانگردی، و غیره است که هر کدام از آن‌ها در مقیاسی مشخص دارای 

نقش مهمی می‌شود.
از معضلاتی که در مدل‌سازی ترک در مکانیک کلاسیک  یکی دیگر 
با  مواد  که  می‌دهد  نشان  آزمایشات  از  بسیاری  که  است  این  دارد  وجود 
تر‌کهای کوچک‌تر دارای مقاومت به شکست بالاتری نسبت به همان مواد 
پیوسته کلاسیک  محیط  تئوری  که  حالی  در  بزرگ‌تر هستند.  تر‌کهای  با 
هنوز هم مستقل از اندازه ترک است ]2[.  علاوه بر این، مکانیک کلاسیک 
پیش‌بینی هیچ‌گونه پراکندگی را در انتشار امواج الاستیک در ماده نمی‌کند، در 
صورتی که نتایج آزمایش‌ها حاکی از پراکندگی قابل توجه در امواج الاستیک 

با طول موج کوتاه است ]3[.
پری‌داینامیک  روش  اخیر،  سال‌های  در  محدودیت،  این  بر  غلبه  برای 
است.  شده  معرفی  هستند  ناپیوستگی  شامل  که  مسايلی  مدل‌سازی  برای 
دسته‌بندی  محلی1  غیر  مکانیک  روش‌های  جزء  -که  روش  این  از  هدف 
را  سازه  در  و شکست  ترک  مانند  ناپیوستگی‌هایی  که  است  این  می‌شود- 
تمهیدات  به  نیازی  تا  بگیرد  نظر  در  شکل  تغییر  از  دیگر  نوعی  عنوان  به 
بار در سال 2000  اولین  این روش  نباشد.  این حالت‌ها  ریاضیاتی جدید در 
توسط   2005 سال  در  کامل‌تر  طور  به  آن  از  پس  و   ]4[ سیلینگ  توسط 
سیلینگ و عسکری ]5[ برای مدل‌سازی ناپیوستگی‌ها ارائه شده است. در این 
روش، فرض مشتق‌پذیر بودن جابه‌جایی‌ها در سازه وجود ندارد و در عوض، 
ذرات در سازه به خاطر وجود نیروهای بین ذرات در فاصله معینی از یک‌دیگر 
قرار دارند. به این فاصله در روش پری‌داینامیک باند2 می‌گویند. از آن‌جا که 
این روش بر مبنای معادلات انتگرالی بسط یافته است، می‌توان آن را به طور 
مستقیم در ناپیوستگی‌ها اعمال کرد. خرابی در سازه در مدل پری‌داینامیک به 
صورت از بین رفتن باندها به شکل برگشت ناپذیر تعریف می‌شود. این خرابی 
بحرانی  مقدار  از  بیش  فشار  یا  در کشش  باند  اتفاق می‌افتد که یک  وقتی 
کشیده یا فشرده شود. در این حالت نیروی بین ذرات نیز از بین خواهد رفت. 
این است که می‌تواند شروع  این روش،  قابلیت‌های  از مهم‌ترین  یکی 
اثرات آن‌ها  نقاط مختلف سازه به همراه پیشروی و  را در  ترک و شکست 
اعمال  نیازمند  روش  این  دهد.  نشان  سازه  کل  دینامیک  بر  و  یکدیگر  بر 
قانون رشد ترک به طور جداگانه برای مدل‌سازی شروع ترک3، رشد4، چند 
شاخه شدن5، ناپایداری6، سرعت و جهت ترک نیست و تمام این پدیده‌ها در 
1  Non-local
2  Bond
3  Initiation
4  Growth
5  Branching
6  Instability

معادلات حرکت و معادلات ساختاری سازه آمده است. همچنین، مزیت دیگر 
این روش، كه در مدل‌سازی مواد مرکب لایه‌ای مورد توجه است، این است 
که مواد در لایه‌های مختلف می‌توانند به صورت جداگانه دچار خرابی و تغییر 
شکل شوند و نیازی به درنظر گرفتن فرضیات هموار بودن7- مانند آنچه در 

مکانیک کلاسیک وجود دارد- نیست ]6[.
آنچه در این مقاله مورد مطالعه قرار گرفته، توانایی روش پری‌داینامیک 
در پیش‌بینی مسیر رشد ترک در مواد ترد در سرعت‌های بارگذاری مختلف 
از  معمولًا  ترد  مواد  در  ترک  رشد  شبیه‌سازی  در  حاضر  حال  در  است. 
که  مشکلاتی  از  یکی  می‌شود.  استفاده  محدود  اجزا  بر  مبتنی  روش‌های 
بارگذاری  سرعت‌های  در  پاسخ  واگرایی  امکان  دارد  وجود  روش‌ها  این  در 
بالاست ]7[. در این موارد نیاز است تا تمهیداتی برای جلوگیری از واگرایی 
مبنای  که  آنجا  از  شود.  اندیشیده  مختلف  بارگذاری  سرعت‌های  در  پاسخ 
روابط در روش پری‌داینامیک بر معادلات دینامیکی حرکت است واگرایی در 
سرعت‌های بارگذاری بالا به وجود نخواهد آمد. در مجموع در این تحقیق دو 

موضوع زیر نشان داده شده است:
استفاده از روش پری‌داینامیک در تحلیل رشد ترک در مواد ترد••
عدم ایجاد واگرایی در جواب‌ها در سرعت‌های بارگذاری بالا••

تئوري  اصول  بعد  بخش  در  مقدمات،  ارائه  از  پس  مقاله  اين  در 
بررسي  مورد  مساله  سوم  بخش  در  است.  شده  داده  توضيح  پري‌داينامكي 
معرفي شده و در بخش چهارم نتايج به دست آمده ارائه گرديده و در نهايت 

جمع‌بندي مربوطه آورده شده است.

تئوري پري‌داينامكي-22
در مکانیک  معادلات حرکت  فرمول‌بندی مجدد  پری‌داینامیک،  تئوری 
جامد با استفاده از معادلات انتگرالی در مکان است که استفاده از آن را در 
حضور ناپیوستگی‌هایی مانند ترک و ... امکان‌پذیر می‌کند. همچنین شکست 
در ماده نیز به عنوان نوعی از جابه‌جایی در روابط پری‌داینامیک وجود دارد. 
بنابراین امکان مدل‌سازی شروع و گسترش ترک در هر جهت دلخواهی در 

این روابط بدون نیاز به به‌کارگیری معادلات اضافی فراهم است. 
در تئوری پری‌داینامیک، نقاط مختلف به طور مستقیم توسط توابع پاسخ 
به  مربوط  اطلاعات  تمامی  پاسخ  توابع  این  هستند.  ارتباط  در  یک‌دیگر  با 
ساختار ماده را در خود دارد. یکی از بخش‌های این تابع پارامتری از طول 
است که به آن شعاع همسايگي8 گفته می‌شود و با δ نمایش داده می‌شود. 
ارتباط بین نقاط مختلف با تغییر ابعاد این پارامتر قابل تغییر است )شکل 1(. 
با کاهش این فاصله اثر نقاط مختلف بر روی یک‌دیگر کاهش پیدا می‌کند. 
این  از  را می‌توان حالت خاصی  پیوسته کلاسیک  در واقع، مکانیک محیط 
مثال،  عنوان  به  است.  برابر صفر  شعاع همسايگي  آن  در  که  دانست  مدل 
تابع پاسخ مناسب، نظریه  انتخاب  با  این موضوع نشان داده شده است که 

7  Smoothness
8  Horizon
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پری‌داینامیک تبدیل به تئوری خطی الاستیک خواهد شد ]8و 9[. همچنین 
در حالتی که طول داخلی در ابعاد اتمی در نظر گرفته شود، سیلینگ و بوبارو 
]10[ نشان دادند که نیروهای وان‌دروالس می‌توانند به عنوان بخشی از تابع 
پاسخ برای مدل‌سازی سازه‌های نانوساختار مورد استفاده قرار گیرند. بنابراین، 
با  است.  داده  نشان  را  مختلف  مقیاس‌های  در  عملکرد  توانایی  روش  این 
از  واقعی‌تر  بسیار  با روشی  را  این روش همچنین می‌توان ترک  از  استفاده 

مدل مکانیک محیط پیوسته کلاسیک شبیه‌سازی کرد.
تفاوت اصلی بین تئوری پری‌داینامیک و مکانیک کلاسیک، استفاده از 
روابط انتگرالی به جای به‌کارگیری مشتقات مکانی است. این قابلیت، اجازه 
به  نیاز  بدون  دل‌خواه  جهت  هر  در  آن  انتشار  و  تخریب  شروع  تا  می‌دهد 

افزودن معیارهای رشد ترک امکان‌پذیر شود.
سیلینگ ]4[ انتشار امواج تنش در نوک ترک را برای اولین بار با استفاده 
با طول  امواج  این بررسی برای  نتایج  از تئوری پری‌داینامیک بررسی کرد. 
موج بالا تطابق بسیار خوبی با نتایج تئوری کلاسیک داشت. در مقیاس‌های 
پراکندگی  منحنی  پیش‌بینی  به  قادر  پری‌داینامیک  تئوری  نیز  کوچک 
اما در مکانیک کلاسیک  غیرخطی است که در مواد واقعی به‌وجود می‌آید 
قابل مشاهده نیست. در مطالعه نوک ترک نیز روش پری‌داینامیک نوک ترک 
را به شکل نوک تیز پیش‌بینی می‌کند اما در تئوری مکانیک خطی الاستیک 
شکست نوک ترک به شکل سهموی پیش‌بینی می‌شود. نوک ترک سهموی 
در تئوری مکانیک خطی الاستیک شکست باعث ایجاد تنش بی‌نهایت در 

نوک ترک می‌شود.
تئوری  نام  به  بعدها   ]4[ سیلینگ  توسط  پری‌داینامیک  اولیه  روابط 
پری‌داینامیک باندي معرفی شد. این روابط بر مبنای اثرگذاری نیروی بین دو 
ذره به اندازه مساوی بر روی هم بود. این فرض باعث ایجاد محدودیت در 
خواص مواد به کار گرفته شده می‌شود. بر این مبنا ضریب پواسون برای مواد 
همسانگرد می‌تواند تنها برابر 1/4  در حالت دو بعدی و 1/3 در حالت سه‌بعدی 
باشد. همچنین در روابط نهایی آن، تغییر شکل‌های حجمی و اعوجاجی از 
شرایط  مدل‌سازی  روابط  این  از  استفاده  بنابراین  نمی‌شدند.  جدا  یک‌دیگر 
تراکم‌ناپذیری پلاستیک و یا استفاده از مواد واقعی را امکان‌پذیر نمی‌ساخت.

به منظور غلبه بر محدودیت خواص مواد، گرستل و همکاران ]11[ مدل 
پری‌داینامیک میکرو قطبی را پیشنهاد کردند که علاوه بر نیروهای بین دو 
گرفته  نظر  در  نیز  ذره  دو  آن  بین  باند، گشتاورهای  بر  مبتنی  در مدل  ذره 
می‌شد. با این کار، می‌توان تمامی مقادیر واقعی ضریب پواسون را برای مواد 
مختلف با استفاده از مدل مبتنی بر باند تحلیل کرد. اگر چه این مدل برای 
مشکل  نمی‌توانست  همچنان  اما  بود  مناسب  پواسون  ضریب  مشکل  رفع 
 ]12[ و همکاران  بنابراین، سیلینگ  کند.  مرتفع  را  پذیری پلاستیک  تراکم 
فرمول عمومی‌تری را به نام مدل حالت پايه معرفی کردند که محدودیت‌های 
در  حالت  مفهوم  بر  حالت  بر  مبتنی  مدل  نداشت.  را  باند  بر  مبتنی  مدل 
پری‌داینامیک استوار است که متشکل از آرایه‌های بی‌نهایت بعدی است که 
اثرات پری‌داینامیک را در بر دارد. در این مدل، در صورتی  تمام اطلاعات 
که نیروی پری‌داینامیکی موازی با جهت اتصال دو نقطه به هم باشد به آن 
پري‌داينامكي معمول حالت پايه1 و در غیر این صورت به آن پري‌داينامكي 

غيرمعمول حالت پايه2 گفته می‌شود.

سیلینگ ]13[ مفهوم مبتنی بر حالت را گسترش داد تا تاثیرات غیرمستقیم 
بین نقاط مادی بر دیگر نقاط را نیز در نظر بگیرد. این مدل به نام مدل حالت 
دوگانه معرفی شده است. پس از آن، لهوک و سیرز ]14[ قوانین پایستگی 
انرژی و مومنتوم را با استفاده از اصول مکانیک آماری کلاسیک برای تئوری 
پری‌داینامیک معرفی کردند. آن‌ها نشان دادند که تاثیرات غیرمحلی مبنایی 
برای قوانین پایستگی کلاسیک هستند. همچنین سیلینگ ]15[ استفاده از 
با  این تئوری را برای حل مسائل چند مقیاسی گسترش داد. او این کار را 
در  سازه  خواص  آن،  برطبق  که  داد  انجام  درشت3  دانه‌بندی  روش  معرفی 
مقیاس پایین‌تر با کمک روابط سازگاری قابل انتقال به مقیاسی بالاتر است.

هرچند به‌دلیل عدم استفاده از مشتق‌های جابه‌جایی، تئوری پری‌داینامیک 

1  Ordinary state-based peridynamics
2  Non-ordinary state-based peridynamics
3  Coarse grading

Fig. 1. Peridynamic point and Horizon

شكل 1:  نقطه و همسایگی آن در تئوری پری‌داینامیک

جسم

Fig. 2. Bond and State-based peridynamic

شكل 2  تفاوت پری‌داینامیک باندي و حالت پايه )معمولی و غیرمعمولی(.
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در ذات خود حاوی مفهوم تنش و کرنش نیست، اما، تعریف تانسور تنش نیز 
در چارچوب این تئوری قابل انجام است. لهوک و سیلینگ ]16[ تانسور تنش 
مقادیر  از  تنش  واقع،  در  کردند.  معرفی  غیرمحلی  تاثیرات  از  استفاده  با  را 
نیروهای پری‌داینامیکی وارد شده بر حجم هر نقطه مادی استخراج می‌شود. 
هنگامی که تغییرات تنش به آرامی اتفاق بیفتد، آن‌ها نشان دادند که با صفر 
کردن شعاع همسايگي، تانسور تنش پری‌داینامیکی به تانسور تنش پیولا-

کیرشهوف تبدیل خواهد شد. 
اعمال  قابل  ماده  الاستیک  رفتار  تنها  نه  پری‌داینامیک  تئوری  در 
رفتار   ،]17 ]12و  پلاستیک  رفتار   ،]10[ مواد  غیرخطی  رفتار  بلکه  است 
تاکنون  نیز   ]21 ]20و  ویسکوپلاستیک  رفتار  و   ]18-20[ ویسکوالاستیک 
در این روش اعمال شده است. دایال و بهاتاچاریا ]22[ سینتیک تغییر فاز در 
با مشخص  از پری‌داینامیک بررسی کرده‌اند. آن‌ها  با استفاده  مواد جامد را 
کردن محل شروع ناپایداری دینامیکی، محدوده‌ای را به عنوان هسته شروع 

تغییر فاز مشخص کرده‌اند.
اين تئوری همچنين قابلیت تشخیص شروع و رشد ترک را دارد. سیلینگ 
و همکاران ]23[ شرطی برای ظهور یک ناپیوستگی )شروع ترک( در جسم 
الاستیک ارائه کردند. برای رشد ترک نیز تنها نیاز به داشتن پارامتر شکست 
کشیدگی  نام  با  طولی  ترد،  مواد  در  پارامتر  این  هستیم.  ماده  در  بحرانی 
بحرانی است که می‌توان آن را مربوط به سرعت بحرانی آزاد شدن انرژی 
پري‌داينامكي  تئوری  توانایی   ]24[ همکاران  و  وارن  دانست.]5[  مرتبط 
غيرمعمول حالت پايه  را در مشاهده شکست هم بر مبنای کرنش بحرانی 
)اندازه‌گیری کرنش برشی( و هم بر مبنای کرنش حجمی )انبساط(  معادل 
نشان دادند. پس از آن، فاستر و همکاران ]25[ پارامتری به عنوان چگالی 
و  کردند  پیشنهاد  جایگزین  بحرانی  پارامتر  یک  عنوان  به  بحرانی  انرژی 
انرژی مشخص کردند.  آزاد شدن  با سرعت بحرانی  ارتباط آن را  همچنین 
که  داراست  را   J انتگرال  محاسبه  توانایی  همچنین  پري‌داينامكي  تئوری 
آزمایش کالتوف- پارامتری مهم در مکانیک شکست است. سیلینگ ]26[ 

این  داد  نشان  و  کرد  مطالعه  پری‌داینامیک  روش  از  استفاده  با  را  وینکلر 
روش به‌خوبی می‌تواند مسیر رشد ترک را مطابق با آزمایش پیش‌بینی کند. 
آزمایش کالتوف-وینکلر شامل برخورد یک ضربه زننده با صفحه‌ای است که 
دارای دو ترک موازی پیش‌ساخته است. همچنین سیلینگ و عسکری ]27[ 
شبیه‌سازی ضربه ناشی از آزمون شارپی را بر روی ترک V شکل انجام دادند. 
توانستند مشخصات مختلف تخریب  با موفقیت  بوبارو ]28[  همچنین ‌ها و 
سازه، شامل شاخه‌ای شدن ترک، ناپایداری مسیر ترک و ... را همان‌طور که 

در آزمایش‌ها مشخص شده بود مشاهده کنند. 
براساس اين تئوري، شتاب هر ذره x در پكيربندي مرجع، در زمان t را 

مي‌توان از رابطه زير تعيين كرد ]5[:

)1(

( )

( )

( ) ( ) ( )

,

( , , , )d ,
k

x k

k

j k j k k
H

t

t t V t

ρ =

− − +∫ x

u x

t u x u x x x b x



كه در آن Hx كي همسايگي از xk، ا u بردار ميدان جابجايي، b ميدان چگالي 
نيروي حجمي، ρ چگالي جرمي در پكيربندي مرجع، و t تابع نيروي جفتي 
اعمال ميك‌ند   xj بر ذره   xk نيرويي است كه ذره  بردار  است كه مقدار آن 
)شکل 2(. اندركنش فيزكيي مستقيم موجود بين دو ذره xj و xk باند ناميده 
 kjη kjξ و جابجايي نسبي آن‌ها با  مي‌شود. موقعيت نسبي اين دو ذره با 

نشان داده مي‌شود، يعني:

)2(kj j kξ = −x x

)3(( ) ( ), ,kj j kt tη = −u x u x

بايد توجه داشت كه ξ +η نشان دهنده بردار مكان نسبي بين ذرات )پس از 
تغيير وضعيت( است ]5[. براي ماده داده شده شعاع مثبتي به اندازه δ در نظر 
گرفته مي‌شود كه معين كننده محدود همسايگي مؤثر در اندركنش نيروها 
است. همچنين ميزان نسبت تغيير طول بين دو نقطه مادي، كه از اين پس 

در اين متن كشيدگي ناميده مي‌شود، مطابق رابطه زير معرفي مي‌شود ]6[:

)4(
j k j k

kj
j k

s
− − −

=
−

y y x x

x x

تغيير  از  اندركنش دارد و   )Hxk( نقاط داخل همسايگي‌اش  با   xk ذره مادي 
 tkj شكل جمعي اين مواد تأثیر مي‌پذيرد، به اين ترتيب بردار چگالي نيرويي
ايجاد مي‌شود كه بر ذره مادي xk اثر ميك‌ند. اين نيرو، نيرويي است كه از 

سوي ذره مادي xj اعمال مي‌شود.
یادآور می‌شود در اين مقاله از تئوري پري‌داينامكي باندي استفاده شده و 
براي مطالعه بيشتر در مورد سایر تئوري‌ها مي‌توان به برخي تحقيقات انجام 

شده دیگر مراجعه نمود ]6, 24, 29-34[.  
با توجه به اين كه مسأله‌هاي مورد بررسي در اين پژوهش به رشد ترك 
در كي ورق مي‌پردازد و داراي ماهيت دوبعدي هستند بنابراين در ادامه به 
شده  پرداخته  دوبعدي  حالت  در  باندي  پري‌داينامكي  تئوري  روابط  بررسي 

است ]6[.
برای حل مساله ترک دو بعدی، کل صفحه‌ی ورق به صورت نقاط مادی 
دایره‌ای  نقاط به صورت  این  از  در نظر گرفته می‌شود. همسایگی هر یک 
)استوآن‌های با ارتفاع برابر ضخامت ورق( به شعاع δ در نظر گرفته مي‌شود 
كه تعدادی از نقاط اطراف نقطه مورد نظر را در بر گرفته است. انتگرال‌گیری 
از  با استفاده  از معادلات پري‌داينامكي به صورت صریح و  نسبت به زمان 
روش تفاضل پس‌رو یا پیش‌رو انجام مي‌گیرد. بنابراين معادله )1( را مي‌توان 

به شكل زير نوشت ]6[:
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)5(( )( )
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v Vρ
=

= − +∑u t t b

نيروي  معرف  نيز   n
kjt و  بوده  حجم  اصلاح  ضریب   jv آن  در  كه 

زماني  گام  در  پري‌دينامكي  شده  اصلاح  كه اندركنش  است   n شماره 
براي مساله مورد بررسي به شكل زير در مي‌آيد ]6[:
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kj kjn

kj kj kjn
kj kj

b G s
ξ η

δ
ξ η
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= ×

+
t

n n
jk kj= −t t

kjG معرف ضریب اصلاح سطح1 است كه در ادامه معرفي  در رابطه بالا، 
كي پارامتر پري‌داينامكي است كه عبارت است از   b شده است. همچنين 

:]6[

)7(4
6b
h
µ

π δ
=

µ مدول برشي است.  كه در آن 
δ و در  به   b پارامتر پري‌داينامكي  همان طور كه مشاهده مي‌شود 
شده  بيان  مقدار  است.  وابسته  ذره  هر  مؤثر  همسايگي  محدوده  به  نتيجه 
قرار  براي حالتي است كه تمام محدوده همسايگي در داخل جسم  بالا  در 
قرار  آزاد  نزدیک سطوح  در  ذراتی که  برای  اين ضريب  مقدار  باشد.  گرفته 
( را مي‌توان با  kjG دارند بايد اصلاح شود. مقدار اين ضريب اصلاح سطح )
انبساط در هر نقطه مادي  انرژي كرنشي و  از چگالي  انتگرال‌گيري عددي 
داخل جسم در شرايط كي بارگذاري ساده و مقايسه مقدار حاصل با مقدار 
معادل به دست آمده از روابط كلاسكي مكانكي محيط پيوسته تعيين كرد 

.]6[
 D3 كمي بيش از δ با توجه به مطالعات انجام شده مقدار مناسب برای
در نظر گرفته شده است که ∆ معرف فاصله طولي يا عرضي بین نقاط مادی 
می‌باشد. باید توجه داشت که اگر برای افزایش دقت، میزان ∆ کاهش داده 
شود، مقدار طول گام‌های زمانی نیز متناسب با آن باید کاهش داده شود که 

این منجر به طولانی‌تر شدن زمان حل خواهد شد ]6[.

ايجاد و رشد ترك-33
در تئوري پري‌داينامكي، تركي كه از قبل در ماده وجود دارد را مي‌توان 
با حذف اندركنش بين ذرات ماده در محدوده‌ي ترك مدل كرد. براي مدل 
كردن ايجاد يا رشد ترك هم مي‌توان به اين صورت عمل نمود كه وقتي 
 cs مثل  بحراني  مقداري  از   ، kjs يعني   j و   k ذره  دو  بين  كشيدگي 
cs را مي‌توان  تجاوز كند، اندركنش بين اين دو ذره از بين مي‌‎رود. مقدار 
اين  به   .]6[ كرد  بيان   )

cG ( انرژي  آزادسازي  نرخ  بحراني  مقدار  برحسب 
µ را به صورت زير تعريف كرد: ترتيب مي‌توان تابع 

1  Surface correction factor
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در طول روند حل جابه‌جايي هركي از نقاط ماده و به دنبال آن كشيدگي بين 
، محاسبه و با مقدار بحراني مقايسه مي‌شود كه  kjs j يعني  k و  دو ذره 
µ برابر صفر قرار گرفته و اندركنش بين  اگر از اين مقدار تجاوز كند، تابع 

µ مي‌توان معيار آسيب موضعي را به  دو ذره از بين مي‌رود. براساس تابع 
صورت زير تعريف كرد:
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t d V
t

d V

µ
ϕ

 − 
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∫
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x

ϕ مي‌تواند از صفر تا 1 تغيير كند كه مقدار صفر به معناي سالم بودن  مقدار 
همه پيوندها با ذره x و مقدار 1 به معناي از بين رفتن همه پيوندها با اين ذره 
خواهد بود. مي‌توان مقدار مناسبي را به عنوان معيار تشخيص بروز جدايش 
ϕ در هر گام  يا ترك در نقاط مختلف ماده در نظر گرفت و با محاسبه مقدار 
از حل تعيين كرد كه آيا جدايش در آن قسمت از ماده رخ داده است يا خير. 
ϕ در هنگام جدايش برابر 0/38 در نظر گرفته شده است  در اين مقاله مقدار 

.]6[

 ورق تحت كشش لبه‌ها-44
در اين پژوهش با اعمال سرعت‌هاي مختلف كشش بر لبه‌هاي بالا و 
پايين كي ورق مستطيل شكل، نحوه رشد دو ترك كه از قبل در ورق وجود 
داشته است، مورد بررسي قرار گرفته است. به این منظور یک ورق مستطيل 
شکل با ابعاد 140 در 24/5 ميلي‌متر با دو ترک در لبه‌هاي چپ و راست و 
) برابر با 8 میلی‌متر، به صورت متقارن نسبت به مركز ورق  )2a به طول 
اپوكسي-رزين در نظر گرفته شده و  در نظر گرفته شده است. جنس ورق 
مشخصات مكانكيي استفاده شده در اين تحليل با توجه به ]35و 36[ مطابق 

جدول 1 است )شكل 3(.

جدول 1 مشخصات مكانكيي ماده مورد بررسي
Table 1. Mechanical properties of studied material

مقدارواحدمشخصات مكانكيي
EGPa3/3
ν-0/33

kIcMPa.m 0/50/9
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در هریک از این حالات لبه‌های بالایی و پایینی ورق با دو سرعت 2 و 
10 متر بر ثانیه تحت کشش قرار گرفته و با اعمال تغييراتي در كد موجود 
متعددی  گام‌های  در  ترک  وضعیت   ،]6[ پري‌داينامكي  روش  اعمال  براي 
ترک  وقوع  از  برای جلوگیری  به دست می‌آید.  ترک  رشد  مراحل  و  تعيين 
از بروز و رشد ترک در یک چهارم بالایی و پایینی ورق  در نزدیکی لبه‌ها 

جلوگیری شده است.

اعتبارسنجی-55
تحقيق  نتایج  از  آمده  دست  به  نتایج  صحت  بررسي  و  مقايسه  براي 
]35[ استفاده شده است. با توجه به اين كه در اين كار بارگذاري به صورت 
شبه‌استاتكي انجام شده است در ابتدا نمونه‌اي با خواص نزدكي به نمونه‌ي 
پايين قرار  با سرعت  بارگذاري كششي  بررسي شده در مقاله مذكور، تحت 
حاضر  تحليل  در  آمده  به دست  ترك  رشد  مسير   4 در شكل  است.  گرفته 
از معیار  انحراف  و  آمده در ]35[  به دست  نتایج  میانگین  با  پر رنگ(  )خط 
به ذکر است محدود  مقايسه گرفته است. لازم  آن )خطوط کم‌رنگ( مورد 
مشخص شده با σ±،ا2σ± و 3σ± مناطقی هستند که احتمال رشد ترک در 

این مناطق به ترتیب برابر 68، 95.4 و 99.7 درصد است.
کیفی  لحاظ  از  شده  ایجاد  ترک  مسیر  می‌شود  مشاهده  که  همانگونه 
با  نتایج  این  مشابه مسیری است که در تحقيق ]35[ به دست آمده است. 
استفاده از آزمایش نیز صحه‌گذاری شده است. به این ترتیب می‌توان نتیجه 
گرفت که روش پری‌داینامیک به خوبی قادر به تعیین مسیر رشد ترک در 

جسم بوده است.

اثر سرعت بارگذاری-66
این  در  دارد،  ماده  رفتار  بر  بسیاری  تأثیر  بارگذاری  که سرعت  آنجا  از 

قسمت به بررسی اثر سرعت اعمال بار بر نحوه رشد ترک در جسم پرداخته 
می‌شود. برای این منظور، دو سرعت 2 و 10 متر بر ثانیه به عنوان نماینده 
سرعت متوسط و زیاد برای اعمال بار انتخاب شده و مسیر رشد ترک در سازه 
با دو ترک پادمتقارن بررسی شده است. در شكل 5 مسير رشد ترك به ازاي 
سرعت كشش 2 متر بر ثانيه آورده شده است. همان گونه كه ديده مي‌شود با 
گذشت زمان ترك در كي مسير تك شاخه رشد كرده و اين روند تا جدايش 

كامل ادامه پيدا ميك‌ند.
هنگامي كه سرعت كشش لبه‌ها به طور قابل ملاحظه‌اي افزايش ميي‌ابد، 
نحوه رشد ترك تغييرات قابل ملاحظه‌اي پيدا ميك‌ند. در شکل 6 نحوه رشد 
ترک در جسم در حالتی که نیروی کششی با سرعت 10 متر بر ثانیه اعمال 
می‌شود نمایش داده شده است. همان طور كه در شكل ديده مي‌شود، پس از 
كي رشد كوتاه به شكل خطي )شكل 6 )الف((، نوك ترك به صورت دمبلي 
شكل در مي‌آيد )شكل 6 )ب(( و به دنبال آن مسير تك شاخه رشد ترك به 
صورت چند شاخه درآمده )شكل 6 )ج(( و در نهايت با گستردگي شاخه‌ها، 
جدايش كامل مي‌شود)شكل 6 )د((. پيش‌بيني چندشاخگي رشد ترك بدون 
نقاط  از  را مي‌توان كيي  افزايش سرعت كشش  با  تغيير در معيارها و فقط 
در  تغییر  که  می‌شود  مشاهده  همچنین  دانست.  پري‌دينامكي  تئوري  قوت 
سرعت بارگذاری باعث واگرایی نتایج نشده و رسیدن به جواب نهایی نیازمند 

تمهیدات جدید در اعمال روش پری‌داینامیک نیست.
با توجه به شکل‌های 5 و 6 می‌توان نتیجه گرفت که با افزایش سرعت 
اعمال بار، ترک به سمت چندشاخه شدن حرکت می‌کند که باعث می‌شود 
شکست قطعه به شکل خرد شدن باشد. درصورتی که هنگامی که سرعت 
اعمال بار کم است ترک به شکل یکنواخت رشد کرده و شکست قطعه بیشتر 
به شکل جداشدن از محل ترک است. این موضوع توسط نتایج آزمایش و 

روش‌های عددی دیگر نیز نشان داده شده است ]7[

Fig. 3. Plate with a inclined crack under tension with various velocities [35[

شكل 3:  نمايي از ورق داراي ترك مورب تحت سرعت اعمالي در لبه‌ها ]35[.

کشش یکنواخت

ترک اولیه

واحد

Fig. 4. Comparison of crack growth paths with [35[

شكل 4:  مقایسه مسیر رشد ترک در جسم )خط پر رنگ( و مقایسه با 
]35[ )خطوط کم‌رنگ(
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نتيجه‌گيري-77
در اين مقاله با استفاده از تئوري پري‌دينامكي، رشد دو ترک پادمتقارن 
گرفت.  قرار  مطالعه  مورد  لبه‌ها  مختلف كشش  سرعت‌هاي  تحت  ورق  در 
در ابتدا نتایج به دست آمده با نتایج دیگر تحقیقات مقایسه و صحه‌گذاری 
قابلیت  از  پری‌داینامیک  روش  که  است  نکته  این  بیانگر  موضوع  این  شد. 
اثر  همچنین  است.  برخوردار  ترک  رشد  مسیر  مدل‌سازی  در  بالایی  بسیار 
سرعت‌های مختلف بارگذاری بر روش حل پری‌داینامیک مورد بررسی قرار 
گرفت و مشخص شد که این روش به خوبی قادر به شبیه‌سازی سرعت‌های 

مختلف اعمال بار بدون ایجاد واگرایی در نتایج را داراست.

در انتها اثر سرعت کشش بر نحوه رشد ترک بررسی شد. همان گونه که 
انتظار می‌رفت، سرعت اعمال بار تأثیر فراوانی بر رفتار جسم دارد و مشاهده 
شد که نحوه رشد ترک و چند شاخه شدن ترک متأثر از این سرعت است. در 
حالتی که كشش لبه‌ها با سرعت پايين صورت گرفت، رشد ترک به صورت 
خطي و بدون چندشاخه شدن بود. اما در هنگام كشش لبه‌ها با سرعت بالا، 
ترک  در  شدن  شاخه  چند  پدیده‌ی  سپس  و  درآمده  دمبلی  شکل  به  ترک 

مشاهده شد.

time steps=1600 )بtime steps=1200  )الف

time steps=3200  )دtime steps=2400  )ج
Fig. 5. Crack growth under the tensile load speed of 2 m/s

شكل 5: رشد ترک تحت کشش لبه با سرعت 2 متر بر ثانیه.
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b) time steps=1000a) time steps=950

d) time steps=1100c) time steps=1050

f) time steps=1200e) time steps=1150

Fig. 6. Crack growth under the tensile load speed of 10 m/s

شكل 6: رشد ترک تحت کشش لبه با سرعت 10 متر بر ثانیه.
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