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چکیده: در اين مقاله يک روش تحليلی جهت استفاده از اتصالات پيزوالکتريک برای اصلاح رفتار ارتعاشی آزاد در يک تیر 
دورانی ترک‌دار ارائه می‌شود. معادلات تير بر مبنای تئوری تيموشنکو و با در نظر گرفتن اثر تغيير شکل برشی و اينرسی دورانی 
به دست می‌آيند. معيار مورد استفاده جهت اصلاح ترک افزايش فرکانس اول تير دارای ترک و منطبق کردن آن بر فرکانس تير 
سالم است. بدين منظور يک ولتاژ خارجی به وصله پيزوالکتريک متصل به تير اعمال می‌شود که از ميزان نقش ترک  بر تغيير 
ويژگي‌های ارتعاشی تير می‌کاهد. ابتدا معادلات ديفرانسيلی کوپل تير تيموشنکو با روش مودهای فرضی از هم جدا می‌شوند. 
سپس تير ترک‌دار به صورت بخش‌هايی بدون ترک مدل می‌شود که در محل ترک با دو فنر خطی، يکی کششی و ديگری 
پيچشی، به هم متصل شده‌اند. در نهايت با استفاده از روش نيمه تحليلی تبديل ديفرانسيل، فرکانس‌های طبيعی و شکل مودهای 
سيستم به دست می‌آيند. با انجام يک شبيه‌سازی عددی، تأثير پارامترهای مختلف بر ضريب اصلاح ترک مطالعه می‌گردد. 
اعتبار روش ارائه شده با مقايسه نتايج آن با مقادير موجود در ساير مقالات مورد بررسی قرار می‌گيرد که تطابق قابل قبولی بين 

نتايج مشاهده می‌شود.
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مقدمه-11
تیرهای دورانی اهمیت فراوانی در مسائل مهندسی نظیر پره‌های توربین، 
ملخ هلی‌کوپترها و هواپیماها و کنترلرهای رباتیک دارند و مدت‌های مدیدی 
است که مورد بررسی قرار می‌گیرند ]1و2[. کار و نئوگی ]3[ با کمک روش 
ریتز به مطالعه‌ی پایداری تیر یک سرگیردار دورانی پرداختند. به طور عمده 
قرار  استفاده  مورد  تیرها  تحلیل  برای  تیموشنکو  و  اویلر-برنولی  تئوری  دو 
می‌گيرد که تفاوت آن‌ها در تأثیر تغییر شکل برشی و اینرسی دورانی بر روی 
ارتعاشات جانبی تیرها است؛ به عبارت ديگر در تئوری اویلر-برنولی این دو 
مؤلفه در نظر گرفته نمی‌شود ولی در تئوری تیموشنکو با در نظر گرفتن آن‌ها 
دقت نتایج افزایش میي‌ابد. لی و لین ]4[ ارتعاشات و  ویژگی‌های  همگرایی 
در پایداری تیرهای تیموشنکوی دوار را بررسی نمودند. کاسماتکا ]5[ به کمک 
اصل همیلتون، ماتريس‌های جرم و سختی را برای يک المان دو گره‌ای تير 
فرکانس‌های  و  کمانش  نيروی  آن،  کمک  به  و  نمود  استخراج  تيموشنکو 
طبیعی را به دست آورد. رائو و گوپتا ]6[ ارتعاشات تیر تیموشنکوی دوار را 
با استفاده از روش المان محدود تحلیل نمودند. لین ]7[ با بررسی ارتعاشات 
و  نمود  ارائه  این سیستم  از  تیموشنکوی دوار یک حل تحلیلی  تیر  خمشی 
اثر پارامترهای مختلف بر روی فرکانس‌های طبیعی و ویژگی‌های  واگرایی 
تقریبی  به کمک طیف   ]8[ وینود و همکاران  داد.  قرار  را مورد مطالعه  آن 
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تیر  یک  در  موج  انتشار  و  ارتعاش  داخلی،  تابع  دو  با  همراه  محدود،  اجزاء 
تیموشنکوی دوار را تحلیل نمودند. گوندا و گانگیولی ]9[ توابع شکل جدیدی 
به دست آوردند که قسمت استاتیکی معادلات دیفرانسیل همگن حاکم  بر 
تیر دوار را ارضاء می‌نمود. گوندا و همکاران ]10و11[ یک روش المان محدود 
جدید عملی را برای تحلیل ارتعاش آزاد تیرهای با سرعت بالا با استفاده از 
توابع شکلی که ترکیبی خطی از معادلات دیفرانسیل استاتیکی حاکم بر تیر 
دورانی است پیشنهاد نمودند. کیم و همکاران ]12[ با اعمال اصل همیلتون 
و به کارگيری کرنش غير خطی ون‌کارمن، روابط حاکم بر ارتعاش محوری، 
عرضی و جانبی تیرهای دورانی را استخراج نمودند. هانژ و همکاران ]13[ 
فرکانس طبیعی تیرهای دوار بسیار باریک در سرعت‌های دورانی بالا را با 
 ]14[ شو  و  لیو  دادند.  قرار  تحلیل  مورد  توانی  سری‌های  روش  از  استفاده 
ارتعاشات آزاد و اجباري تير دوار چندلايه را براساس فرضيات تير تيموشنكو 
تحليل نمودند. هین و اورلیکوسکی ]15[ با بررسی مدل دینامیکی ساده‌ی 
تیر دوار ویژگی‌های ارتعاشی آن را به دست آوردند. بانجری و کندی ]16[ 
از اصل  با استفاده  معادلات دیفرانسیلی حاکم بر حرکت تیرهای دورانی را 
همیلتون استخراج و به کمک روش فربینیوس حل نمودند و فرکانس‌های 

طبیعی و شکل مودهای آن را محاسبه کردند.
تغيير در  نتیجه  در  و  تغییرات موضعی در سفتی  به  تیر منجر  در  ترک 
و  ارتعاشات  دامنه‌ی  طبیعی،  فرکانس‌های  نظیر  آن  ارتعاشی  ویژگی‌های 
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پایداری می‌گردد. داتا و گانگیولی ]17[ ویژگی‌های ارتعاشی تیغه‌های دوار 
با آسیب موضعی شامل اثرات تغییر شکل برشی و اینرسی دورانی را بررسی 
نمودند. ایشان دریافتند که آسیبی در نزدیکی ریشه‌ی تیر، اثرات اساسی بر 
و  مسعود  می‌گذارد.  بالا  دورانی  سرعت‌های  در  طبیعی  فرکانس‌های  روی 
السعید ]18[ با استفاده از رابطه‌ی لاگرانژ معادلات حاکم بر تیر تیموشنکوی 
ترک‌دار دورانی را استخراج و روشی جهت تعيين ترک در آن ارائه نمودند. 
لویا و فرناندز ]19[ تیر ترک‌دار را به شکل دو بخش در نظر گرفتند که به 
هم  به  پیچشی(  فنر  یک  و  کششی  فنر  )یک  جرم  بدون  فنر  دو  وسیله‌ی 
طول  در  پیچشی  و  عرضی  جابه‌جایی  در  ناپیوستگی  می‌تواند  و  متصل‌اند 
خمش را که به ترتیب ناشی از نیروی برشی و گشتاور خمشی است مدل 
دیفرانسیلی،  سازی  مربع  روش  از  استفاده  با   ]20[ همکاران  و  ترابی  کند. 
فرکانس‌های طبیعی تیر تیموشنکو با سطح مقطع متغیر همراه با ترک‌های 
متعدد را به ازای شرايط مرزی گوناگون به دست آوردند. رضائی و همکاران 
]21[ رفتار ارتعاشی تیر کوتاه یک سرگیردار ترک‌دار تحت نیروی محوری را 
بررسی و بر اساس آنالیز ارتعاشی آن، روشی جهت تعيين ترک ارائه نمودند.

وسيعي  كاربردهاي  كه  هستند  سرام‏كيها  از  دسته‌ای  پيزوالكتر‏كيها 
مواد  همچنين  دارند.  نظامي  و  پزشكي  مصرفي،  الكترونكي،  صنايع  در 
پیزوالکتریک کاربردهای وسیعی به عنوان حس‌گر و عملگرهای ذاتی دارند 
که خواص الکتریکی و مکانیکی آن کوپل شده است. رحمانی و غلامی ]22[ 
ارتعاشات عرضي تير كي سرگيردار ساخته شده از مواد مدرج تابعي داراي 
را  آن  و  دادند  قرار  بررسي  مورد  را  حرارتي  بار  تأثير  تحت  و  ترك عرضي 
کنترل نمودند. بدين منظور ايشان از صفحات پيزوالکتريک جهت اندازه‌گيری 
ميزان ارتعاشات و همچنين اعمال نيروهای کنترلی استفاده کردند. وانگ و 
از پوشش خارجی لایه پیزوالکتریک بر روی تیر  با استفاده  همکاران ]23[ 
و  وانگ  نمودند.  اقدام  آن  ارتعاشی  ویژگی‌های  اصلاح  به  نسبت  ترک‌دار 
کوئک [24] اثر ترک را بر روی کمانش ستون بررسی کردند و با استفاده از 
لایه پیزوالکتریک نسبت به ترمیم آن اقدام نمودند. الایمو و همکاران ]25[ 
به  را  ترک‌دار  ساختارهای  روی  بر  فعال  پیزوالکتریک  اتصالات  از  تحلیلی 
وسیله‌ی روش المان مرزی ارائه نمودند. آریایی و همکاران ]26[ با استفاده 
از روی  تیر ترک‌داری که جرمی  بر روی  پیزوالکتریک  اتصال لایه‌های  از 
آن عبور می‌نماید نسبت به اصلاح ارتعاشی تیر ترک‌دار اقدام نمودند. معیار 
استفاده شده توسط ايشان برای اصلاح ترک تغییر فرکانس طبیعی اول تیر 
ترک‌دار و رساندن آن به فرکانس طبیعی اول تیر سالم با استفاده از يک لایه 
پیزوالکتریک بود. پارک ]27[ تیرهای دارای المآن‌های پیزوالکتریک منحرف 
شده را بررسی نمود. او به این نتیجه رسید که می‌توان با استفاده از خاصیت 
حس‌گر و عمل‌گرهای پیزوالکتریک،  ویژگی‌های تشدید در تیر را مستهلک 
و از آن جلوگیری کرد. سان و تانگ ]28[ مدل یک تیر هوشمند را با استفاده 
از پوشش قطعه‌ای از اتصالات پیزوالکتریک )حس‌گر و عمل‌گر( بر روی تیر 
معمولی ارائه نمودند. کانگ و همکاران ]29[ المآن‌های پیزوالکتریک را بر 
روی تیر ترک‌دار در نظر گرفتند که فرکانس‌های محاسبه شده توسط روش 

پیشنهادی ايشان منطبق بر نتایج حاصل از آزمایش و روش‌های دیگر بود. 
چزن و پزرات ]30 [یک شکل جدید از حس‌گرهای پیزوالکتریک توزیع شده 
بر اساس تئوری چندلایه‌ای و شکل ضعیف معادلات  را پیشنهاد دادند که 

دینامیکی حرکت تیر است.
مهندسی  مسائل  از  بسیاری  حل  برای  دیفرانسیل  تبدیل  روش  کاربرد 
سودمند است. روش تبدیل دیفرانسیل یک تکنیک تبدیل نیمه تحلیلی بر پایه 
بسط تیلور و یک ابزار مفید برای به دست آوردن جواب‌های تحلیلی معادلات 
دیفرانسیل به شمار می‌رود. این روش ابتدا توسط زهو ]31[ ارائه گردید و در 
تحلیل مدار الکتریکی به کار رفت. می ]32[ روش تبدیل دیفرانسیل را برای 
تیرهای دورانی به کار برد. سودمندی این روش در حل مسائل غیر خطی 
بیشتر مشهود و سادگی و دقت آن در محاسبه‌ی فرکانس‌های طبیعی و شکل 
روش  این  که  جا  آن  از  است.  اهمیت  حائز  ارتعاشی  سیستم‌های  مودهای 
ابزاری کارآمد برای حل مسائل غیرخطی یا سیستم‌های با پارامترهای متنوع 
است، توسط محققان مختلف به کار گرفته شده است که از آن جمله می‌توان 
به کارهای انجام شده توسط چن و ژو ]33[ آریکوگلو و اوزکول ]34[ و برت 
و زنگ ]35[ اشاره کرد. برت و زنگ ]35[ این روش را برای بررسی ارتعاش 
محوری میله‌های مرکب استفاده نمودند. ایاز ]36[ با استفاده از روش تبدیل 
دیفرانسیل به حل مسائل معادلات دیفرانسیل خطی پرداخت. اوزموس و کایا  
]37[ به کمک این روش فرکانس‌های طبیعی تیر را استخراج کردند. مائو 
]38[ تیر اویلر-برنولی را با استفاده از روش تبدیل دیفرانسیل مورد بررسی 
قرار داد. واتاناسولپونگ و آنباکورن ]39[ از روش تبدیل دیفرانسیل برای حل 
پاسخ ارتعاشی خطی و غیرخطی تیر با انواع مختلف تکیه‌گاه‌های الاستیک 

استفاده کردند.
در کارهاي گذشته تنها یکی از فرضیات استفاده شده در این پژوهش 
مانند تير دوراني بدون ترک، تير غيردوار و دوار ترک‌دار و یا تیر ثابت با لایه 
پیزوالکتریک مورد مطالعه قرار گرفته است. در اين مقاله ضمن مطالعه تير 
دوراني ترک‌دار تيموشنکو، اثرات ترک بر روی ویژگی‌های ارتعاشی تیر دورانی 
با استفاده از لایه پیزوالکتریک اصلاح می‌گردد. روند کار بدين ترتيب است 
که با استفاده از روش سعی و خطا، ضريب اصلاح پيزوالکتريک به گونه‌ای 
بر  پیزوالکتریک  اتصال  دارای  ترک‌دار  تير  اول  فرکانس  تعيين می‌شود که 
ساير  حالت  اين  در  که  شود  منطبق  کامل  طور  به  سالم  تير  اول  فرکانس 
فرکانس‌ها نيز به مقادير نظير خود در تير سالم نزديک می‌شوند. همچنين 
در اين مقاله به دليل دورانی در نظر گرفتن تير و عدم کارايي روش ماتريس 
انتقال به کار رفته در مرجع [26] به واسطه عبارت مربوط به نیروی مرکزگرا 
در معادلات حاکم و قابل تعیین نبودن شکل مود تیر به طور تحلیلی، از روش 
تبديل ديفرانسيل جهت تحليل رفتار ارتعاشی آن استفاده شده است و کارايي 
و دقت آن در مطالعه اين نوع تيرها مورد بررسي قرار گرفته است. مقادير به 
دست آمده با نتایج موجود در مقالات ديگر مقايسه مي‌شود که اين مقايسه، 
دقت قابل قبول نتایج ارائه شده در این مقاله در اصلاح رفتار ارتعاشی آزاد تیر 

تیموشنکوی دورانی را به کمک لایه پیزوالکتریک نشان می‌دهد.
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فرمول‌بندی-22
معادلات حرکت -22-22

cx و یک اتصال  x= 2 تیر تیموشنکو به طول L با یک ترک باز در 
x در زیر ترک به شکل متقارن نسبت به ترک  x−3 1 پیزوالکتریک به طول
x به ترتیب فاصله سمت  3 x و  1 در نظر گرفته می‌شود )شکل‌های 1 و 2(. 
چپ و راست لایه پیزوالکتریک از انتهای سمت چپ تیر می‌باشد. همچنين 
در اين مقاله دو نوع شرط مرزی برای تير مورد بررسی قرار می‌گيرد؛ شرط 
 R شعاع  به  توپی صلب  به یک  تیر  حالت  اين  در  که  مرزی يک‌سرگيردار 
متصل است و با سرعت Ω دوران می‌نماید و شرط مرزی دو سرمفصل که 
جهت مقايسه نتايج با مقادير ارائه شده در کارهای گذشته ارائه شده است و 

در اين حالت تير ثابت است.
بازه‌ی  در  تير  مقطع  چرخش  زاويه  و  عرضی  ارتعاش  دامنه‌ی 
داده  نشان   ( ),i x tθ و   ( ),iw x t با  ترتيب  به   i ix x x− ≤ ≤1

, است )شکل‌های 1 و 2( و به وسیله‌ی ترک و دو  , ,i =1 2 3 4 می‌شود که 
انتهای لایه‌ی پیزوالکتریک تفکیک می‌گردد. مطابق با روابط حاکم بر تئوری 
تیر تیموشنکو، معادلات دیفرانسیلی ارتعاشی عرضی حاکم بر هر قسمت تیر 

عبارت است از ]37[:

)1(
2

2 0i i i
i

w w wT AG
t x x x x

ρ κ θ∂ ∂  ∂ ∂ ∂   − Α + + − =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

)2(
2

2
2

i i
iI I EI

t x x
θ θρ ρ Ω θ∂ ∂∂  − + + + ∂ ∂ ∂ 

0i
i

wAG
x

κ θ∂ + − = ∂ 

در معادله‌ی )1( نیروی مرکزگرای )T(x از رابطه‌ی )3( محاسبه می‌گردد:

)3(( ) ( )2
L

x

T x A R u duρ= Ω +∫

همچنین 𝜌 چگالی تیر، R شعاع استوانه‌ی دوار، E مدول الاستیسیته، 
G مدول برشی، A سطح مقطع، I ممان اينرسی مقطع نسبت به تار خنثی و 
𝜅 ضریب تصحيح برش می‌باشد که به شکل سطح مقطع و نسبت پواسون 

ν بستگی دارد و برای سطح مقطع مستطیلی عبارت است از ]26[:

)4(( )10 1
12 11

v
v

κ
+

=
+

شرایط مرزی حاکم بر تیر عبارتند از ]18 و 37[:
تیر یک سرگیردار:

))5 الف( )1 0, 0w t =

))5 ب( )1 0 0,tθ =

))5 ج( )4 ,
0

d L t
EI

dx
θ

=

)5 د(
( ) ( )4

4

,
, 0

dw L t
AG L t

dx
κ θ

 
− = 

 

تیر دو سر مفصل ]26[:

))6 الف( ) ( )1
1 0, 0

0,
w

t
t

x
θ∂

= =
∂

))6 ب( ) ( )4
4 0

,
,w

L t
x

L t
θ∂

= =
∂

همان‌گونه که در شکل 3 نشان داده شده است ترک با دو فنر کششی و 
cx نشان دهنده مکان ترک بر روی تیر است. ضرایب  پیچشی مدل می‌شود. 
kθ به ترتیب توابع مربوط به سفتی فنرهای کششی و پیچشی و تابعی  tk و 

از عمق بدون بعد ترک است که از روابط )7( تعیین می‌گردد ]26[:

)7 الف(
1

t
v

EAk
C H

=

)7 ب(
1 EIk

C Hθ
θ

=

)7 ج(
2

1vC γ
γ

 
=  − 

× ( )2 3 40.22 3.82 1.54 14.64 9.60γ γ γ γ− + + − +

)7 د(
2

2
1

Cθ
γ
γ

 
=  − 

× ( )2 3 45.93 19.69 37.14 35.84 13.12γ γ γ γ− + − +

γ عمق بی‌بعد ترک است که با رابطه‌ی زیر بیان می‌شود:

)8(ca
H

γ =

در رابطه فوق ac عمق ترک و H ضخامت تير است. روابط پیوستگی 
در ترک با معادلات )9( بیان می‌شود [26]:

))9 الف( ) ( )3 2, ,c cx t x t
EI EI

x x
θ θ+ −∂ ∂

=
∂ ∂

Fig. 2. A simply supported cracked beam with a piezoelectric patch
شکل 2: تیر دوسر مفصل ترک‌دار با اتصال پیزوالکتریک

Fig. 1. A cracked rotating beam with a piezoelectric patch
شکل 1: تیر يک‌سرگيردار دوار دارای ترک با اتصال پیزوالکتریک

Fig. 3. Beam with transverse crack: (a) Original model of the cracked 
beam and (b) replaced model for the cracked beam

شکل 3: تیر با ترک  عرضی: )الف( شکل اصلی ترک )ب( مدل فنر کششی 
و پیچشی معادل ترک
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)9 ب(
( ) ( ) ( ) ( )3 3

3
c c

c c

w x ,t w x ,t
T x AG x ,t

x x
κ θ

+ +
+

 ∂ ∂
 + − =
 ∂ ∂ 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2

c c
c c

w x ,t w x ,t
T x AG x ,t

x x
κ θ

− −
−

 ∂ ∂
 + −
 ∂ ∂ 

)9 ج(
( ) ( )3 2c cw x ,t w x ,t+ −− =

( ) ( ) ( )3 3
3

1 c c
c c

t

w x ,t w x ,t
T( x ) AG x ,t

k x x
κ θ

+ +
+

  ∂ ∂
  + −

  ∂ ∂  

))9 د( ) ( ) ( )3
3 2

,1, , c
c c

x t
x t x t EI

k xθ

θ
θ θ

+
+ −

∂
− =

∂

گشتاور خمشی بی‌بعد ایجاد شده در لایه‌ی پیزوالکتریک عبارت است از: 

)10(( ) ( ) ( )( )4 3 2 1
1
2p x p

LM Dh H h J x x
EI

σ θ θ+ += + = − −

 Jp و  پیزوالکتریک  h ضخامت لایه‌ی  تیر،  پهنای   D  ،)10( رابطه  در 
ضریب اصلاح پیزوالکتریک است که با رابطه‌ی زير بيان می‌شود [26]:

)11(( )
2

2231

4p
p

ge LJ D H h
C EI

= +

 Cp و  حالت  بهره  فاکتور   g پیزوالکتریک،  ثابت   e31 فوق،  رابطه  در 
ظرفیت الکتریکی لایه‌ی پیزوالکتریک است. شرایط پیوستگی در سمت چپ 

لایه پیزوالکتریک عبارت است از ]26[:

))12 الف( ) ( )2 1 1 1, ,
p

x t x t EIEI EI M
x x L

θ θ+ −∂ ∂
− =

∂ ∂

)12 ب(
( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1

1 2 1

w x ,t w x ,t
T x AG x ,t

x x
κ θ

+ +
+

 ∂ ∂
 + − =
 ∂ ∂ 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 1 1

w x ,t w x ,t
T x AG x ,t

x x
κ θ

− −
−

 ∂ ∂
 + −
 ∂ ∂ 

))12 ج( ) ( )2 1 1 1, ,w x t w x t+ −=

))12 د( ) ( )2 1 1 1, ,x t x tθ θ+ −=

به طریق مشابه برای سمت راست لایه پیزوالکتریک به دست می‌آید:

))13 الف( ) ( )4 3 3 3, ,
p

x t x t EIEI EI M
x x L

θ θ+ −∂ ∂
− = −

∂ ∂

)13 ب(
( ) ( ) ( ) ( )4 3 4 3

3 4 3

w x ,t w x ,t
T x AG x ,t

x x
κ θ

+ +
+

 ∂ ∂
 + − =
 ∂ ∂ 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3
3 3 3

w x ,t w x ,t
T x AG x ,t

x x
κ θ

− −
−

 ∂ ∂
 + −
 ∂ ∂ 

))13 ج( ) ( )4 3 3 3, ,w x t w x t+ −=

))13 د( ) ( )4 3 3 3, ,x t x tθ θ+ −=

Mp در روابط )12 الف( و )13 الف( از رابطه )10( جايگزين می‌شود. با 

در نظر گرفتن مقدار صفر برای Jp در معادله )10(، گشتاور اعمالی از طرف 
لایه پيزوالکتريک حذف می‌گردد و در نتيجه فرکانس اول تير ترک‌دار دارای 
با  لایه پيزوالکتريک همان فرکانس اول تير ترک‌دار بدون آن خواهد بود. 
افزايش مقدار اين ضريب که خود تابعی از ولتاژ اعمالی است ]26[، فرکانس 
طبيعی اول تير دارای ترک افزايش میي‌ابد تا این که در مقدار مناسب Jp که 

با سعی و خطا تعيين می‌شود، بر فرکانس اول تير سالم منطبق می‌گردد. به 
عبارت ديگر مقادير مختلف اين ضريب مورد آزمون قرار می‌گيرد و مقداری 
انتخاب می‌شود که به ازای آن فرکانس اول تير ترک‌دار و تير سالم منطبق 
می‌گردند. همان‌گونه که در مقدمه نيز ذکر شد با انطباق فرکانس اول، ساير 
نيز به فرکانس‌های نظير خود در تير  فرکانس‌های طبيعی تير دارای ترک 

سالم نزديک می‌شوند.

روش تبدیل دیفرانسیل-22-22
در روش تبدیل دیفرانسیل ، قوانین تبدیل معینی به کار می‌رود و معادلات 
دیفرانسیل و شرایط مرزی و پیوستگی سیستم به دسته‌‍ای از معادلات جبری 
این  جواب‌های  می‌گردد.  تبدیل  است  اصلی  توابع  دیفرانسیل  تبدیل  که 
 ( )f x معادلات جبری، جواب مطلوب مسئله است ]36[. در این روش تابع 
 x x= 0 D تحلیلی است در نظر گرفته می‌شود که  که در دامنه تعریف 
) به وسیله‌ی یک  )f x نشان دهنده‌ی نقطه‌ای در این دامنه است. تابع 
x قرار دارد تعریف می‌شود. تبدیل دیفرانسیلی  0 سری توانی که مرکز آن در 

) به صورت زیر داده می‌شود ]36[: )f x تابع 

)14([ ] ( )

0

1
!

k

k
x x

d f x
F k

k dx
=

 
=  

 

] تابع تبدیل یافته است.  ]F k ) تابع اصلی و  )f x در رابطه فوق، 
تابع تبدیل معکوس با معادله )15( بيان می‌شود:

)15(( ) ( ) [ ]0
0

k

k
f x x x F k

∞

=

= −∑

با ترکیب دو معادله‌ی اخیر می‌توان نوشت:

)16(( ) ( ) ( )

0

0

0 !

k k

k
k x x

x x d f x
f x

k dx

∞

= =

 −
=  

 
∑

از معادله )16( می‌توان دریافت که مفهوم تبدیل دیفرانسیل از بسط سری 
) به وسیله یک  )f x تیلور به دست آمده است. در کاربردهای واقعی، تابع 

سری معین نشان داده می‌شود و معادله )16( به صورت زیر نوشته می‌شود:

)17(( ) ( ) ( )

0

0

0 !

k km

k
k x x

x x d f x
f x

k dx= =

 −
=  

 
∑

به میزان همگرایی فرکانس‌های  m بستگی  در معادله‌ی )17( مقدار 
در  مرزي  شرايط  و  ديفرانسيل  تبدیل  روش  بر  حاکم  قوانين  دارد.  طبیعی 

جدول‌هاي 1 و 2 معرفي شده‌اند.

جدول 1: قوانين حاکم بر روش تبدیل ديفرانسيل ]36[
Table 1. DTM theorems used for equations of motion [36]

تابع تبدیل یافتهتابع اصلی
( ) ( ) ( )f x g x h x= ±( ) [ ] [ ]F k G k H k= ±

( ) ( )f x g xµ=( ) [ ]F k G kµ=

( ) ( ) ( )f x g x h x=( ) [ ] [ ]
0k

F k G k l H l
∞

=

= −∑

( ) ( )n

n

d g x
f x

dx
=( ) ( ) [ ]!

!
k n

F k G k n
k
+

= +

( ) nf x x=( ) ( )
1  
0  
if k n

F k k n
if k n

δ
≠

= − =  =
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برای تحلیل ارتعاشات آزاد تير تیموشنکو پاسخ هارمونيک به شکل زير 
در نظر گرفته می‌شود [26]:

))18 الف( ) ( ), i t
i iw x t W x e ω=

))18 ب( ) ( ), i t
i ix t x e ωθ φ=

پارامترهای بدون بعد لازم جهت بی‌بعد سازی معادلات حاکم بر مسأله 
عبارتند از: 

)19(
2

2, ,   ,  ,  ,i
i

Wx R IW r
L L L AL

φ φξ δ= = ===

2 4 2 4
2 2 2

2 ,  ,  EI A L A LS
L EI EIAG

ρ ρ ωη µ
κ

Ω
= = =

پس از اعمال روابط )18( بر روابط )1(، )2(، )5(، )6( و )9( تا )13( و 
به دست آوردن آن‌ها بر حسب مکان و همچنین استفاده از معادلات )19( 
و اعمال آن بر روابط مذکور، معادلات بی‌بعد به دست می‌آید که پس از آن 
رابطه‌ی  یافته‌ی  تبدیل  می‌گردد.  اعمال  آن‌ها  بر  دیفرانسیل  تبدیل  قوانین 

حاکم بر تیر تیموشنکوی دوار عبارت است از:

)20 الف(

( )( ) [ ]2 2

1 1 2 1 2
2 ik k W k

S
δ

η
 

+ + + + + 
 

( ) [ ] ( ) [ ]
2

2
2

1
1 1

2i i

k k
k W k W kµδ

η
+ 

− + + − + 
 

( ) [ ]2 2

1 1 1 0ik k
S

φ
η

− + + =

)20 ب(
( )( ) [ ] ( ) [ ]2 2 2

2

12 1 2i ik k k r k
S

φ µ η φ + + + + + − 
 

[ ]2

1 1 0iW k
S

+ + =

] تبديل يافته  ]i kφ ) و  )iW ξ ] تبديل يافته  ]iW k در این معادلات 
) است. همچنین شرایط مرزی تبدیل یافته تير به شکل زیر است: )iφ ξ

 تیر یک‌سرگیردار:
])21 الف( ]1 0 0W =

])21 ب( ]1 0 0φ =

])21 ج( ]4
0

0
k

k kφ
∞

=

=∑

])21 د( ] [ ]( )4 4
0

0
k

kW k kφ
∞

=

− =∑

تیر دو سر مفصل:
])22 الف( ]1 0 0W =

])22 ب( ]1 1 0φ =

])22 ج( ]4
0

0
k

kW k
∞

=

=∑

])22 د( ]4
0

0
k

k kφ
∞

=

=∑

شرایط پیوستگی تبدیل یافته در محل ترک عبارت است از:

])23 الف( ] [ ]1 1
3 2

0 0

m m
k k
c c

k k
k k k kξ φ ξ φ− −

= =

=∑ ∑

)23 ب(

[ ]
2

2 1

0
3

1
2 2

m
kc

c c
k

kW kξη δ δξ ξ −

=

   + − + +   
    

∑

[ ] [ ]3 3
1

2
0 0

1 k k
c

k
c

m m

k
kW k k

S
ξ ξ φ

=

−

=

 + − = 
 
∑ ∑

[ ]
2

2 1

0
2

1
2 2

m
kc

c c
k

kW kξη δ δξ ξ −

=

   + − +   
 

+
  

∑

[ ] [ ]2 2
1

2
0 0

1 k k
c

k
c

m m

k
kW k k

S
ξ ξ φ−

= =

 + − 
 
∑ ∑

)23 ج(

[ ] [ ]( )3 2
0

m
k
c

k
W k W kξ

=

− =∑
2

2 2

0

11
2 2

m
c

c
k

v c
b k

HC
L

r kξµ δ δξ ξ
=

−
    + − +         

×


∑

[ ] [ ] [ ]1
3 3 3

0 0

m m

k k

k k
v c c

b

H GW k C W k k
L E

kκ ξ ξ φ
= =

−  + −  
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∑ ∑

])23 د( ] [ ]( ) [ ]1
3 2 3

0 0

m m
k k
c c

k kb

Hk k C k k
Lθξ φ φ ξ φ−

= =

− =∑ ∑

تبدیل یافته شرایط پیوستگی سمت چپ و راست اتصال پیزوالکتریک نیز 
به ترتیب با معادلات )24( و )25( بیان می‌شود:

)24 الف(

[ ] [ ]( )1
1 2 1

0

m
k

k
k k kξ φ φ−

=

− =∑

[ ] [ ]3 4 1 2
0 0

m m
k k

p
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∑ ∑
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 
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∑
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1 2 1 22

0 0

1 m m
k k
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kW k k

S
ξ ξ φ−

= =

 + − = 
 
∑ ∑

جدول 2: قوانين تبدیل ديفرانسيل حاکم بر شرايط مرزي ]36[
Table 2. DTM theorems used for boundary condition [36]

0x = 1xدر  = در 
تابع تبدیل یافتهتابع اصلیتابع تبدیل یافتهتابع اصلی
( )0 0f =[ ]0 0F =( )1 0f =[ ]

0

0
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F k
∞

=

=∑

( )0 0df
dξ

=[ ]1 0F =( )1 0df
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=[ ]
0

0
k
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∞

=

=∑
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2
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=[ ]2 0F =( )
2
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0
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k
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∞
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3

3 0 0d f
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)24 ب(
[ ]
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1 m m
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برای قسمت اول تیر روابط )26( و )27( به ترتیب برای تیر یک‌سرگیردار 
و تیر دو سر مفصل وجود دارد:

])26 الف( ] [ ]1 1 00 0W φ= =

])26 ب( ]1 211W C=

])26 ج( ]1 311 Cφ =

])27 الف( ] [ ]1 1 10 0W φ= =

])27 ب( ]1 211W C=

])27 ج( ]1 310 Cφ =

همچنین برای سایر قسمتهای تیر می‌توان نوشت:
])28 الف( ] 02 20W C=

])28 ب( ] 12 20 Cφ =

])28 ج( ] 22 21W C=

])28 د( ] 32 21 Cφ =

])29 الف( ] 03 30W C=

])29 ب( ] 13 30 Cφ =

])29 ج( ] 23 31W C=

])29 د( ] 33 31 Cφ =

])30 الف( ] 04 40W C=

])30 ب( ] 14 40 Cφ =

])30 ج( ] 24 41W C=

])30 د( ] 34 41 Cφ =

بنابراین برای قسمت اول تیر، اگر تیر یک‌سرگیردار باشد، معادلات )26( 
و اگر دو سر مفصل ساده باشد معادلات )27( و برای سایر قسمت‌های تیر 
باید به طور مجزا معادلات )28( الی )30( را اعمال نمود تا متغیرهای مسأله 
مشخص شود. با جايگذاري مقادير بالا در شرايط مرزی و پيوستگي )21( و 
)23( تا )25( برای تیر یک‌سرگیردار و )22( و )23( تا )25( برای تیر دو سر 
مفصل ساده، معادلات بر حسب پارامترهای فیزیکی مسأله به دست می‌آید 
که با صفر قرار دادن دترمينان ضرايب آن، يک معادله بر حسب فرکانس‌هاي 
طبيعي بي‌بعد و پارامترهای فیزیکی بی‌بعد تیر حاصل می‌شود. حال مي‌توان 

براي مقادير مختلف این پارامترها فرکانس‌هاي بي‌بعد را محاسبه کرد. 

نتایج عددی-33
در ابتدا برای اعتبارسنجی روابط، به ذکر دو مثال عددی پرداخته می‌شود. 
پیزوالکتریک  اتصال  همراه  ترک‌دار  ساده‌ی  سر  دو  تیر  یک  اول  مثال  در 
لایه‌ی  همراه  ترک‌دار  دورانی  سرگیردار  یک  تیر  یک  دوم  نمونه‌ی  در  و 
پیزوالکتریک در نظر گرفته می‌شود. معیار تعیین ضریب اصلاح پیزوالکتریک، 
اصلاح  ضریب  دیگر  عبارت  به   .]26[ است  اول  طبیعی  فرکانس  اصلاح 
پیزوالکتریک به گونه‌ای تعیین می‌شود که فرکانس اول تیر ترک‌دار با لایه 
پیزوالکتریک برابر فرکانس اول تیر سالم گردد. همان‌طور که ملاحظه خواهد 
ضریب  در  تغییر  باعث  تیر  فیزیکی  مشخصه‌ی  هر  در  تغییر  گونه  هر  شد 

مذکور می‌گردد.

مثال عددی 33-33-1
تیر دو سر ساده شکل 2 با مشخصات ارائه شده در جدول 3 و 4 در نظر 

گرفته می‌شود ]26[.

جدول 3: مشخصات عددی تیر و ترک در مثال 1
Table 3. Characteristics of the beam and the crack in numerical 

example 1

مشخصات عددیتیر

mL 1.00طول =

mH 0.02ضخامت =

mB 0.02پهنا =

GPaE 210ضریب کشسانی =

3چگالی

kg7860  
m

ρ =

0.3υنسبت پواسون =

0.5cξمحل ترک =

0.5γعمق ترک =
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مفصل  سر  دو  تیر   ]26[ همکاران  و  آریایی  توسط  شده  انجام  کار  در 
انتقال بررسی شده است که نتایج حاصل از  بدون دوران با روش ماتريس 
روش تبدیل دیفرانسیل در این مقاله با آن مقایسه و دقت روش اخیر بررسی 
pJ/ به  =11 58 می‌گردد. ضریب اصلاح گشتاور خمشی اتصال پیزوالکتریک 
دست می‌آيد که به ازای آن فرکانس طبیعی اول تیر ترک‌دار اصلاح می‌شود.

تبدیل  روش  از  حاصل  نتایج  است  آمده   5 جدول  در  که  همان‌گونه 
انطباق   [26] انتقال  ماتریس  روش  از  آمده  دست  به  نتایج  بر  دیفرانسیل 
بالایی دارد. برای فرکانس‌های طبیعی ارائه شده در جدول بالا شکل مودهای 

جابه‌جایی عرضی در شکل‌های 4، 5 و 6 قابل مشاهده است.
در شکل 4 مشاهده می‌گردد که شکل مود اول تیر سالم و تیر اصلاح 
شده بر هم منطبق گردیده است که دلیل آن، انطباق فرکانس طبیعی اول 
تیر اصلاح شده و تیر سالم است. همچنين در شکل 5 برای فرکانس دوم به 
دلیل برابری فرکانس‌ها در هر سه حالت، شکل مودها منطبق هستند. شکل 
مود سوم حالت اصلاح شده هم تا حد زیادی برابر شکل مود تیر سالم است 
، شکستگی در شیب  /cξ =0 5 )شکل 6(. در شکل‌های 4 و 6، در مکان 

ناشی از وجود ترک به خوبی مشهود است.

مثال عددی 33-33-2
بررسی   1 شکل  در  شده  داده  نشان  طره‌ای  دورانی  تیر  مثال  این  در 

جدول 4 : مشخصات عددی اتصال پیزوالکتریک در مثال 1
Table 4. Characteristics of the piezoelectric patch in numerical example 1

مشخصات عددیاتصال پیزوالکتریک

1موقعیت سمت چپ 0.475ξ =

3موقعیت سمت راست 0.525ξ =

0.15ضخامت  mh H=

31ثابت پیزوالکتریک 2

C4.1 
m

e = −

جدول 5: فرکانس‌های طبیعی تیر بدون ترک، ترک‌دار و اصلاح شده 
Table 5. Natural frequencies of healthy, cracked and repaired beams

شماره 
فرکانس طبیعی روش محاسبهحالت تیرمود

)هرتز(

1

46/85تبدیل دیفرانسیلتیر بدون ترک
46/85ماتریس انتقال ]26[

43/94تبدیل دیفرانسیلتیر ترک‌دار
43/94ماتریس انتقال ]26[

46/85تبدیل دیفرانسیلتیر اصلاح شده
46/85ماتریس انتقال ]26[

2

187/00تبدیل دیفرانسیلتیر بدون ترک
187/01ماتریس انتقال ]26[

187/00تبدیل دیفرانسیلتیر ترک‌دار
187/01ماتریس انتقال ]26[

187/00تبدیل دیفرانسیلتیر اصلاح شده
187/01ماتریس انتقال ]26[

3

419/38تبدیل دیفرانسیل تیر بدون ترک
419/39ماتریس انتقال ]26[

395/96تبدیل دیفرانسیلتیر ترک‌دار
395/96ماتریس انتقال ]26[

419/19تبدیل دیفرانسیلتیر اصلاح شده
419/18ماتریس انتقال ]26[

Fig. 6. Third mode shape of a simply supported beam (healthy, cracked 
and repaired beams)

شکل 6: شکل مود سوم تیر دو سر مفصل ساده )بدون ترک، ترک‌دار، 
اصلاح شده(

Fig. 5. Second mode shape of a simply supported beam (healthy, 
cracked and repaired beams)

شکل 5: شکل مود دوم تیر دو سر مفصل ساده )بدون ترک، ترک‌دار، 
اصلاح شده(

Fig. 4. First mode shape of a simply supported beam (healthy, cracked 
and repaired beams)

شکل 4: شکل مود اول تیر دو سر مفصل ساده )بدون ترک، ترک‌دار، 
اصلاح شده(
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می‌گردد. ویژگی‌های ارائه شده در جدول 6 و 7 مطابق مرجع ]18[ در نظر 
گرفته می‌شود و فرکانس‌های طبیعی تیر ترک‌دار اصلاح می‌گردد. کليه نتايج 
عددی بر مبنای اطلاعات ارائه شده در جداول 6 و 7 به دست آمده‌اند مگر 

آنکه خلاف آن ذکر شده باشد.
همگرایی  و   )17( معادله  در  تعداد جملات  بین  رابطه‌ی  بررسی  جهت 
نتايج، نمودارهای شکل 7 برای سه فرکانس اول، دوم و سوم تیر ترک‌دار 
رسم شده است. همان‌گونه که مشاهده می‌شود ابتدای نمودار مربوط به هر 
فرکانس دارای تغییرات زیاد است که با افزایش تعداد جملات این نمودارها 
به صورت یک خط مستقیم در می‌آيند که به معنای همگرايي نتايج است. در 
مجموع جهت همگرایی هر سه فرکانس کافی است تعداد جملات بیشتر از 
40 باشد. تمام نتایج به دست آمده در اين مقاله با در نظر گرفتن 100 جمله‌ی 

اول سری تبدیل دیفرانسیل محاسبه شده است.
نتایج  اعتبارسنجی،  جهت  پیزوالکتریک  اصلاح  اعمال ضریب  از  پيش 
از  آن  در  که  می‌شود  مقایسه   ]18[ مرجع  نتایج  با  مثال  این  در  شده  ارائه 
روش انرژی جهت تعیین فرکانس‌های تیر بدون ترک و دارای آن استفاده 

شده است.

همان‌گونه که در شکل‌های 8، تا 10 مشهود است فرکانس‌های به دست 
آمده از هر دو روش در حالت تیر بدون ترک و ترک‌دار با دقت زیادی بر هم 
ترک‌دار  دورانی  تیر  برای  دیفرانسیل  تبدیل  روش  بنابراین  منطبق شده‌اند؛ 

نتایج دقیقی ارائه می‌نماید.

جدول 6: مشخصات عددی تیر مثال 2
Table 6. Characteristics of the beam and the crack in numerical 

example 2

مشخصات عددیتیر

mL 0.7طول =

mH 0.015ضخامت =

mB 0.03پهنا =

GPaE 200ضریب کشسانی =

3چگالی

kg7800  
m

ρ =

0.3υنسبت پواسون =

0.25cξمحل ترک =

0.3γعمق ترک =

2ηسرعت دورانی =

0δشعاع هاب =

جدول 7 : مشخصات عددی اتصال پیزوالکتریک مثال 2
Table 7. Characteristics of the piezoelectric patch in numerical example 2

مشخصات عددیاتصال پیزوالکتریک

موقعیت سمت چپ
1 0.235ξ =

موقعیت سمت راست
3 0.265ξ =

0.15ضخامت  mh H=

31ثابت پیزوالکتریک 2

C4.1 
m

e = −

Fig. 7. Convergence of the first three natural frequencies
شکل 7: همگرایی سه فرکانس طبیعی اول

Fig. 9. Effect of the rotation speed on the second natural frequency of 
the healthy and cracked beams

شکل 9: فرکانس طبیعی دوم تیر بدون ترک و ترک‌دار در سرعت‌های 
دورانی مختلف 

 
Fig. 8. Effect of the rotation speed on the fundamental natural 

frequency of the healthy and cracked beams
شکل 8: فرکانس طبیعی اول تیر بدون ترک و ترک‌دار در سرعت‌های 

دورانی مختلف 
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اینک با اعمال ضریب اصلاح پیزوالکتریک به اصلاح ترک در تیر پرداخته 
می‌شود. همان‌گونه که قبلًا بیان شد با تغییر در هر یک از پارامترهای سیستم 

این ضریب تغییر می‌کند. 
تغییرات  حسب  بر  پیزوالکتریک  اصلاح  ضریب  تغییرات   11 شکل  در 
عمق ترک ترسیم شده است. همان‌طور که در این شکل ملاحظه می‌گردد 
با افزایش عمق ترک ضریب اصلاح پیزوالکتریک افزایش می‌یابد و نرخ این 
افزایش تقریباً به صورت خطی است. این افزایش قابل پیش بینی است زیرا با 
افزایش عمق ترک نیاز به ولتاژ اعمالی بیشتری به پیزوالکتریک جهت جبران 

کاهش فرکانس ایجاد شده در اثر ترک است.

 تغییرات ضریب اصلاح پیزوالکتریک بر حسب تغییرات مکان ترک در 
شکل 12 نشان داده شده است. در این شکل مشاهده می‌شود که افزایش 
اصلاح  ضریب  مقدار  در  کاهش  سبب  گیردار  انتهای  تا  ترک  فاصله‌ی 
پیزوالکتریک می‌گردد؛ به عبارت ديگر، به گشتاور خمشی کمتر و در نتیجه 
موضوع  این  دلیل  است.  نیاز  پیزوالکتریک  اتصال  به  کمتری  ولتاژ  اعمال 
آن است که هر چه فاصله‌ی ترک از انتهای گیردار تیر بیشتر شود اثر آن 

کاهش میي‌ابد و فرکانس طبیعی اول تیر ترک‌دار که معیار اصلاح می‌باشد 
نتيجه ضریب  تیر بدون ترک نزدیک می‌گردد؛ در  اول  به فرکانس طبیعی 

اصلاح پیزوالکتریک روندی کاهشی پیدا می‌کند.

Fig. 10. Effect of the rotation speed on the third natural frequency of 
the healthy and cracked beams

شکل 10: فرکانس طبیعی سوم تیر بدون ترک و ترک‌دار در سرعت‌های 
دورانی مختلف 

Fig. 12. Effect of the crack location on the repair moment coefficient
شکل 12: تغییرات ضریب اصلاح پیزوالکتریک بر حسب تغییرات مکان 

ترک

Fig. 11. Effect of the crack depth on the repair moment coefficient
شکل 11: تغییرات ضریب اصلاح پیزوالکتریک بر حسب تغییرات عمق 

ترک

Fig. 14. Effect of the hub radius on the repair moment coefficient
شکل 14: تغییرات ضریب اصلاح پیزوالکتریک بر حسب تغییرات شعاع 

استوانه دوار

Fig. 13. Effect of the rotation speed on the repair moment coefficient
شکل 13: تغییرات ضریب اصلاح پیزوالکتریک بر حسب تغییرات سرعت 

دورانی تیر
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دورانی  سرعت  افزایش  با  شد  داده  نشان   8 شکل  در  که  همان‌گونه 
تیر، اختلاف بین فرکانس طبیعی اول تیر بدون ترک و تیر ترک‌دار کاهش 
تیر  اول  فرکانس  اصلاح  برای  باید  دورانی  سرعت  افزایش  با  لذا  می‌یابد؛ 
ترک‌دار ولتاژ کمتری از طرف لایه پیزوالکتریک بر تیر وارد شود. این نتیجه 
در شکل 13 به خوبی قابل مشاهده است؛ همان‌طور که در این شکل نشان 
پیزوالکتریک  تیر، ضریب اصلاح  افزایش سرعت دورانی  با  داده شده است 
که نسبت مستقیم با ولتاژ اعمالی به لایه پیزوالکتریک دارد کاهش می‌یابد.

در نهايت در شکل 14 مشاهده می‌شود که با افزایش شعاع استوانه در 
یک سرعت دورانی معین ضریب اصلاح پیزوالکتریک روند نزولی دارد و نرخ 

این کاهش نیز تقریباً خطی است.
 

نتیجه‌گیری-44
در این مقاله اصلاح رفتار ارتعاشی آزاد به کمک اتصال پیزوالکتریک در 
یک تير تيموشنکوی دورانی مورد بررسی قرار گرفت. روش کار بدین ترتیب 
است که به کمک لایه پیزوالکتریک متصل به تير، فرکانس اول تیر ترک‌دار 
تیر  ارتعاشی  این موضوع سایر ویژگی‌های  برابر می‌گردد که  و بدون ترک 
ترک‌دار را نیز به تیر سالم نزدیک می‌کند. تأثير لایه پیزوالکتریک و سرعت 
دورانی بر روی فرکانس‌های طبيعی مورد مطالعه قرار گرفت و مشاهده شد 
که با افزايش سرعت دورانی، فرکانس‌های طبيعی سيستم افزايش میي‌ابد. 
همچنين نشان داده شد که با افزایش عمق ترک ضریب اصلاح پیزوالکتریک 
افزایش و با افزایش سرعت دورانی، شعاع استوانه‌ی دوار و فاصله ترک تا 
انتهای گيردار تیر کاهش می‌یابد. تطابق خوب نتایج نشان‌دهنده دقت بالای 

روش تبدیل دیفرانسیل در تحلیل ارتعاشی اين نوع از سيستم‌ها است.   
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