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 تک کای پيزوالکتريحل الاستيسيته سه بعدی پانل استوانه

 لايه تحت بار ديناميکی

 3مهرعليرضا دانش;2محمود شاکری ;1محمد رضا صديقی صابر

 چکيده

ای پيزوالکتريک پلاريزه شده در جهت ضخامت، ارتوترپ، در اين تحقيق، حلی نيمه تحليلی برای پانل استوانه

ل محدود تحت بارگذاری الکترومکانيکی ديناميکی ارائه شده است. با بسط مثلثاتی گاههای ساده و طوبا تکيه

ای جفت های محيطی و محوری، دستگاه معادلات ديفرانسيل پارهدر جهت الکتريکیهای جابجايی و پتانسيل مولفه

جايی و پتانسيل های جابيابد. مولفهشده به دستگاه معادلات ديفرانسيل معمولی با ضرايب متغيير کاهش می

گاهی گردند که شرايط تکيهای انتخاب میهای محيطی و محوری بگونهالکتريکی بصورت سری فوريه در جهت

های محوری و محيطی را برآورده نمايند. معادلات ديفرانسيل حاصل با استفاده از روش اجزاء محدود ساده لبه

دوم در هر المان استفاده شده است. پاسخ ديناميکی پانل شوند. در اين روش از تابع شکل مرتبه گلرکين حل می

 ای پيزوالکتريک تک لايه تحت بارگذاری ديناميکی خارجی بعنوان مثال عددی ارائه شده است.استوانه

 كلمات كليدی 

 .بار ديناميکی  با طول محدود،استوانه ای  پانلپيزوالکتريک، 

A Three Dimensional Elasticity Solution of Single Layer 

Cylindrical Piezoelectric Panel under Dynamic Loading 
M.R. Sedighi, M. Shakeri, A.R. Daneshmehr 

ABSTRACT 

This research presents a semi-analytical solution of finitely long, simply supported, orthotropic and 

radially polarized piezoelectric shell panel under dynamic electro-mechanical loading. The highly 

coupled partial differential equations set are reduced to ordinary differential equation set with variable 

coefficients by the trigonometric function expansion of displacement and electric potential in 

circumferential and axial directions. The displacement components and electric potential are expanded in 

appropriate trigonometric Fourier series in circumferential and axial coordinate to satisfy the boundary 

conditions at the simply supported circumferential and axial edges. The resulting ordinary differential 

equations are solved by Galerkin finite element method. In this procedure, a quadratic shape function is 

used for each element. Numerical example is provided for dynamic response of a single layer 

piezoelectric cylindrical panel under dynamic external loading. 
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 مقدمه -1

بر هم کنش بين ميدانهای الكتريكی و مكانيكی در مواد 

استفاده الكتريك سبب شده تا از اين مواد بطور وسيعی پيزو

 2و معكوس 1شود. مواد پيزوالكتريك دارای دو اثر مستقيم

باشند. از خاصيت اثر مستقيم آن در ساخت سنسورهای می

گيری تغيير شكل ، فشار و ....... برای اندازه 3الكترومكانيكی

شود. اختلاف پتانسيل الكتريكی ايجادشده در استفاده می

ر وارده، آنها را به سنسورها در اثر تغيير شكل حاصل از با

ابزاری قوی برای اندازه گيری پديده های فيزيكی مبدل ساخته 

 4است. از خاصيت اثر معكوس مواد پيزوالكتريك در عملگرهای

شود. اين عملگرها می توان کميتهای الكترومكانيكی استفاده می

مهم عملكرد سيستمهای ديناميكی و يا استاتيكی را کنترل 

عمال اختلاف پتانسيل مناسب در سطوح کرد.اين مهم با ا

پيزوالكتريك انجام می گيرد. از اين خاصيت برای کاهش وزن 

ها ها، مقاومتر کردن آنها و همچنين کنترل هوشمند سازهسازه

[. در عمل اين مواد به دو صورت 1می توان بهره گرفت ]

 می تواند مورد استفاده قرار گيرند. 6ایو تكه 5يكپارچه

يق معادلات الاستيسيته سه بعدی حاکم بر مواد حلهای دق

پيزوالكتريك که در آنها خواص الكتريكی و مكانيكی با هم کوپل 

های خاص موجود هستند بسيار کم و فقط برای بعضی هندسه

دوبعدی که برای  هایتئوری است. از طرفی برای ارزيابی

ا هشوند، دستيابی به اين حله میئفرمولبندی اين مواد ارا

 [. 2پوسته و ورق پيزو الكتريك(] تئوريهایضروری است)

ای ( و همكارانش حل دقيقی از پانل استوانهDumirدومير)

اند کردههئپيزوالكتريك با طول نامحدود برای حالت استاتيكی ارا

شده با جوابهای دقيق ه ئ[. ايشان ضمن مقايسه روش حل ارا2]

های رای بارگذاریموجود برای پانل همسانگرد نتايج را ب

است. بررسی پوسته مكانيكی و الكترواستاتيك بررسی کرده

ای پيزوالكتريك با طول نامحدود تحت اثر بارهای استوانه

( و همكارانش ارائه شده Chenحرارتی و مكانيكی توسط چِن)

ايبا طول [. حل الاستيسيته سه محوری پانل استوانه3است]

[.شاکری ضمن ارائه 4ست]محدود توسط شاکری ارائه شده ا

ای ضخيم غيرايزوتوپ حل الاستيسيته سه محوری پانل استوانه

[ به حل نيمه تحليلی الاستيسيته سه 5ای ]تحت بار ضربه

ای ضخيم ارتوتروپ به همراه يك محوری برای پانل استوانه

 [نيز پرداخته است.6لايه پيزوالكتريك ]

ناليز ديناميكی پانل در مقاله حاضر، حلی نيمه تحليلی برای آ

ای با طول محدود ارائه شده است. اين پانل پيزوالكتريك استوانه

گاههای ساده قرار داشته و تحت اعمال بار الكتريكی روی تكيه

گيرد. ماده پيزوالكتريك و مكانيكی بطور همزمان قرار می

استفاده شده در اين تحقيق ارتوتروپيك بوده و در جهت 

 ده است.ش 7شعاعی پلاريزه

از آنجاکه معادلات ديفرانسيل حاکم بر حرکت پانل 

پيزوالكتريك به هم کوپل شده است، با استفاده از بسط توابع 

متعامد متغيرها، دستگاه معادلات مشتقات جزئی به دستگاه 

شود. معادلات ديفرانسيل معمولی با ضرايب متغير تبديل می

ل الكتريكی بصورت های جابجايی و پتانسيبدين منظور، مؤلفه

شوند که شرايط مرزی ای انتخاب میسريهای فوريه بگونه

گاهی پانل در جهتهای طولی و محيطی را برآورده نمايند. با تكيه

 9معادلات ديفرانسيل حاکم به فرم ضعيف 8اعمال روش گالرگين

شده تبديل شده و از روی آن معادله ديفرانسيل مجزا شده 

گردد. گفتنی است که در ستخراج میسيستم بصورت ماتريسی ا

دوم جهت استخراج روش گالرگين از توابع ميانيابی مرتبه

 ماتريسهای جرم، سختی و نيرو استفاده شده است.

 معادلات حاكم -2

دارای خاصيت پيزوالكتريك  هت رفتاری يك مادمعادلا

 :[1] است (1رابطه )بصورت 

(1)         
T

C e E    ,        D e E    

(، 1)در رابطه    ههای تهنش،  مؤلفهه   ههای کهرنش،   مؤلفهه

 E   بهردار ميهدان الكتريكههی و D    بهردار جابجهائی الكتريكههی

),,(ای باشند که در سيستم مختصات اسهتوانه می zr    عبارتنهد

 :[1از ]

   
T

r z z rz r          

   
T

r z z rz r          

   
T

r zE E E E  

   
T

r zD D D D  

]همچنين  ]C ،][eو][ الاسهتيك،  های بترتيب ماتريسهای ثابت

الكتريك هستند. معادله تعادل حاکم بهر پانهل   يزو الكتريك و دیپ

بهها چشههم پوشههی از نيههروی حجمههی و معادلههه تعههادل شههار     

  :[4]ازای عبارتندالكترواستاتيك درسيستم مختصات استوانه

(2) 
r

rzrrr u
zrrr






  















 1  

(3) 
 






u

rzrr

rzr 













2

1  

(4) z
rzzzrz u
rzrr






  












 1  

(5) 0
11














z

DD

rr

rD

r

zr


  

ای کهه در جههت   برای ماده پيزوالكتريهك ارتوتروپيهك اسهتوانه   
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در مرجهع   ][وe][، C][ضخامت پلاريزه شهده، ماتريسههای   

 ( داده شده است:6[ بصورت رابطه )1]

(6)  

11 12 13

12 22 23

13 23 33

44

55

66

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
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 
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 
33 32 31

24

15
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0 0 0 0 0

e e e

e e

e

 
 


 
  

,  
33

11

22

0 0

0 0

0 0



 



 
 


 
  

 

(، 6بهها اسههتفاده از ماتريسهههای ثابههت داده شههده توسههط رابطههه)

 ( نوشت:8( و )7توان بصورت روابط )( را می1معادله رفتاری )

 
11 12 13 33r rr zz rC C C e E        

 
12 22 23 32rr zz rC C C e E         

 rzzrrz EeCCC 31332313     

(7) 
44z zC    

 
55 15rz rz zC e E    

 
66 24r rC e E      

 و

 
33 32 31 33r rr z rD e e e E        

(8) 
24 22rD e E      

 
15 11z rz zD e E    

و  L، طول محدود  H، ضخامت mRپانلی با شعاع متوسط 

( در نظر بگيريد. اين پانل در 1را مطابق شكل ) زاويه دهنه

)0,(دو انتهای طولی  LZ  ( و محيطی ,0 روی تكيه )

داشته که در اين نقاط پتانسيل الكتريكی گاههای ساده قرار 

صفر است .سطوح خارجی و داخلی پانل تحت بار مكانيكی و 

الكتريكی بطور همزمان قرار دارند. بارهای مكانيكی و الكتريكی 

وارده نسبت به محورهای طولی و محيطی پانل متغير هستند. 

),,(های جابجايیها و مؤلفهروابط بين کرنش zr uuu   در

 ای عبارتند از:سيستم مختصات استوانه
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بر حسب پتانسيل الكتريكهی   تواناز طرفی ميدان الكتريكی را می

،( بيان کرد ]11( و )11، توسط روابط )6:] 

(11) , ,
1

r zE
r r

E E
z



  



  
     

  
 

(، معادلهه تعهادل حهاکم بهر پانهل      11( تا )7با استفاده از روابط )

نوشهت. بها    11تهوان بهه صهورت نهاوير    (( را می5( تا )2)روابط )

 آيد:ازنويسی معادلات حاصل بصورت اپراتوری بدست میب

(11) 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4 0

r z r r

r z

r z z z

r z

L L L L u u

L L L L u u
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 
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 

 









     
     

         
    
         

 

[ 4هها، در مرجهع ]  ijLهای معادله ماتريسهی يهاد شهده،   که درايه

( 1،2،3،4jداده شده است. بايد توجهه داشهت کهه در اينجها )    

,و) , ,j r z .است ) 

با فرض اينكه فشار و پتانسيل الكتريكی يها جابجهايی الكتريكهی    

),,(وارده روی سطوح داخلی و خارجی پانهل بترتيهب    tzpa  ،

),,( tza   يهههها),,( tzDa   و),,( tzpb  ،),,( tzb   يهههها

),,( tzDb  ( تها  12باشند، شرايط مرزی پانل بصورت روابط )

 ( خواهد بود:15)

z,0شرايط مرزی در دو انتهای طولی ) L:عبارتند از،) 

 0),,,(),0,,(  tLrutru rr   

 0),,,(),0,,(  tLrutru    

(12) ( , ,0, ) ( , , , ) 0z zr t r L t      

 ( , ,0, ) ( , , , ) 0r t r L t      

شههرايط مههرزی در دو انتهههای محيطههی )   ,0 را چنههين ،)

 توان نوشت:می

 0),,,(),,0,(  tzrutzru rr   

 0),,,(),0,0,(  tLrutru zz   

(13) ( ,0, , ) ( , , , ) 0r z t r z t      

 0),,,(),,0,(  tzrtzr   

baرجی )وشرايط مهرزی روی سهطوح داخلهی و خها     RRr , ،)

 ( است:15( و )14بصورت روابط )

 ),,(),,,( tzptzR aar    

(14) ( , , , ) 0rz aR z t    

 ( , , , ) 0r aR z t    

),,(),,,( tztzR aa   ),,,(),,( يا tzDtzRD aar    

 و
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 ( , , , ) ( , , )r b bR z t p z t     

(15) ( , , , ) 0rz bR z t    

 ( , , , ) 0r bR z t    

( , , , ) ( , , )b bR z t z t    ) يا  , , , ) ( , , )r b bD R z t D z t   

، بترتيب برای حالتهايی است کهه  و rDدر اين روابط شرايط 

لگهههری( اثهههرات مسهههتقيم )سنسهههوری( و غيهههر مسهههتقيم )عم  

 پيزوالكتريك مدنظر باشد.

 حل معادلات حركت -3

های جابجايی و پتانسيل الكتريكی با درنظرگرفتن مؤلفه

( شرايط مرزی تكيه گاهی برآورده 19( تا )16بصورت روابط )

 شوند.می

(16)      
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



1 1
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(17)      










1 1

sincos,

m n

nm zbbtru   

(18)      










1 1

cossin,

m n

nmzz zbbtru   

(19)      










1 1

sinsin,

m n

nm zbbtr    

(، ايهن  11( در رابطهه ماتريسهی )  19( تا )16با جاگذاری روابط )

ای مجهزا  ای جفت شده بفرم پهاره دستگاه معادلات از حالت پاره

ت بشهكل ماتريسهی،   در خواهد آمد. با بازنويسی دستگاه معادلا

 توان نوشت:می

(21) 
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[ داده 4استفاده شده در ايهن رابطهه در مرجهع ]    *ijLعملگرهای 

شده است. برای حل دستگاه معهادلات ديفرانسهيل يهاد شهده از     

شهود.  روش اجزاء محدود مبتنی بر روش گالرگين استفاده مهی 

r ، ،z ، ،rتوابع ميانياب مرتبه دوم
 ،

 ،z
  و

 

  :( است22( و )21بصورت روابط )

(21)   
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بترتيهب بصهورت روابهط     kNوiN،jNتوابع شكل مرتبه دوم 

 شوند:( تعريف می25)-(23)
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شود، هر المان سه گره دارد و به ازای هر همانگونه که ديده می

 12درجهه آزادی وجهود دارد ، لهذا بهرای ههر المهان        4گره نيهز  

وجود خواهد داشت. با ضهرب اولهين تهابع شهكل،      درجه آزادی

(، و يكبهار  21، در اولهين معادلهه ديفرانسهيل دسهتگاه )    iNيعنی 

انتگرالگيری جزء به جزء روی المان، شكل ضعيف شده معادلهه  

 آيد، که عبارت است از:بدست می

(26) 

11211109

87654

3211211
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54321

Fkkkk

kkkkk
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ام المهان  i شود که اين معادله جبری فقط مربوط به گهره   توجه

ام کافی اسهت در فراينهد يهاد شهده     k ام وj است. برای گرههای 

اسهتفاده شهود. بهرای     kNوjNبترتيهب از   iNبجای تابع وزن

ز است عمليات گفته شده تشكيل معادله ماتريسی تعادل المان نيا

روی بقيه معادلات دستگاه تكرار گهردد. پهس از اتمهام عمليهات،     

 ( حاصل خواهد شد.27معادله ماتريسی )

(27)          eeeee FXKXM   

][1212که  M،1212][ K،12}{F  جهرم و   ههای ، بترتيهب مهاتريس

 باشند .همچنين:سختی و بردار نيروی يك المان غير مرزی می

  { , , , , , , , , , , , }
T

ri i zi i rj j zj j rk k zk ke
X                   

  { , , , , , , , , , , , }
T

ri i zi i rj j zj j rk k zk ke
X                   

( روی اولهين و آخهرين گهره    15( و )14با اعمال شرايط مرزی )

)سطوح داخلی و خارجی پانل( و حل معادلات بدست آمده برای 

توانند بر حسب زی میمرزی، متغييرهای مر هایگره متغيرهای

شهوند.   شهان بيهان  های همسايهتوابعی جبری از متغييرهای گره

از اينرو اگر متغييرهای گره واقهع روی سهطد داخلهی    
1r ،1 ،

1z ،1  1وr ،1 ،1z ،1 برحسب توانند بترتيبباشند، می

2r،2 ،2z ،2 ،3r ،3 ،3z ،3 ،aP ،a 2وr ،2 ،

2z ،2 ،3r ،3 ،3z ،3 ،aP ،a    بيان شهوند. همچنهين
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اگر متغييرهای گره واقع روی سطد خارجی
rML ،ML ،zML ،

ML و, , ,ML zML ML rML      تهوان آنهها را بترتيهب   باشد، مهی 

برحسههههههههههب 
( 2)r ML 

،
( 2)ML 

،
( 2)z ML 

،
( 2)ML 

،
( 1)r ML 

 ،

( 1)ML 
،

( 1)z ML 
،

( 1)ML 
،

bP،bو( 2)r ML 
،

( 2)ML 
،

( 2)z ML 
 ،

( 2)ML  ،( 1)r ML  ،
( 1)ML 

 ،( 1)z ML ،
( 1)ML 

 ،
bP ،b  بيهههان

 کرد.

ر ههای مهرزی د  با جاگذاری معادلات متغييرهای مربوط به گهره 

(، معادله تعادل اجزاء محدود المانهای مهرزی بدسهت   27رابطه )

 خواهند آمد:

(28) 
         

         MLMLMLML FXKXM

FXKXM







 ,1111
 

(، معادله تعادل اجزاء محهدود کلهی   28(و)27با مونتا  معادلات )

 آيد:سيستم بدست می

(29)          FXKXM   

( نياز است با يكهی از  28يل معادله ماتريسی شماره )پس از تشك

 روشهای انتگرالگيری زمانی موجود به حل آن پرداخته شود.

 11در اينجا ، بهرای حهل ايهن دسهتگاه از روش ضهمنی نيومهار       

استفاده شده است ) اين روش در کتابهای پايه محاسبات عددی 

 تر آمده است(.بصورت جزئی

 آن نتايج عددی و بحث پيرامون -4

ای برای بررسی نتايج روش استفاده شده، يك پانل استوانه

نسبت شعاع متوسط  و mR = L =1طول  π = α/3با زاويه دهنه 

که در جهت شعاع پلاريزه شده و روی تكيه  4به ضخامت 

گاههای ساده قرار دارد انتخاب شده است. در اين مثال فقط 

بطوريكه پانل تحت خاصيت عملگری پيزوالكتريك مد نظر است. 

بار مكانيكی متغير با زمان قرار داشته و پتانسيل الكتريكی 

سطوح داخلی و خارجی برابر صفر است. در اين حالت شرايط 

 ( نوشت:31توان بصورت رابطه )( را می15( و )14مرزی )

(31) 
0),,(),,(),,(  tzptztz aba   

0( , , ) ( )sin( / )sin( / )bp z t p t z L     

بهار فشهاری روی سهطد خهارجی بصهورت زيهر انتخهاب         تابع

شود. علت انتخاب اين تابع بخاطر آن است که با تغيير ثابهت  می

بار وارده روی پانل از شبه استاتيكی تا پله می توانهد   cزمانی 

 تغيير کند.

(31) )1()( 00
cteqtp   

=2π/16تابع بازای مقهادير   ( اين2در شكل )
0q  وc   5111برابهر 

 )برثانيه( ترسيم شده است.

مههاده پيزوالكتريههك انتخههاب شههده الاسههتيك و ارتههوترپ اسههت.  

ههای  های مربهوط بهه ايهن نهوع پيزوالكتريهك، ماننهد ثابهت       ثابت

( آمهده اسهت.   1الاستيك، پيزوالكتريك و دی الكتريك در جدول )

توسهط   ( همگهی 12الهی )  (3های)نتايج عددی ارائه شده در شكل

 بعد شده است.( بی33روابط )

),,,(
100

),,(
0

4

***
zrzr uuu

qHS

Y
uuu   

0
2

*

qHS

Yd
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( , , , , , )
( , , , , , ) r z z rz r

r z z rz r
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S q

  
  

     
        

(32) 
t Y

Dimensionless time
H 

  

 d= -311×11-12 )گيگهها پاسههكال( و  Y= 51کههه در ايههن روابههط 

)کولمب بر نيوتن( بترتيب مدول الاستيسيته و ثابت پيزوالكتريك 

( 32بعهد نيهز طبهق تعريهف )     بهی در جهت شعاع هسهتند. زمهان   

عبارت است از نسبت زمان به مدت زمانی که موج الاستيك نياز 

هندسهی و   رامترههای ر ضخامت پانل را طی نمايد. پاادارد تا يكب

 ( زير است:33پانل بقرار) بعدبی

(33)  / , , / 2m b a m a bS R H H R R R R R      

 PZT4 [7]الکتريک های الاستيک، پيزوالکتريک و دی(: ثابت1) جدول

Unit PZT4 Modulii Unit PZT4 Modulii 
2C/m 7/12 15e GPa 5/138 

11C 

2C/m 7/12 24e GPa 5/138 22C 
2C/m 2/5- 31e GPa 7/114 33C 
2C/m 2/5- 32e GPa 6/25 44C 
2C/m 1/15 33e GPa 6/25 55C 

nF/m 1/13 11 GPa 6/31 66C 

nF/m 1/13 22 GPa 4/77 12C 

nF/m 5/11 33 GPa 6/73 13C 
3kg/m 7511  GPa 6/73 23C 

ی ادامه حل لازم است که بار خارجی وارده بصهورت بسهط   برا

نيم سينوسی سری فوريهه دوگانهه بيهان شهود، امها از آنجاکهه       

توزيع بار درنظهر گرفتهه شهده روی سهطد خهارجی پانهل نهيم        

(، کليه جملات سهری مگهر جملهه اول آن در    31سينوسی است )

 شود.بسط و در نتيجه در حل پديدار نمی

ارائه نتايج، روش استفاده شده در اينجا  در اين ميان قبل از

( مورد ارزيابی قرار Renبكمك حل انجام شده توسط رِن )

ای ارتوتروپ [ برای پانل استوانه8گيرد. از آنجاکه حل رِن ]می

با طول نامحدود تحت بار استاتيكی است به منظور نزديك شدن 

صی حل ديناميكی ارائه شده به حل ياد شده بايستی شرايط خا
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های لحاظ گردد. بدين منظور از اعدادی خيلی کوچك برای ثابت

الكتريك )برای حذف خاصيت پيزوالكتريكی و پيزوالكتريك و دی

برقرار نمودن کوپلينگ ضعيف( و ثابت زمانی واحد )جهت ميل 

بارگذاری ديناميكی به بارگذاری شبه استاتيكی( و انتخاب يك 

شدن به طول بينهايت و  طول بزرگ برای پانل ) برای نزديك

 ای( استفاده شده است:خمش استوانه

2/1 :5/1 :5/1 :1 :25 :1: : : : :r z r z zrY Y Y G G G    

1-m1-N2C
11-11×11-

11 22 33     

25/1
r z rz      

2-Cm
11-11

24 15 31 32 330,e e e e e     

 1=c  ،3 /π = α  ،1=mR  ،mR 1111=L 

( داده 2ت آمده ضمن مقايسه بها حهل رِن در جهدول )   نتايج بدس

ههای  شده است. همخوانی نتايج حاصل از اين روش بهرای پانهل  

( بيانگر درستی روش ارائه شده S= 2( و ضخيم )S= 511ناز  )

در اين مقاله است. البته ميزان خطهايی کهه در ايهن جهدول ديهده      

ت است. شود بخاطر کم بودن تعداد المان در راستای ضخاممی

 المان استفاده شده است( 11) در اينجا از 

 [ در حالت استاتيکی8] Ren(: مقايسه حل ارائه شده با حل 2) جدول

500 500 2 2 
HRS m / 

Ren(1987) Present Ren(1987) Present 

0.749 0.4914 9.986 8.634 )0,2/(~ u 

-0.752 -0.461 -2.455 -2.123 )2/,2/(~ H 

0.750 0.459 1.907 1.627 )2/,2/(~ H 

-0.0075 -0.0044 -0.0245 -0.0212 )2/,2/(~ Hz  

0.0075 0.0048 0.0816 0.07881 )2/,2/(~ Hz  

0.563 0.343 0.555 0.443 )0,0(~
 r 

های ( تاريخچه زمانی مؤلفه11الی ) (3)های در شكل

مربوط  تنشهای مؤلفهجابجايی مكانيكی، پتانسيل الكتريكی و 

= -5/1( و داخلی ) ξ= 1(، ميانی )ξ= 5/1به سه نقطه خارجی ) 

ξ ( پانل داده شده است )HRr m /)(   ضخامت بدون بعد

تخاب شده است(. در هر يك از اين نمودارها نقاطی از پانل ان

( جابجايی شعاعی پانل 3است که مقادير غير صفر دارند. شكل )

( واقع روی سطوح خارجی ميانی و داخلی L ،2/α/2را در نقطة )

شود که اين منحنی رفتاری سينوسی دهد. مشاهده مینشان می

داشته و حدوداً پس از ده بار رفت و برگشت موج در ضخامت 

گيری فاصله رسد. با اندازهمی پانل به حداکثر جابجايی شعاعی

بعد( است دو قله نوسانات پانل که حدوداً پانزده )زمان بی

بر ثانيه خواهد  691فرکانس پايه ارتعاشات طبيعی پانل برابر 

 بود.

( بترتيهب تاريخچهه زمهانی جابجهايی محيطهی      5( و )4در شكل )

( داده شههده L ،2/αمحههوری نقطههه ) ( و جابجههايیL ،1/2نقطههه )

اين دو کميت نيز مانند جابجايی شعاعی، رفتاری سينوسی است.

شهود ميهزان   دهند. همانگونه کهه ملاحظهه مهی   از خود نشان می

جابجايی محيطی سطد داخلی از سهطوح ميهانی و خهارج بطهور     

ای بزرگتهر اسهت. امها جابجهايی محيطهی سهطوح       قابل ملاحظهه 

د مختلف پانل نسبت به جابجايی محيطی رفتاری متفاوت از خهو 

دهند. بطوريكه در اين حالت حرکت سهطوح خهارجی و   نشان می

 کنند.داخلی مخالف جهت هم حرکت می

( در شكل L ،2/α/2تغييرات پتانسيل الكتريكی با زمان در نقطه )

( نشان داده شده است. تغييرات اين کميت نيز مانند جابجهايی  6)

شعاعی و محيطی سينوسی اسهت. همانگونهه کهه در ايهن شهكل      

ن داده شده است پتانسيل الكتريكی مربوط به سطوح داخلی نشا

و خارجی پانل صفر است و اين امر بيانگر برآورده شدن کامهل  

 و دقيق شرايط مرزی اعمال شده است.

( 7( در شههكل )L ،2/α/2تاريخچههه زمههانی تههنش شههعاعی نقطههه )

شهود ، مقهدار   نشان داده شده است. همانگونه کهه مشهاهده مهی   

تدا بطور ناگهانی افهزايش وسهپس بهه آرامهی بها      تنش شعاعی اب

يابد. افزايش تدريجی ياد شده همراه بها  گذشت زمان افزايش می

نوساناتی است که فرکانس آن از فرکانس نوسانات مربهوط بهه   

ای قابهل توجهه  ة های جابجايی و پتانسيل الكتريكی به اندازمؤلفه

نوسهانات   شود که پوش يها ميهانگين ايهن   ديده می است. بزرگتر

کند که از هر جهت مشابه بار خهارجی وارده  ای ايجاد میمنحنی

همچنين مقدار اين مؤلفه تنش در سطد ميهانی نزديهك بهه     است.

رفهت  نصف بار خارجی وارده اسهت. همانگونهه کهه انتظهار مهی     

، L/2سطد داخلی بدون تهنش و مقهدار تهنش شهعاعی در نقطهه )     

2/α ذاری اعمهال شهده در   ( روی سطد خارجی، همان تابع بارگه

 شرايط مرزی است.

تغييرات مؤلفه های تهنش محيطهی و محهوری نسهبت بهه زمهان       

( نشههان داده شههده اسههت. ايههن  9( و)8هههای )بترتيههب در شههكل

( واقههع روی سههطد ميههانی و  L ،2/α/2نمودارههها بههرای نقطههه ) 

همچنههين سههطوح داخلههی و خههارجی نشههان داده شههده اسههت.    

ههای تهنش در سهطوح    يهن مؤلفهه  شود اهمانگونه که ملاحظه می

داخلی و خارجی بها نوسهانات سينوسهی همهراه بهوده و حالهت       

تنشی عكس نسبت به هم دارند) سطد خهارجی کشهش و سهطد    

داخلی فشار و يا بلعكس( و درضمن مقدار ايهن دو مؤلفهه تهنش    

 روی سطد ميانی نسبت به سطوح داخلی و خارجی ناچيز است.

نش برشی عرضی، بها زمهان   تغييرات تنش برشی در صفحه و ت

( واقع روی سطوح داخلهی، ميهانی و   α/2، 1( و )L ،αبرای نقاط )

( نشان داده شده است. تغييرات 11( و )11خارجی در شكلهای )

اين نمودارها نسبت به زمان مشابه هم اسهت و ههردو رفتهاری    

شهود، روی سهطد ميهانی    سينوسی دارند. همانگونه که ديده می
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رضهی از تهنش برشهی در صهفحه بزرگتهر      مقدار تنش برشی ع

رفت روی سطوح خهارجی  است. همچنين همانگونه که انتظار می

 و داخلی مقدار تنش برشی عرضی صفر است.

 گيری نتيجه -5

در اين مقاله بررسی پاسخ ديناميكی پانل پيزوالكتريك تحت 

بارفشاری خارجی از روش نيمه تحليلی ارائه شده است. پانل 

محدود ، ارتوتروپيك و در جهت شعاعی مزبور دارای طول 

[ نشان داده 6و5پلاريزه شده است. همانگونه که در مراجع ]

های مكانيكی وپتانسيل الكتريكی شده است، توزيع جابجايی

توان مانند مواد مواد پيزوالكتريك بسيار پيچيده است و نمی

الاستيك و فرض تغييرات خطی جابجايی و پتانسيل الكتريكی 

ينرو، آناليز سه ضخامت به بررسی آنها پرداخت.از ا در جهت

های ساخته شده از مواد پيزوالكتريك حتی بعدی رفتار سازه

 گردد.در حالتی که ضخامت آنها بسيار کم است سفارش می

ای از پاسخ از آنجاکه هنوز مطالعة دقيق و همه جانبه

های پيزوالكتريك در دسترس نيست، مطالعة ديناميكی سازه

حاضر به شناسايی رفتارهای ديناميكی ، مكانيكی و الكتريكی 

کند.نتايج اين مقاله همچنين برای اين مواد هوشمند کمك می

ارزيابی آناليزهای ديناميكی تقريبی نيز مفيد است.نتايج حاصل 

 از اين تحقيق، با توجه به بار وارده ، به طور خلاصه عبارتند از:

 مناسب تحليل ديناميكی پانل  روش ارائه شده در اين مقاله

ای پيزوالكتريك است و شرايط مرزی در اين روش استوانه

 شود.برآورده می

 های جابجايی ، اعم از شعاعی ،محيطی، محوری و کليه مؤلفه

 پتانسيل الكتريكی رفتاری سينوسی دارند.

 های تنش ، تنها تنش شعاعی روی سطد ميانی از ميان مؤلفه

 ته و با نوسانات محلی همراه است.رفتار سينوسی نداش

پوش منحنی مؤلفه تنش شعاعی مشابه بار وارده روی پانل 

 و از آن کمتر است. 

 

 پانل استوانه ای با تکيه گاه ساده(: مشخصات1) شکل

 
 فشاری اعمال شده روی سطح خارجی پانل با زمان. (:2) شکل

 
*شعاعی ): تاريخچه زمانی جابجايی (3)شکل 

ru) 

 
*محيطی ): تاريخچه زمانی جابجايی (4)شکل 

u) 

 
*): تاريخچه زمانی جابجايی محوری (5)شکل 

zu) 
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 (*الکتريکی ): تاريخچه زمانی پتانسيل (6)شکل 

 
*)(: تاريخچه زمانی تنش شعاعی 7شکل )

r) 

 
*)(: تاريخچه زمانی تنش محيطی 8شکل )

 ) 

 
*(:تاريخچه زمانی تنش محوری )9شکل )

z) 

 

*) در صفحه (:تاريخچه زمانی تنش برشی11شکل )
z) 

 
*) عرضی (:تاريخچه زمانی تنش برشی11شكل )

rz) 
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 ويس هازيرن -7

 
                                                           

 1 Direct effect 

 2 Inverse effect 

 3 Electromechanical sensor 

 4 Electromechanical actuator 

 5 Distributed 

 6 Patch 

 7 Polarized 

 8 Galerkin 

 9 Weak form 

 11 Navier 

 11 Newmark Implicit Method 


