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چکیده: در مطالعه حاضر، تحلیل کمانش و ارتعاشات آزاد میکرو ورق کامپوزیتی کوپله‌ی تقویت شده با نانو لوله‌ها تحت تأثیر 
تنش اولیه و واقع بر بستر اورتوتروپیک بر اساس تئوری تغییرشکل برشی سینوسی و در حضور میدان‌های فیزیکی مختلف 
بررسی شده است. روابط مربوط به تنش که شامل ترم‌های مکانیکی، الکتریکی، مغناطیسی و حرارتی هستند، توسط تئوری 
با حل  آمده‌اند.  از اصل همیلتون به دست  استفاده  با  بر حرکت  یافته محاسبه شده و معادلات حاکم  گرادیان کرنشی تعمیم 
معادلات حاکم بر حرکت، تأثیر عوامل مختلف از قبیل ضریب مقیاس کوچک طول ماده، نسبت طول به ضخامت و عرض، 
ثابت‌های بستر اورتوتروپیک، تغییرات دما و کسر حجمی نانو لوله‌ها بررسی شده‌اند. نتایج حاصل از تحقیق نشان می‌دهد که 
افزایش ضریب مقیاس کوچک طول ماده، ثابت‌های بستر الاستیک، حضور نانولوله‌ها و میدان‌های فیزیکی مختلف علاوه بر 
آن که فرکانس‌های طبیعی و بار کمانش بحرانی سیستم را افزایش می‌دهند، منجر به تأخیر پدیده رزونانس نیز می‌شوند. این 
در حالی است که افزایش دما به سبب تاثیری که در کاهش سفتی میکرو سازه دارد، منجر به کاهش فرکانس‌های طبیعی و بار 
کمانش بحرانی می‌شود. می‌توان بیان نمود که نتایج کار حاضر می‌تواند برای سیستم‌های مکانیکی-الکتریکی استفاده شده و 

زمینه کاملی برای مطالعات آتی ارائه دهد.
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مقدمه-11
در کاربردهای مهندسی، اغلب به تلفیق خواص مواد نیاز است. در صنایع 
هوافضا، دریایی و زیر آب، حمل و نقل، نفت و پتروشیمی امکان استفاده از 
یک نوع ماده که همه خواص مورد نظر را داشته باشد، مهم است. به عنوان 
مثال، در صنایع هوافضا به موادی نیاز است که ضمن داشتن استحکام بالا، 
سبک باشند و مقاومت سایشی خوبی نیز داشته باشند. بنابراین از آن جا که 
نمی‌توان ماده‌ای یافت که همه خواص مورد نظر را دارا باشد، مواد جدیدی 
به نام کامپوزیت‌ها ساخته شدند. این مواد از دو یا چند ماده مجزا تشکیل 
شده‌اند. واژه نانوکامپوزیت، به کامپوزیت‌هایی اطلاق می‌شود که حداقل یکی 
از اجزاء آن در مقیاس نانو یعنی کمتر از 100 نانومتر باشد. نانوکامپوزیت‌ها 
نسبت به کامپوزیت‌های متداول خواص ویژه و مطلوب‌تری را از خود نشان 
می‌دهند این امر به این دلیل می‌باشد که نیروهای بین سطح مشترک تقویت 
تقویت  ذرات  نانومتری  ابعاد  علت  به  نانوکامپوزیت،  در یک  زمینه  و  کننده 
کننده، نسبت به اندازه این نیروها در یک کامپوزیت معمولی قوی‌تر می‌باشند. 
نانو لوله‌ها از تقویت کننده‌هایی هستند که به دلیل خواص مکانیکی منحصر 

به فرد، امروزه بسیار مورد توجه صنایع مختلف قرار گرفته‌اند.
به  بیشتر  چه  هر  نیاز  مهندسی،  علوم  در  گسترده  پیشرفت‏های  با 
بهینه‏سازی‏ توسط نانو کامپوزیت‌ها بیش از پیش احساس می‌شود. یکی از 
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هدف‌های مهم و اصلی در این زمینه، افزایش امکانات فضاپیماها و کاهش 
مقاوم  و  قوی  سبک،  فضاپیماهای  ساخت  است.  فضایی  سامانه‌های  وزن 
امکان‌پذیر شده است. مطالعات  با چنین موادی  برابر تشعشعات فضایی  در 
از  استفاده  با  آن‏ها  تقویت  مهندسی،  مواد  ریز  ساختارهای  روی  انجام‏شده 
فیزیکی گوناگون، نقش مهمی در ساخت  تأثیر شرایط  بررسی  نانولوله‌ها و 
فضایی  و  هوایی  زیردریایی،  پیشرفته‏ی  بسیار  صنایع  در  مهندسی  وسایل 
دارد. نانولوله‌های کربنی1 سبب افزایش و بهبود خواص فیزیکی و مکانیکی 
می‏دهند  ارتقا  را  رزین‏ها  حرارتی  و  الکتریکی  خصوصیات  و  شده  پلیمرها 
اکثر  هستند،  آلومينيوم  از  سب‏كتر  و  فولاد  از  مقاوم‏تر  آن‌که   سبب  به  و 
به خود جذب نموده است.  بالا  به وزن  پارامتر استحكام  به دلیل  را  صنایع 
نانو لوله‌های نیترید بور2 علاوه بر خواص مشابه با نانولوله‌های کربنی مانند 
پایداری شیمیایی، خواص مکانیکی و هدایت حرارتی بالا، مقاومت بیشتری 

در برابر اکسیداسیون در دماهای بالاتر دارند. 
تاکنون تحقیقات زیادی در زمینه سازه‌های کامپوزیتی در ابعاد مختلف 
آن‌ها  از  به چند مورد  این قسمت  در  انجام گرفته که  نانو  و  ماکرو، میکرو 
کامپوزیتی  تحلیل کمانش یک ورق  به   ]1[ و همکاران  لی  اشاره می‌شود: 
تقویت شده با نانو لوله‌های کربنی تک‌لایه3، پرداختند. آن‌ها خواص مکانیکی 

1  Carbon Nano Tubes (CNTs)
2 2 Boron Nitride Nano Tubes (BNNTs)
3  Single-Walled Carbon NanoTubes )SWCNTs(
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معادل ورق کامپوزیتی را با روش‌های موری تاناکا و اختلاط تخمین زده و 
با یکدیگر مقایسه کرده و نشان دادند خواص مادی معادل در دمای سیصد 
تقریباً  روش  دو  هر  در  مختلف  حجمی‌  کسرهای  ازای  به  و  کلوین  درجه 
یکسان می‌باشد. وون و لای ]2[ به بررسی ارتعاشات آزاد نانو لوله‏ی کربنی 
تک‏لایه جاسازی‏شده با شرایط مرزی مختلف مبتنی بر نظریه‏ی غیرمحلی 
تیر تیموشنکو و روش حداقل مربعات1 پرداخته و به این نتیجه رسیدند که 
پارامترهایی از جمله سختی وینکلر به طور قابل‏ توجهی روی ارتعاشات آزاد 
نانو لوله‌های کربنی تک‌لایه جاسازی‏شده تأثیر می‏گذارند. مورمو و همکاران 
]3[ رفتار مکانیکی نانو لوله‌های دولایه کربنی را در حضور میدان مغناطیسی 
دادند  نشان  و  کرده  بررسی  الاستیسیته  غیرمحلی  تئوری  از  استفاده  با 
خواهند  افزایش  مغناطیسی  میدان  حضور  در  سیستم  طبیعی  فرکانس‌های 
یافت. شوشتری و رضوی ]4[ ارتعاشات غیرخطی صفحات نازک مستطیلی 
مگنتوالکتروالاستیک را بررسی کرده‏ و نشان دادند که بیشترین میزان غیر 
خطی بودن فرکانس برای شرایط مرزی مدار باز اتفاق می‌افتد. گارسیا ]5[ به 
تحلیل خمش و ارتعاشات آزاد ورق مورب تقویت شده با نانو لوله‌های کربنی 
پرداخت و تأثیر پارامترهای مختلفی چون زاویه ورق، نسبت ضخامت به پهنا 
و  تحلیلی  روش  از  استفاده  با  را  کننده  تقویت  لوله‌های  نانو  و کسرحجمی 
همچنین روش عددی اجزا محدود به کمک نرم افزار انسیس2 بررسی نمود. 
جانگ و لی ]6[ به مقایسه اثرات میدان‌های مغناطیسی، الکتریکی و حرارتی 
بر رفتار ارتعاشی و کمانش پوسته استوانه‌ای ساخته شده از مواد مدرج تابعی 
از کار آن‌ها نشان داد که میدان مغناطیسی  آمده  به دست  نتایج  پرداختند. 
نسبت به میدان الکتریکی تأثیر به مراتب بالاتری بر فرکانس‌های طبیعی و 
بار کمانش بحرانی سازه دارد. چن و همکاران ]7[ به تحلیل ارتعاشات آزاد 
غیرخطی تیر تیموشنکوی متخلخل ساندویچی پرداختند. آن‌ها نشان دادند 
که همان‌گونه که ضریب تخلخل ماده سازنده سازه افزایش می‌یابد، نسبت 
تخلخل  مختلف  توزیع‌های  برای  تیموشنکو  تیر  خطی  غیر  فرکانس‌های 
کاهش پیدا می‌کند. خانجانی و همکاران ]8[ به بررسی اثرات عوامل مختلفی 
از قبیل ضخامت هسته، شعاع انحنا و طول سازه بر پاسخ دینامیکی پنل‌های 
استوانه‌ای ساندویچی کامپوزیتی پرداختند. در مطالعه آن‌ها از تئوری مرتبه 
شکل  تغییر  اول  مرتبه  تئوری  و  هسته  برای  ساندویچی3  پنل‌های  بالاتر 
برشی4 برای رویه‌های پنل در نظر گرفته شده استفاده شد و دو روش تحلیلی 
گرفته  کار  به  زمانی  و  مکانی  معادلات  برای حل  نیومارک  عددی  و  ناویر 
شدند. نتایج به دست آمده از کار آن‌ها نشان داد که اثرات ضریب برشی برای 
سازه در نظر گرفته شده از نسبت طول به ضخامت بیشتر و از نسبت ضخامت 
هسته به ضخامت کل سازه کمتر است. انصاری و همکاران ]9[ ارتعاشات 
آزاد و ناپایداری نانوپوسته‌های ساخته شده از مواد مدرج تابعی حامل جریان 
سیال را در شرایط حرارتی محیطی مختلف با استفاده از تئوری مرتبه اول 

1  Differential Quadrature Method (DQM)
2  ANSYS
3   High-order Sandwich Plate Theory (HSAPT) 
4  First Order Shear Deformation Theory (FSDT)

تغییر شکل برشی مطالعه کردند. آن‌ها جهت شبیه‌سازی رژیم جریان سیال از 
عدد بدون بعد کودسن استفاده کرده و تأثیر عوامل گوناگون از قبیل سرعت 
جریان، پارامتر مقیاس کوچک طول ماده، خواص ماده و تغییرات دما را بر 
نشان  آن‌ها  نمودند.  مطالعه  جریان  بحرانی  سرعت  و  طبیعی  فرکانس‌های 
و منحنی‌های  رفتار سازه  تابعی،  مواد مدرج  توان  افزایش عدد  با  دادند که 
نزدیک می‌شوند. همچنین  ایزوتروپیک  ماده  رفتار  به  آن  از  آمده  به دست 
بار محوری،  افزایش  با کاهش اختلاف دمای سیستم و  نشان داده شد که 
فرکانس‌های طبیعی و سرعت بحرانی جریان بیشتر می‌شوند. نصیحت‌گذار 
و همکاران ]10[ به تحلیل کمانش پنل‌های کامپوزیتی پیزوالکتریک تقویت 
شده با نانو لوله‌های کربنی در حضور میدان‌های الکتریکی و مغناطیسی در 
تراکم  اثرات  بررسی  و ضمن  پرداخته  فشاری  و  محوری  بارهای  حالت  دو 
افزایش  که  دادند  نشان  هندسی  ابعاد  و  بارگذاری  نوع  لوله‌ها،  نانو  حجمی 
کسر حجمی نانو لوله‌های تقویت کننده منجر به افزیش بار کمانش بحرانی 
سازه نیز می‌شود. آراجو و همکاران ]11[ با استفاده از مدل المان محدود به 
مواد  از جنس  از هسته  ساخته شده  ساندویچی  ورق‌های  دینامیکی  تحلیل 
نرم و رویه‌های کامپوزیتی پیزو الکتریک پرداختند. آن‌ها حالت‌های مختلف 
استفاده از هسته‌های نرم و رویه‌های کامپوزیتی پیزو الکتریک که در نقش 
سنسورها و حسگرها عمل نموده بر رفتار دینامیکی و کنترل اتوماتیک سازه 
بررسی کردند. جانگ و همکاران ]12[ ارتعاشات آزاد ورق‌های نانوکامپوزیتی 
تقویت شده با نانو لوله‌های کربنی تک جداره را براساس تئوری مرتبه اول 
از روش  با استفاده  تغییر شکل برشی ورق‌های کامپوزیتی بررسی نموده و 
حل المانی ریتز به مقایسه شکل مودهای ارتعاشی ناشی از تقویت نانوسازه 
در نظر گرفته شده با انواع مختلف توزیع‌های نانو لوله‌های به صورت تقویت 
کننده پرداختند. عارفی و زنکور ]13[ تحلیل خمشی نانو ورق‌های کلاسیک 
ساندویچی با رویه‌های پیزو الکتریک و پیزو مغناطیس را در حضور بارهای 
محلی  غیر  تئوری  اساس  بر  مکانیکی  و  مغناطیسی  حرارتی-  الکتریکی- 
میدان  افزایش شدت  که  دادند  نشان  و  داده  قرار  مطالعه  مورد  الاستیسیته 
الکتریکی و مغناطیسی منجر به افزایش سفتی نانو سازه و در نتیجه کاهش 

خیز آن می‌شود.
در کار حاضر از آن جایی که تحقیقات برروی دو نوع نانولوله کربنی و 
دارای  و  الکتریسیته  عایق  نانولوله‌های کربنی  نشان می‌دهد که  بور  نیترید 
و  مغناطیسی  بور عایق  نیتريد  نانولوله‌های  و  بوده  مغناطیسی  پیزو  خاصیت 
دارای خاصیت پیزو الکتريک می‌باشند، یک میکرو ورق کوپله شده‌ای که به 
طور همزمان تحت میدان مغناطیسی و الکتریکی بوده، انتخاب شده است. 
ورق  میکرو  تغییراتشان،  محاسبه  همچنین  و  میدان‌ها  تأثیر  بررسی  برای 
تقویت  بور  نیترید  نانولوله  با  پایینی  ورق  میکرو  و  کربنی  نانولوله  با  بالایی 
شده است. ماده زمینه هر دو میکرو ورق پلیمر بوده که مستقل از میدان‌های 
الکتریکی و مغناطیسی می‌باشد. به بیان دیگر میکرو ورق بالایی با نانولوله 
کربنی تقویت شده و می‌توان فرض کرد تنها تحت میدان مغناطیسی بوده و 
رفتار این میدان را بر روی سازه نشان می‌دهد. همچنین میکرو ورق پایینی 
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با نانو لوله نیتریدبور تقویت شده که تنها رفتار میدان الکتریکی را بر روی 
نوآوری‌های کار حاضر می‌توان گفت که در  تبیین  سازه نشان می‌دهد. در 
این مطالعه میکرو ورق کامپوزیتی کوپله شده تحت میدان‌های الکتریکی و 
مغناطیسی به طور همزمان قرار گرفته و ماده زمینه مستقل از هر دو میدان 
بوده و برای بررسی تأثیر میدان‌ها بر روی رفتار سازه از نانولوله‌های مختلف 
غالب  در  که  است  حالی  در  این  است.  شده  استفاده  بور  نیترید  و  کربنی 
مطالعات پیشین انجام گرفته تأثیر همزمان میدان‌های فیزیکی الکتریکی و 
مغناطیسی کمتر مورد بررسی واقع شده و نانولوله‌های کربنی و نیترید بور در 
سیستم کوپله شده مطالعه حاضر به صورت ویژه بررسی شده‌اند. همچنین در 
این مقاله از تئوری گرادیان کرنشی تعمیم یافته استفاده شده که به ندرت در 
مقالات مشابه برای هندسه‌های ساده‌تر از قبیل انواع تیرها شامل تئوری تیر 

تیموشنکو مشاهده می‌شود.

مدل‌سازی هندسی-22
در این تحقیق، به تحلیل کمانش و ارتعاشات میکرو ‌ورق نانوکامپوزیتی 
همزمان  طور  به  بور  نیترید  و  کربنی  نانولوله‌های  با  تقویت‌شده  کوپله‌ی 
براساس تئوری‌ گرادیان کرنشی تعمیم‌یافته پرداخته می‌شود که فرضیات و 

محدودیت‌ها به صورت زیر بیان می‌شوند:
نسبت طول و عرض به ضخامت کمتر از 10 در نظر گرفته شده است..11
برای نسبت‌های طول به ضخامت کمتر از 10 از تئوری تغییر شکل .22

برشی مرتبه بالاتر مانند تئوری تغییر شکل سینوسی برای دقت بهتر 
جواب‌ها استفاده شده است.

برای در نظر گرفتن اثرات مقیاس از کاملترین تئوری ارائه شده، تئوری .33
گرادیان کرنشی تعمیم یافته استفاده شده است.

خواص ماده وابسته به دما در نظر گرفته شده است..44
فرض می‌شود که نانو لوله‌ها به صورت کامپوزیتی باشند. لذا خواص در .55

راستای نانو لوله و عمود بر آن متفاوت می‌باشد.
شرایط مرزی مساله، تکیه گاه ساده در نظر گرفته می‌شود..66
میکرو سازه تحت تأثیر تنش اولیه می‌باشد..77

a میکرو ورق‌های کوپله شده مورد بررسی به صورت مستطیلی، با طول 
h تحت میدان‌های مغناطیسی و الکتریکی واقع بر  b و ضخامت  ، عرض 
بستر الاستیک اورتوتروپیک می‌باشند. شکل‌های 1 و 2 شمای شماتیکی از 
این میکرو ورق‌ها را به همراه توزیع‌های مختلف انواع نانو لوله‌ها درون زمینه 

کامپوزیتی را نشان می‌دهد.
مواد کامپوزیتی هوشمند از دو فاز زمینه و تقویت‌کننده‌ تشکیل شده‌اند. 
و  مکانیکی  خواص  که  است  شده  انتخاب   PmPv جنس  از  زمینه  ماده 
حرارتی آن‌ به صورت توابع وابسته به دما در رابطه ‏)1( آورده شده‌اند ]1[.

نیترید بور تک‌لایه1  لوله‌های  نانو  لوله‌های کربنی تک‌لایه و  نانو  همچنین 
ادغام  زمینه هوشمند  درون  کامپوزیتی  کننده‌های ساختار  تقویت  عنوان  به 

1 Single-Walled Boron Nitride NanoTube (SWBNNTs)

شده‌اند که خواص آن‌ها در جدول 1 مطابق با مراجع ]7و8[ و جدول 2 مطابق 
با مراجع ]9و10[ ثبت شده است.

6

3

(3.51 0.0047 )GPa 
45(1 0.0005 ) 10 /K 
1150 kg/m ;  0.34

α

ρ υ

−

= − 
 

= + ∆ × 
 = = 

m

m

m m

E T
T )1(

اختلاط  تئوری  از  معادل  حرارتی  و  مکانیکی  مؤثر  خواص  منظور  به 
کامپوزیتی استفاده شده که در روابط )2( و)3( تعریف شده‌اند]14-17[:

الف( (

)ب(

)ج(

)د(
 Fig. 2. Various distribution of carbon nanotubes at face sheets of
double-bonded micro plate a) uniform b) FG-V c) FG-O d) FG-X

شکل 2: انواع توزیع نانو لوله‌های کربنی در رویه‌های کامپوزیتی میکرو 
)FG-V( مدرج تابعی )ب( )UD( حالت یکنواخت )ورق‌های کوپله شده )الف

)FG-X( مدرج تابعی )(  و )دFG-O( مدرج تابعی )ج(

 Fig. 1. Schematic of double-bonded micro composite plate reinforced
by Carbon and boron-nitride nanotubes

شکل 1: شمای شماتیکی از میکرو ورق‌ کامپوزیتی کوپله شده و تقویت 
شده با نانولوله‌های کربنی و  نیترید بور.
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کربنی  لوله‌های  نانو  جرمی  کسر   BNNTw و   CNTw  ،)2( رابطه  در 
و  زمینه  ماده  چگالی  بیان‌گر   BNNTρ و   CNTρ  ، mρ بور،  نیترید  و 
و   FG O−  ، FG V−  ،UD می‌باشند.  کننده  تقویت  لوله‌های  نانو 

mE  ،)3( رابطه  در  می‌باشند.  نانولوله‌ها  قرارگیری  حالت‌های   FG X−

ضریب  پواسون،  ضریب  الاستیسیته،  مدول  ترتیب  به   mV و  mα  ، mυ  ،
11
CNTE انبساط حرارتی و کسر حجمی برای ماده زمینه می‌باشند. همچنین

 ، 12
BNNTυ  ، 12

CNTυ  ، 12
BNNTG  ، 12

CNTG  ، 22
BNNTE  ، 22

CNTE  ، 11
BNNTE  ،

BNNTV به‌ ترتیب مدول یانگ در راستاهای  CNTV و   ، 11
BNNTα  ، 11

CNTα
مختلف، مدول برشی، ضریب پواسون، ضریب انبساط حرارتی و کسر حجمی 
η2 و   ،η1 نانو لوله‌های کربنی و نیترید بور تک‌لایه هستند. همچنین مقادیر 

η3 مطابق مراجع ]7، 10و 11[ در جدول 3 ثبت شده است.

معادلات میدان جابه‌جایی و استخراج معادلات ریاضی-33
و  بوده   10 از  کمتر  به ضخامت  عرض  و  طول  نسبت  اینکه  دلیل  به 
برای دقت بیشتر در محاسبات از تئوری تغییر شکل برشی سینوسی1 برای 
تعیین معادلات میدان جابه‌جایی استفاده شده که به صورت رابطه )4( تعریف 

می‌شود ]18[:
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∂
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
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

) به ترتیب مولفه‌های  )i
yθ ) و  )i

xθ  ، ( )
0

iw  ، ( )
0

iv  ، ( )
0

iu در رابطه فوق، 

1  Sinusoidal Shear Deformation Theory (SSDT)

)υ12
CNT=0/175(  )10.10( جدول 1: خواص مکانیکی، حرارتی و مغناطیسی نانو لوله‌های کربنی تک‌لایه

Table 1. Mechanical, thermal and magnetic properties of single-layered carbon nanotubes (10,10) (υ12
CNT= 0.175)

)K( دما
11 (TPa)CNTE22 (TPa)CNTE12 (TPa)CNTGK-6CNT

11 )10 / )α6-(10 /K)CNT
22α2 2

s(N /C )µ

3005/64667/08001/94453/45845/16820/25

5005/53086/93481/96434/53615/01890/25

7005/47446/86411/96444/66774/89430/25

)υ12
BNNT=0/34(  )5.5( جدول 2: خواص مکانیکی، حرارتی و الکتریکی نانو لوله‌های نیترید بور تک‌لایه

Table 2. Mechanical, thermal and electric properties of single-layered boron-nitride nanotubes (5,5) (υ12
BNNT=0.34)

11 22 (TPa)=BNNT BNNTE E12 (TPa)CNTG-6(10 /K)CNT
11α6-(10 /K)CNT

22α-6(10 F/m)η BNNT

1/7990/6720/61/21/106

جدول 3: ضرایب ηi بهبود خواص مکانیکی مواد کامپوزیتی در ابعاد میکرو 
و نانو

 Table 3. ηi Coefficient of mechanical properties of composite materials
in micro and nano scale

1η2η3ηکسر حجمی نانو لوله‌ها

0/110/1490/9340/934
0/140/1500/9410/941
0/170/1491/3811/381
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میدان جابه‌جایی در راستای طول، عرض و ضخامت و ترم چرخش در راستای 
i بیان‎گر میکرو ورق‌ بالایی  طولی و عرضی می‌باشند. همچنین }1،2{=

و پایینی می‌باشد.
برای دستیابی به معادلات حاکم بر حرکت میکرو ورق‌‌های کوپله شده‌ی 
کامپوزیتی و تقویت شده با نانو لوله واقع بر بستر اورتوتروپیک، پس از تعیین 
معادلات میدان جابه‌جایی از اصل همیلتون استفاده شده است. در این روش، 
، انرژی  ( )U ، از مجموع انرژی پتانسیل کرنشی  ( )∏ انرژی پتانسیل کل 
) به صورت رابطه  )V ) و انرژی ناشی از کار نیروهای خارجی  )T جنبشی 

)5( حاصل می‌شود ]18[:

)5(
2

1

 =0          ( ( ) 0    
t

t
T U V dtδ δ∏ ⇒ − − =∫

δ نشان دهنده  1t و t واحد زمان و در محدوده صفر و  در این رابطه،
عملگر حساب تغییرات است.

از تئوری  انرژی پتانسیل کرنشی میکروسازه  به منظور تعیین معادلات 
تئوری‌ها  جامع‌ترین  از  یکی  که  شده  استفاده  تعمیم‌یافته1  کرنشی  گرادیان 
برای محاسبه انرژی پتانسیل کرنشی می‌باشد. این تئوری با در نظر گرفتن 
اثر میدان مغناطیسی در میکرو ورق بالایی و میدان الکتریکی در میکرو ورق 
پایینی و پس از اعمال حساب تغییرات به صورت رابطه )6( بیان شده است 

]6 و 19[: 

)6(( )1 2ij ij ijk ijk i ii iU D BE dHδ σ δε τ δ γ δξ γ δ
∀

= + − ∀−∫
برابر صفر  بالایی  ورق  میکرو  برای    2γ و   1γ رابطه ضرایب  این  در 
به  هستند.  صفر  و  یک  برابر  پایینی  ورق  میکرو  برای  همچنین  و  یک  و 
iH  به ترتیب  iE و  ، iB  ، iD  ، ijkτ  ، ijσ  ، ijkξ  ، ijε علاوه پارامترهای 
بیان‌گر تانسور کرنش، تانسور گرادیان کرنشی مرتبه بالاتر، مولفه‌های تنش 
کلاسیک، تانسور تنش مرتبه بالاتر، جابه‌جایی الکتریکی و مغناطیسی، میدان 
الکتریکی و مغناطیسی بوده که به ‌صورت مجموعه روابط )7( تا )12( تعیین 

شده‌اند ]19و 20[:
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1  MGCST
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iu نشان دهنده مولفه‌های میدان جابه‌جایی در راستای  در روابط بالا، 
δ دلتای  G مدول برشی،  طول، عرض و ضخامت هر لایه میکرو ورق، 
5a پارامترهای اضافه جنس  4a و   ، 3a  ، 2a  ، 1a کرونکر هستند. همچنین 
2l با عنوان پارامترهای مقیاس کوچک طول ماده شناخته شده،  1l و   ، 0l و 
تجربی  آزمایش‌های  از  آمده  دست  به  نتایج  از  استفاده  با  آن‌ها  مقادیر  که 
با  نانو  و  میکرو  ابعاد  در  مواد  برای  منابع موجود  به  استناد  با  و  تعیین شده 
استفاده از رابطه )11( برای تئوری‌های کلاسیک، تنش کوپل اصلاح شده 
تعمیم یافته2 و گرادیان کرنشی اصلاح شده تعمیم یافته مشخص می‌شوند. 
 به‌ ترتیب نشان دهنده ثابت دی‌الکتریک،  Eϕ xp و  ، λ1 در رابطه )12( 
و   iη ، iµ و  طولی  راستای  در  الکتریکی  پتانسیل  و  پایروالکتریک  ثابت 
Hϕ به ترتیب نشان دهنده ثابت مغناطیس، ثابت پایرومغناطیس و پتانسیل 
i می‌باشند. لازم به‌  مغناطیسی در راستای طولی و عرضی به‌ازای }1،2{=
ذکر است که در پروژه حاضر، میدان مغناطیسی در دو راستای طولی و عرضی 
میکرو ورق بالایی و میدان الکتریکی به ‌صورت یک بعدی و تنها در راستای 
طولی میکرو ورق پایینی فرض شده‌اند. مؤلفه‌های تنش کلاسیک برای این 

سازه به صورت روابط )13( و )14( می‌باشد. 
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است  کامپوزیتی  ماده  سفتی  ماتریس   ،Q ماتریس  فوق،  رابطه  در 

2  Modified Couple Stress Theory (MCST)
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همچنین،   .]14[ شده‌اند  تعریف   )14( رابطه  صورت  به‌  آن  مؤلفه‌های  که 
دمایی  تغییرات  و  حرارتی  انبساط  ضرایب  ترتیب  به‌   T∆ و  α22  ،α11

( هستند.  0T T T∆ = − (
معادلات انرژی جنبشی میکرو ورق‌های کوپله شده و تقویت شده با نانو 
لوله‌های کربنی و نیترید بور مطابق با مراجع ]18و 21 ]به صورت رابطه )15( 

قابل تعریف است:

)15(
( )

(1) (2)

( ) ( ) ( )1 2 2 2( ) ( ) ( ) 1, 2
2

T T T

i i iu v wi d  ;  i
t t t

ρ∀

== +

∂ ∂ ∂
+ + ∀ =∫

∂ ∂ ∂


      

           
) به ‌ترتیب چگالی و انرژی  )T 2 ) و  )T 1  ، ( )ρ 2  ، ( )ρ 1 در این رابطه، 
جنبشی میکرو ورق بالایی و پایینی هستند. معادله انرژی جنبشی با اعمال 
اصل حساب تغییرات و تعیین ترم‌های اینرسی که در رابطه )17( بیان شده 

به ‌صورت رابطه )16( قابل بازنویسی است:
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بستر  بر  در مطالعه حاضر، فرض شده که میکرو ورق‌های کوپله شده 
الاستیک اورتوتروپیک واقع بوده‌ و همچنین تنش اولیه در راستای محوری 
کار  از  ناشی  انرژی  بنابراین  باشد.  شده  اعمال  سیستم  بر  عرضی  و  طولی 
نیروهای خارجی به صورت مجموع انرژی‌های ناشی از بستر اورتوتروپیک و 

تنش اولیه مطابق رابطه )18( تعریف می‌شود:
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و   elasticF2  ، elasticF1 اورتوتروپیک  الاستیک  بستر  از  ناشی  نیروی 
elasticF3 به صورت رابطه )19( تعریف شده است ]22-25[:
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فنری  ضریب  ترتیب  به   θ و   GK η  ، GK ξ  ، wK رابطه،  این  در 
زاویه  و   η و   ξ محلی  راستای  دو  در  پاسترناک  برشی  وینکلر، ضرایب 
اولیه  از تنش  نیروی حاصل  این  بر  x هستند. علاوه  با جهت مثبت   ξ

prestressload طبق رابطه )20( محاسبه می‌شود ]24].
xN

)20(0 0, 0 00
  ;    prestressload

x

a

x xx x xN N w dx N Aσ= − =∫
A تنش اولیه و مساحت متناظر  عمود بر راستای  0xσ و  در این رابطه 
محوری است. تنش کششی مثبت در نظر گرفته شده که در نتیجه آن در 
به  خارجی  نیروهای  کار  تغییرات  منفی ظاهر می‌شود. سرانجام  رابطه یک 

صورت رابطه )21( تعیین می‌شود.
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∫

سرانجام با استفاده از روابط )6(، )16( و )21( و جایگذاری آن‌ها در رابطه 
)5(، معادلات حاکم بر حرکت میکروسازه در نظر گرفته شده به دست می‌آیند 

که روابط مربوط به آن‌ها در پیوست مقاله حاضر تعریف شده است.
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حل تحلیلی معادلات حاکم بر حرکت-44
بر اساس روش حل تحلیلی ناویر متغیرهای میدان جابه‎جایی، مغناطیسی 
و الکتریکی مطابق با رابطه )22( به صورت بسط سری فوریه تابعی از زمان، 

جابه‌جایی طولی و عرضی هر لایه‌ حدس زده می‌شوند ]26-28[:
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 Emnφ Hmnφ و   ، ymnθ  ، xmnθ  ، mnW  ، mnV  ، mnU در رابطه )22(، 
ω به‌ترتیب به  n و   ، m ضرایب مجهول سری فوریه هستند. همچنین 
راستاهای مختلف و  در  فوریه  زده شده توسط سری  تابع حدس  عدد موج 

فرکانس طبیعی اشاره دارند.
معادلات  در  آن‌ها  جایگذاری  و  جابه‌جایی  میدان  متغیرهای  حدس  با 
حاکم بر حرکت و تبدیل آن به یک مسئله مقدار ویژه، فرکانس‌های طبیعی 
سیستم مطابق با رابطه )23( و بارکمانش بحرانی مطابق رابطه )24( محاسبه 

می‌شوند.
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بحث و نتایج عددی-55
و  آزاد  ارتعاشات  تحلیل  از  آمده  به دست  نتایج عددی  این قسمت،  در 
لوله‌های  نانو  با  شده  تقویت  و  شده  کوپله  کامپوزیتی  ورق  میکرو  کمانش 
کربنی و نیترید بور بر اساس تئوری گرادیان کرنشی تعمیم یافته ارائه شده‌اند. 
البته لازم به ذکر است مطالعاتی در زمینه تحلیل کمانش و ارتعاشات میکرو 
ورق توسط نانو لوله‌های کربنی یا نیترید بور توسط دیگر محققان انصاری 
و همکاران ]29و 30[ کیانی ]31[، دانشمند و همکاران ]32[ و طادی بنی 
و همکاران ]33و 34[ انجام شده است. رابطه )25( فرکانس و بار کمانش 
بحرانی بی‌بعد را نشان می‌دهد ]35[. همچنین مقادیر عددی در نظر گرفته 

شده با توجه به مرجع ]19[ عبارتند از:

l = 1 7 / 6 μ m ; 0 1 2l l l l= = = ; 4h l= ; 10a h= ; b a= ;
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 در مقاله حاضر تئوری تعمیم یافته هریک از دو تئوری گرادیان کرنشی 
و تنش کوپل اصلاح شده به صورت MGSGT و MGCST نمایش داده 
است  مشهود  زمینه  این  در  شده  چاپ  مقالات  در  که  طور  همان  شده‌اند. 
تئوری‌های تعمیم یافته در بر گیرنده دو تئوری گرادیان کرنشی و تنش کوپل 
اصلاح شده هستند که به صورت ترکیبی از ضرایب مقیاس کوچک طول 
ماده و در قالب ضرایب بیان شده‌اند. در واقع می‌توان گفت که تئوری تعمیم 
می‌باشد  شده  اصلاح  کوپل  تنش  تئوری  از  کامل‌تر  کرنشی  گرادیان  یافته 
که در تحقیقات جدید به نوعی نحوه بیان آن تغییر یافته است و همان طور 
که در جدول 4 مشاهده می‌شود مقادیر هر 2 ستون از جدول بسیار به هم 
نزدیک هستند و خطای ناچیز ایجاد شده مربوط به خطای حل به روش‌های 
مختلف بوده است. این در حالی است که در شکل 3، دو تئوری تنش کوپل 
قرار  یافته مورد مقایسه  تعمیم  یافته و گرادیان کرنشی  تعمیم  اصلاح شده 
گرفته‌اند و با توجه به اینکه ماتریس سختی در تئوری گرادیان کرنشی بزرگتر 
می‌باشد بدیهی است که مقادیر فرکانس طبیعی نیز برای آن‌‎ها بیشتر باشد. 
با تعیین فرکانس‌های طبیعی، نتایج به دست آمده از کار حاضر با مطالعات 
انجام گرفته در مراجع ]27 و 28[ مورد مقایسه قرار گرفته و مطابق جدول 4 

مشاهده می‌شود که تطابق بسیار خوبی بین نتایج موجود برقرار است.
ماده  اثرات ضریب مقیاس کوچک طول  به شکل‌های 3 و 4  توجه  با 
در تئوری‌های مختلف برای فرکانس و بارکمانش بحرانی مورد بررسی قرار 
اثرات در تئوری گرادیان  این  گرفته است. همان طور که مشاهده می‌شود 
با دیگر تئوری‌ها بیشتر بوده و  یافته در مقایسه  کرنش اصلاح شده تعمیم 
همچنین تئوری کلاسیک مستقل از این ضریب می‌باشد. این امر را روابط 
ریاضی ثبت شده در بخش انرژی پتانسیل کرنشی نیز تأیید می‌کنند. با توجه 
به آن، تئوری گرادیان کرنشی اصلاح شده تعمیم یافته با وجود سه ضریب 
l2 در روابط، بیشترین تأثیرپذیری را از ضریب مقیاس کوچک  l1 و   ، l0
طول دارد. در حالی که در تئوری کلاسیک روابط مذکور فاقد ضریب مقیاس 

)MHz( جدول 4: مقایسه فرکانس‌های طبیعی یک میکرو ورق کامپوزیتی بر حسب
 Table 4. Comparison of natural frequencies of micro composite plat

versus MHZ

نسبت طول به 
ضخامت

مرجع ]28[
FSDT

مرجع ]27[
MCST

مطالعه حاضر
MGCST

100.40420.41320.4098

200.10400.10460.1044

300.04650.04660.0466
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که  دریافت  می‌توان  مذکور  شکل‌های  ملاحظه  با  می‌باشد.  طول  کوچک 
تئوری گرادیان کرنشی اصلاح شده تعمیم یافته باعث افزایش بیشتر سفتی 
افزایش  باعث  افزایش  این  لذا  است،  شده  تئوری‌ها  دیگر  به  نسبت  سازه 

فرکانس و بار کمانش بحرانی بی‌بعد می‌شود.
 اثرات تغییر دما بر رفتار ارتعاشی و کمانش سیستم در شکل‌های 5 و 6 
قابل ملاحظه است. لازم به ذکر است دمای اولیه 300 کلوین و تغییر دما در 
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Fig. 3. Effect of mass scale length parameter on the dimensionless 
natural frequencies

شکل 3: اثر ضریب مقیاس کوچک طول بر فرکانس‌های طبیعی بی‌بعد

Fig. 6. Effect of length-to-width ratio of micro plate on the 
dimensionless critical buckling load versus temperature changes

شکل 6: تأثیر نسبت طول به عرض میکرو ورق بر بار کمانش بحرانی 
به ‌ازای مقادیر مختلف تغییر دما
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 Fig. 4. Effect of mass scale length parameter on the dimensionless
critical buckling load

شکل 4: اثر ضریب مقیاس کوچک طول بر بار کمانش بحرانی بی‌بعد

Fig. 7. Effect of length-to-thickness ratio of micro plate on the 
dimensionless natural frequencies versus temperature changes

شکل 7: تأثیر نسبت طول به ضخامت میکرو ورق بر فرکانس طبیعی به 
ازای مقادیر مختلف تغییر دما
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 Fig. 5. Effect of length-to-width ratio of micro plate on the
dimensionless natural frequencies versus temperature changes

شکل 5: تأثیر نسبت طول به عرض میکرو ورق بر فرکانس طبیعی به 
ازای مقادیر مختلف تغییر دما

Fig. 8. Effect of length-to-thickness ratio of micro plate on the 
dimensionless critical buckling load versus temperature changes

شکل 8: تأثیر نسبت طول به ضخامت میکرو ورق بر بار کمانش بحرانی 
به ‌ازای مقادیر مختلف تغییر دما
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میکرو ورق کامپوزیتی به طور یکنواخت فرض شده است. همان طور که این 
شکل‌ها نشان می‌دهد با افزایش دما به دلیل کاهش خواص مکانیکی اجزا 
سازنده مواد کامپوزیتی، سفتی کاهش یافته و در نتیجه فرکانس طبیعی و بار 
کمانش بحرانی سازه کاهش می‌یابد. همچنین در شکل‌های مذکور تغییرات 
(، مورد بررسی قرار گرفته است.  /a b نسبت طول به عرض میکرو ورق )
این شکل‌ها نشان می‌دهد با افزایش این نسبت، ساختار به تدریج طویل‌تر 
شده و در نتیجه سفتی آن کاهش می‌یابد که این امر کاهش فرکانس طبیعی 

و بار کمانش بحرانی را به همراه خواهد داشت.
تأثیر نانو لوله‌ها به عنوان تقویت کننده‌های ماده کامپوزیتی، بر فرکانس 
و بار کمانش بحرانی درشکل‌های 7 و 8  نشان داده شده است. همان طور 
به  بالایی  ورق  میکرو  داده شد  توضیح  هندسی  سازی  شبیه  بخش  در  که 
وسیله نانو لوله‌های کربنی و میکرو ورق پایینی به وسیله نانو لوله‌های نیترید 
بور تقویت شده ‌است. که در شکل‌های مذکور درصد حجمی این نانو لوله‌ها 
با یکدیگر برابر فرض شده است. نانو لوله‌های کربنی و نیترید بور از خواص 
مکانیکی بسیار بالایی نسبت به ماده زمینه برخودار می‌باشند به همین دلیل 
لوله‌ها  نانو  افزایش درصد حجمی  با  نشان می‌دهد  همان طور که شکل‌ها 

سفتی ماده کامپوزیتی افزایش یافته و در نتیجه افزایش فرکانس و بار کمانش 
بحرانی سازه را به همراه دارد.

خواص مواد در نظر گرفته شده در مطالعه حاضر تابع دما می‌باشد. به 
همین دلیل رفتار ارتعاشی و کمانش میکرو ورق کوپله شده و تقویت شده با 
نانو لوله‌ها در دماهای مختلف در شکل‌های 9 و 10 مورد بررسی قرار گرفته 
است. لازم به ذکر است توزیع دما در میکرو ورق کامپوزیتی به طور یکنواخت 
فرض شده است. باید گفت نانو لوله‌ها در رفتار ماده کامپوزیتی تأثیر به سزایی 
دارند. به همین دلیل در هر دما رفتار سازه به ازای درصد حجمی‌های مختلف 
نانو لوله‌ها مورد بررسی قرار گرفته است. همان طور که در شکل‌ها مشاهده 
به  سازنده  اجزای  مکانیکی  دلیل کاهش خواص  به  دما  افزایش  با  می‌شود 
‌خصوص نانو لوله‌ها سفتی سازه کاهش یافته و مطابق با انتظار فرکانس و بار 

کمانش بحرانی کاهش می‌یابد.
شکل‌های 11 و 12 تأثیر ثابت فنری وینکلر بستر الاستیک را بر روی 
ورق  میکرو  بی‌بعد  بحرانی  کمانش  بار  همچنین  و  بی‌بعد  فرکانس  پارامتر 
کامپوزیتی کوپله شده نشان می‌دهد. واضح است که با در نظر گرفتن ثابت 
نتیجه  در  و  یافته  افزایش  کامپوزیتی  ساختار  سفتی  آن  افزایش  و  وینکلر 
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 Fig. 9. Effect of temperature changes on the dimensionless natural
 frequencies versus volume fraction of nanotubes

شکل 9: بررسی تأثیر تغییرات دما بر فرکانس طبیعی با در نظر  گرفتن 
مقادیر مختلف کسر حجمی نانولوله‌ها

Fig. 11. Effect of Winkler constant elastic foundation on the 
dimensionless natural frequencies versus length-to-thickness ratio 

شکل 11: بررسی تأثیرثابت وینکلر بستر الاستیک بر فرکانس طبیعی 
بی‌بعد بر حسب تغییرات نسبت طول به ضخامت
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Fig. 10. Effect of temperature changes on the dimensionless critical 
buckling load versus volume fraction of nanotubes 

شکل 10: بررسی تأثیر تغییرات دما بر بار کمانش بحرانی با در نظر 
گرفتن مقادیر مختلف کسر حجمی نانولوله‌ها

 Fig. 12. Effect of Winkler constant elastic foundation on the
 dimensionless critical buckling load versus length-to-thickness ratio

شکل 12: بررسی تأثیر ثابت وینکلر بستر الاستیک بر بار کمانش 
بحرانی بی‌بعد برحسب تغییرات نسبت طول به ضخامت
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بستر  واقع  در  می‌یابد.  افزایش  بعد  بدون  بحرانی  کمانش  بار  و  فرکانس 
الاستیک نشان دهنده خاصیت کشسانی محیط اطراف میکرو ورق‌ها بوده و 

با در نظر گرفتن آن، پایداری سیستم افزایش می‌یابد.
برای بستر الاستیک علاوه بر ثابت وینکلر )ضریب فنری وینکلر( ثابت 
دیگری به نام ثابت پاسترناک )ضریب برشی پاسترناک( در نظر گرفته می‌شود. 
نقش این ضرایب به‌گونه‌ای می‌باشد که خاصیت کشسانی بستر در راستای 

ضخامت با ضریب فنری وینکلر و خاصیت کشسانی بستر در راستای طول 
ثابت  اثرات  بیان می‌شود.  پاسترناک  برشی  با ضریب  ورق  میکرو  و عرض 
پاسترناک بستر الاستیک بر روی فرکانس میکرو ورق کوپله شده کامپوزیتی 
و پارامتر بار کمانش بحرانی بی‌بعد در شکل‌های 13 و 14 نشان داده شده 
است. افزایش این ضریب هم مانند ضریب وینکلر با افزایش سفتی ساختار 
کامپوزیتی، فرکانس و پارامتر بار کمانش بحرانی را افزایش می‌دهد. بستر در 
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Fig. 13. Effect of Pasternak constant elastic foundation on the 
dimensionless natural frequencies versus length-to-thickness ratio 

شکل 13: بررسی تأثیر ثابت پاسترناک بستر الاستیک بر روی فرکانس 
بی‌بعد بر حسب تغییرات نسبت طول به ضخامت

 Fig. 16. Effect of various Pasternak constant on the critical buckling
load versus Winkler spring constant

شکل 16: بررسی تأثیر مقادیر مختلف ثابت پاسترناک بر بار کمانش 
بحرانی بر حسب ثابت فنری وینکلر

a/h
10 15 20 25 30

N
~ cr

0.16

0.18

0.2

0.22

0.24

0.26

0.28

0.3

0.32

0.34

K
Gn

=1(KN/m) K
Gz

=0

K
Gn

=1(KN/m) K
Gz

=0.5(KN/m)

K
Gn

=1(KN/m) K
Gz

=1(KN/m)

K
Gn

=1(KN/m) K
Gz

=1.5(KN/m)

a/h
10 15 20 25 30

 (M
H

Z)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

positive pre-stress
No pre-stress
negative pre-stress

Fig. 14. Effect of Pasternak constant elastic foundation on the 
dimensionless critical buckling load versus length-to-thickness ratio 
شکل 14: بررسی تأثیر ضریب پاسترناک بستر بر بار کمانش بحرانی 

بی‌بعد بر حسب تغییرات نسبت طول به ضخامت

Fig. 17. Effect of initial stress in x-direction on the natural frequency 
versus length-to-thickness ratio ( 13 2

0 10 (N/ m ) 1.15(KN)xNσ = → = )
شکل 17: تأثیر تنش اولیه درراستای طول بر فرکانس طبیعی برحسب 

2(N/m ) / (kN)σ = → =0 1 13 1 15xe N نسبت طول به ضخامت  
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 Fig. 15. Effect of various Pasternak constant on the natural
 frequencies versus Winkler spring constant

شکل 15: بررسی تأثیر مقادیر مختلف ثابت پاسترناک بر فرکانس 
طبیعی بر حسب ثابت فنری وینکلر

Fig. 18. Effect of initial stress in x-direction on the critical buckling 
load versus length-to-thickness ratio ( 13 2

0 10 (N/ m ) 1.15(KN)xNσ = → = )
شکل 18: تاثیرتنش اولیه درراستای طول بربارکمانش بحرانی برحسب 

2(N/m ) / (kN)σ = → =0 1 13 1 15xe N نسبت طول به ضخامت 
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مطالعه حاضر الاستیک اورتوتروپیک در نظر گرفته شده است. برای تحلیل 
شده  استفاده   )ξ η− ( محلی  مختصات  دستگاه  یک  از  ساختار  راحت‌تر 
 ξ است. برای بیان این دستگاه پارامتری تحت عنوان زاویه‌ی بین محور 
) x y− ( از دستگاه مختصات کلی ) x  از دستگاه محلی و محور طولی )

θ( نشان داده می‌شود. همان طور که   بیان می‌شود. این پارامتر به وسیله )
در شکل‌ها ملاحظه می‌شود افزایش ضریب برشی پاسترناک در یک راستا با 
ثابت نگه داشتن این ضریب در راستای دیگر نیز باعث افزایش سفتی سازه و 

در نتیجه افزایش فرکانس و ‌بار کمانش بحرانی بی‌بعد می‌شود.
شکل‌های 15 و 16 به بررسی اثرات ثوابت بستر الاستیک )ثابت وینکلر 
پرداخته  بار کمانش بحرانی  و  بر روی فرکانس سیستم  پاسترناک(  ثابت  و 
‌است. به نحوی که تأثیر ثوابت در یک منحنی، با هم آورده شده و به همین 
دلیل می‌تواند به ‌راحتی مورد مقایسه قرار گیرد. برای مقایسه بهتر دو ثابت 
 ξ بستر الاستیک نسبت به یکدیگر، ضریب برشی پاسترناک در دو راستای 
(. با  G G GK K Kξ η= = η به طور یکسان و برابر فرض شده است ) و 
(10 بر  3GN/m توجه به منحنی‌ها افزایش ثابت وینکلر تا مقادیر کمتر از )
روی  فرکانس و بار کمانش بحرانی بی‌بعد تأثیر زیادی ندارد. تأثیر افزایش 
(10000 بر فرکانس و بار کمانش  3GN/m (100 تا ) 3GN/m این ثابت از )
کنترل  هدف،  اگر  گفت  می‌توان  دلیل  به ‌همین  می‌باشد.  مشهود  بحرانی 
فرکانس و بار کمانش بحرانی با استفاده از ضریب فنری بستر باشد، بهترین 
بازه برای درنظر گرفتن ثابت وینکلر همین بازه می‌باشد. همان طور که در 
شکل‌ها مشاهده می‌شود به طور کلی افزایش ضریب برشی پاسترناک نسبت 
بار  و  فرکانس  افزایش  درنتیجه  و  سازه  سفتی  در  وینکلر  فنری  به ضریب 
کمانش بحرانی تأثیر بیشتری دارد. نتیجه‌ی دیگری که از منحنی‌ها برداشت 
می‌شود، این است که به ازای مقادیر زیاد ضریب فنری وینکلر )در مطالعه 
1011×2( رفتار ارتعاشی و کمانش سازه مستقل  3(GN/m ) حاضر بیشتر از 

از بستر الاستیک است.
اولیه  تنش  کامپوزیتی کوپله شده، تحت  میکرو ورق  در مطالعه حاضر 
در راستای طول قرار دارد. این تنش اولیه به نحوی می‌باشد که تنش اولیه 
کششی و فشاری به ترتیب به‌ عنوان تنش اولیه مثبت و منفی معرفی می‌شود. 
با توجه به شکل‌های 17 و 18 وجود تنش اولیه فشاری باعث کاهش سفتی 
سازه و در نتیجه کاهش فرکانس و بار کمانش بحرانی می‌شود. این در حالی 
است که تنش اولیه کششی، افزایش سفتی سازه را به همراه داشته و افزایش 
با وجود  بار کمانش بحرانی می‌شود.  افزایش فرکانس و  سفتی سازه باعث 
این که در این تحلیل طول و عرض میکرو ورق برابر فرض شده با ملاحظه 
شکل‌های مذکور می‌توان دریافت با افزایش نسبت طول به ضخامت تأثیر 
بار تنش اولیه بر فرکانس و بار کمانش بحرانی سازه افزایش می‌یابد این امر 
به‌گونه‌ای می‌باشد که به ازای مقادیر کم نسبت طول به ضخامت در میکرو 
( وجود تنش اولیه تاثیری بر رفتار ارتعاشی و کمانش میکرو  /a h ورق )10=

ورق کوپله شده ندارد.
به دلیل آنکه سیستم مورد تحلیل میکرو ورق می‌باشد، برای آن در دو 

راستای طولی و عرضی بار کمانش در نظر گرفته می‌شود. به جهت محاسبه 
بار کمانش بحرانی سازه، بار کمانش در راستای عرضی، ضریبی از بار کمانش 
در راستای طولی در نظر گرفته شده‌ است. شکل 19 تأثیر نسبت بار کمانشی 
( را بر بار کمانش  0 0buck y xN Nα = در دو راستای طولی و عرضی )
بحرانی سیستم مورد بررسی قرار می‌دهد. با توجه به شکل هر چه این نسبت 
افزایش یابد کمانش سیستم به کمانش تک‌محوره نزدیک‌تر شده، که این 

موضوع باعث کاهش بار کمانش بحرانی سیستم می‌شود.
همان طور که گفته شد در مطالعه حاضر میکرو ورق بالایی با نانو لوله 
نیترید بور تقویت شده است. برای  لوله  نانو  با  پایینی  کربنی و میکرو ورق 
مقایسه این دو نوع نانو لوله و تأثیر میدان‌های مغناطیسی و الکتریکی آن‌ها، 
هر میکرو ورق یک مرتبه با نانو لوله کربنی و یک مرتبه با نانو لوله نیترید 
بور تقویت شده است. در جدول 5 از راست به چپ هر دو میکرو ورق با نانو 
لوله کربنی، هر دو میکرو ورق با نانو لوله نیترید بور، میکرو ورق بالایی با نانو 
لوله کربنی و پایینی با نیترید بور و در ستون آخر میکرو ورق بالایی با نانو 
لوله نیترید بور و پایینی با نانو لوله کربنی تقویت شده است. لازم به ذکر است 
هر کجا میکرو ورق با نانو لوله کربنی تقویت شده بدین معناست که میکرو 
ورق تحت میدان مغناطیسی قرار دارد برای نانو لوله نیتریدبور میکرو ورق 
تحت میدان الکتریکی قرار دارد. با توجه به این جدول به دلیل این که خواص 
مکانیکی نانو لوله‌های کربنی بیشتر از نانو لوله‌های نیترید بور می‌باشد، سفتی 
سازه و در نتیجه فرکانس و بار کمانش بحرانی سازه کامپوزیتی تقویت شده 
با نانو لوله‌های کربنی بیشتر از سازه کامپوزیتی تقویت شده با نانو لوله‌های 
نیترید بور می‌باشد. البته باید گفت در میکرو ورق کامپوزیتی کوپله شده‌ای 
که به وسیله نانو لوله‌های متفاوت تقویت شده، باید برش و یا اعوجاج سازه 

نیز مورد تحلیل قرار گیرد.

نتیجه گیری-66
نانو  ورق  میکرو  آزاد  ارتعاشات  و  کمانش  تحلیل  حاضر،  مطالعه  در 
تحت  بور  نیترید  و  کربنی  لوله‌های  نانو  با  تقویت شده  کوپله‌ی  کامپوزیتی 
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 Fig. 19. Effect of axial buckling loads coefficient in x and y-directions
on the critical buckling load of double-bonded micro composite plate
شکل 19: بررسی تأثیر ضریب نسبت بارهای کمانشی در دو راستای 
طولی و عرضی بر بار کمانش بحرانی میکرو ورق کامپوزیتی کوپله شده
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اولیه و واقع بر بستر اورتوتروپیک بر اساس تئوری تغییر شکل  تأثیر تنش 
برشی سینوسی و در حضور میدان‌های فیزیکی مختلف مغناطیسی، الکتریکی 
و حرارتی بررسی می‌شود. خواص ماده زمینه و نانو لوله‌های تقویت کننده 
میکرو ورق‌های کوپله  این  بر  نظر گرفته شده‌اند. علاوه  در  دما  به  وابسته 
شده در محیط الاستیک اورتوتروپیک با مدل‌های فنری وینکلر و پاسترناک 
شبیه‌سازی شده است. روابط مربوط به تنش که شامل ترم‌های مکانیکی، 
الکتریکی، مغناطیسی و حرارتی هستند، توسط تئوری‌ گرادیان کرنشی تعمیم 
حداقل  اصل  از  استفاده  با  بر حرکت  حاکم  معادلات  و  محاسبه شده  یافته 
انرژی پتانسیل کل به دست می‌آیند. با حل معادلات حاکم بر حرکت میکرو 
ورق‌ نانوکامپوزیتی کوپله شده، تأثیر عوامل مختلف از قبیل ضریب مقیاس 
کوچک طول ماده، نسبت طول به ضخامت، نسبت طول به عرض، ثابت‌های 
بستر الاستیک اورتوتروپیک، تغییرات دما و کسر حجمی نانو لوله‌های تقویت 

کننده بررسی می‌شوند. 
تأثیر فرضیات بر نتایج مقاله به طور مختصر به صورت زیر ارائه می‌شود:

الف- همان‌طور که اشاره شد به کارگیری تئوری‌های تغییر شکل برشی 
و اثر مقیاس مرتبه بالاتر مانند تئوری تغییر شکل سینوسی و تئوری گرادیان 
دیگر  تئوری‌های  به  نسبت  بهتری  نتایج  ایجاد  باعث  یافته  تعمیم  کرنشی 

می‌شود.
به مدل‌های  نسبت  واقعی‌تری  نتایج  دما  به  وابسته  مادی  ب- خواص 

دیگر می‌دهد.
ج- در واقعیت خواص در راستای نانولوله و عمود بر آن متفاوت است. لذا 

فرض کامپوزیتی آن‌ها باعث شده دقت محاسبات بالاتر رود.

خلاصه‌ای از مهم‌ترین نتایج به دست آمده به صورت زیر بیان می‌شود:
در کار حاضر از آن جایی که تحقیقات برروی دو نوع نانولوله کربنی .11

و نیترید بور نشان می‌دهد که نانولوله‌های کربنی عایق الکتریسیته و 
عایق  بور  نیتريد  نانولوله‌های  و  بوده  مغناطیسی  پیزو  خاصیت  دارای 
مغناطیسی و دارای خاصیت پیزو الکتريک می‌باشند، یک میکرو ورق 
کوپله شده‌ای که تحت میدان مغناطیسی و الکتریکی به طور هم‌زمان 
می‌باشد، انتخاب شد. برای بررسی تأثیر میدان‌ها و همچنین محاسبه 
تغییراتشان، میکرو ورق بالایی با نانولوله کربنی و میکرو ورق پایینی 
با نانولوله نیترید بور تقویت شد. نوآوری کار حاضر، مطالعه میکرو ورق 
کامپوزیتی کوپله شده تحت میدان‌های الکتریکی و مغناطیسی به طور 
هم‌زمان مورد بررسي قرار گرفت، ماده زمینه مستقل از هر دو میدان 
نانولوله‌های  از  رفتار سازه  بر روی  میدان‌ها  تأثیر  بررسی  برای  و  بود 

مختلف کربنی و نیترید بور استفاده شد.
سفتی سازه و در نتیجه فرکانس و بار کمانش بحرانی سازه کامپوزیتی .22

تقویت  کامپوزیتی  سازه  از  بیشتر  کربنی  لوله‌های  نانو  با  تقویت شده 
نانو  همزمان  تأثیر  با  واقع  در  است.  بور  نیترید  لوله‌های  نانو  با  شده 
و  مغناطيسي  ميدان  كنترل  با  مي‌توان  بور  نيتريد  و  كربني  لوله‌هاي 

ميدان الكتركيي از پديده تشديد در اين سازه‌ها جلوگيري نمود.
در سیستم حاضر، میکرو ورق بالایی به وسیله نانو لوله‌های کربنی و .33

میکرو ورق پایینی با نانو لوله‌های نیترید بور با درصد حجمی یکسان 
و  بالا  بسیار  مکانیکی  خواص  از  لوله‌ها  نانو  نوع  این  شدند.  تقویت 
منحصر به فردی برخور دارند. به همین دلیل با افزایش درصد حجمی 
سازه  میکرو  طبیعی  فرکانس‌های  و  بحرانی  کمانش  بار  لوله‌ها،  نانو 

افزایش می‌یابد. 
افزایش .44 در  که  تاثیری  سبب  به  اورتوتروپیک  الاستیک  بستر  حضور 

و  طبیعی  فرکانس‌های  افزایش  به  منجر  داشت  سازه  میکرو  سفتی 
الاستیک  بستر  که  گفت  می‌توان  واقع  در  شد.  بحرانی  کمانش  بار 
نشان دهنده خاصیت کشسانی محیط اطراف هر یک از میکرو ورق‌ها 
بوده و با در نظر گرفتن آن، پایداری سیستم نیز افزایش یافته است. 
همچنین نشان داده شد که افزایش ضریب برشی پاسترناک نسبت به 
افزایش  درنتیجه  و  سازه  در سفتی  بیشتری  اثر  وینکلر  فنری  ضریب 

فرکانس‌های طبیعی  و بار کمانش بحرانی آن خواهد داشت. 
میکرو .55 کمانش  و  ارتعاشی  رفتار  بر  کمتری  تأثیر  دمایی  تغییرات 

شده  تقویت  شده  کوپله  ساندویچی  و  تک‌لایه  کامپوزیتی  ورق‌های 
داده شد  نشان  داشت. همچنین  بور  نیترید  و  کربنی  لوله‌های  نانو  با 
که با افزایش دما به دلیل کاهش خواص مکانیکی اجزا سازنده مواد 
کامپوزیتی، سفتی میکرو سازه کاهش یافته و در نتیجه فرکانس‌های 

طبیعی و بار کمانش بحرانی میکرو سازه نیز کاهش می‌یابند.
وجود تنش اولیه فشاری باعث کاهش سفتی میکرو سازه و تنش اولیه .66

کششی با افزایش سفتی سازه منجر به افزایش فرکانس و بار کمانش 
خارجی  عاملی  صورت  به  اولیه  تنش  حقیقت  در  می‌شود.  بحرانی 
گردد.  آن جمع  با  یا  و  کند  غلبه  آن  بر  باید  کمانش  بار  که  می‌باشد 
بدیهی است بار کمانش به صورت فشاری می‌باشد در نتیجه تنش اولیه 
فشاری باعث کاهش بار کمانش بحرانی و تنش اولیه کششی باعث 

افزایش بار کمانش بحرانی سازه می‌شود.
اولیه .77 بار تنش  تأثیر  افزایش نسبت طول به ضخامت میکرو سازه،  با 

بر فرکانس و بار کمانش بحرانی افزایش یافت، به‌گونه‌ای که به ازای 

جدول 5: مقایسه تأثیر نانو لوله‌های تقویت کننده کربنی و نیترید بور بر روی فرکانس و بار کمانش بحرانی
Table 5. Comparison of BNNTs and CNTs effects on the natural frequencies and critical buckling load

رویه‌ها تقویت شده با تحلیل بر روی
CNT CNT−

رویه‌ها تقویت شده با 
BNNT BNNT−

رویه‌ها تقویت شده با 
CNT BNNT−

رویه‌ها تقویت شده با 
BNNT CNT−

)Hz( 712249.0532162.0532208.0532208.0فرکانس
)N( 41851.423032.123036.123036.1بارکمانش بحرانی
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مقادیر پایین نسبت طول به ضخامت در هر یک از میکرو ورق‌های 
رفتار  بر  تاثیری  اولیه  تنش  بار  وجود  شد  گرفته  نتیجه  شده  کوپله 

ارتعاشی و کمانش ندارد.
با افزایش نسبت طول به عرض میکرو ورق‌ها، سازه به تدریج طویل‌تر .88

شده و در نتیجه سفتی آن کاهش می‌یابد که این امر کاهش فرکانس 
طبیعی و بار کمانش بحرانی را به همراه خواهد داشت. این نسبت در 
تغییرات دمایی مختلف نیز مورد بررسی قرار گرفت. مشاهده شد سازه 

برای تمام تغییرات دمایی، همان رفتار را دارد.
کرنشی .99 گرادیان  تئوری  در  ماده  طول  کوچک  مقیاس  ضریب  تأثیر 

تعمیم یافته در مقایسه با دیگر تئوری‌ها مانند تئوری تنش کوپل تعمیم 
مقیاس  ضریب  افزایش  اثر  در  سازه  سفتی  افزایش  بود.  بیشتر  یافته 
کوچک طول در مقادیر پایین نسبت ضخامت به ضریب مورد بررسی 
، تغییرات جزیی این  / 4h l ≤ بسیار مشهود بوده و به ازای مقادیر 
بار  و  طبیعی  فرکانس‌های  ملاحظه  قابل  کاهش  یا  افزایش  نسبت 
افزایش  با  که  بود  حالی  در  این  داشت.  دنبال  به  را  بحرانی  کمانش 
ورق‌های  میکرو  کمانش  و  ارتعاشی  پاسخ  حساسیت  مذکور،  نسبت 
کوپله شده به ضریب مقیاس کوچک طول ماده کمتر شده تا جایی به 
همگرا  یکدیگر  به  تئوری‌ها  از  یک  هر   / 10h l > مقادیر  ازای 

شدند.

تشكر و قدرداني:
داوران  مؤثر  و  مفید  نظرات  از  تشکر  ضمن  حاضر  مقاله  نويسندگان 
محترم، از ستاد ویژه توسعه فناوری نانو و از معاونت پژوهشي دانشگاه كاشان 
طي قراردادي به شماره 574602/16 به خاطر حمايت مالي تشكر و قدرداني 

مي‌کنند.

فهرست علائم و اختصارات
علائم انگلیسی

b, a, h, A ،)m( طول ،)m( ضخامت ،)m2( مساحت
)m( عرض

0 0 0,  ,  w v uجابه‌جایی در راستای طول، عرض و ضخامت

,  G E2(N/m ) مدول یانگ ، مدول برشی 

,  ,  G G wK K Kη ξ

ثابت‌های فنری وینکلر و برشی پاسترناک در 
η ξ و  دو راستای محلی 

,  ,
, ,

BNNT CNT

BNNT CNT m

w w
V V V

کسر حجمی ماده زمینه کامپوزیتی، 
نانولوله‌های کربنی و نانولوله‌های نیترید بور، 

کسر جرمی نانولوله‌های کربنی و نیترید بور
0 1 2, ,l l lضرایب مقیاس کوچک طول ماده

,  ,  ,  i i i iH E B D ،جابه‌جایی الکتریکی، جابه‌جایی مغناطیسی
میدان الکتریکی و میدان مغناطیسی

,  ,  V U T انرژی جنبشی، کرنشی و کار ناشی از نیروهای
خارجی

0 ,  T T∆دمای اولیه، تغییرات دما
,  cr crN Nو بدون بعد (N) بار کمانش بحرانی دارای بعد 

,  
,  

MGSGT
MGCST CT

تئوری‌های کلاسیک، تنش کوپل تعمیم یافته 
و گرادیان کرنشی تعمیم یافته

علائم يونانی

,  ,  BNNT CNT mρ ρ ρ
چگالی ماده زمینه، نانولوله‌های کربنی و نیترید 

)kg/m3( بور

22 11,  ,  α α υ
ضریب پواسون، ضرایب انبساط حرارتی در 

راستای طول و عرض

,  ,  ,  ijk ij ijk ijτ σ ξ ε
تانسور کرنش، تانسور گرادیان کرنشی مرتبه 

بالاتر، مولفه‌های تنش کلاسیک، تانسور تنش 
مرتبه بالاتر

,  ω ωو بدون بعد (Hz) فرکانس طبیعی دارای بعد 

,  y xϕ ϕy و x چرخش در دوراستای
Πانرژی پتانسیل کل

بالانويس
,i f میکرو ورق بالایی یا پایینی، میکرو ورق

بالایی یا پایینی

پیوست

معادلات حاکم بر حرکت میکروسازه در نظر گرفته شده در فصل حاضر به 
صورت روابط )الف( تا )چ( تعریف شده‌اند:

جدول 6: ضرایب موجود در معادلات حاکم بر حرکت
Table 6. Various coefficients in the governing equations of motions

ضریبضریبضریبضریب

10 22aα =7 50.5aα =4 1 50.5a aα = +1 1 2

3 4 5

2(
)

a a
a a a
α = + +

+ +

11 5 40.5a aα = +8 10.5aα =5 3 40.5a aα = +2 1 22a aα = +

12 4aα =9 2 42( )a aα = +6 30.5aα =3 1 30.5a aα = +

a5 پارامترهای اضافه جنس می‌باشند که در رابطه )11(  در جدول بالا a1 تا 
توضیح داده شده‌اند.
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∫

} نشان دهنده میکرو ورق بالایی )اولی( و پایینی  , }f = 1 2 در روابط بالا 
سفتی  ماتریس  درایه‌های  دهنده  نشان   f

ijQ همچنین  می‌باشد.  )دومی( 
برای میکرو ورق بالایی و پایینی می‌باشد.
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