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کنترل  روش  و  مقید  سیستم‌های  پایداری  تضمین  در  انکارناپذیری  نقش  مقاوم  مجاز  مجموعه  و  مجاز  مجموعه  چکیده: 
پیش‌بین دارد. در اينجا با استفاده از توابع متعامد، برای سیستم‌های مقید خطی نامتغیر با زمان، الگوریتم‌هایی جهت محاسبه 
این مجموعه‌ها ارائه می‌گردد. الگوریتم‌های استاندارد تولید این مجموعه‌ها که تاکنون ارائه‌شده‌اند به‌صورت تکراری در حوزه 
زمان عمل می‌کنند و توانایی اعمال روی سیستم‌هایی که بردار ورودی آن‌ها در فضایی بجز فضای زمان ساخته می‌شود را 
ندارند. الگوریتم‌های ارائه‌شده در این مقاله با استفاده‌ یکپارچه و یکباره از تمامی ورودی‌های سیستم در کل افق زمان اقدام به 
رفع این محدودیت کرده است. الگوریتم ارائه‌شده برای محاسبه مجموعه مجاز مقاوم بگونه‌ای تدوین گشته است که توانایی 
کار در حضور اغتشاش و عدم قطعیت‌های پارامتری را داشته باشد. برای اطمینان از صحت عملکرد الگوریتم‌های پیشنهادی، 
توسط  محاسبات  انجام  زمان  مثال‌هایی،  ارائه  با  نهایت،  در  است.  شده  مقایسه  استاندارد  الگوریتم‌های  نتایج  با  آن‌ها  نتایج 
توابع  بردار ورودی توسط  پارامتری‌کردن  تأثیر  استاندارد مقایسه شده است و میزان  الگوریتم‌های  با  پیشنهادی  الگوریتم‌های 
متعامد روی مجموعه‌های مجاز و مجاز مقاوم بررسی شده است. نتایج نشان می‌دهد که پارامتری‌کردن بردار ورودی منجر به 

بهبود مجموعه‌های مجاز و مجاز مقاوم می‌شود.
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مقدمه-11
یکی از مفاهیم مهم و اساسی در چارچوب کاری الگوریتم‌های کنترلی 
مجموعه‌های  مقید  پیشبین  کنترل  خاص  بطور  و  مقید  سیستم‌های  برای 
از فضای حالت  زیرفضایی  از  است  تعریف عبارت  مجاز1  است که مطابق 
که برای آن قانون کنترلی وجود داشته باشد که تمامی قیدها را ارضاء نماید. 
این مجموعه‌ها ارتباط تنگاتنگی با افق پیشبین دارند و بطور معمول هرچه 
افق پیش‌بین بلندتر شود این مجموعه‌ها نیز بزرگتر می‌شوند ]1[. به‌صورت 
یا  اغتشاش  با  برای سیستم‌های همراه  مشابه، مجموعه‌های مجازِ مقاوم2  
عدم قطعیت تعریف می‌شوند و عبارتند از زیرفضایی از فضای حالت که برای 
قطعیت‌های  عدم  همه  حضور  در  که  باشد  داشته  وجود  کنترلی  قانون  آن 

ممکن، تمامی قیدهای سیستم را ارضاء نماید ]2[. 
ویژگی مهم و اساسی مجموعه مجاز و مجموعه مجاز مقاوم در مثبت 
پایایی3  آن نسبت به سیستم حلقه بسته است که بنا به تعریف، منحنی مسیر 
حلقه بسته سیستم برای زمان‌های آینده به ازای هر شرط اولیه انتخابی در 

1   Feasible Set
2   Robust Feasible Sets
3   Positive Invariance
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آن مجموعه، به‌صورت کامل داخل آن مجموعه قرار می‌گیرد ]3[. اهمیت 
انتخابی  اولیه  شرایط  برای  پایداری  حصول  مجموعه‌ها  این  دیگر  اساسی 
داخل این مجموعه‌ها بدون نیاز به بررسی برخط کاهنده بودن تابع لیاپانوف 
است ]4[. به عبارت دیگر، نشان داده شده که با انتخاب شرایط اولیه درون 
افق محدود  بهینه‌ مسأله کنترل پیش‌بین  پاسخ  استخراج  و  مجموعه مجاز 
پایداری  از  از قید نهایی4  می‌توان  با درنظر گرفتن قیود سیستم و استفاده 
حلقه بسته سیستم مقید اطمینان حاصل کرد، و دیگر نیازی به بررسی شرط 
کاهنده بودن یکنوای5  تابع هزینه )تابع لیاپانوف( نیست ]4[. این نکته اهمیت 
بسزایی در کاهش زمان انجام محاسبات برخط برای طراحی کنترل پیش‌بین 
برای سیستم‌هایی با دینامیک حلقه بازِ ناپایدار دارد. از دیگر نتایج کاربردی 
آن  به  مربوط  مشکلات  و  طولانی  افق‌های  به  نیاز  عدم  مجموعه‌ها  این 
)محاسبات سنگین، ناپایداری عددی و اشغال زیاد حافظه( برای اطمینان از 

پایداری و ارضای قیود است ]3[.
موضوع  پیرامون  وسیعی  پژوهش‌های  که  است  باعث شده  فوق  موارد 
مجموعه مجاز و مجموعه مجازِ مقاوم شکل گیرد. در مرجع ]5[ تعریف این 
مجموعه‌ها برای سیستم‌های پیوسته و گسسته به‌صورت دقیق و با استفاده 

4   Terminal Constraint
5   Monotonically Decreasing
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از جبر مجموعه‌ها انجام گردید و نشان داده شد که مجموعه مجاز برای یک 
سیستم خطی نامتغیر با زمان1  همراه با قیود خطی، یک مجموعه محدب 
است. به این ترتیب مجموعه مجاز را می‌توان توسط یک چند وجهی محدب2  
تعریف نمود. محاسبه مجموعه مجاز با استفاده از روش هندسیِ تصویر کردنِ 
متعامد3 ]6[ توسط جونز ]7[ انجام گردید که از آن در الگوریتم محاسباتی ]8[ 
استفاده شده است. کریگان ]2 و 9[ اقدام به تدوین شرایط لازم و کافی برای 
مجموعه مجاز مقاوم با فرض اغتشاش به تنهایی و اغتشاشِ همراه با عدم 
قطعیت، کرد .وی با بررسی مثبت پایایی این مجموعه الگوریتم محاسباتی 
آن را بر مبنای چندوجهی‌ها ارائه نمود. از این الگوریتم در بسته محاسباتی 

]8[ برای محاسبه مجموعه مجاز مقاوم استفاده شده است ]10[. 
یکی از مشکلات پیاده سازی کنترلرهای مقید )از قبیل کنترل پیش‌بین( 
نسبتا  محاسبات  به  توجه  با  است.  نمونه‌برداری  زمان  به محدودیت  مربوط 
امکان کاهش  کننده‌ها  کنترل  این  در  مقید  بهینه‌سازی  بر  زمان  و  سنگین 
با  مقابله  برای   .]11[ ندارد  وجود  معینی  حد  از  بیشتر  نمونه‌برداری  زمان 
این موضوع استراتژی‌های مختلفی از قبیل کنترل پیش‌بین صریح ]11[ ، 
سرعت‌بخشی به الگوریتم‌های حل ]12[ و تبدیل قیود سخت به متغیرهای 
اسلک4 ]4[ ارائه‌شده است. یکی از این روش‌ها کاهش حجم محاسبات از 
به دو زیر شاخه،  تعداد متغیرات تصمیم‌گیری است که خود  طریق کاهش 
تقسیم می‌شود: شاخه اول کاهش افق های پیش‌بین و کنترل و شاخه دوم 
افق  به  نسبت  کمتری  متغیر  تعداد  توسط  کنترلی  سیگنال  پارامتری‌کردن 
پیش‌بین. کاهش افق‌ها این ایراد را به همراه دارد که به همراه آن مجموعه 
مجاز و مجموعه مجاز مقاوم شدیداً کاهش می‌یابند ]1[. روش پارامتری‌کردن 
سیگنال کنترلی با استفاده از یک دینامیک از پیش تعیین شده اقدام به تولید 
) با تعداد متغیر کمتری می‌کند  ) ( ){ }0 , , 1pv v N − رشته سیگنال کنترلی 
]13[. این روش ابتدا توسط وانگ با به کارگیری شبکه لاگر  برای کنترل 
شد  ارائه  گسسته  سیستم‌های  برای  سپس  و  پیوسته  سیستم‌های  پیش‌بین 
]14-13[ . سپس، استفاده از توابع متعامد مرتبه بالاتر همراه با بهینه‌سازی 
پارامترهای این توابع در انجام گرفت ]15[. همچین نشان داده شده است 
جذب  حوزه  افزایش  و  سیستم  عملکرد  بهبود  به  منجر  پارامتری‌کردن  که 
می‌شود ]17-16[.  در پژوهش‌های فوق مشخص نشده است که محاسبه 
مجموعه مجاز به چه ترتیبی صورت گرفته است . احتمالًا روش مورد استفاده 
شبکه‌بندی فضای متغیر حالت و بررسی نقاط آن شبکه بوده است. همچنین 
طبق بررسی‌های صورت گرفته هیچ پژوهشی در خصوص مجموعه مجاز 
نشده  گزارش  متعامد  توابع  توسط  شده  پارامتری  سیستم‌های  برای  مقاوم 

است.  
الگوریتمی برای محاسبه مجموعه مجاز  ارائه روش و  هدف این مقاله 
با زمانی است که  نامتغیر  و مجموعه مجازِ مقاوم، برای سیستم‌های خطی 

1   Linear Time Invariant (LTI)
2   Polyhedron-Polytope
3   Projection
4   Projection

مقاله  این  در  است.  شده  پارامتری  متعامد  توابع  توسط  آن‌ها  ورودی  بردار 
بردار ورودی کنترلی در فضایی، متفاوت از فضای زمان ساخته می‌شود. این 
مجموعه  نتوانند  مرسوم  و  موجود  الگوریتم‌های  که  می‌گردد  باعث  تفاوت 
مجاز و مجموعه مجازِ مقاوم چنین سیستم‌هایی را محاسبه کنند. الگوریتم 
و  مجاز  مجموعه  تولید  به  اقدام  محدودیت  این  رفع  با  اینجا  در  شده  ارائه 
ورودی  با  زمان  از  مستقل  خطی  سیستم‌های  برای  مقاوم  مجازِ  مجموعه 
پارامتری شده می‌کند. به عبارت دیگر، هدف این مقاله جستجو و دسته بندی 
شرایط اولیه‌ای است که در آن‌ها سیستم دینامیکی کنترل شده توسط ورودی 
پارامتری شده با توابع متعامد، مسیرهای پایداری را ایجاد کنند که همواره 
داخل مجموعه باقی بمانند. همان‌گونه که اشاره شد این مسأله کاربردهای 
اساسی در کنترل و پایداری سیستم‌های مقید، خصوصا کنترل پیش‌بین دارد. 
پیکربندی این مقاله بدین ترتیب است: در بخش دوم پیش‌زمینه‌ای بر 
سیستم‌های مقید خطی نامتغیر با زمان، مجموعه‌های مجاز و مجموعه‌های 
مجاز مقاوم ارائه می‌گردد. بخش سوم اختصاص دارد به معرفی توابع متعامد 
و پارامتری‌کردن سیستم‌های خطی نامتغیر با زمان توسط این توابع. محاسبه 
پارامتری شده در بخش چهارم آمده  مجموعه‌های مجاز برای سیستم‌های 
دارد.  اختصاص  مقاوم  به محاسبه مجموعه‌های مجاز  پنجم  است و بخش 

نتیجه‌گیری نهایی در بخش آخر آورده شده است. 

 پیش زمینه-22
زمان  با  نامتغیر  خطی  مقید  سیستم  حالت  فضای  مدل  مقاله  این  در 

به‌صورت زیر  مفروض است.

)-الف()) ) ( ) ( )1 ,   0,1,2, , 1px i Ax i Bu i i N+ = + = −

)1-ب( 	( ) 00     x x=

)1-ج( 	( ) ,      0,1,2, , 1pu i i N∈ = −

)1-د( 	( ) ,      0,1,2, , 1px i i N∈ = −

)1-ه( 	( ) ,  p Tx N ∈

ورودی،   بردار   mu ∈ حالت،  بردار   nx ∈ آن  در  که 
 Np و  ورودی  ماتریس   n mB ×∈ سیستمی،  ماتریس   n nA ×∈
مجموعه‌های  و  می‌شوند  فرض  کنترل‌پذیر   )A,B( زوج  است.  کنترل  افق 
قید  قید حالت،  ترتیب  به  T , , چندوجهی‌های محدبی هستند که   

این  از  درونی  نقطه  یک  مبدأ  و  می‌دهند  تشکیل  را  ورودی  قید  و  نهایی 
چندوجهی‌ها است. نمایش ماتریسی این چندوجهی‌ها عبارتست از:

)-الف()) )    ,x xx i H x h∈ ↔ ≤
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)2-ب( 	( )     ,p T T Tx N H x h∈ ↔ ≤

)2-ج( 	( ) .u uu i H x h∈ ↔ ≤ 

 hx  ،hT  و hu و بردارهای Hx ، HT  و Hu که در آن‌ها ماتریس‌های
 , ,T   قیود  نیم‌صفحه‌ای هستند که  ثابت معادلات  ضرایب و مقدار 
را نشان می‌دهند. برای سیستم‌های مقید معمولًا ورودی کنترلی به صورت 

رابطه )3( صورت فرض می‌شود:

(()( ) ( ) ( )u i Kx i v i= +

mv  از روش‌  ∈ که در آن ضریب )K(m×n و بردار تصمیم‌گیری جدید 
مناسب به‌دست می‌آید. برای نمونه می‌توان روش کنترل دوگانه1  در کنترل 
پیش‌بین را نام برد که ضریب K از حل معادله جبری-ریکاتی به‌دست می‌آید 
]4 و 18[. در این مقاله به منظور عمومیت بخشیدن به روابط، بردار ورودی 
را به‌صورت رابطه )3( درنظر می‌گیریم.  به این ترتیب سیستم تعریف شده 

در رابطه )1( عبارتست از:

)-الف()) ) ( ) ( )1 ( ) ,     0,1, , 1
cl

p

A

x i A BK x i Bv i i N+ = + + = −



)4-ب( 	( ) 00     x x=

)4-ج( 	( ) ( ) ,      0,1,2, , 1pKx i v i i N+ ∈ = −

)4-د( 	( ) ,                        0,1,2, , 1px i i N∈ = −

)4-ه( 	( ) ,  p Tx N ∈

به‌صورت    Npکنترل افق  در   )4( رابطه  در  شده  تعریف  سیستم  پاسخ 
یکپارچه به صورت رابطه )5( بیان می‌شود:

(()( ) ( ) ( )0p X p U pX N S N x S N V= +

 که در آن متغیر‌های   )v  ، Sx(Np)  ، Su(Np و x  به‌صورت زیر تعریف شده‌اند:

)-الف()) ) ( ) ( ) ( )0 1 2
TT T TT

pX x x x x N =   


)6-ب( 	( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 1
TT T TT

pV v v v v N = −  


)6-ج( 	( ) pN2
cl clA A

TT T T
x p clS N I A =   



1   Dual Mode Approach

)6-د( 	( ) 2

1 2 3

0 0 0 0
0 0 0

0 0
0 0
 0

0
P P P

cl

U p cl

N N N
cl cl cl

B
A B B

S N A B AB B

A B A B A B B− − −

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  

 

 

 



   

    

 

در صورتی که ورودی کنترلی از رابطه )3( تبعیت نکند، روابط )4( تا )6(  
با فرض K=0m×n همچنان صحیح هستند. 

مجموعه مجازمجموعه مجاز به آن دسته از شرایط اولیه گفته می‌شود -22-22
که به ازای آن‌ها یک قانون کنترلی وجود دارد که اولًا قیود سیستم نقض 
T قرار گیرد  نشود و ثانیاً متغیر حالت نهایی )x(Np  در داخل قید نهایی 
) برای سیستم دینامیکی )4(  )F pN ]1[. به بیان ریاضی، مجموعه مجاز 

به‌صورت رابطه )7( تعریف می‌شود:

(()
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
0{ |  , ,

},  0,1, , 1,

n
F p

p p T

N x v i Kx i v i

x i i N x N

= ∈ ∃ + ∈

∈ = − ∈

  

  

که در این رابطه، وابستگی این مجموعه به افق کنترل )Np( به صراحت 
از طریق    ( )F pN محاسبه  استاندارد  الگوریتم  است.  داده شده  نشان 
F و قرار دادن مجموعه حاصل به‌جای رابطه )4-هـ( و سپس   pN محاسبه )1(
انجام  زیر  به‌صورت   ( )F pN ]9 و 19[. محاسبه )1( فرایند است  تکرار  بار   Np

می‌پذیرد:

(()
( )
( ) ( )

0 0 0

0

1 { | ,

0 ,  0 }

n
F cl

T

x x A x

Bv Kx v

= ∈ ∈ +

∈ + ∈

  
 �

صورت  این  به   )8( رابطه   ،)2( در  قیود  چندوجهی  نمایش  به  توجه  با 
تبدیل می‌شود:

)-الف()) ) ( )( )
( )( )

0 0 0

0

1 { | ,

, }

 0

0
F x x T cl

T u u

x H x h H A x Bv

h H Kx v h

= ≤ +

≤ + ≤



)9-ب( 	( )
0

0

0
 |  

0

x x

T cl T T

u u u

H h
x

x H A H B h
v

H K H h

    
     = ≤              

نامساوی ماتریسی رابطه )9-ب( بیان ماترسی یک چندوجهی محدب 
چندوجهی  این  کردن2   تصویر  از    ( )1F مجاز  مجموعه  و   ]6[ است 
محاسبه  الگوریتم   .]7[ می‌آید  به‌دست   n حالت  متغیر‌های  فضای  روی 

) به‌صورت زیر است ]19[: )F pN

2   Projection

UNCORRECTED PROOF
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الگوریتم 1 )محاسبه مجموعه مجاز(- برای سیستم تعریف شده در 
) با استفاده از روابط )7( تا )9( به‌صورت  )F pN رابطه )4(، مجموعه مجاز 

زیر است: 
j=1 1. قرار بده

) را به‌دست  )1F 2. با استفاده از رابطه )9-ب( و )4( مقدار 
) قرار بده.  )'

T j  آور و در 
)  بکن.  )'

T j ) را جایگزین  )1F 3. در رابطه )4-هـ( مقدار 
j=j+1 4. قرار بده

 . j=Np+1 5. حلقه 2 تا 4 تا آنجایی ادامه بده که
با استفاده از این الگوریتم داریم: 

((1)( ) ( )'  ,  1,2, , .F T pj j j N= =  

 شکل 1 )الف( فلوچارت الگوریتم 1 را نشان می‌دهد. همان‌طور که از شکل 
مشخص است، این الگوریتم یک روش بازگشتی است، بدین ترتیب که برای 
بازگشتی بودن  را محاسبه کرد.   ( )1F )Np-1(باید ابتدا   ( )F pN محاسبه 
بسته‌های  تولید  به  منجر  ورودی‌های  و  زمان  افق  به  نسبت  الگوریتم  این 
محاسباتی بر مبنای آن شده است ]8[. البته برای سیستم‌های با ابعاد بالا، 

الگوریتم 1 ممکن است دچار خطاهای عددی شود ]1 و 20[.

 مجموعه مجاز مقاوم-22-22
مجموعه مجاز معرفی شده در بخش 1-2 برای سیستم نامی رابطه )4( 
معتبر است. برای سیستم‌های متاثر از اغتشاش یا عدم قطعیت مفهوم دیگری 
با عنوان مجموعه مجاز مقاوم استفاده می‌شود که در آن اثر اغتشاش و عدم 
مقاوم سیستم  است. مجموعه مجاز  دیده شده  به‌صورت حداکثری  قطعیت 
شرایط  مجموعه  از  عبارتست  قطعیت  عدم  یا  اغتشاش  از  متأثر  دینامیکی 
اولیه‌ای که به ازای آن‌ها یک قانون کنترلی با توانایی ارضای قیود سیستم 
برای  استفاده  مورد  دینامیکی  سیستم   .]2[ باشد  داشته  وجود  نهایی  قید  و 
محاسبه مجموعه مجاز مقاوم همان سیستم رابطه )4( است که به آن عدم 
قطعیت و اغتشاش چندوجهی )wp(i و )wd(i به‌صورت زیر اضافه شده است: 

)-الف(1)) ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )
1

 ,   0,1, , 1

p p
cl

d
p

x i A w i x i B w i v i

Ew i i N

+ = + +

= −

)11-ب( 	( ) 00     x x=

)11-ج( 	( ) ( ) ,      0,1,2, , 1pKx i v i i N+ ∈ = −

)11-د( 	( ) ,        0,1,2, , 1px i i N∈ = −

)11-ه( 	( ) ,  p Tx N ∈

به  وارده  نامعلوم  اغتشاش   w(i)=(wp (i), wd (i))∈Wp×Wd آن  در  که   
سیستم است. فرض می‌شود که مبدأ یک نقطه درونی از چندوجهی Wd است 

B(wp (i)), Acl (w   به‌صورت زیر قابل نمایش هستند ]9 و 21[:.
p (i(( و

)-الف(1)) )( )
1

r
p

cl j j
j

A w i Aλ
=

=∑

)12-ب( 	( )( )
1

r
p

j j
j

B w i Bλ
=

=∑

)12-ج( 	
1

0 1 , 1. 
r

j j
j

λ λ
=

≤ ≤ =∑

) برای سیستم دینامیکی  )RF pN به بیان ریاضی، مجموعه مجاز مقاوم 
روابط )11(-)12( عبارتست از ]2[:

((1)

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( )

( ) ( )( ) }

0  , ,  

, 0, , 1, ,  

, .

n
RF p

p p T

p d p d

N x v i Kx i v i

x i i N x N

w i w i

= ∈ ∃ + ∈

∈ = − ∈

∀ ∈ ×



  

 

 

محاسبه  برای  زیر  لم  از  بتوان  که  می‌شود  باعث   )12( رابطه  ویژگی 
مجموعه مجازِ مقاوم استفاده کرد. 

) برای  ), , :  gwz x nnn ng z x w × × →    لم 1 ]22[: فرض کنید تابع 
هر زوج )z,x( نسبت به w محدب باشد. همچنین فرض کنید متغیر w متعلق 
  g(z,x,w)≤0 ∀w∈W باشد. آنگاه قید { }

1

wn

j j
w

=
به چندوجهی W با رئوس 

برقرار است اگر و تنها اگر: 

((1)( ), , 0, 1, , .j wg z x w j n≤ = 

را   g(z,x,w)≤0 قید  آنگاه   g(z,x,w)=g(1)(z,x)+g(2)(w( اگر  همچنین   
    g̅=[g̅1,...,g̅ng]

T آن  در  کردکه  جایگزین   g(1)(z,x)≤-g̅ عبارت  با  می‌توان 
برداری است که عضو jام توسط رابطه                      تعریف می‌شود. 

اثبات. به ] 21 و 22[ و رجوع شود. 
با استفاده از لم 1 می‌توان اثر عدم قطعیت و اغتشاش ))wp(i),wd(i( را 
روی مجموعه مجاز مقاوم رابطه )13( به‌صورت صریح نمایش داد. الگوریتم 
استاندارد ایجاد این مجموعه مشابه الگوریتم محاسبه مجموعه مجاز است؛ 
)  به‌دست می‌آید و سپس با جایگزین کردن  )1RF بدین ترتیب که ابتدا 
مجموعه حاصل به‌جای رابطه )11-هـ( و تکرار فرایند به اندازه Np بار مقدار   
) به‌صورت زیر است: )1RF ) حاصل می‌شود ]2 و 9[. محاسبه  )RF pN

((1)
( ) ( ) ( ){ ( )

( ) ( ) ( ) }
0 0 01  0 , 0 ,  

0 , ,

RF cl p

p d p d
p d T

x v Kx v A w x

B w v Ew w w

= ∈ ∃ + ∈ +

+ ∈ ∀ ∈ ×

  

  

با توجه به نمایش چندوجهی قیود در روابط )2( و )12( و نیز استفاده از  
لم 1، رابطه )15( به‌صورت:

UNCORRECTED PROOF
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شکل 1: )الف( فلوچارت الگوریتم 1 برای محاسبه مجموعه مجاز؛ )ب( فلوچارت الگوریتم 2 برای محاسبه مجموعه مجازِ مقاوم؛ )ج( فلوچارت الگوریتم 3 
برای محاسبه مجموعه مجاز؛ )د( فلوچارت الگوریتم 4 برای محاسبه مجموعه مجازِ مقاوم؛

)الف(

)ج(

)ب(

)د(

UNCORRECTED PROOF
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-الف(1))
( ) ( )( ){

( ) ( ) ( )( ) }
0 0 0

0

1  | 0 ,  , 

0 , , 1, , p

RF u u x x

p p
T cl j j T w

x H Kx v h H x h

H A w x B w v h j n

= + ≤ ≤

+ ≤ = 



)16-ب( 	( )min
dr r r

d

d
T T Tw

h h H Ew
∈

= −


 تبدیل می‌شود که در آن h̅Tr  سطر rام از بردار h̅T  است. بیان ماتریسی 
رابطه )16( عبارتست از:

((1)( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

01 1
0

0

1  |  .
0

p pw w

u u
u

x
xp p

T cl T
RF T

p p
TT cl n T n

H K H h
H h

xH A w H B wx h
v

hH A w H B w

  
   
   
    
 = ≤   
    
   
     

  

 





رابطه  چندوجهی  کردن  تصویر  از   ( )1RF مقاوم  مجاز  مجموعه 
الگوریتم محاسبه  به‌دست می‌آید.   n )17( روی فضای متغیرهای حالت 

) به‌صورت زیر است ]2[: )RF pN

الگوریتم 2 )محاسبه مجموعه مجاز مقاوم(- برای سیستم روابط )11( و 
) با استفاده از روابط )13( تا )17( به  )RF pN )12( مجموعه مجاز مقاوم 

این صورت است: 
j=1 1- قرار بده 	

) را  )1RF 2- با استفاده از روابط )17( و )11( مقدار  	
) قرار بده.  )'

RT j               به‌دست آور و در 
) را جایگزین  )'

RT j 3- در رابطه )11-هـ( مقدار  	
T بکن.                

j=j+1 4- قرار بده 	
 . j=Np+1 5- حلقه 2 تا 4 تا آنجایی ادامه بده که 	

با استفاده از این الگوریتم به‌دست می‌آید که: 

((1)( ) ( )'  ,  1, 2, , .RF RT pj j j N= =  

می‌دهد،  نشان  )ب(   1 شکل  در   2 الگوریتم  فلوچارت  که  همانگونه 
برای  که  ترتیب  بدین  است،  بازگشتی   1 الگوریتم  مشابه  نیز  الگوریتم  این 
) را محاسبه کرد. در بسته‌های  )1RF pN − ) ابتدا باید )RF pN محاسبه 
محاسباتی ]8[ از این الگوریتم برای محاسبه مجموعه مجاز مقاوم استفاده 
شده است. همان طور که در رابطه )17( مشاهده می‌شود، تعداد سطرهای 
. این موضوع می‌تواند  p ماتریس  بستگی دارد به تعداد رئوس چند وجهی 
منجر به ایجاد ابعاد بالا برای ماتریس و خطاهای محاساباتی ناشی از تصویر 

کردن مجموعه روی فضای متغیرهای حالت شود ]20[.

توسط -33 زمان  با  نامتغیر  پارامتری‌کردن سیستم‌های خطی   
توابع متعامد

در این بخش ابتدا مطالبی پیرامون توابع متعامد بیان می‌شود و سپس 

نحوه پارامتری‌کردن بردار ورودی یک سیستم خطی نامتغیر با زمان توسط 
این توابع ارائه می‌گردد.

 توابع متعامد-33-33
شناسایی  و  سیگنال  حوزه  در  پرسابقه‌ای  و  وسیع  کاربرد  متعامد  توابع 
سیستم‌ها دارند ]23[. صورت عمومی این توابع در حوزه z توسط معادلات 

تاکناکا-مالماکوئیست1  به صورت رابطه )19( بیان می‌شود ]24[: 

((1)( )
2

1

1

1 1 ,  1, 2,
j

j k
j

kj k

zz j
z z

ξ ξ
ξ ξ

−

=

Ω
−  −

= = − − 
∏ 

صفحه  بیانگر   C متعامد،  توابع  پایدار  قطب‌های   ξj∈C,|ξj|<1 آن  در  که 
تمام  مقاله فرض می‌شود که  این  در  است.   ξ مزدوج مختلط   ξ̅ و   مختلط 
قطب‌های )19( حقیقی و برابر هستند )ξj=ξ̅j=a,0≤a<1(. ساختار حاصل 
لاگر  )شبکه(  توابع  آن  به  که  می‌دهد  تشکیل  را  متعامد  شبکه  ساده‌ترین 
می‌گویند.  توابع لاگر در حوزه z و حوزه زمان به ازای ورودی ضربه عبارتند 

از  ]14 و 25[:

)-الف(2)) )
121 1 ,

j

j
a azz

z a z a

−

Ω
− − =  − − 

)20-ب( 	( )

( )
( )

( )

( )

1

2 1 0i

N

l i
l i

L i b L

l i

−

 
 
 = = Ψ
 
 
  



که در آن b=1-a2 و )L(i  خروجی شبکه لاگر در زمان i است. مقدار 
اولیه شبکه لاگر )L(0 و ماتریس Ψ به‌صورت زیر تعریف می‌شوند.

)-الف(2)) ) ( ) 12 10 1 1 ,
TN NL a a a− − = − − 

)21-ب(	 	

( ) ( )

2

2 32 3

0 0
0
0

Ø .

 0

1 1N NN N

a
b a
ab b

a b ab

a b a b a− −− −

 
 
 
 −
 = − 
 
 
 − − 







 

 



 شرط پایدار بودن توابع لاگر همان a|<1| است و در مرجع ]23[ نشان داده 
شده است که ترکیب خطی این توابع توانایی تخمین سیگنال با انرژی محدود 
الگوریتم به‌دست آمده  با درجه دقت دلخواه دارد. لازم به ذکر است که  را 
در این مقاله برای محاسبه مجموعه مجاز و مجموعه مجاز مقاوم مستقل از 
انتخاب نوع تابع متعامد است. برای استفاده از توابع متعامد پیچیده‌تر می‌توان 

به مراجع ]24 و 26[ رجوع کرد.

1  Takenaka-Malmquist

UNCORRECTED PROOF
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پارامتری‌کردن بردار ورودی توسط توابع متعامد-33-33
زمان  با  متغیر  بردار  متعامد یک  توابع  )20-ب(، خروجی  رابطه  مطابق 
)L(i با بعد N است. نحوه پارامتری کردن بردار ورودی در حالت یک ورودی، 

در )4-ج( و )11-ج( به صورت رابطه )22(   v(i),i=0,1,...,Np-1 (m=1(

است: 

((2)( ) ( )  , 0,1, , 1 , T
pv i L i i Nη= = −

الگوریتم  توسط  باید  که  است  مجهول  متغیرهای  بردار   η∈RN آن  در  که   
کنترلی تعیین گردد. پارامتر N در رابطه )22( بعد توابع متعامد را تعیین می‌کند 
و در حوزه کنترل پیش‌بین جایگزین افق کنترل می‌شود. این پارامتر همواره 
کوچکتر از Np  تعیین می‌شود تا با کاهش متغیرات تصمیم‌گیری محاسبات 

کاهش یابد.
رابطه )22( برای حالت یک ورودی معتبر است. باید دقت کرد که در 
از ورودی‌ها یک  برای هرکدام  باشد  داشته  حالتی که سیستم چند ورودی 
شبکه متعامد مستقل نیاز است. در چنین حالتی پارامتریزاسیون بردار ورودی 

به این صورت انجام می‌شود. 

((2)( ) ( ) ( ) ( ) ( )  , 0, , 1 , 1, , .j j jT
pv i L i i N j mη= = − = 

 در ادامه متن برای حفظ سادگی فرض می‌شود که سیستم یک ورودی دارد 
)m=1(. بدین ترتیب معادلات دینامیکی سیستم رابطه )11( که توسط توابع 

متعامد پارامتری شده است عبارتست از:.

-الف(2))
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
1

,  0,1, , 1

Tp p
cl

d
p

x i A w i x i B w i L i

Ew i i N

η+ = +

+ = −

)24-ب( 	( ) 00     x x=

)24-ج( 	( ) ( ) ,           0,1,2, , 1T
pKx i L i i Nη+ ∈ = −

)24-د( 	( ) ( ) ,           0,1,2, , 1T
pKx i L i i Nη+ ∈ = −

)24-ه( 	( ) .  p Tx N ∈

و مجموعه  تعیین مجموعه مجاز  برای   )24( معادلات  از  مقاله  این  در 
مجاز مقاوم استفاده می‌شود.

شده -44 پارامتری  سیستم‌های  برای  مجاز  مجموعه  محاسبه 
توسط توابع متعامد 

دقت در روابط )22( و )23( نشان می‌دهد که تعداد عناصر بردار متغیرهای 
تصمیم‌گیری η مستقل از از پارامتر زمان است. به بیان دیگر با اضافه کردن 
زمان )در اینجا Np( تغییری در بعد بردار η اتفاق نمی‌افتد )البته مقادیرη با 
توجه به الگوریتم کنترلی می‌تواند عوض شود( و تناظر یک به یک بین افق 
کنترل و متغیر‌های تصمیم‌گیری وجود ندارد. این استقلال تعداد عناصر η از 

زمان مانع استفاده از الگوریتم 1 و کلًا الگوریتم‌های بازگشتی برای محاسبه 
مجموعه مجاز و مجموعه مجازِ مقاوم می‌شود. به آسانی می‌توان نشان داد 
که برای Np>1 در سیستم دینامیکی تک متغیره )24-الف(، استفاده از روابط 
)8( و )9( و الگوریتم 1، مجموعه‌ای تولید می‌کند که با تعریف مجموعه مجاز 
)رابطه )7(( همخوانی ندارد. به‌عنوان مثال مجموعه مُجازی که از الگوریتم 

1 برای سیستم تک متغیره )24-الف( با Np=2 به‌دست می‌آید عبارتست از

)-الف(2)) ) ( )
( ) ( )

'
1 1

1

1 { 1 | 

0  ,  0 }

n
T F cl

T

x X A x

BL Kx L Uη η

= = ∈ ⊂ +

∈ + ∈

  


)25-ب( 	
( ) ( ) ( )

( )

'
1 1

1

1 1 { | 0  , 

 0 }

n
T F cl Tx X A x BL

Kx L U

η

η

= = ∈ ⊂ + ∈

+ ∈

   

) داریم  )1F اما طبق تعریف مجموعه مجاز در رابطه )7( برای )2(

((2)
( )

( ) ( )
( ) ( )

0 0 1

0 1

2

| 0 ,  1  ,      
 0    ,  1

F

n
cl cl Tx X A x BL X A x BL

Kx L U Kx L
η η

η η

=

 ∈ ⊂ + ∈ + ∈ 
 + ∈ + ∈  



 


که متفاوت از مجموعه به‌دست آمده در )25-ب( است. مشابه همین وضع 
برای مجموعه مجازِ مقاوم هم برقرار است که نشان می‌دهد الگوریتم‌های 
بازگشتی 1 و3 توانایی تولید مجموعه مجاز و مجموعه مجازِ مقاوم را برای 
سیستم‌های پارامتری شده ندارند. در اینجا با استفاده از بیان یکپارچه معادلات 
سیستم در روابط )5( و )6(، الگوریتمی جهت محاسبه مجموعه مجاز برای 
سیستم پارامتری شده رابطه )23( ارائه می‌شود که محدودیت الگوریتم 1 را 
ندارد. از آنجایی‌که مجموعه مجاز با معادلات نامی سیستم سر و کار دارد در 

 .wd=0,Acl (wp )=Acl,B(wp )=B معادلات )24( فرض می‌شود که
ایده روش پیشنهادی این مقاله استفاده از روابط )5( و )6( برای دردست 
داشتن سیگنال کنترلی و متغیر حالت در تمام طول افق کنترل است. بدین 
حالت  متغیرهای  رشته  و  ورودی  سیگنال  رشته  داشتن  دراختیار  با  ترتیب 
می‌توان قیدهای رابطه )7( را بدون استفاده از الگوریتم بازگشتی اعمال نمود. 
برای این منظور ابتدا پارامتریزاسیون رابطه )22( بر روی بردار ورودی رابطه 

)6-ب( اعمال می‌شود. بدین ترتیب برای V داریم

((2)

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )1

1

Ã

00
1 1

, 

1 1
p

p

T

T

N

T
p N p

N N

Lv
v L

V

v N L N

η ×

×

×

  
  
  = =   
  
 −  −    







که توسط آن رابطه )5( به صورت زیر تبدیل می شود:

((2)( ) ( ) ( )0p X p U pX N S N x S N η= + Γ

Hxx(i)≤hx,i=0,...,Np- داریم   )7( رابطه  طبق  حالت  متغیر  قید  برای 
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HTx(Np )≤hT,1. که به بیان ماتریسی می‌توان گفت:

)-الف(2)) )X p XX N σΣ ≤

که در آن: 

)29-ب( 	
0

,  .
0

x x

x x

X X

x x

T T

H h
H h

H h
H h

σΣ

   
   
   
   = =
   
   
      

 

با استفاده از رابطه )28( در رابطه )29( خواهیم داشت:

((3)( ) ( )0 .X X p X U p XS N x S N η σ+Σ Γ ≤Σ

به‌صورت مشابه برای قید ورودی در رابطه )7( می‌توان نوشت: 

-الف(3))
( )
( )

01

1

U K X p

U K U p U U

S N x

S N η η σ

− +

Σ

Σ

+Σ

Σ

Γ− ≤Σ Γ

که در آن: 

)31-ب( 	

0 0
, , 

0 0

 .

u

u
U K

u

u

u
U

u

H K
H K

H K

h
h

h

σ

   
   
   = Σ =


Σ
  

   
  

 
 
 =
 
 
 

 



به این ترتیب تمام شرایط رابطه )7( برای تعیین مجموعه مجاز توسط 
روابط ماتریسی روابط )30( و )31( به‌صورت یکجا بیان شده است. این فرایند 

به‌صورت الگوریتم 3 بیان شده است:
الگوریتم 3 )الگوریتم محاسبه مجموعه مجاز برای سیستم‌های پارامتری 
شده(. برای سیستم رابطه )24( با ورودی پارامتری شده رابطه )22( و فرض 
به‌صورت    XF (Np,N( wd=0,Acl (w  مجموعه مجاز 

p )=Acl,B(wp)=B

زیر محاسبه می‌شود:

((3)
( )

( ) ( )
( ) ( )( )

0
0

,

1 1

F p

X X p X U p X

UU K X p U K U p U

N N

S N S N x
x

S N S N

σ
ση

=

  Γ      ≤    − − + Σ Γ     Σ 

Σ Σ

Σ Σ Σ




شایان ذکر است که رابطه )32( برای سیستم‌های تک ورودی و چند 
ورودی معتبر است و تنها تفاوتی که برای سیستم‌های چند ورودی وجود دارد 
تعریف متفاوت ماتریس Γ است. همچنین باید توجه داشت که مجموعه مجاز 
محاسبه شده توسط الگوریتم 3 تابع دو متغیر افق پیش‌بین N_p و بعد شبکه 

متعامد dim η=N است. شکل 1 )ج( فلوچارت این الگوریتم را به نمایش در 
آورده است. همانگونه که این فلوچارت نشان می‌دهد این الگوریتم بازگشتی 
نیست و همین ویژگی باعث می‌شود که بتوان از آن برای محاسبه مجموعه 

مجاز سیستم‌های پارامتری شده استفاده کرد. 
در اینجا با ارائه مثالی به بررسی صحت الگوریتم 3  می‌پردازیم. در مثال 
ارائه‌شده نتایج مربوط به مجموعه مجاز توسط الگوریتم 1 )الگوریتم استاندارد( 
و الگوریتم3 با یکدیگر مقایسه شده است.  به منظور یکسان‌سازی شرایط، در 
  و شرایط 

p pN NI ×Γ = الگوریتم 3 قرار می‌دهیم  N=Np,a=0؛ با این ترتیب 
دو الگوریتم یکسان می‌گردد. 

مثال 1: سیستم دینامیکی با مشخصات و قیود )33( مفروض است ]27[. 

((3)
[ ]

1.1 2 0 1 1
, , , , 

0 0.95 0.08 1 1

1 0 8
1 0 8

, , 1.19 7.88 .
0 1 8
0 1 8

u u

x x

A B H h

H h K

       
= = = =       −       

   
   −   = = = −
   
   −   

در شکل 2 مجموعه مجاز از دو روش الگوریتم 1 و الگوریتم 3 )با فرض 
و  شده  انجام  محاسبات  است.  شده  رسم    Np=3,8,26 برای   )N=Np,a=0

تولید  را  یکسانی  کاملًا  الگوریتم مجموعه‌های  دو  که  نشان می‌دهد  شکل 
کرده‌اند که حاکی از صحت الگوریتم پیشنهادی این مقاله )الگوریتم 3( است. 
  Np=2,...,26  در شکل 3 زمان انجام محاسبات در دو الگوریتم 1 و 3 برای
مقایسه شده است. محاسبات توسط متلب 2016 ب1  بر روی سیستم عامل 

1  Matlab 2016b

Fig. 2. 

شکل 2: مقایسه مجموعه‌های مجاز  محاسبه شده توسط الگوریتم 1 و 
الگوریتم 3 در مثال 1.
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وین 1 10 و سخت افزاری با پروسسور دو هسته‌ای با سرعت 2/53 گیگاهرتز 
  Np=2,3 و حافظه 4 گیگابایت انجام گرفته است. مشاهده می‌شود که برای
الگوریتم 1  الگوریتم 3 مشابه زمان مصرف شده در  زمان مصرف شده در 
است. اما با افزایش Np شرایط کاملًا عوض می‌شود و الگوریتم 3 حدوداً ده 
بار کندتر از الگوریتم 1 می‌شود. این پدیده را به‌صورت زیر می‌توان توضیح 
داد: در الگوریتم 1 فرایند تصویر کردن Np بار تکرار می‌شود اما این فرایند در 
الگوریتم 3 تنها یکبار تکرار می‌گردد. همچنین فرایند تصویر کردن یکی از 
  Np=2,3 فرایندهای نسبتاً زمان بر است ]1[، به این دلیل می‌توان گفت برای
زمان صرف شده برای تکرار این فرایند تقریباً معادل زمان انجام محاسبات 
ماتریسی روابط )27( تا )32( در الگوریتم 3 است. با افزایش Np محاسبات 
ماتریسی یکجای الگوریتم 3 بسیار سنگین می‌شود به نحوی که زمان انجام 
آن بیشتر می‌شود از زمان مورد نیاز برای تکرار فرایند بازگشتی الگوریتم 1. 
برابر22×130    )32( رابطه  در  ماتریس ضرایب  ابعاد   Np=20 در  نمونه  برای 
است که محاسبات مربوط به آن )از جمله فرایند تصویر کردن( بسیار سنگین 
تر از استفاده از الگوریتم بازگشتی 1 با ماتریس ضرایب )9-ب( با ابعاد 3×34   

است. 
در شکل 4 مجموعه مجاز برای ورودی پارامتری شده توسط تابع لاگر 
مربوط به مثال 1 نشان داده شده است. همچنین مقایسه بین مجموعه مجاز 
در  معمول  سیستم  نیز  و  متعامد  توابع  توسط  شده  پارامتری  سیستم  برای 
 a شکل آمده است. این مقایسه نشان می‌دهد که با انتخاب صحیح قطب
در سیستم پارامتری شده توسط توابع متعامد، می‌توان با N کمتر از Np به 
مجموعه مجاز بزرگتری در مقایسه باسیستم پارامتری نشده دست یافت. این 

1  Win10

موضوع یکی از محسنات پارامتری‌کردن بردار ورودی توسط توابع متعامد را 
نشان می‌دهد. البته قابل ذکر است مجموعه مجاز )فارغ از الگوریتم محاسبه 
یا پارامتری‌کردن( هیچ گاه نمی‌تواند از مجموعه مجاز ماکزیمم )که در اینجا 

به ازای Np=26 به‌دست می‌آید( بزرگتر باشد.

 محاسبه مجموعه مجاز مقاوم برای سیستم‌های پارامتری -55
شده توسط توابع متعامد 

اصول کار مشابه با آنچه که در بخش 4 برای محاسبه مجموعه مجاز 
گفته شد، می‌باشد. ابتدا توسط روابط )27( و )28( تمام متغیرهای حالت در 
طول افق پیش‌بین به‌صورت صریح استخراج شده و سپس قیدهای رابطه 

)16( بر روی تک تک عناصر اجرا می‌گردد. 
معادل یکپارچه رابطه )24-الف( درطول افق پیش‌بین عبارتست از:

((3)
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )
0

d

; , ;  

, ; W

p p p
p X p U p

p
U p

X N S A w N x S A w B w N

S A w E N

η= + Γ

+

که در آن X(Np ),Γ,η مطابق روابط )6-الف( و )25( تعریف شده‌اند. 
W و )SU (A(wp ),B(wp );Np  به این صورت 

d ،SX (A(wp );Np (  همچنین
تعریف می‌شوند:

)-الف(3)) ) ( ) ( )0 1 ,
TT TdT d d d

pW w w w N =   


Fig. 3. 

شکل 3: زمان انجام محاسبات برای ساختن مجموعه مجاز توسط 
 .Fig. 4الگوریتم 1 و الگوریتم 3 در مثال 1.

شکل 4: مقایسه مجموعه‌های مجاز  محاسبه شده توسط الگوریتم 1 و 
الگوریتم 3 در مثال 1.
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)35-ب( 	( )( )
( )

( ) ( )

( )

0

1 0

0

; ,

p

p

p p
p

X p

N
p
j

j

I

A w

A w A wS A w N

A w
=

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  
∏



)35-ج( 	

( ) ( )( ), ;p p
U pS A w B w N =

محاسبه مجموعه مجاز مقاوم با اعمال شرایط رابطه )13( بر روی رابطه 
ارضای قید  افتاد،  اتفاق  آنچه در )29( و )30(  انجام می‌پذیرد. مشابه   )34(

حالت و قید ورودی به‌صورت رابطه )36-ب( است:

-الف(3))

)36-ب( 	

( )( )
( ) ( )( )

( )( )

0

d

Ó Ó ; 1

Ó Ó , ; Ã

Ó Ã Ó Ó , ; W

p
U K X p

p p
U K U p

p
U U U K U p

S A w N x

S A w B w N

S A w E N

η

η σ

− +

+ ≤ −

که در آن ΣX,ΣU,ΣK,σX,σU مطابق روابط )29( و )31( تعریف شده‌اند. 
فرایند محاسبه مجموعه مجاز به‌صورت الگوریتم زیر خلاصه شده است. 

برای  مقاوم  مجاز  مجموعه  محاسبه  )الگوریتم   4 الگوریتم 
سیستم‌های پارامتری شده(.  برای سیستم رابطه )24( با ورودی پارامتری 
  ( )1RF pN − ,N( مقاوم  مجاز  مجموعه   )22( رابطه  در  شده  تعریف  شده 

به‌صورت رابطه )37( محاسبه می‌شود.

((3)

شکل 1 )د( فلوچارت این الگوریتم را نمایش می‌دهد. بازگشتی نبودن این 
الگوریتم باعث می‌شود که بتوان محاسبه مجموعه مجازِ مقاوم سیستم‌های 

پارامتری شده را توسط آن انجام داد.

توجه شود که امکان استفاده از لم 1 در رابطه )37( و انجام تفکیک‌های 
روابط )16( و )17( وجود ندارد، زیرا حاصلضرب ماتریس نامعین )A(wp  در 
خودش و در )B(wp  و Wd تحدب پاسخ نسبت به wp را از بین می‌برد و 
شرایط لم نقض می‌گردد. در این حالت باید رابطه )37( را برمبنای عدددهی 
به  )B(wp) ،A(wp  و Wd حل  نمود. در  حالت  خاصی  که  داشته  باشیم 
A(wp )=A  عدم وجود پارامتر نامعین در ماتریس A( رابطه )37( نسبت به 

آن‌را  لم1  اعمال  با  می‌توان  و  می‌شود  محدب   wd و   wp قطعیت‌های  عدم 
به‌صورت رابطه )38( ساده نمود.

-الف(3))

)38-ب( 	( ) ( )( )d min , ; W
d

d
X X X U pr rw

S A E Nσ σ
∈

= −Σ


)38-ج( 	( ) ( )( )dmin , ; 1 W
d

d
U U U K U pr rw

S A E Nσ σ
∈

− Σ= Σ −


 σ̅U و   σ̅X بردار  از  ام   r سطر   )σ̅u( و   )σ̅x)r پارامترهای   )38( رابطه  در 
ازای   به  آن  راست  سمت  عبارت  rام  سطر  مینیمم  با  است  برابر  و  است 
چند  و  وردوی  تک  سیستم‌های  برای  الگوریتم  این   .Wd∈Wd×...×Wd

ورودی معتبر است. 
به منظور بررسی صحت الگوریتم 4، مثال 1 به همراه اغتشاش درنظر 
گرفته می‌شود. برای یکسان‌سازی شرایط، در الگوریتم 4 قرار فرض می‌شود  

 .N=Np,a=0

مثال 2: فرض می‌شود به سیستم مثال 1 اغتشاش مطابق رابطه )39( 
وارد می‌شود.

((3)
[ ]

2 2

1
1 2

2

, 

 , 0.02, 0.02  

d

d
d d

d

E I

w
w w

w

×= =

    ∈ − +   
     



مجموعه مجاز مقاوم به‌دست آمده توسط الگوریتم 2 و الگوریتم 4 در 
الگوریتم  شکل 5 نشان داده شده است. به منظور یکسان‌سازی شرایط در 
اثر  و   

p pN NI ×Γ = ترتیب این  به   .N=Np,a=0  4 فرض شده است که
پارامتری‌کردن بردار ورودی حدف می‌گردد. 

در شکل 5 مجموعه مجاز، مجموعه مجازِ مقاومِ محاسبه شده توسط 
الگوریتم 4 برای   الگوریتم 2 و مجموعه مجازِ مقاومِ محاسبه شده توسط  
Np=3,26 رسم شده است. مطابق انتظار، برای Np مشخص مجموعه‌های 

آن  داخل  کامل  به‌صورت  و  از مجموعه مجاز هستند  مقاوم کوچکتر  مجازِ 
قرار گرفته‌اند. نکته مهمی که در این شکل قابل رویت است کوچکتر بودن 
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مجموعه مجازِ مقاومِ محاسبه شده توسط الگوریتم 4 )الگوریتم پیشنهادی( 
نسبت به الگوریتم 2 است. علت این موضوع تأثیر متفاوت اغتشاش در تحول 
و  دارد  بازگشتی  ماهیتی   2 الگوریتم  است.   4 و   2 الگوریتم  دو  در  سیستم 
طبق روابط )16-ب( و )17( اثر مخرب اغتشاش در زمان وارد شده توسط 
اغتشاش  دیگر  بیان  به  است.  بهبود  و  دفع  قابل  زمان  همان  ورودی  بردار 
)w(i  اثر خود را روی بردار حالت )x(i+1 می‌گذارد و اثر آن تمام می‌شود 

 w(i(اغتشاش ترتیب  این  به  می‌شود(.  خنثی    u(i( ورودی  بردار  )توسط 
به‌صورت غیر مستقیم )از طریق تأثیر روی )x(i+1( روی سیر تحول سیستم 
اثرگذاری می‌کند. در الگوریتم 4 شرایط متفاوتی حاکم است. در این الگوریتم 
اغتشاش )w(i توسط روابط )38-ب( و )38-ج( روی تمام زمان‌های بعدی 
 u(i(به‌صورت مستقیم تأثیر می‌گذارد که طی آن اثر ترمیم کنندگی ورودی
پاسخ محافظه   a=0,N=Np با فرض  الگوریتم 4  نتیجه  دیده نمی‌شود. در 
تفاوت  این  مقاوم  پیش‌بین  کنترل  حوزه  در  می‌دهد.  ارائه  را  کارانه‌تری 
 )3 )الگوریتم  بسته  حلقه  پیش‌بینی  به‌صورت  را  مسأله  بررسی  استراترژی 
باز  حلقه  پیش‌بینی  می‌کنند.  نام‌گذاری   )4 )الگوریتم  باز  حلقه  پیش‌بینی  و 
کنترلر  طراحی  فرایند  اما  می‌دهد  ارائه  را  کوچکتری  مقاوم  مجاز  مجموعه 
سریعتری را به همراه دارد. از طرف دیگر پیش‌بینی حلقه بسته مجموعه مجاز 
بزرگتری را تولید می‌کند و در عوض کنترلر مبتنی بر این روش محاسبات 
سنگین‌تری دارد. بررسی تفصیلی و مقایسه این دو روش برخورد با سیستم 
مقید همراه با اغتشاش در مرجع ]27[ آمده است. آنچه در این مقاله مورد 
اهمیت است، کوچکتر بودن مجموعه مجاز مقاوم به‌دست آمده از الگوریتم 

4 نسبت به الگوریتم 3 است که نشان از صحت الگوریتم پیشنهادی دارد. 
در شکل 6 زمان  انجام  محاسبات  در  الگوریتم 2 با الگوریتم 4 برای  
Np =2,...,26 مقایسه شده است. شرایط محاسباتی همان است که در مقایسه 

مجموعه‌های مجاز گفته شد. روند کلی مقایسه زمان محاسبات نیز مشابه 
مجموعه‌های مجاز است با این تفاوت که زمان محاسبات در اینجا اندکی 
افزایش یافته است. علت این افزایش زمان، انجام محاسبه روابط )16-ب(، 

)38-ب( و )38-ج( است که مستلزم حل مسأله بهینه‌سازی خطی است.
شکل 7 مجموعه مجازِ مقاوم را به ازای ورودی پارامتری شده توسط تابع 
لاگر در مثال 2 نشان می‌دهد. پارامترهای انتخابی برای تشکیل این مجموعه 
a/ . مقایسه بین مجموعه مجاز مقاوم برای ورودی  =0 عبارتند از N =3 و 7
پارامتری شده و ورودی پارامتری نشده به وضوح نشان می‌دهد که پارامتری 

کردن چه تأثیر بسزایی در افزایش مجموعه مجاز مقاوم دارد. 

Fig. 5. 

شکل 5: مقایسه مجموعه‌های مجاز  مقاوم محاسبه شده توسط الگوریتم 
2 و الگوریتم 4 در مثال 2.

Fig. 6. 

شکل 6: زمان انجام محاسبات برای ساختن مجموعه مجاز مقاوم توسط 
الگوریتم 2 و الگوریتم 4 در مثال 2.

Fig. 7. 

شکل 7: مقایسه مجموعه‌های مجاز مقاوم برای سیستم پارامتری شده و 
سیستم پارامتری نشده  در مثال 2.
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 نتیجه‌گیری-66
مجموعه  و  مجاز  مجموعه  محاسبه  الگوریتم‌هایی جهت  مقاله  این  در 
متعامد  توابع  توسط  شده  پارامتری  مقید  سیستم‌های  برای  مقاوم  مجاز 
آن‌ها  مقایسه  طریق  از  پیشنهادی  الگوریتم‌های  درستی  بررسی  شد.  ارائه 
ارائه  الگوریتم‌های  برتری  مهم‌ترین  گردید.  انجام  معمول  الگوریتم‌های  با 
شده در اینجا نسبت به الگوریتم‌های معمول )الگوریتم 1و 2(، توانایی آن‌ها 
در تطبیق با ورودی‌های پارامتری شده در فضایی بجز فضای زمان است. 
به  می‌توان  مقاله  این  در  پیشنهادی  الگوریتم‌های  توسط  دیگر،  بیان  به 
پارامتری  سیستم‌های  در  مقاوم  مجازِ  مجموعه  و  مجاز  مجموعه  محاسبه 
 2 1و  الگوریتم‌های  توسط  که  )امری  پرداخت  متعامد  توابع  توسط  شده 
متعامد  شبکه  ساده‌ترین  به‌عنوان  لاگر  شبکه  همچنین  نیست(.  امکان‌پذیر 
بردار  پارامتری‌کردن  اثر  و  بردار ورودی معرفی گردید  پارامتری‌کردن  برای 
مثال‌هایی  توسط  مقاوم  مجاز  مجموعه  و  مجاز  مجموعه  اندازه  در  ورودی 
بررسی گردید. مثال‌ها نشان می‌دهند که پارامتری‌کردن بردار ورودی توسط 
توابع متعامد منجر به بهبود )افزایش حجم( مجموعه مجاز و مجموعه مجازِ 
زمان  بابت  از  پیشنهادی  الگوریتم‌های  که  گردید  مشاهده  می‌شود.  مقاوم 
فرایند  آن  علت  که  هستند  پیشین  الگوریتم‌های  از  کندتر  محاسبات  انجام 
تصویر نمودن یک چندوجهی با ابعاد بزرگ است. همچنین مشاهده گردید که 
الگوریتم محاسبه مجموعه مجاز مقاوم، مجموعه‌ای محافظه کارانه‌تر نسبت 

به الگوریتم استاندارد بازگشتی تولید کرده است. 
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