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چکیده: هدف از انجام این پژوهش بررسی تأثیر پارامترهای طراحی و اصلاح پروفیل دندانه بر روی خطای انتقال استاتیکی 
و ضریب توزیع بار یک جفت چرخدنده مارپیچ به روش تحلیلی با استفاده از نرم‌افزار متلب می‌باشد. در این تحقیق در ابتدا به 
تعریف دقیق خطای انتقال چرخدنده‌ها به‌عنوان مهم‌ترین عامل ایجاد سروصدا در یک جفت چرخدنده درگیر پرداخته می‌شود. 
سپس ضریب توزیع بار و خطای انتقال استاتیکی با استفاده از سفتی درگیری چرخدنده‌ها محاسبه می‌گردد. در این مقاله از 
روش انرژی پتانسیل جهت تعیین خطای انتقال و ضریب توزیع بار چرخدنده‌های مارپیچ استفاده می‌شود. در مرحله بعد پس از 
صحت سنجی نتایج با پژوهش‌های گذشته، تأثیر پارامترهای طراحی مانند مدول، زاویه مارپیچ، پهنا، تعداد دندانه و زاویه فشار 
بر روی میانگین و دامنه خطای انتقال و ضریب توزیع بار چرخدنده‌ها بررسی می‌شود. به این پارامترها اصطلاحاً پارامترهای 
)اصلاحات  طراحی  پارامترهای  همزمان  اصلاحات  می‌دهد  نشان  پژوهش  این  نتایج  می‌شود.  گفته  چرخدنده  ماکرو-هندسی 
ماکرو-هندسی( و اصلاح نوک دندانه )اصلاحات میکرو-هندسی( باعث توزیع بار یکنواخت‌تر و کاهش چشم‌گیر خطای انتقال 

چرخدنده‌های مارپیچ و به‌تبع آن کاهش ارتعاشات و سروصدای جعبه‌دنده‌ها می‌شود.
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مقدمه-11
یکی از شایع‌ترین منابع ایجاد آلودگی صوتی در صنایع، صدای برخاسته 
از جعبه‌دنده‌ها است. صدای جعبه‌دنده‌ از درگیری دندانه چرخدنده‌ها سرچشمه 
می‌گیرد، جایی‌که نیرو و حرکت از یک چرخدنده به چرخدنده درگیر دیگر 
تماس  حال  در  چرخدنده‌های  بین  ضربه  دیگر  عبارتی  به  می‌شود  منتقل 
انتقال  سیستم‌های  در  سروصدا  تولید  منابع  اصلی‌ترین  از  یکی  به‌عنوان 
قدرت شناخته می‌شود. مهمترین منبع تولید صدا در جعبه‌دنده‌ خطای انتقال1  
می‌شود.  چرخدنده‌ها  ارتعاشی  تحریک2   موجب  آن  نوسانات  که  می‌باشد 
اجزای  به سایر  لرزش  این  انتقال  و  آن  لرزش  تحریک چرخدنده‌ها موجب 
در  می‌شود.  سیستم  موجب سروصدای  آن  نگه‌دارنده  پایه‌های  و  جعبه‌دنده‌ 
بر  چرخدنده‌ها  روی  بر  گرفته  انجام  پژوهش‌های  از  بسیاری  اخیر  دهه  دو 
محوریت کاهش سروصدا و لرزش چرخدنده متمرکز بوده است و تقریباً همه 
آن‌ها خطای انتقال را عامل اصلی تولید سروصدا در یک جفت چرخدنده در 
حال تماس می‌دانند ]3-1[. آن‌ها هم‌چنین بهینه‌سازی پارامترهای طراحی 
و  انتقال  راه‌کارهای کاهش خطای  از مهمترین  را  دندانه  پروفیل  و اصلاح 

کاهش ارتعاش و نویز به شمار آورده‌اند ]4 و 5[.

1   Transmission Error
2   Excitation

Mehrdad.poursina@gmail.com :نویسنده عهده‌دار مکاتبات

در  انتقال  خطای  تحقیق  و  توصیف  به   ]1[ مونرو3    1990 سال  در 
چرخدنده‌ها پرداخت و یک روش تحلیلی جهت پیش‌بینی خطای انتقال ارائه 
محدود  اجزاء  شبیه‌سازی  با   2006 سال  در   ]6[ اجمی5   و  ولکس4   داد. 
نتایج  به  و  نمودند  محاسبه  را  انتقال  ساده، خطای  و  مارپیچ  چرخدنده‌های 
قابل قبولی دست یافتند. آن‌ها هم‌چنین با شبیه‌سازی سه‌بعدی چرخدنده‌ها 
و با درنظر گرفتن شرایط تماس بین دندانه‌ها، تغییر شکل‌ها، گشتاور و کوپل 
اندازه  بی‌باری  و  بارگذاری  حالت  در  را  استاتیکی  انتقال  خطای  پیچشی، 
گرفتند. بهلول6  و همکاران ]7[ در سال 2010 روی مشخصات چرخدنده 
با  انتقال چرخدنده‌های درگیر مطالعه کردند. آن‌ها  از جمله خطای  اینولوت 
اصلاحات  اثر  نمایش  برای  مدل  یک  ساده،  چرخدنده  نویز  کاهش  هدف 
این  به  و  دادند  ارائه  محدود  اجزاء  روش  به  دندانه  پروفیل  روی  بر  عمدی 
نتیجه را نشان می‌دهد و به  نتیجه رسیدند که اصلاح نوک دندانه بهترین 
کاهش خطای انتقال کمک می‌کند. هوتایت7  و کهرمان8  ]8[ در سال 2013 
با جمع‌آوری یک مجموعه کامل از داده‌های تجربی خطای انتقال دینامیکی 
و ضریب دینامیکی تنش روی چرخدنده‌های یکسان، به تکمیل تئوری‌های 

3   Munro
4   Velex
5   Ajmi
6   Bhole
7   Hotait
8   Kahraman
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انتقال دینامیکی  اندازه‌گیری خطای  با  پرداختند. آن‌ها هم‌چنین  انجام شده 
و ضریب تنش بین یک چرخدنده اصلاح‌شده و اصلاح‌نشده، رابطه بین دو 
چرخدنده را به‌صورت تجربی استخراج کردند. وان1  و همکاران ]9[ در سال 
2015 به محاسبه سفتی درگیر یک جفت چرخدنده مارپیچ با استفاده از روش 
به‌صورت  مارپیچ  درنظر گرفتن چرخدنده  با  آن‌ها  پرداختند.  پتانسیل  انرژی 
لایه‌های نازکی از چرخدنده‌های ساده به‌هم چسبیده، سفتی درگیری کل را 
از مجموع سفتی هر لایه به‌دست آوردند. هی زین2  و همکاران ]10[ در سال 
2016 به مطالعه پارامتری اصلاح پروفیل چرخدنده مارپیچ پرداختند. آن‌ها 
هم‌چنین با استفاده از روش اجزاء محدود، اثرات اصلاح سر دندانه را بر روی 
تنش چرخدنده‌ها مورد بررسی قرار دادند. گوانگ جین وانگ3  و همکاران 
به  ساده،  چرخدنده  دینامیکی  معادلات  ارائه  از  پس   2017 سال  در   ]11[
محاسبه سفتی درگیری و خطای انتقال دینامیکی آن از روش اجزاء محدود 
پرداختند. آن‌ها هم‌چنین تأثیرات بار و سرعت‌های مختلف را بر روی خطای 

انتقال دینامیکی مورد ارزیابی قرار دادند.
در تحقیق حاضر تلاش می‌شود تا با شناخت کامل بر روی خطای انتقال 
به عنوان اصلی‌ترین منبع ایجاد سروصدا و لرزش در چرخدنده‌ها، با استفاده از 
روش تحلیلی خطای انتقال استاتیکی و ضریب توزیع بار چرخدنده‌های مارپیچ 
محاسبه شود. بدین منظور دستوری در نرم‌افزار متلب نوشته می‌شود تا پس 
از دریافت اطلاعات چرخدنده‌ها سفتی درگیری جفت چرخدنده‌های درگیر از 
انباشته محاسبه شود. سپس باتوجه به روابط موجود،  روش انرژی پتانسیل 
خطای انتقال و ضریب توزیع بار به‌دست آورده می‌شود. پس از به‌دست آوردن 
خطای انتقال اثر تغیر پارامترهای مهم طراحی مانند زاویه فشار، زاویه مارپیچ، 
تعداد دندانه، مدول، تعداد دندانه و پهنا بر روی نمودار‌های ضریب توزیع بار و 
خطای انتقال بررسی می‌شود. از آن‌جایی که تغییر دادن این پارامترها سخت 
و پرهزینه است، قبل از طراحی باید تأثیر آن‌ها بر صدای چرخدنده مدنظر 
قرار گیرد و طراحی جعبه‌دنده‌ بر مبنای حداقل سروصدا انجام شود. از این 
بخش  در  هم‌چنین  می‌شود.  گفته  ماکرو-هندسی  پارامترهای  آن‌ها  به  رو 
این مقاله به اصلاح پروفیل دندانه چرخدنده‌ها پرداخته می‌شود. بدین  آخر 
منظور از اصلاح نوک دندانه با درنظر گرفتن دو متغیر طول و مقدار اصلاح، 
انجام می‌گیرد. از آن‌جا که در این نوع اصلاح حجم بسیار کمی ماده از سر 
دندانه برداشته می‌شود، اصطلاحاً به آن اصلاح میکرو-هندسی گفته می‌شود. 
اعمال اصلاحات ماکرو-هندسی مقدار  با  این پژوهش نشان می‌دهد  نتایج 
با اصلاح سر  به‌طور چشم‌گیری کاهش می‌یابد و هم چنین  انتقال  خطای 
دندانه )اصلاح میکرو-هندسی( تغییرات ناگهانی نمودار خطای انتقال کاهش 
و توزیع بار در چرخدنده‌ها نرم‌تر و یکنواخت‌تر انجام می‌گیرد. بنابراین لرزش 

و سروصدای جعبه‌دنده‌جعبه‌دنده‌‌ها به حداقل می‌رسد.

1   Wan
2   He Zeyin
3   Wang Guangjian

 تعاریف اولیه-22
 خطای انتقال استاتیکی-22-22

کاملًا  دندانه  پروفیل  و  کامل  هندسه  با  صلب  چرخدنده  جفت  یک 
اینولوت4  حرکت زاویه‌ای را دقیقاً انتقال می‌دهد اما در عمل چنین چیزی غیر 
ممکن به‌نظر می‌رسد ]6[. به تفاوت بین موقعیت واقعی چرخدنده رانده‌شده 
)برای هر موقعیت داده شده( از موقعیت همان چرخدنده در حالت ایده‌آل آن 
را خطای  پیوسته  تماس  و  ناپذیر  تغییرشکل  یعنی هندسه کامل، چرخدنده 
انتقال می‌گویند ]1[. مطابق شکل 1 در حالت ایده‌آل میزان چرخش تئوری 
چرخدنده رانده‌شده، θgear ، باید به اندازه میزان چرخش راننده، θpinion، باشد، 
در شرایطی که نسبت تبدیل یک به یک باشد، اما در عمل این‌چنین نیست و 
با دوران پینیون راننده به اندازه  θpinion، چرخدنده رانده‌شده مقداری کمتر از  
دوران می‌کند که این مقدار همان خطای انتقال می‌باشد. رابطه )1( خطای 

انتقال استاتیکی را نشان می‌دهد.
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راننده و  زاویه‌ای چرخدنده  ترتیب موقعیت  به    θ2 θ1 و   ،)1( رابطه  در 
2br به ترتیب بیان‌گر شعاع دایره مبنای راننده و رانده‌شده  1br و  رانده‌شده،

می‌باشند.
انحراف  مجموع  با  برابر  تئوریک  به‌صورت  استاتیکی  انتقال  خطای 
دندانه‌ها )δ(، خطاهای ساخت و خطاهای پروفیل می‌باشد. در این پژوهش 
اهمیت  حائز  پروفیل  اصلاحات  و  درگیر  دندانه‌های  الاستیک  انحراف  فقط 
می‌باشد و از عوامل دیگر صرف‌نظر می‌شود. بنابراین  با صرف‌نظر از خطاهای 
ساخت و پروفیل، خطای انتقال استاتیکی از رابطه )2( به‌دست می‌آید ]12[. 
در این رابطه K بیان‌گر سفتی درگیری چرخدنده مارپیچ می‌باشد که از روابط 

بخش 3-3 به‌دست می‌آید.

(()k
FSTE =

4   Involute

Fig. 1. 

شکل 1: تعریف خطای انتقال.
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ضریب توزیع بار-22-22
در سیستم چرخدنده‌ها در زمان‌هایی از سیکل درگیری که بیش  	
از  بزرگتر  تماس  نسبت  هستند  یکدیگر  با  تماس  در  دندانه  جفت  یک  از 
یک می‌باشد. بنابراین تحت این وضعیت نمی‌توان فرض کرد که بار به‌طور 
می‌شود.  گذاشته  اشتراک  به  تماس  حال  در  دندانه‌های  جفت  بین  مساوی 
دندانه‌ها، ضریب  جفت  بین  شده  گذاشته  اشتراک  به  بار  محاسبه  به‌منظور 
توزیع بار1 به‌صورت نسبت بار اشتراکی به کل بار از رابطه )3( تعریف می‌شود. 
اسپیتاس2 و همکاران ]13[ در سال 2011 به صورت تجربی و با استفاده از 
روابط ریاضی که از عکس‌برداری‌های امواج استنتاج شده بود، این ضریب را 
برای چرخدنده‌های با نسبت تماس پایین به‌دست آوردند و به مقایسه نتایج 
خود با نتایج دو استاندارد ایزو و آگما3 پرداختند. نتایج آن‌ها نشان می‌دهد که 
ارائه شده توسط دو استاندارد گفته‌شده )رابطه‌های )3( و  از روابط  می‌توان 
)4(( استفاده نمود. در این پژوهش از روابط استاندارد آگما به‌منظور محاسبه 

ضریب توزیع بار استفاده می‌شود ]13[.
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زاویه  دیگر  عبارت  به  یا  درگیری  کل  زاویه  معرف   θ فوق   روابط  در 
 )7( رابطه  از  و  است  درگیری  کامل  سیکل  یک  برای  چرخدنده  چرخش 
محاسبه می‌شود.، ω زاویه هر لحظه از درگیری، θLPSTC و  θHPSTC به‌ترتیب 
بیان‌گر زاویه‌های درگیری مرتبط با پایین‌ترین و بالاترین نقطه از یک جفت 

دندانه درگیر هستند که از روابط )5( و )6( محاسبه می‌شوند.

(()
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LPSTC r rLPSTC n
θ ε ε= −

(()
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HPSTC r rHPSTC n
θ ε ε= −

(()
2 1

r rn n
θ ε ε= −

در روابط فوق ε نسبت تماس چرخدنده،n1 نقطه‌ای است که دایره نوک 
چرخدنده رانده‌شده خط عمل را قطع می‌کند و n2 نقطه‌ای است که دایره 
نوک چرخدنده راننده خط عمل را قطع می‌کند. اندیس‌های 1 و 2 بیان‌گر 

چرخدندهی راننده و رانده شده می‌باشد.
1  Load Shearing Factor  (LSF)
2   Spitas
3  American Gear Manufacturers Association (AGMA)

اصلاح ماکرو-هندسی-22-22
این اصلاح شامل پارامترهای طراحی چرخدنده از جمله تعداد دندانه‌ها، 
مدول، قطرها، پهنا و زاویه فشار مشخص می‌شود. تغییر دادن این پارامترها 
طراحی  فرآیند  گام  اولین  در  چرخدنده  طراح  اما  است  هزینه  پر  و  سخت 
و  انتقال  خطای  با  سیستمی  عوامل،  این  اثرات  درنظرگرفتن  با  می‌تواند 
راستا  این  در  پژوهش‌هایی  نیز  گذشته  در  نماید.  طراحی  کمتر  سروصدای 
انجام گرفته است که در مهمترین آن‌ها کهرمان4 ]14[ به تأثیر پارامترهای 
طراحی و نسبت تماس چرخدنده‌ها بر روی خطای انتقال دینامیکی چرخدنده 
ساده پرداخته است. نتایج تجربی و تحلیلی او نشان می‌دهد با بهینه‌سازی 
است  بهتر  درنتیجه  می‌کنند.  کار  بی‌صداتر  چرخدنده‌ها  پارامترها،  این 
تا  نماید  لحاظ  را  پارامترها  این  تأثیرات  چرخدنده‌ها  طراحی  از  قبل  طراح 

جعبه‌دنده‌جعبه‌دنده‌‌ها بی‌سروصداتر کار کنند.

اصلاح میکرو-هندسی-22-22
 اساس این نوع اصلاح شامل برداشتن بخشی از ماده در اطراف پروفیل 
اینولوت می‌باشد. درنتیجه بخشی از منحنی غیر اینولوت می‌شود. از آن‌جایی 
که بخشی از ماده حذف شده، سفتی دندانه کاهش می‌یابد درنتیجه انحراف 
دندانه مقداری بیشتر می‌شود. اما این عمل باعث یکنواخت‌تر شدن نمودار 
ضریب توزیع بار و کاهش شکستگی‌های نمودار خطای انتقال می‌شود که در 
بخش نتایج به آن‌ها اشاره می‌گردد. به‌طور کلی اصلاح دندانه از این روش 

شامل سه دسته زیر می‌باشد.

اصلاح سر دندانه22-22-22-5
      در این نوع اصلاح همانند شکل 2-الف ضخامت نوک دندانه کاهش 
می‌یابد. دو پارامتر مؤثر در این‌جا طول و مقدار اصلاح سردندانه می‌باشد. مقدار 
اصلاح سر دندانه که در این شکل با Ca نشان داده می‌شود، برابر با طولی از 
دندانه بر روی دایره سر دندانه است و طول اصلاح نوک ،)La(، طولی است 
که از روی پروفیل اینولوت برداشته می‌شود. بر اساس مرجع ]15[ ماکزیمم 
این طول 0.6m )مدول=m( است. هنگامی‌که قطر شروع اصلاح برابر با قطر 
بالاترین نقطه تماس از حداقل جفت دندانه باشد، اصطلاحاً اصلاح بلند نامیده 
می‌شود در حالی‌که اصلاح کوتاه نصف طول اصلاح بلند می‌باشد. اصلاح سر 
دندانه باعث برداشته شدن نوک تیز دندانه می‌شود که این عمل باعث حذف 
نمودار  تغییرات  بنابراین  می‌گردد.  دندانه  نوک  درگیری  از  ناشی  تنش‌های 
خطای انتقال ملایم‌تر شده و از شکستگی‌های آن کاسته می‌شود. از آن‌جایی 
که بخشی از حجم ماده برداشته شده، سفتی دندانه کاهش می‌یابد و درنتیجه 
خطای انتقال مقدار اندکی افزایش می‌یابد ولی مطالعات گذشته نشان می‌دهد 

که در بعضی از موارد دامنه آن کاهش می‌یابد]12[.

4   Kahraman
5   Tip Relief
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صلاح ریشه دندانه 1 -22-22-22
      در این حالت مطابق با شکل 2-ب از ضخامت ریشه دندانه کاسته 
می‌شود و تأثیر آن همانند اصلاح سر دندانه است. با توجه به شکل در این 
حالت سه پارامتر مستقل اصلاح دندانه وجود دارد که عبارتند از: مقدار اصلاح 
باعث  دندانه  ریشه  زاویه اصلاح است. اصلاح  و  ریشه  ریشه، طول اصلاح 
ایجاد یک فرورفتگی در پایه دندانه می‌شود این عمل باعث می‌شود هنگام 
درگیری، تماس نوک دندانه چرخدنده درگیر دوم با ریشه این دندانه قطع شود 
و توزیع بار یکنواخت‌تر انجام گیرد. اصلاح ریشه دندانه دارای دو عیب بزرگ 
می‌باشد: برداشتن ماده از پایه باعث تضعیف دندانه و کاهش استحکام آن 
می‌شود همچنین ریشه‌تراشی در عمل کار سخت و هزینه‌بری است. بنابراین 

در صنعت از این اصلاح به ندرت استفاده می‌شود.

اصلاح  همزمان نوک و ریشه دندانه-22-22
این روش ترکیبی از دو اصلاح قبل به صورت همزمان می‌باشد.

در بین تمام روش‌های اصلاح پروفیل، اصلاح نوک و ریشه بیشتر مورد 
استفاده قرار می‌گیرد. از آن‌جایی که اثر اصلاح ریشه دندانه معادل اصلاح 
نوک دندانه است ]15[ و همچنین در عمل اصلاح ریشه به مراتب سخت‌تر 
از اصلاح نوک دندانه می‌باشد، در این پژوهش فقط به اصلاح نوک دندانه 

چرخدنده‌های مارپیچ پرداخته می‌شود.

روش حل-33
تعیین چگونگی  از روش تحلیلی،  انتقال  اولین قدم در محاسبه خطای 
در  اشتراکی  بار  محاسبه  روابط  است.  چرخدنده  دندانه  روی  بر  بار  توزیع 
بیان  بر حسب دوران چرخدنده در بخش 2-2  از زمان درگیری  هر لحظه 
با  کل  سفتی  می‌باشد.  دندانه‌ها  درگیری  سفتی  تعیین  دوم  مرحله  گردید. 
توجه به نسبت تماس چرخدنده‌ها، از مجموع سفتی تعداد دندانه‌های درگیر 

1     Root Relief

انرژی  از روش  به‌دست می‌آید. جهت محاسبه سفتی چرخدنده‌های مارپیچ 
انباشته استفاده می‌شود. در این روش چرخدنده مارپیچ به صورت  پتانسیل 
مجموعه‌ای از چرخدنده‌های ساده کم‌پهنا، با زاویه مارپیچ کم که هیچ نوع 
کوپل الاستیکی بین آن‌ها وجود ندارد درنظر گرفته می‌شود. در این صورت 
می‌آید.  به‌دست  دندانه  طول  در  انتگرال‌گیری  طریق  از  دندانه  کل  سفتی 
سرانجام خطای انتقال استاتیکی از رابطه )2( و ضریب توزیع بار  از رابطه )3( 
محاسبه می‌شود. با اعمال اثرات اصلاح نوک دندانه بخشی از دندانه از حالت 
اینولوت خارج می‌شود و جهت محاسبه سفتی کل باید سفتی این قسمت غیر 

اینولوت محاسبه و با سفتی بقیه دندانه جمع گردد.

محاسبه سفتی درگیری چرخدنده ساده-33-33
در حالتی‌که پروفیل دندانه‌ها کاملًا اینولوت باشد و با صرف‌نظر  	
انرژی ذخیره شده در  از خطاهای ساخت و اصطکاک بین دندانه‌ها،  کردن 
یک سیستم چرخدنده‌ای از چهار مؤلفه تشکیل می‌شود: 1- انرژی خمشی. 
2- انرژی برشی. 3- انرژی فشاری محوری. 4- انرژی هرتزین. با استفاده 
 ، k

FU 2
2

= از هر کدام از این مؤلفه‌های انرژی و رابطه انرژی پتانسیل ،
می‌توان سفتی دندانه را محاسبه نمود. بنابراین سفتی یک چرخدنده از چهار 

بخش تشکیل می‌شود که از روابط زیر به دست می‌آید ]15[:
سفتی خمشی2 	•

(()
( ) ( ) ( ) 2

1 1

0

cos sin1 d

b x

l x h
dx

k EI
α α− −  = ∫

سفتی برشی3 	•

(()( )2
1

0

1.2cos1 d

s x

dx
k GA

α
= ∫

2     bending Stiffness
3     Shear Stiffness

Fig. 2. 

شکل 2: الف( اصلاح سر دندانه]14[. ب( اصلاح ریشه دندانه.

)ب()الف( 
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سفتی محوری1  	•

((1)
( )2

1

0

sin1 d

a x

dx
k EA

α
= ∫

سفتی یاتاقانی یا هرتزین2 	•

((1)( )24 11

Hk EL
υ

π
−

=

در روابط فوق E مدول یانگ، G مدول برشی، Ix ممان اینرسی سطح و 
Ax مساحت دندانه در فاصله x از ریشه دندانه و α1 زاویه بار مطابق با شکل 

دندانه  تعداد  به  چرخدنده‌ها  مبنای  دایره  موقعیت  که  آن‌جا  از  می‌باشد.   3
دو  در  چرخدنده‌ها  درگیری  سفتی‌  پژوهش  این  در  دارد،  بستگی  چرخدنده 
حالت محاسبه می‌شوند: الف( حالتی که دایره ریشه کوچک‌تر از دایره مبنا 
باشد. ب( حالتی که دایره ریشه بزرگتر از دایره مبنا باشد. نقاط شروع منحنی 

اینولوت در این دو حالت مطابق با شکل 3 می‌باشد.

 سفتی پایه یا بدنه33-33-33-3
از آن‌جایی‌که بدنه چرخدنده‌ها نیز انعطاف‌پذیر است، هنگام اعمال نیرو 
به چرخدنده، بدنه آن تغییرشکل می‌دهد. پس سفتی حاصل از پایه نیز باید 
در معادلات تعیین سفتی لحاظ گردد. با توجه به مرجع ]17[، سفتی پایه از 

رابطه )12( محاسبه می‌شود.

((1)
j

f

f Fk
δ

=
1

در رابطه فوق kf سفتی پایه، Fj نیروی اعمالی به دندانه و δj تغییر شکل 
بدنه چرخدنده می‌باشد که نحوه محاسبه آن در مرجع ]17[ ذکر شده است.

سفتی کل-33-33
یک جفت دندانه درگیر همانند یک جفت فنر سری عمل می‌کند  	
و می‌توان از رابطه )13( سفتی کل یک جفت دندانه را در هر لحظه از سیکل 

درگیری بدست آورد. 

((1)
Hffaassbb kkkkkkkkk

k
111111111

1

21212121

++++++++
=

در رابطه )13( اندیس‌های 1 و2 مرتبط با دندانه درگیر از چرخدنده اول 
و دوم می‌باشد.	

1     Axial Stiffness
2     Hertzian Stiffness
3     Fillet-foundation stiffness

 سفتی درگیری چرخدنده مارپیچ-33-33
سفتی درگیری چرخدنده‌های مارپیچ را به‌دلیل وجود زاویه مارپیچ نمی‌توان 
مشابه با چرخدنده‌ ساده محاسبه کرد. با این حال اگر چرخدنده مارپیچ همانند 
شکل 4 به تکه‌های نازک با ضخامت Δl تقسیم‌بندی شود، می‌توان سفتی 
درگیری را از روش انرژی پتانسیل انتگرالی انباشته4  به‌دست آورد ]9[. در این 
روش چرخدنده مارپیچ به صورت مجموعه‌ای از چرخدنده‌های ساده کم‌پهنا، 
با زاویه مارپیچ کم درنظر گرفته می‌شود. در این صورت سفتی کل دندانه از 

طریق انتگرال‌گیری در طول دندانه به‌دست می‌آید.
براساس این ایده، نمو سفتی خمشی دندانه مارپیچ از رابطه انتگرالی )14( 

به‌دست می‌آید. 

4     Accumulated Integral Potential Energy Method

Fig. 3. 

شکل 3: نقطه شروع منحنی اینولوت. الف( دایره مبنا بزرگتر از دایره 
ریشه. ب( دایره مبنا کوچکتر از دایره ریشه ]16[

)الف(

)ب( 
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((1)( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
2

1 1
30

1

3 cos sin
2

b

d y

x

dk

d y x y h y y
dx

Eh dy
α α

=

 − − ∫

 با انتگرال‌گیری از متغیر y، سفتی خمشی کل یک دندانه با رابطه )15( بیان 
می‌گردد. 

((1)( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
20

1 1
30

1

3 cos sin
2

b

l

d y

x

k

dy
d y x y h y y

dx
Eh

α α

=

 − − 
∫
∫

 در روابطه بالا )α1(y  زاویه اعمال نیرو، E مدول الاستیک و )h(y فاصله 
نیروی محوری از مرکز دندانه می‌باشد. سایر پارامترهای آن در شکل 5 نشان 
پارامترهای  اینولوت می‌توان  داده شده است. بر اساس ویژگی‌های پروفیل 

)h(y) ،d(y  و  )h(x  را از روابط زیر محاسبه نمود.

((1)

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1 2 1 2

1 2 1 1

2 2

2

cos cos cos

cos sin

cos cos cos

cos sin

b

b

b

b

dy r y y y

h y r y y y

x r

h x r

α α α α α

α α α α

α α α α α

α α α α

 = + − − 
 = + − 

= + − −  
= + −  

و  بوده  نامعین  انتگرال  یک   )15( رابطه  مخرج  آن‌جایی‌که  از  	

حل  برای  آورد.  به‌دست  آن  از  دقیقی  نتیجه  نمی‌توان  است،  انتگرال‌ناپذیر 
این مشکل از روش مجموع به‌ جای انتگرال‌گیری استفاده می‌شود. در نتیجه 

روابط سفتی به صورت زیر بازنویسی می‌شوند.
سفتی خمشی:

((1)( ){ } ( )
( )

2

1

2
1

1 2 1 2
3

2

1

3 1 cos sin cos cos

2 sin cos

b
N

i

k

y

dx
E

α

α

α α α α α α α α

α α α α

=

′−

=

∆
′ ′+ − − −  

+ −  

∑
∫

Fig. 5. 

شکل 5: روش انرژی پتانسیل انتگرالی انباشته ]9[.

Fig. 4. 

شکل 4: دندانه تقسیم شده چرخدنده مارپیچ.
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 سفتی برشی:

((1)( )( )
( )

2

1

2
1 2 1

2

1
1.2 1 cos cos

sin cos

N

s
i

k y
dx

E
α

α

υ α α α α
α α α α

=

′−

= ∆
′+ −

+ −  

∑
∫

 سفتی محوری:

((1)( )
( )

2

1

2
1 2 1

2

1
cos sin

2 sin cos

N

a
i

k y
dx

E
α

α

α α α α
α α α α

=

′−

= ∆
′−

+ −  

∑
∫

 N تعداد   ∆y=l/N   ( )( )1 1 1
i

Nα α ϕ α′ = + − فوق روابط  در 
انرژی  روش  نتایج  است.  مارپیچ  چرخدنده  تقسیم‌شده  نازک  تکه‌های 
پتانسیل انباشته در زاویه مارپیچ‌های پایین )>20( دقیق است اما برای زاویه 

مارپیچ‌های بالاتر نتایج با خطاهایی همراه است.

 اصلاح نوک دندانه-33-33
اصلاح  اثرات  مارپیچ  چرخدنده  درگیری  سفتی  محاسبه  هنگام  در  اگر 
تغییراتی  دندانه دستخوش  نواحی محاسبه سفتی  اضافه گردد،  دندانه  نوک 
می‌شود. در این حالت مطابق با شکل 6 بخش یک از دندانه از حالت اینولوت 
غیر  قسمت  سفتی  باید  دندانه  کل  سفتی  محاسبه  جهت  می‌گردد.  خارج 

اینولوت محاسبه و با سفتی بقیه دندانه جمع گردد.
است.  شده  داده  نشان  یک  شماره  با  شده  اصلاح  ناحیه   6 شکل  در 
جهت محاسبه سفتی کل این دندانه باید بازه‌های انتگرالی روابط )8( تا )10( 
برای  و  شود  فوق شکسته  همانند شکل  شده  شماره‌گذاری  ناحیه  چهار  به 

هر ناحیه سفتی‌های خمشی، برشی و محوری به‌صورت مجزا محاسبه و با 
یک‌دیگر جمع گردند.

 نتایج و بحث-44
در بخش‌های قبل نحوه محاسبه سفتی درگیری، خطای انتقال و ضریب 
توزیع بار چرخدنده‌های مارپیچ به همراه اصلاح نوک دندانه بیان شد و روابط 
و اطلاعات لازم آن ارائه گردید. در اين بخش، به نتایج به‌دست آمده از این 
نتایج  اعتبارسنجی  به  بخش  این  اول  قسمت  در  می‌شود.  پرداخته  روش‌ها 
پارامترهای  تأثیر  دوم  بخش  در  و  می‌شود  پرداخته  گذشته  پژوهش‌های  با 
زاویه  زاویه فشار،  تعداد دندانه، مدول،  ماکروهندسی مختلف مانند گشتاور، 
مارپیچ و پهنا بر روی نمودار خطا انتقال و ضریب توزیع بار بررسی می‌شود. 

و در قسمت سوم نتایج اصلاح پروفیل دندانه ارائه می‌گردد.

صحت‌سنجی نتایج-44-44
داده‌های  برای  چرخدنده  درگیری  سفتی  نتایج،  به‌منظور صحت‌سنجی 

جدول 1 به‌دست می‌آید و با مرجع ]9[ مقایسه می‌گردد.
با صرف‌نظر کردن از خطاهای ساخت، اثرات اصطکاک و شافت، نمودار 
360 2

pN × سفتی برحسب دوران چرخدنده برای چرخش دو دندانه درگیر، 
، مطابق شکل 7 می‌باشد.

در شکل 7 سفتی درگیری کل چرخدنده‌های مارپیچ با توجه به رابطه 
13، از جمع سفتی دندانه‌های درگیر محاسبه می‌شود. زمانی‌که حداقل جفت 
که  هنگامی  و  دارد  قرار  خود  مینیمم  مقدار  در  نمودار  باشند،  درگیر  دندانه 
خود  مقدار  ماکزیمم  در  نمودار  یابد،  افزایش  درگیر  دندانه‌های  جفت  تعداد 
قرار می‌گیرد. به خاطر وجود زاویه مارپیچ، بین این دو حالت تغییرات ناگهانی 
وجود ندارد که این امر مهمترین عامل کاهش سروصدا در چرخدنده مارپیچ 

نسبت به چرخدنده ساده است. 

مقدار واحد تعداد

40 - NP تعداد دندانه
1 - n نسبت تبدیل
4 mm mn مدول نرمال
20 deg α زاویه فشار
15 deg β زاویه مارپیچ
20 mm L پهنا
800 N.m T گشتاور
206 GPa E مدول یانگ
0/3 - υ نسبت پواسون

Fig. 6. 

شکل 6: تعریف خطای انتقال.

جدول 1: مشخصات چرخدنده مارپیچ ]9[.
Table 1. 
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تأثیر پارامترهای ماکروهندسی بر خطای انتقال-44-44
در این بخش به بررسی تأثیر پارامترهای طراحی بر نمودار خطای انتقال 
این  در  استفاده  مورد  چرخدنده‌های  مشخصات  می‌شود.  پرداخته  استاتیکی 
بخش مطابق با جدول 1 می‌باشد در صورتی‌که از پارامترهای دیگری استفاده 

شود در همان بخش ذکر می‌گردد.

 اثر زاویه مارپیچ بر روی خطای انتقال استاتیکی-44-44-44
شکل 8 تأثیر افزایش زاویه مارپیچ بر روی خطای انتقال را نشان می‌دهد. 
زاویه  ثابت درنظر گرفته شده و  پارامترهای چرخدنده  این شکل تمامی  در 

مارپیچ از 5 تا 20 درجه افزایش می‌یابد.
انتقال  و  دندانه‌ها  درگیری  تدریجی  افزایش  باعث  مارپیچ  زاویه  وجود 
با  مارپیچ  در یک چرخدنده  دیگر می‌شود.  دندانه  به  دندانه  از یک  بار  آرام 
پهنای ثابت هرچقدر زاویه مارپیچ افزایش یابد سطح درگیری دندانه که با 
پهنای رویه چرخدنده متناسب است افزایش می‌یابد در نتیجه نیروی وارده 
به دندانه به سطح بزرگتری اعمال می‌شود و فشار تماسی کاهش می‌یابد. 
بنابراین همان‌طور که از شکل 8 نیز مشخص است با افزایش زاویه مارپیچ، 
زاویه  افزایش  می‌یابد.  کاهش  چرخدنده‌ها  انتقال  خطای  دامنه  و  میانگین 
مارپیچ، افزایش بار محوری را به همراه دارد و وجود بار محوری زیاد عمل 
نباید  مارپیچ  زاویه  چرخدنده‌ها  این  در  پس  می‌کند.  را سخت  یاتاقان‌بندی 

بیش از حد افزایش یابد.

 اثر زاویه مارپیچ بر ضریب توزیع بار -44-44-44
نسبت تماس چرخدنده‌های مارپیچ همواره بزرگتر از چرخدنده‌های ساده 
است در این چرخدنده‌ها توزیع بار یکنواخت‌تر انجام می‌گیرد بنابراین نمودار 
ضریب توزیع بار آن پیوسته و دارای شیب ملایم‌تری است. شکل 9 نمودار 
ضریب توزیع بار بر حسب دوران چرخدنده مارپیچ را برای دو زاویه مارپیچ 

10 و 15 درجه نشان می‌دهد.
مارپیچ  چرخدنده‌های  تماس  نسبت  همواره  مارپیچ  زاویه  وجود  به‌علت 
بالاتر از 2 است. بنابراین در این چرخدنده‌ها همیشه بیشتر از یک جفت دندانه 
درگیر است. پس ماکزیمم نمودار ضریب توزیع بار کمتر از یک می‌باشد و این 
مقدار به زاویه مارپیچ چرخدنده بستگی دارد. همان‌طور که از شکل 9 مشاهده 
و  پیوسته  مارپیچ  چرخدنده‌های  در  بار  توزیع  ضریب  نمودار  شیب  می‌شود 
نمودار بدون جهش می‌باشد و با افزایش زاویه مارپیچ، سطح منحنی هموارتر 

و درنتیجه توزیع بار بهتر صورت می‌گیرد.

 اثر مدول نرمال-44-44-44
شکل 10 خطای انتقال استاتیکی چرخدنده مارپیچ با مدول‌های متفاوت 
درنظر  ثابت  چرخدنده  پارامترهای  تمامی  بخش  این  در  می‌دهد.  نشان  را 
گرفته می‌شود و خطای انتقال با مدول‌های استاندارد 2، 3، 4 و 5 میلیمتر با 

Fig. 9. 

شکل 9: تأثیر زاویه مارپیچ β بر ضریب توزیع بار چرخدنده مارپیچ.

Fig. 8. 

شکل 8:تأثیر زاویه مارپیچ β )برحسب درجه( بر روی خطای انتقال. Fig. 7. 

شکل 7: سفتی درگیری چرخدنده‌های مارپیچ.
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یکدیگر مقایسه می‌گردد.
مدول به عنوان شاخص اندازه چرخدنده‌ها شناخته می‌شود و با ضخامت 
دندانه ارتباط مستقیم دارد. هنگامی که تعداد دندانه‌ها ثابت باشد با افزایش 
مدول، قطر دایره‌گام افزایش می‌یابد درنتیجه چرخدنده بزرگتر شده و ضخامت 
دندانه‌ها افزایش می‌یابد. دندانه ضخیم‌تر بار بیشتری را تحمل می‌کند و دچار 
تغییرشکل کمتری می‌شود. درنتیجه با افزایش مدول، خطای انتقال کاهش 
می‌یابد. در شکل 10 دامنه نمودار با مدول 2 میلیمتر 2/88 میکرون، دامنه 
با مدول 4 میلیمتر  با مدول 3 میلیمتر 6/78 میکرون، دامنه نمودار  نمودار 
8/23 میکرون و دامنه نمودار با مدول 5 میلیمتر 8/55 میکرون است که این 
امر نشان می‌دهد با افزایش مدول، میانگین خطای انتقال به‌صورت غیرخطی 

کاهش می‌یابد اما دامنه آن بیشتر می‌شود.

 اثر  نسبت تبدیل و تعداد دندانه-44-44-44
در این بخش تأثیر نسبت تبدیل و تعداد دندانه‌ها بر روی خطای انتقال 
بررسی می‌شود. بدین منظور با ثابت بودن مدول، گشتاور و دیگر پارامترها، 
خطای انتقال برای چرخدنده‌ها با نسبت تبدیل کوچکتر، مساوی و بزرگتر از 

یک مطابق با شکل 11 محاسبه می‌شود.
زمانی که تعداد دندانه چرخدنده‌های راننده و رانده‌شده با یکدیگر برابر 
انتقال استاتیکی دارای رفتاری متقارن نسبت به نقطه  باشد منحنی خطای 
گام می‌باشد و در مواقعی که سیستم انتقال قدرت کاهنده و یا افزاینده باشد 
این تقارن به هم می‌خورد. قله نمودار خطای انتقال مربوط به زمانی است 
نمودار  بیشینه  با یک‌دیگر درگیر هستند. شروع  دندانه‌ها  که کمتربن جفت 
،سمت چپ قله، هنگامی است که درگیری جفت دندانه قبلی به پایان می‌رسد 
و سمت راست قله مربوط زمانی است که درگیری جفت دندانه بعدی آغاز 
دندانه  ته  از  راننده  این‌که شروع درگیری در چرخدنده  به  توجه  با  می‌شود. 
شروع می‌شود و به سمت نوک آن حرکت می‌کند، زمانی که تعداد دندانه‌های 
,N1<N2, به علت کمتر بودن  باشد  رانده‌شده کوچک‌تر  از چرخدنده  راننده 

انحراف  درگیری،  از  دندانه  جفت  یک  خروج  هنگام  راننده  درگیری  سفتی 
در نوک این دندانه بیشتر از انحراف ته دندانه هنگام شروع درگیری جفت 
بعدی می‌باشد. بنابراین در این حالت انحراف سمت چپ قله بیشتر از سمت 
راست آن است. در حالتی که تعداد دندانه‌های چرخدنده رانده‌شده از تعداد 
دندانه‌های راننده کم‌تر باشد ,N2<N1, عکس حالت قبل به وجود می‌آید و 

بیشینه نمودار در سمت راست قله اتفاق می افتد.

 نتایج اصلاح پروفیل-44-44
پس از بیان نحوه اصلاح پروفیل دندانه چرخدنده‌های مارپیچ در بخش 
3-4 ، یک برنامه رایانه‌ای در نرم‌افزار متلب توسعه داده شد تا خطای انتقال 
نماید.  محاسبه  را  اصلاح‌شده  مارپیچ  چرخدنده‌های  بار  توزیع  ضریب  و 
 1 جدول  با  مطابق  بخش  این  در  استفاده  مورد  چرخدنده‌های  مشخصات 
می‌باشد با این تفاوت که جهت وضوح بهتر تغییرات، پهنای چرخدنده‌ها 27 
دو  دارای  دندانه  سر  اصلاح  آن‌جایی‌که  از  شده‌است.  گرفته  درنظر  میلیمتر 
متغیر است، در هر نمودار متغیر مقدار اصلاح ، ca، ثابت درنظر گرفته می‌شود 
تا اثر تغییرات طول اصلاح ، La، بهتر نشان داده شود.  این پارامترها در شکل 

2 نشان داده شده‌اند.

تأثیر اصلاح سردندانه بر خطای انتقال استاتیکی-44-44-44
شکل 12 منحنی خطای انتقال استاتیکی چرخدنده مارپیچ در حالت‌های 
مختلف اصلاح نوک دندانه مانند اصلاح بلند و کوتاه و زمانی که دندانه‌ها 

بدون اصلاح می‌باشند را نشان می‌دهند. 
چرخدنده  استاتیکی  انتقال  خطای  بر  سردندانه  اصلاح  تاثیر   12 شکل 
برابر  ثابت و   ،  ، این شکل مقدار اصلاح نوک  را نشان می‌دهد. در  مارپیچ 
بلند )خط قرمز رنگ( و  با 0/5 میلیمتر در نظر گرفته شده است و اصلاح 
کوتاه )خط با رنگ آبی( انجام شده است. به‌منظور اصلاح بلند، طول اصلاح 
این مقدار استفاده  از نصف  با 2/4 میلیمتر و برای اصلاح کوتاه  برابر   )La(
افزایش    La مقدار  هرچقدر  که  می‌شود  استنباط  فوق  از شکل  است.  شده 
یابد جابه‌جایی از حالت یک جفت دندانه درگیر به دو جفت دندانه نرم‌تر و با 
تغییرات ملایم‌تر انجام می‌گیرد. همچنین هنگامی که مقدار ca کوچک باشد 
دامنه خطای انتقال تقریباً بدون تغییر می‌ماند و میانگین آن به مقدار بسیار 

کمی افزایش می‌یابد.
 ca=1.25mm شکل 13 مقادیر متفاوتی از طول اصلاح نوک دندانه را در
نشان می‌دهد. جهت وضوح بیشتر روند تغییرات در قله نمودار، این شکل فقط 
با خط مشکی رنگ  نمودار  بر روی یک مش درگیری متمرکز شده است. 
نشان می‌دهد خطای انتقال استاتیکی در پروفیل دندانه‌های چرخدنده اصلاح 
تغییر می‌کنند دچار  تماس  در حال  دندانه‌های  تعداد جفت  زمانی که  نشده 

تغییرات ناگهانی می‌شود.
رفتار  می‌گیرد  انجام  کوتاه  اصلاح  زمانی‌که  می‌دهد  نشان   13 شکل 
نشده  اصلاح  به حالت  نسبت  تغییر چندانی  استاتیکی  انتقال  نمودار خطای 

Fig. 10. 

شکل 10: تأثیر مدول‌های متفاوت بر خطای انتقال استاتیکی.
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ندارد درحالی که با انجام اصلاح بلند، نمودار خطای انتقال نسبت به حالت 
بدون اصلاح تغییر قابل مشاهده‌ای دارد. 

 تأثیر اصلاح سردندانه بر ضریب توزیع بار-44-44-44
شکل 14 اثر اصلاحات متفاوت را روی نمودار ضریب توزیع بار نشان 
می‌دهد. در این بخش به‌منظور بهتر نشان دادن اثر اصلاح نوک دندانه، زاویه 

مارپیچ چرخدنده‌ها 10 درجه انتخاب شده است.
همانند نمودار خطای انتقال، هرچقدر شکستگی‌های نمودار ضریب توزیع 
بار کمتر باشد نیرو بین دندانه‌ها ملایم‌تر جابه‌جا می‌شود. خطوط قرمز رنگ 
در شکل 14 اصلاح بلند سردندانه را نشان می‌دهد و همان‌گونه که از شکل 
زاویه تقریباً 90  این اصلاح شیب نمودار ملایم‌تر شده و  با  مشخص است 
درجه قله نمودار در حالت بدون اصلاح، به یک منحنی تبدیل می‌شود. نمودار 
آبی رنگ در شکل 14 نیز بیان‌گر اصلاح کوتاه سردندانه می‌باشد که تغییرات 

آن نسبت به اصلاح بلند مقداری ناگهانی‌تر است

Fig. 12. 

شکل 12: سفتی درگیری چرخدنده‌های مارپیچ.

Fig. 11. 

شکل 11: تأثیر نسبت تبدیل و تعداد دندانه بر روی خطای انتقال.
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نتیجه‌گیری-55
در این پژوهش تلاش شد تا راهکارهایی برای کاهش سروصدای تولید 
شده از جعبه‌دنده‌‌ها پیشنهاد شود. به‌عنوان جمع‌بندی می‌توان اشاره کرد در 
این پژوهش ابتدا مفهوم دقیق خطای انتقال چرخدنده مارپیچ بررسی شد و 
انتقال  خطای  درگیری،  سفتی  انباشته،  پتانسیل  انرژی  روش  از  استفاده  با 
استاتیکی و ضریب توزیع بار این چرخدنده‌ها محاسبه گردید در ادامه تأثیر 
پارامترهای ماکرو-هندسی مانند مدول، تعداد دندانه، زاویه فشار، زاویه مارپیچ 
پژوهش  این  آخر  بخش  در  و  شد  بررسی  انتقال  خطای  نمودار  بر  غیره  و 

پروفیل دندانه به‌منظور کاهش خطای انتقال اصلاح گردید.
سطح  مارپیچ،  زاویه  وجود  به‌دلیل  می‌دهد  نشان  پژوهش  این  نتایج 

سروصدای چرخدنده‌های مارپیچ کمتر از چرخدنده ساده با ابعاد مشابه است. 
اصلاحات  عنوان  تحت  که  طراحی  از  قبل  اصلاحات  اعمال  با  همچنین 
،اصلاح  دندانه  پروفیل  ماکرو-هندسی شناخته می‌شود و هم چنین اصلاح 
به  را  چرخدنده‌ها  این  انتقال  خطای  و  بار  توزیع  می‌توان  میکرو-هندسی، 
بخش  برسد.  حداقل  به  جعبه‌دنده‌  سروصدای  و  لرزش  که  ساخت  گونه‌ای 
آخر این پژوهش نشان می‌دهد که بهترین اصلاح نوک دندانه، اصلاح بلند 

می‌باشد که نمودار خطای انتقال را بسیار بهبود می‌بخشد.
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