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ABSTRACT: In this article, a nonlinear elastic Bernoulli–Euler beam model is presented to investigate 
the chaotic behavior and primary and superharmonic resonance of single walled carbon nanotubes 
embedded in a visco-elastic medium at an elevated temperature. Using the Galerkin method and fourth-
order Runge-Kutta method the governing equation is solved. The bifurcation diagram and largest 
Lyapunov exponent are employed to detect the critical amplitude of external force of periodic and 
chaotic response of single walled carbon. Having known the critical values, phase portrait and Poincare 
maps are presented to observe the periodic and chaotic behavior of the system. Moreover, the amplitude–
frequency response for the primary superharmonic resonance of system is derived with the multiple 
scale method to investigate the feasibility of jump phenomenon. The sensitivity of jump phenomenon are 
studied for the selected viscoelastic foundation parameters, detuning parameter and external amplitude 
load. The results show that the amplitude of external force, viscoelastic foundation parameters, detuning 
parameter and temperature change in the cases of high and low temperature have a significant effect on 
the frequency response with jump phenomenon of system. In addition, the chaotic vibration of carbon 
nanotube can be controlled by changing of amplitude of external force.
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1- Introduction
Carbon nanotubes exhibit remarkable electronic, 

mechanical, physical and chemical properties such as 
exceptionally high strength-to-weight and stiffness-to-weight 
ratios as well as superior electrical and thermal conductivities 
over any other existing material known.  Since many nonlinear 
dynamic phenomena e.g. spring hardening, jump, bifurcation 
and chaotic motions, which essentially modify sensitivity 
and performance of Carbon NanoTubes (CNTs), have been 
discovered experimentally, a comprehensive understanding 
of all characteristics of nonlinear mechanical response of 
carbon nanotubes at resonance frequencies under different 
boundary and environmental conditions is of high importance. 
Therefore, many research efforts have been focused on these 
intrinsic nonlinear behaviors of nano-structures. From the 
research status of vibrational behavior of CNTs, one can be 
found many researches were focused to investigate the effects 
axial thermal force, magnetic field, fluid velocity effect, 
amplitude of excitation, viscoelastic foundation parameters 
and nonlocal coefficient analysis on the linear and nonlinear 
dynamic behavior of CNTs have also been investigated [1-5]. 
Since many nonlinear dynamic phenomena such as chaotic 
vibrations and jumping at frequency responses of CNTs were 
analytically and numerically studied.

The main objective of this work is to examine the nonlinear 
nonlocal primary and superharmonic resonance and chaotic 

vibration of a single walled CNTs subjected to transverse 
harmonic forces surrounding to viscoelastic foundation. Using 
the Galerkin methods and multiple time scales perturbation 
technique, the nonlinear frequency response of a Single 
Walled Carbon NanoTube (SWCNT) in the case of primary 
and superharmonic resonances cases subjected to transverse 
harmonic force are analytically studied. The influences of 
amplitude of excitation, viscoelastic foundation, detuning 
parameter, temperature change and small scale on the 
instability condition and occurrence of jumping phenomenon 
at primary and superharmonic resonances response of a 
SWCNT are investigated. In addition, the chaotic domains 
of excitation amplitude according to bifurcation diagram 
and largest Lyapunov exponent are detected by applying the 
fourth-order Runge-Kutta method. The periodic and chaotic 
vibration of a SWCNT are demonstrated in phase plane 
and Poincare map corresponding to the selected external 
amplitude values.

2- Methodology
Fig. 1 shows a multi-walled CNT of length L, Young’s 

modulus E, density ρ , cross-sectional area A, and 
crosssectional moment of inertia I, resting on a linear 
viscoelastic medium.

Based on the nonlocal elasticity theory in conjunction with 
the von Kármán geometric nonlinearity and by considering 
the thermal effect, the dynamic governing equation of single 
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walled CNT subjected to transvers harmonic external force 
can be expressed as [7]:
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In Eq. (1), the applied pressure to the outermost layer which 
is in direct contact with the surrounding viscoelastic medium 
based on the Winkler foundation model can be described by 
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(1) to single walled CNT yields a set of the nonlinear 

equations. For the SWCNTs having simply supported 

condition at the two ends, the nonlinear vibration equations of 

an embedded SWCNTs can be written in term of the function 

( )kW t  as:
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The non-dimensional form of Eq. (4) can be presented as:
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The analytical closed form of frequency response of SWCNT 
can be derived by applying the multiple time scale method 
in the cases of primary and super-harmonic resonances as 
following respectively:
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3- Discussion and Results
The material and geometric parameters of the CNT 

are taken to be, the Young’s modulus 1.1TPaE =  , the 
mass density 31300 kg/mρ = ,  the Poisson’s ratio 0.3υ =
, the length 45 nmL = , the outermost diameter 0 3 nmd =
, the inner outermost diameter 2.32nmid = , the coefficient 
of thermal expansion in the cases of low temperature 

6 -11.6 10 Kxα
−= − × , the coefficient of thermal expansion in 

the cases of high temperature, 6 -11.1 10 Kxα
−= × , change of 

temperature 100KT∆ = , the Winkler foundation modulus 
7 210 N/mEK = , the damping coefficient 15 23 10 Ns/mC −= ×  and 

the scale coefficient 0 1nme a = . Fig. 2 shows the effect of non-
dimensional amplitude of external force on the frequency 
response amplitude of single walled carbon nanotube for 
different values of Λ  at primary resonance. It can be observed 
that increasing values of Λ intensifies the jump phenomena 
and makes the unstable region wider. 
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A bifurcation diagram of excitation amplitude Λ  for 
SWCNT is shown in Fig. 3. For regular response there is a 
one-by-one correspondence between excitation amplitude 
and nanotube displacement amplitude and in the chaotic 
response, any particular points on horizontal axis are mapped 
to multiple points of displacement amplitude.

Fig. 1. Schematic of carbon nanotube under viscoelastic 
foundation

Fig. 2. Primary frequency response of CNT
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4- Conclusions
In this paper, the nonlinear primary and superharmonic 

resonances and chaotic vibration of a single walled 
carbon nanotube embedded in viscoelastic foundation 
was investigated. The Galerkin method and multiple time 
scales perturbation method were implemented to drive the 
frequency response. The effects of amplitude of excitation, 
temperature change, high and low temperature conditions 
on the frequency resonance were investigated. Moreover, by 
employing the bifurcation diagrams and the largest Lyapunov 
exponent, the effects of amplitude of external force was 
investigated to predict the chaotic and periodic parameters. 

The results show that these parameters have a significant 
effects on the dynamic behavior of SWCNT.
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Fig. 3. Bifurcation diagram
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مقدمه- 1
شیمیایی،  مکانیکی،  خواص  بودن  دارا  به واسطه  کربنی  نانولوله های 
برابر چگالی  الکتریکی بسیار منحصربه فرد مانند مقاومت بالا در  گرمایی و 
پایین، نفوذپذیری زیاد، پایداری مکانیکی و حرارتی بالا، دوام زیاد در برابر 
هدایت  آب،  تصفیه  فرایند  در  مجدد  استفاده  و  کردن  تمیز  قابلیت  گرما، 
الکتریکی بالا و ... کاربرد بسیار وسیعی در صنایع مختلف دارند. نانولوله های 
پیل  و  کننده  ذخیره  در  آن ها  به کارگیری  مانند  متنوعی  کاربردهای  کربنی 
هیدروژن  و  طبیعی  گاز  ذخیره سازی  و  جذب  برای  کاتالیست  نانو  سوختی، 
به عنوان یک سیستم  نانولوله های کربنی  از  استفاده  به  توجه  با  دارند.   ... و 
الکترومکانیکی در ساخت سنسورهای سرعت بالا و اجزای اصلی سیستم های 
پردازش سیگنال به صورت تک جداره یا چند جداره، تحلیل ارتعاشات و پایداری 
آن ها از اهمیت بسیار بالایی برخوردار است. به همین دلیل تحلیل ارتعاشات و 
پایداری نانولوله های کربنی با دو رویکرد مدل سازی خطی و غیرخطی مورد 
توجه تحقیقات دانشمندان در این زمینه بوده است. با رویکرد غیرخطی در 

مدل سازی سیستم های گسسته و پیوسته و تولید دانش فنی حل معادلات 
غیرخطی توسط دانشمندان پدیده هایی مشاهده شد که در مدل سازی خطی 
قابل مشاهده نبود. ازجمله این پدیده ها وقوع رفتار دینامیکی آشوبناک است 
که در ارتعاشات اجباری سیستم های غیرخطی در حوزه مکانیک رخ می دهد. 
محققین زیادی به بررسی ارتعاشات غیرخطی اجباری سیستم های مکانیکی 
به منظور امکان سنجی وقوع پدیده های غیرخطی مانند آشوب، رزونانس اولیه 
 ... و  پدیده پرش  دامنه،  به  فرکانس غیرخطی  وابستگی  و سوپرهارمونیک، 

پرداخته اند.
از اولین تحقیقات در این زمینه می توان به بررسی اثرات عواملی مانند 
هندسه و نیروی بین لایه ای وان دروالس1 غیرخطی بر ارتعاشات هم محور و 
توسط  که  نمود  اشاره  سیال  حامل  دوجداره  کربنی  نانولوله های  ناهم محور 
کوانگ و همکارانش ]1[ انجام شده است. آن ها نشان دادند که در نظر گرفتن 
به  قابل توجهی منجر  به شکل  جابه جایی های عرضی و محوری کوپل شده 
نانولوله  در  به حالت کوپل نشده  نسبت  بزرگ تری  ارتعاشی  دامنه های  وقوع 

1 van der Waals (vdW)
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وان دروالس  نیروی  و  هندسی  غیرخطی  اثر  بین  تعامل  به علاوه،  می شود. 
غیرخطی در ارتعاشات هم محور و ناهم محور نانولوله های دوجداره کشف شد، 
غیرخطی  بین لایه ای  نیروی  عامل  که  داد  نشان  آن ها  بررسی های  اگرچه، 
اثر بیشتری بر دینامیک نانولوله های دوجداره حامل سیال دارد. وانگ و لی 
]2[ بر مبنای مدل غیرموضعی، رزونانس غیرخطی اولیه یک تیر اویلربرنولی 
تحت بارگذاری محوری را مورد بررسی قرار دادند. آن ها با استفاده از روش 
مقیاس های چندگانه پاسخ دامنه فرکانسی را برای رزونانس اول تیر استخراج 
کوچک،  مقیاس  اثرات  همچون  عواملی  تأثیر  تحت  آن  پایداری  و  کرده 
بارگذاری محوری اولیه، عدد مود، ثابت بستر وینکلر و نسبت قطر به طول تیر 
را مورد تحلیل و بررسی قرار دادند. سوآیه و کاسم ]3[ با در نظر گرفتن عوامل 
غیرخطی هندسی و الکترواستاتیک یک مدل اویلر-برنولی چندفیزیکی از یک 
سنسور جرمی ساخته شده از نانولوله کربنی را در فرکانس تشدید اولیه توسعه 
دادند. ایشان در مدل خود با در نظر گرفتن هندسه و نیروی الکترواستاتیک 
غیرخطی از روش گالرکین و توازن هارمونیک جهت حل معادلات ریاضی 
به  نانولوله  دینامیکی  پاسخ  در  فرکانسی  انتقال  برده اند. سپس  بهره  مسئله 
دلیل جرم و مکان قرارگیری یک ذره اضافی روی آن را مورد مطالعه قرار 
داده و دریافتند که حداقل به سه مود ارتعاشی جهت تعیین صحیح جرم و 
اجباری یک  ارتعاشات   ]4[ نیاز است. سعادت نیا و همکاران  ذره  این  مکان 
ایشان  کردند.  مطالعه  را  سیال  حامل  و  دلخواه  شکل  با  تک جداره  نانولوله 
از معادلات موسوم به نربز1 جهت تعریف انحنای دلخواه نانولوله با تکیه گاه 
آن  پاسخ فرکانسی  از طریق روش مقیاس های چندگانه  و  برده  بهره  ساده 
پارامترهای مختلفی همچون سرعت  تأثیرات  آوردند. همچنین  به دست  را 
سیال و میزان تغییرات انحنای نانولوله در پاسخ فرکانسی سیستم نیز بررسی 
شده است. ارتعاشات غیرخطی یک نانولوله گیردار حامل سیال و تحت تأثیر 
نیروی میدان الکترومغناطیس را سعادت نیا و همکارانش ]5[ مورد تحلیل و 
بررسی قرار دادند. روش گالرکین به همراه مقیاس های چندگانه شیوه های 
مورد استفاده ایشان جهت مدل سازی و حل مسئله دینامیک غیرخطی نانولوله 
تک جداره گیردار بوده است. مشخص شد که نیروهای میدان الکترومغناطیس 
تمایل زیادی به افزایش مشخصات غیرخطی سیستم و پاسخ دینامیکی آن 
دارند. ارتعاشات غیرخطی و حرکات آشوبناک یک نانولوله کربنی تحت اثر 
نیروهای محوری و واقع شده بر بستر الاستیک وینکلر-پسترناک را عسکری 
و اسماعیل زاده ]6[ بررسی کرده اند. نانولوله با تکیه گاه ساده از طریق تئوری 
تیر اویلر-برنولی مدل سازی شده و روش گالرکین در حل معادلات حاکم مورد 

1 Non-uniform rational basis spline (NURBS)

استفاده قرار گرفته است. ایشان همچنین از دیاگرام دوشاخه ای، مسیرهای 
پیش بینی  و  شناسایی  جهت  پوانکاره  مقاطع  نمودارهای  و  صفحه-فاز 
محدوده های آشوبناک ارتعاشات نانولوله کربنی بهره برده اند. ارتعاشات خطی 
و غیرخطی نانولوله های کربنی تک جداره حامل سیال به همراه اثرات گرمایی 
نانولوله  قرار گرفته است.  اسماعیل زاده ]7[ مورد مطالعه  توسط عسکری و 
تئوری  توسط  وینکلر-پسترناک  بستر  بر  مستقر  و  عمومی  مرزی  شرایط  با 
کلاسیک تیر اویلر-برنولی با در نظر گرفتن اثرات سطح مدل سازی شده و 
آنالیز حساسیت پارامترهای مختلف مؤثر بر فرکانس طبیعی خطی و رزونانس 
اولیه ارتعاشات غیرخطی نانولوله های کربنی زیگزاگ صورت گرفته است. ژو 
و یونس ]8[ پاسخ فرکانسی غیرخطی یک نانولوله کربنی تک جداره تحت اثر 
نیروهای بزرگ الکترواستاتیک را مطالعه کرده اند. در مدل تیر اویلر-برنولی 
آن ها، عوامل غیرخطی ناشی از هندسه و نیروی الکترواستاتیک بوده است. 
آن ها رفتارهای فنر نرم شونده و سخت شونده متفاوتی را در رزونانس های اول 
و دوم سیستم مشاهده کردند. یک نانولوله کربنی شبه-سرنگ و حامل سیال 
توسط هو و دنگ ]9[ مورد مطالعه قرار گرفت. آن ها محدوده های آشوبناک 
نانولوله تک جداره بر اثر سرعت سیال را با استفاده از یک مدل سمپلکتیک 
چندگانه به دست آوردند. ایشان دریافتند که هر قدر طول نانولوله بیشتر باشد 
محدوده پایداری بزرگ تری خواهد داشت. به علاوه، تحلیل های عددی آن ها 
بر کاهش محدوده  تأثیر مثبتی  نیروهای عرضی  بیشتر  تعداد  نشان داد که 
وقوع آشوب و درنتیجه دقت نانوسرنگ دارد. هو و همکارانش ]10[ با اضافه 
کردن فنرهای الاستیک خطی و پیچشی در دو انتهای یک نانولوله کربنی 
تک جداره و تحت بارگذاری مکانیکی عرضی، امکان وقوع پدیده آشوب را با 
استفاده از مدل سمپلکتیک چندگانه را تحلیل کردند. مقادیر بحرانی دامنه و 
فرکانس نیروی تحریک محاسبه شده و میزان اثر پارامترهای سفتی خمشی 
نسبی و مطلق نانولوله بر پدیده های غیرخطی مورد بررسی قرار گرفته است. 
همچنین، ایشان دو مسیر متفاوت انتقال آشوب برای نانولوله های با تکیه گاه 
ساده و تکیه گاه گیردار مشاهده کردند. ارتعاشات اجباری یک نانولوله کربنی 
محدوده های خطی  در  را  وینکلر-پسترناک  بستر  در  مستقر  و  سیال  حامل 
و غیرخطی مطالعه کرده اند. اثر سطح، ویسکوزیته سیال و اثرات دمایی بر 
مشخصات ماده در استخراج معادلات غیرموضعی اویلر-برنولی در نظر گرفته 
کمیت های  اثرات  آنالیز  جهت  به  پارامتریک  حساسیت  تحلیل  است.  شده 
مختلف از قبیل تغییرات دما، شرایط مرزی، ضرایب بستر و سرعت سیال بر 
انجام شده  نانولوله های زیگزاگ مختلفی  اولیه  فرکانس طبیعی و رزونانس 
بر  مغناطیسی  سیال  جریان  اثر   ]11[ همکارانش  و  گوهری  صادقی  است. 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 52، شماره 1، سال 1399، صفحه 233 تا 248

235

شکل 1: نانو لوله کربنی تک لایه تحت تحریک هارمونیک خارجی

Fig. 1. Schematic of carbon nanotube under viscoelastic foundation

ناپایداری یک نانولوله کربنی حامل سیال در یک میدان مغناطیسی محوری 
جریان  معادلات  آن ها،  سازه-سیال  مدل  در  داده اند.  قرار  بررسی  مورد  را 
ناویر-استوکس و تیر اویلر-برنولی با یکدیگر کوپل شده و اثرات اندازه هم 
پارامتر غیرموضعی  از طریق  ترتیب  به  مغناطیسی  در سازه و هم در سیال 
که  داد  نشان  آن ها  آمده  دست  به  نتایج  است.  شده  منظور  نادسن  عدد  و 
نانولوله  نیروهای میدان مغناطیسی سرعت بحرانی جریان و سفتی خمشی 
اندازه  اثرات  همچنین  می شوند.  بیشتر  پایداری  به  منجر  و  داده  افزایش  را 
را بررسی شده و کاهش سرعت بحرانی سیال و  کوچک در سازه و سیال 
سفتی خمشی سازه تحت اثر اندازه مشاهده گردیده است. ارتعاشات غیرخطی 
اجباری و گرمایی زنجیره کربنی در نانولوله های کربنی به وسیله دو مدل تیر 
اویلر و دینامیک مولکولی1 توسط لیو و همکارانش ]12[ مورد مطالعه قرار 
گرفته است. همخوانی مناسبی بین نتایج حاصل از دو مدل به دست آمده و 
رفتار غیرخطی از نوع سخت شونده در پاسخ فرکانسی زنجیره کربنی نانولوله 
مشاهده شده است. اخیراً، روش تابع گرین به دلیل دقت بالا و مناسب بودن 
در محاسبات عددی به وسیله حسینی و همکاران ]13[ در تحلیل ارتعاشات 
اجباری نانولوله کربنی حامل سیال در محیط گرمایی و مستقر بر روی یک 
بستر ویسکو-الاستیک مورد استفاده قرار گرفته است. در مدل توسعه داده 
شده ایشان از تئوری الاستیسیته غیرموضعی به همراه عدد نادسن جهت در 
نظر گرفتن اثرات اندازه بهره گرفته شده و مزیت های روش تابع گرین در 
حل معادلات حاکم سیستم نشان داده شده است. همچنین، اثرات پارامترهای 
مختلف مانند شرایط مرزی، تغییرات دما، عدد نادسن، سرعت سیال و غیره بر 

پاسخ دینامیکی نانولوله کربنی تک جداره بررسی شده است. 
از  غیرموضعی  و  غیرخطی  دینامیکی  مدل  ارائه  با  مقاله  این  در 
بستر  روی  لایه  تک  برنولی  اویلر  تیر  اساس  بر  کربنی  نانولوله های  رفتار 
ویسکوالاستیک تحت اعمال بارگذاری عرضی خارجی هارمونیک، به تحلیل 
شده  پرداخته  پرش  پدیده  و  آشوبناک  ارتعاشات  شامل  غیرخطی  رفتارهای 
است. در این تحلیل اثرات غیرموضعی، محیط حرارتی، بستر ویسکوالاستیک 
در نظر گرفته شده است. ابتدا با استفاده از روش گالرکین به همراه توابع شکل 
متناظر با تکیه گاه ساده معادلات جزئی حاکم بر رفتار دینامیکی نانولوله های 
سپس  شد.  داده  کاهش  زمان  تابع  معمولی  دیفرانسیل  معادلات  به  کربنی 
برای  معمولی حل شد.  دیفرانسیل  معادلات  رانگ کوتا  از روش  استفاده  با 
استخراج پارامترهای آشوب و رفتار منظم از دو روش نمودارهای دوشاخه ای 
و بزرگ ترین نمای لیاپانوف استفاده شده است. رفتار سیستم در پارامترهای 

1 Molecular dynamics (MD)

آشوب و منظم در نمودارهای فضای فازی و نگاشت پوانکاره نمایش داده 
نظر  در  با  پرش  پدیده  امکان سنجی  تحلیل  به منظور  ادامه  در  است.  شده 
دیفرانسیل  معادلات  حل  به  سوپرهارمونیک  و  اولیه  تشدید  حالت  گرفتن 
معمولی با استفاده از روش مقیاس چندگانه پرداخته شد. با استخراج روابط 
تحلیلی به بررسی میزان حساسیت وقوع پدیده پرش نسبت به پارامترهایی 
مانند دامنه تحریک، ضرایب ویسکوالاستیک و پارامتر تنظیم کننده فرکانس 
و چگونگی رشد و زوال آن پرداخته شد. نتایج حاصل از این تحقیق نشان 
می دهد که معیار بزرگ ترین نمای لیاپانوف در تشخیص پارامترهای آشوب از 
پارامترهای منظم از معیار نمودار دوشاخه ای دقیق تر است. همچنین با توجه 
به حساسیت زیاد سیستم های غیرخطی نسبت به تغییر پارامترهای هندسی و 
مکانیکی در بروز پدیده های غیرخطی آشوب و پرش می توان با تحلیل دقیق 
تا حد  را  نامطلوب  پدیده های  این  وقوع  پارامترها  این  از  مناسب  انتخاب  و 

زیادی کنترل و تعدیل نمود.
 

 استخراج معادلات حاکم- 2
تحریک خارجی  کربنی تک لایه تحت  نانولوله  از یک  نمایی  شکل 1 
هارمونیک به طول با طول L، مدول یانگ E، چگالی و سطح مقطع A را روی 

بستر ویسکوالاستیک نشان می دهد.
با در نظر گرفتن اثر دما، بر اساس مدل غیرخطی و غیر موضعی تیر اویلر- 
برنولی معادله دیفرانسیل حاکم بر حرکت نانولوله کربنی تک لایه را می توان 

به فرم زیر بیان نمود ]7[.
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ae0 پارامتر غیرموضعی،  A سطح مقطع،  ρ چگالی،  در رابطه )1( 
C ضریب دمپینگ بستر  t زمان،  w جابجایی عرضی تیر،   ، 2

2
2x

∂
∇ =

∂
tF)( نیروی خارجی و   I ممان اینرسی، L طول نانولوله،  ویسکوالاستیک، 
عکس العمل بین نانولوله کربنی و بستر ویسکوالاستیک با توجه به مدل وینکلر 

به فرم زیر در نظر گرفته می شود.
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tN نیروی  EK ضریب الاستیک بستر ویسکوالاستیک و همچنین  که 
ناشی از دما نیز به فرم زیر است ]10[.
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 υ تغییر دما،   T∆  ،x نفوذ دمایی در راستای xα ضریب  که در آن 
xθ شیب منحنی هستند. برای شرط مرزی تکیه گاه ساده  ضریب پواسون و 
در دو انتهای مدل تیر اویلر- برنولی برای  نانولوله کربنی تک لایه تابع شکلی  
به صورت  در نظر گرفته می شود. این تابع شرایط مرزی جابجایی صفر در دو 
انتهای تیر را برآورده می کند. با اعمال این تابع در  معادله دیفرانسیل پاره ای 
غیرخطی )رابطه )1(( معادله دیفرانسیل معمولی غیرخطی حاکم بر رفتار نانولوله 
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رابطه )4( را می توان به فرم زیر بازنویسی کرد.
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ω به ترتیب دامنه و فرکانس تحریک است. به منظور  Γ و  در رابطه )6( 
تحلیل بهتر معادله غیرخطی حاکم بر حرکت نانولوله کربنی تک لایه می توان 

با تعریف پارامترهای زیر معادله غیرخطی بی بعد را استخراج نمود.
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غیرخطی  رفتار  بر  حاکم  بی بعد  معادله  می توان  پارامترها  این  اعمال  با 
نانولوله کربنی تک لایه را به فرم زیر استخراج نمود.
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چندگانه - 3 مقیاس  روش  از  استفاده  با  فرکانسی  پاسخ  حل 
برای رزونانس اولیه

به منظور ارائه رابطه ای تحلیلی از پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی تک لایه 
این  برای  استفاده شده است.  از روش مقیاس چندگانه  بار هارمونیک  تحت 
ε پارامتری  , که  ,µ εµ α εα Λ εΛ= = = منظور ابتدا با در نظر گرفتن 
بسیار کوچک است معادله دیفرانسیل بی بعد حاکم بر رفتار نانولوله کربنی تک 

لایه به فرم زیر قابل بازنویسی است.
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فرکانس  می توان  اولیه  رزونانس  تحلیل  σبه منظور  پارامتر تعریف  با 

تحریک بی بعد را به فرم زیر در نظر گرفت.
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nω=1 در نظر گرفته می شود. همچنین متغیر  که با توجه به رابطه )14( 

مستقل جدید زمان نیز به فرم زیر تعریف می شود.

(16)

16 
 

 
 n

nT   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
τ به صورت  با تعریف متغیر زمانی جدید مشتقات اول و دوم نسبت به متغیر

زیر استخراج می شوند.
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روش مقیاس چندگانه برای حل رابطه )14( مورد استفاده قرار می گیرد. 
بری این منظور پاسخ سیستم را می توان به صورت زیر در نظر گرفت.
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با اعمال روش مقیاس چندگانه معادله زیر قابل استخراج است.
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1ε به صورت زیر قابل جداسازی هستند. 0ε و  در رابطه )19( ضرایب 
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حل کلی رابطه )20( به فرم زیر است.

(22)

22 
 

0 1 0( )exp( )u T iT CC   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

CC بخش مزدوج ترم اول  )( یک پارامتر مجهول  1TΨ در رابطه )21( 
است. برای محاسبه   پاسخ   از رابطه )22( در رابطه )21( قرار داده می شود.
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این  غیر  در  زیرا  باشد  برابر صفر  باید  بالا  رابطه  در  )exp( 0iT ضریب
صورت پاسخ سیستم به فرم بیکران واگرا خواهد شد. با صفر قرار دادن این ترم 

معادله دیفرانسیل زیر حاصل می شود.
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Ψ در فرم قطبی در نظر گرفته می شود. به منظور حل رابطه )24(،
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و  حقیقی  ترم های  جداسازی  و   )24( رابطه  در  اخیر  روابط  دادن  قرار  با 

موهومی روابط زیر برای دامنه و فاز حاصل می شود.

(27)
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برای حالت پایدار،  0,0 =′=′ γna θσγ و −= 1T با در نظر گرفتن

رابطه زیر حاصل می شود.

(29)
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(30)
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برای پاسخ  رابطه زیر  بالا و جمع طرفین،  به توان دو رساندن روابط  با 
فرکانسی نانولوله کربنی حاصل می شود.

(31)
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حل پاسخ فرکانسی با استفاده از روش مقیاس چندگانه برای - 4
غیر رزونانس

Ω ، به اندازه کافی از محدوده فرکانس  در این حالت، فرکانس تحریک، 
0ω ، سیستم فاصله دارد بنابراین اثرات تحریک بسیار ناچیز است مگر  طبیعی،
در وضعیتی که دامنه تحریک بزرگ باشد. در این حالت پاسخ سیستم به فرم 
رابطه )18( در نظر گرفته می شود. برای این منظور دامنه نیروی خارجی اعمال 
 εααεµµ == , شده بزرگ در نظر گرفته شده همچنین با در نظر گرفتن 
0ε و  و در ادامه با استفاده از روند بیان شده در بخش قبلی و تفکیک ضرایب 

1u حاصل می شود. 1ε روابط زیر 
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پاسخ رابطه )32( به فرم زیر است.
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Υ  با قرار دادن رابطه )34( در رابطه )33(،    = /5 ( ) 12 2
kω

−
Γ −Ω که

محاسبه می شود.
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nω3 نزدیک به   است که تحت عنوان 
1 برای حالتی که فرکانس تحریک 

نامیده می شود، می توان رابطه زیر را نوشت. توجه  رزونانس سوپرهارمونیک 
nω=1 است. این که در این تحلیل 
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 03 TΩ حالت این  در   )35( رابطه  در  سکولار  ترم های  حذف  به منظور 
به فرم زیر نوشته می شود. 0Tnω برحسب
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قابل   )35( رابطه  از  زیر  به صورت  سکولار  ترم  رزونانس  حالت  این  در 
استخراج است.

(38)
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و اعمال آن در رابطه )38( و تفکیک  ( )θiaexp
2
1

=Ψ با در نظر گرفتن
قسمت حقیقی و موهومی دو رابطه زیر استخراج می شوند.

(39)
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ارائه شده در بخش قبلی پاسخ فرکانسی به فرم زیر  از روند  با استفاده 
استخراج می شود.

(41)
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فیزیکی  دیدگاه  از  پرش  بروز  دلیل  به  پاسخ  منحنی  بودن  مقداره  چند 
نانولوله کربنی تک لایه مورد مطالعه داراي ویژگی های  دارای اهمیت است. 
، چگالي E = 1/1 TPa مکانیکی و هندسی به صورت مدول الاستیسیته 
و قطر  0d = 3 nm قطر خارجي ،  L ρ ، طول  45 = = 3kg/m 1300
حالت  برای   xα =-1/6×10-6  1K− نفوذ  ضریب  id = 2/32nm داخلی  
100 k برای حالت دمابالا، تغییرات دما xα =  1/1×10-6 1K− دماپایین 

2 
 

 
 

 
شکل 2: اعتبارسنجی نتایج تحقیق حاضر در حالت رزونانس اولیه با مرجع ]2[ [2]اعتبارسنجی نتایج تحقیق حاضر در حالت رزونانس اولیه با مرجع .  2 شکل 

Fig. 2. Verification of results of present work in the case of primary 
resonance with Ref [2]
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برابر ویسکوالاستیک  بستر  الاستیک  ضریب  و  پواسون  ضریب    T∆ =

 2Ns/m برابر استهلاک بستر ویسکوالاستیک  KE=107 2N/m و ضریب 

0e است ]7 و 15- 12[. شکل  a = 1nmو پارامتر غیرموضعی C = 3×10-15
2 اعتبارسنجی نتایج تحقیق حاضر با در نظر گرفتن مقادیر عددی ارائه شده در 
مرجع ]2[ برای حالت رزونانس اولیه پاسخ فرکانسی استخراج و با نتایج مرجع 
]2[ نشان می دهد. بر اساس منحنی پاسخ فرکانسی نشان داده شده در شکل 
2 می توان دریافت که تطابق بسیار نزدیکی بین نتایج وجود دارد. در مرجع ]2[ 
اثر دما در معادلات حاکم بر رفتار نانولوله کربنی در نظر گرفته نشده است و 
تحلیل انجام شده فقط بر روی رزونانس اولیه معطوف شده است. بنابراین در 

نظر گرفتن اثر دما تفاوت در مسئله بین کار حاضر و مرجع ]2[ است.
را دامنه بی بعد در دو وضعیت  پارامتر تنظیم کننده فرکانس  اثر  شکل 3 
خطی و غیرخطی نشان می دهد. تغییر فرکانس تحریک می تواند به دو صورت 

کاهشی و افزایشی با تغییر پارامتر تنظیم کننده صورت گیرد. در حالت افزایشی 
منحنی تغییر دامنه حرکت از مسیر A و در حالت کاهشی از مسیر B عبور 
افزایش  با  خواهد کرد. در این دو حالت دامنه تحریک ثابت فرض می شود. 
فرکانس تحریک از نقطه 1 دامنه حرکت به آرامی افزایش یافته تا از نقطه 2 
عبور و به مقدار بیشینه خود در نقطه 3 برسد. هرگاه در این وضعیت مقدار   
کمی افزایش یابد یک تغییر کاهشی بزرگ در دامنه حرکت ایجادشده و دامنه 
حرکت از مکان 3 به مکان 4 پرش می کند. در ادامه با افزایش   دامنه حرکت 
به آرامی کاهش یافته تا به نقطه 5 برسد. هرگاه فرکانس تحریک با کاهش  
روند کاهشی از نقطه 5 را طی کند. در ابتدا با کاهش دامنه حرکت به آرامی 
کاهش یافته تا از نقطه 4 عبور و به نقطه 6 برسد. با کاهش  یک تغییر افزایشی 
بزرگ در دامنه حرکت ایجاد شده و دامنه حرکت از وضعیت 6 به وضعیت 2 
پرش می کند. با ادامه روند کاهشی فرکانس تحریک دامنه حرکت به آرامی روند 
نزولی خود را تا نقطه 1 طی خواهد کرد. بیشینه دامنه پاسخ متناظر با نقطه 3 
زمانی رخ می دهد که افزایش فرکانس تحریک با مقادیر کمتر فرکانس طبیعی 
صورت گیرد. بخش بین نقاط 3 و 4 جز نواحی ناپایدار است. به همین دلیل 
به طور آزمایشگاهی قابل تجربه نیست. همچنین با توجه به شکل 3 می توان 
دریافت که پدیده پرش فقط با در نظر گرفتن اثر غیرخطی قابل تجربه بوده و 

در حالت خطی این پدیده قابل مشاهده نیست.
نانولوله  فرکانسی  پاسخ  بر  را  خارجی  نیروی  بی بعد  دامنه  اثر   4 شکل 
Λ و  = Λو30 = 20 ،  Λ = برای10 اولیه  کربنی تک لایه در رزونانس 
Λ نشان می دهد. بر اساس  = Λ و 9 = 8 ، Λ = سوپر هارمونیک برای7
منحنی های پاسخ فرکانسی ارائه شده در شکل 4 مشاهده می شود که افزایش 
دامنه تحریک موجب شدیدتر شدن پرش و افزایش ناپایداری سیستم می شود. 
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 ب( سوپرهارمونیکنیروی خارجی بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی در الف( رزونانس اولیه  بعدیباثر دامنه .  4 شکل 

 ب الف

3 
 

 

 
شکل 3: اثر عامل غیرخطی بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی تک لایه اثر عامل غیرخطی بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی تک لایه.  3 شکل 

شکل 4: اثر دامنه بی بعد نیروی خارجی بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی در الف( رزونانس اولیه ب( سوپرهارمونیک

Fig. 4. Effect of non-dimensional amplitude of external force on the frequency response of carbon nanotube a) primary resonance 
b) superharmonic resonance

Fig. 3. Effect of nonlinear term on the frequency response of single 
walled carbon nanotube



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 52، شماره 1، سال 1399، صفحه 233 تا 248

240
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 اثر استهلاک بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی در الف( رزونانس اولیه ب( سوپرهارمونیک.  5 شکل 

 ب الف

شکل 5: اثر استهلاک بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی در الف( رزونانس اولیه ب( سوپرهارمونیک
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 لیه ب( سوپرهارمونیکدر الف( رزونانس اوفرکانس بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی  کنندهمیتنظاثر پارامتر .  6 شکل 

 ب الف

شکل 6: اثر پارامتر تنظیم کننده فرکانس بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی در الف( رزونانس اولیه ب( سوپرهارمونیک
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 الاستیک بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی در الف( رزونانس اولیه ب( سوپرهارمونیکویسکو بسترسفتی اثر ضریب .  7 شکل 

 ب الف

شکل 7: اثر ضریب سفتی بستر ویسکوالاستیک بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی در الف( رزونانس اولیه ب( سوپرهارمونیک

Fig. 5. Effect of damping on the frequency response of carbon nanotube a) primary resonance b) super-harmonic resonance

Fig. 6. Effect of detuning parameter on the frequency response of carbon nanotube a) primary resonance b) super-harmonic 
resonance

Fig. 7. Effect of stiffness of viscoelastic foundation on the frequency response of carbon nanotube a) primary resonance b) super-
harmonic resonance
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 نییدماپاب(  دمابالانانولوله کربنی در رزونانس اولیه برای وضعیت الف( اثر تغییر دما بر پاسخ فرکانسی .  8 شکل 

 ب الف
 

شکل 8: اثر تغییر دما بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی در رزونانس اولیه برای وضعیت الف( دمابالا ب( دماپایین
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 نییدماپاب(  دمابالااثر تغییر دما بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی در رزونانس سوپرهارمونیک برای وضعیت الف( .  9 شکل 

 

 الف
 

 ب
 

شکل 9: اثر تغییر دما بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی در رزونانس سوپرهارمونیک برای وضعیت الف( دمابالا ب( دماپایین

شکل 10: اثر پارامتر غیرموضعی بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی الف( رزونانس اولیه ب( رزونانس سوپرهارمونیک

11 
 

 

  
 اثر پارامتر غیرموضعی بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی الف( رزونانس اولیه ب( رزونانس سوپرهارمونیک.  11 شکل 

 ب الف

Fig. 10. Effect of nonlocal parameter on the frequency response of carbon nanotube a) primary resonance b) super-harmonic 
resonance

Fig. 9. Effect of temperature change on the frequency response of carbon nanotube in the case of  superharmonic resonance a) 
high temperature b) low temperature

Fig. 8. Effect of temperature change on the frequency response of carbon nanotube in the case of  primary resonance a) high 
temperature b) low temperature
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همچنین با کنترل دامنه تحریک در محدوده پایین می توان تا حد زیادی اثرات 
نامطلوب غیرخطی را تعدیل نمود. علاوه بر این منحنی مکان هندسی بیشینه 
دامنه برای رزونانس اولیه یک منحنی بوده ولی در حالت سوپرهارمونیک دارای 
منحنی های مختلف است. همچنین با توجه به مقادیر دامنه تحریک می توان 
دریافت که میزان حساسیت نسبت به تغییرات این پارامتر برای حالت تشدید 

سوپرهارمونیک نسبت به تشدید اولیه بیشتر است.
اثر عامل استهلاک بر منحنی های پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی تک لایه 
µ در شکل 5 برای رزونانس  = µ و 1 = 0/8 ،µ = برای سه مقدار 0/5
پاسخ  به منحنی های  با توجه  اولیه و سوپرهارمونیک نشان داده شده است. 
فرکانسی می توان دریافت که با کاهش عامل استهلاک دامنه حرکت به سمت 
بی نهایت میل کرده و سیستم ناپایدارتر می شود. به عبارت دیگر با افزایش ضریب 
  µ استهلاک دامنه حرکت کاهش یافته به طوری که در مقادیر بیشتر مانند1 =
اثر پدیده نامطلوب پرش تا حد زیادی کاهش یافته و سیستم به سمت پایداری 
بیشتر میل می کند. مکان هندسی بیشینه دامنه برای هر دو حالت تشدید دارای 

یک منحنی است.
منحنی های تغییرات دامنه بی بعد برحسب دامنه تحریک برای رزونانس 
σ-  و برای رزونانس سوپر  = σ  و 6  =  0 ، σ = اولیه با سه مقدار 6 
σ در شکل 6 نشان داده شده است.  σ و 10= =20 ، σ هارمونیک با 30=
برای    σ = ازای 6 به  منحنی ها  این  در  پرش  پدیده  که  می شود  مشاهده 
حالت رزونانس اولیه ولی برای حالت رزونانس سوپرهارمونیک میزان تغییرات 
پارامتر تنظیم کننده فرکانس اثر چشمگیری بر وقوع پرش ندارد. همچنین برای 
رزونانس اولیه با توجه به منحنی های پاسخ سیستم، پدیده پرش برای مقادیر 
برای  و  به وجود می آید  از فرکانس طبیعی سیستم  بیشتر  فرکانس تحریک 

رزونانس سوپرهارمونیک پدیده پرش به صورت پسرو ظاهر می شود.
فرکانسی  پاسخ  منحنی های  بر  ویسکوالاستیک  بستر  اثر ضریب سفتی 
  EK = 10MPa ،  EK = 0Mpa نانولوله کربنی تک لایه برای سه مقدار
EK در شکل 7 نمایش داده شده است. بر اساس منحنی های  = 100Mpa  و
افزایش ضریب سفتی بستر ویسکوالاستیک سیستم به  با  نمایش داده شده 
سمت پایداری بیشتر میل کرده و رفتار غیرخطی سیستم به رفتار خطی آن 
از  پرش  پدیده  تقریباً    EK = 100Mpa در   به طوری که  می شود،  نزدیک 
بین رفته است؛ بنابراین می توان نتیجه گرفت که سفتی سیستم عاملی مثبت 
در کاهش و حذف پدیده نامطلوب پرش و افزایش پایداری سیستم محسوب 
می شود. برای هر دو حالت رزونانس اولیه و سوپرهارمونیک پدیده پرش به 
فرم پیشرو ظاهر شده است. علاوه بر این میزان دامنه پاسخ برای رزونانس 

سوپرهارمونیک نسبت به رزونانس اولیه بیشتر است که نشان دهنده حساسیت 
بیشتر نسبت به ضریب بستر الاستیک در وضعیت سوپرهارمونیک است.

برای تحلیل کمی اثر تغییر دما بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی در دو 
با  پایین  دما  و   xα =  1/1×10-6 1K− نفوذ  با ضریب  بالا  دما  وضعیت 
xα برای رزونانس اولیه و سوپرهارمونیک  = -1/6×10-6 1K− ضریب نفوذ 
شکل های 8 و 9 ارائه شده است. با توجه به این شکل ها تغییرات دما بر پاسخ 
فرکانسی نانولوله کربنی در دو وضعیت دمابالا و دماپایین دو اثر مختلف دارد. 
برای وضعیت دمابالا در هر دو حالت رزونانس اولیه و رزونانس سوپرهارمونیک 
افزایش تغییر دما موجب افزایش ناپایداری شده و موجب تقویت پدیده نامطلوب 
پرش با دامنه بیشتر می شود. برعکس در وضعیت دماپایین افزایش دما موجب 
افزایش پایداری نانولوله کربنی شده و در تغییرات دمای به اندازه کافی بالا 

پدیده پرش از سیستم تقریباً حذف می شود.
نانولوله کربنی برای دو حالت  اثر پارامتر غیرموضعی بر پاسخ فرکانسی 
رزونانس اولیه و سوپرهارمونیک در وضعیت دمابالا در شکل 10 نشان داده 
شده است. با تحلیل منحنی های پاسخ فرکانسی ارائه شده می توان نتیجه گرفت 
که افزایش این پارامتر موجب تشدید پدیده پرش شده به طوری که تئوری 
0e پدیده پرش را با شدت کمتری نسبت به تئوری  a = 0 nm کلاسیک با

غیرموضعی ارائه می کند.

 نتایج و بحث در امکان سنجی آشوب- 5
همان طور که در مقدمه بیان شد رفتار آشوبناک در یک سیستم غیرخطی 
سیستم،  عناصر  مکانیکی  غیرخطی  رفتار  شامل  مختلفی  منابع  از  ناشی 

11 
 

 
 

 
 پارامتر کنترلی دامنه تحریک نانولوله کربنی تک لایه برحسبشدن  یادوشاخهنمودار .  11 شکل 

 

شکل 11: نمودار دوشاخه ای شدن برحسب پارامتر کنترلی دامنه تحریک نانولوله 
کربنی تک لایه

Fig. 11. Bifurcation diagram of carbon nanotube respect to the ampli-
tude of external force



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 52، شماره 1، سال 1399، صفحه 233 تا 248

243

جابجایی های بزرگ، تغییرشکل های زیاد و... رخ می دهد. به منظور شناسایی 
و  شبه پریودیک  و  پریودیک  رفتار  پارامترهای  از  آشوب  بحرانی  پارامترهای 
تعیین دامنه تغییرات این پارامترها با رفتار ارتعاشی آشوبناک از ابزاری مانند 
نمودارهای دوشاخه ای شدن و بزرگ ترین نمای لیاپانوف می توان استفاده نمود. 
با تعیین پارامترهای بحرانی آشوب می توان رفتار ارتعاشی سیستم در این مقادیر 
را در قالب نمودارهای فازی جابجایی-سرعت، دیاگرام پوانکاره، پاسخ تاریخچه 
با  ابتدا  اول  گام  در  بنابراین  نمود.  مشاهده  توانی  طیف  نمودارهای  و  زمانی 
استفاده از دو ابزار نمودارهای دوشاخه ای شدن و بزرگ ترین نمای لیاپانوف به 
امکان سنجی وقوع پدیده آشوب با در نظر گرفتن دامنه تحریک به عنوان پارامتر 

متغیر در نانولوله کربنی تک لایه تحت بار هارمونیک پرداخته می شود.

 نمودارهای دوشاخه ای شدن - 1- 5
در یک سیستم دینامیکی پایداری نقاط تعادل و تعداد آن ها بستگی به 
تئوري  موضوع  غیرخطی  مسائل  در  که  دارد  دینامیکی  پارامترهای سیستم 
دوشاخه ای شدن است. نحوه تغییر این نقاط تعادل و چگونگی رفتار دینامیکی 
سیستم در این نقاط تعادل از درجه اهمیت بالایی برخوردار است. به همین 
دلیل مقادیری از پارامترهای یک سیستم دینامیکی که کیفیت رفتار دینامیکی 
مقادیر  یا  بحراني  مقادیر  عنوان  تحت  می دهد  قرار  تأثیر  تحت  را  سیستم 
دوشاخه ای شدن معرفي می شوند. برای استخراج و ترسیم نمودار دوشاخه ای 
شدن ابتدا معادلات دیفرانسیل حاکم بر حرکت نانولوله کربنی، رابطه )13(، 
با استفاده از روش رانگ کوتا به روش عددی در نرم افزار متلب حل و پاسخ 

 n زمانی متناظر محاسبه شده است. هر خط سیر ایجادشده در فضاي فازي
بعدي داراي مقطع پوانکاره با بعد n1- خواهد بود و نقاط روي این مقاطع با 
n1- مختصه مشخص مي شود. تبدیل یا نگاشتي که فصل مشترک جاري از 
یک مقطع پوانکاره را به فصل مشترک بعدي از همان مقطع پوانکاره بنگارد، 
نگاشت پوانکاره نامیده می شود. برای این تحقیق نقاط پوانکاره در هر پریود از 
پاسخ زمانی جمع آوری می شود. براي یک حرکت پریودیک نگاشت پوانکاره 
شامل تعداد محدودي از نقاط منفصل بوده درحالی که این نگاشت براي یک 
حرکت شبه پریودیک شامل منحني بسته از نقاط منفصل است؛ اما هرگاه 
نگاشت پوانکاره هیچ یک از دو حالت مذکور نباشد بلکه شامل تعداد زیادی 
است  آشوبناک  حرکت  یک  آن  با  متناظر  حرکت  باشد  نظم  بدون  نقاط  از 
]14و 15[. برای ترسیم نمودار دوشاخه ای شدن در این تحقیق با تغییر دامنه 
تحریک معادله دیفرانسیل بالا حل شده و نقاط پوانکاره متناظر با آن ترسیم 
با توجه به زیاد  از روی آن  از رفتار آشوب  بازه های رفتار پریودیک  شده و 
شدن نقاط پوانکاره قابل تشخیص است. نمودار دوشاخه ای شدن ارائه شده 
در شکل 11 بیان می کند با توجه به تناظر یک به یک و محدود تعداد نقاط 
>Λ 0/48 رفتار سیستم  < >Λ 0 و 0/6 < پوانکاره برای بازه های 0/21
 Λ< < منظم و با توجه به تناظر نامحدود تعداد نقاط پوانکاره برای 0/48

0/21 رفتار سیستم غیرمنظم یا آشوبناک است.

بزرگ ترین نمای لیاپانوف- 2- 5
آشوب در سیستم های اجباري وابستگي شدیدي نسبت به شرایط اولیه 
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شکل 12: نمودار بزرگ ترین نمای لیاپانوف برحسب پارامتر کنترلی دامنه تحریک نانولوله کربنی تک لایه پارامتر کنترلی دامنه تحریک نانولوله کربنی تک لایه برحسبنمای لیاپانوف  نیتربزرگنمودار .  12 شکل 

Fig. 12. The largest Lyapunov exponent diagram of carbon nanotube respect to the amplitude of external force
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4/1ی نمودار فازی )الف( و نگاشت پوانکاره )ب( رفتار آشوبناک نانولوله کربنی تک لایه برا.  13 شکل   

 الف ب

 Λ شکل 13:  نمودار فازی )الف( و نگاشت پوانکاره )ب( رفتار آشوبناک نانولوله کربنی تک لایه برای 0/4 =

 Λ شکل 14: نمودار فازی )الف( و نگاشت پوانکاره )ب( رفتار آشوبناک نانولوله کربنی تک لایه برای 0/22 =
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22/1نمودار فازی )الف( و نگاشت پوانکاره )ب( رفتار آشوبناک نانولوله کربنی تک لایه برای .  14 شکل   

 ب الف

15 
 

  
15/1نمودار فازی )الف( و نگاشت پوانکاره )ب( رفتار پریودیک نانولوله کربنی تک لایه برای .  15 شکل   

 

 ب الف

 Λ شکل 15: نمودار فازی )الف( و نگاشت پوانکاره )ب( رفتار پریودیک نانولوله کربنی تک لایه برای 0/15 =

Fig. 13. Phase portrait (a) and Poincare map (b) of chaotic response of single walled carbon nanotube Ʌ=0.4

Fig. 14. Phase portrait (a) and Poincare map (b) of chaotic response of single walled carbon nanotube Ʌ=0.22

Fig. 15. Phase portrait (a) and Poincare map (b) of periodic response of single walled carbon nanotube Ʌ=0.15
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دارند. به این معني که اگر دو خط سیر در فضاي فازي از دو نقطه نزدیک 
به هم شروع شوند با گذشت زمان به صورت نمایي از یکدیگر دور می شوند. 
نماهاي لیاپانوف مقادیري حدي می باشند که در فضاي فازي به صورت محلي 
فاصله  زوال یک  یا  میزان رشد  زمان  با گذشت  تعریف می شوند. همچنین 
کوچک از یک خط سیر در یک مکان خاص از صفحه فاز را به صورت نمایي 
مشخص می کنند. نماهاي لیاپانوف را می توان براي یک سیستم مکانیکي با 
معادلات دیفرانسیل حاکم بر حرکت مشخص و یا از داده های آزمایشگاهي 
محاسبه کرد. تحلیل های ارائه شده توسط نماهاي لیاپانوف، تحلیل پایداري 
لیاپانوف نامیده می شوند. به کمک این نماها می توان بین نقاط ثابت، حرکت 
پریودیک، حرکت شبه پریودیک و آشوبناک تمایز قائل شد. برای محاسبه 
نمای لیاپانوف معادلات حاکم بر حرکت سیستم را با استفاده از روش رانگ 
کوتا حل و در هر بازه زمانی کوتاه فاصله دو نقطه نزدیک به هم در فضای 
فازی را که با شرایط اولیه مختلف شروع به حرکت کرده اند اندازه گیری شده 
)0  با مقادیر  ) 2 td t d λ= × و در پایان بازه زمانی حل تابعی متناظر با 
فواصل   این  بودن  واگرا  داده می شود. در صورت  انطباق  بازه  در هر  فاصله 
مثبت بوده که مبین رفتاری آشوبناک است و در صورت صفر یا منفی بودن 
به ترتیب مبین رفتاری شبه پریودیک و پریودیک است  ]14و 15[.  پس 
0d بین دو نقطه شروع باشد پس از گذشت t زمان فاصله  اگر اندازه اولیه
یک  دو  پایه  انتخاب  بود.  خواهد   0( ) 2 td t d λ= × به صورت آن ها  بین 
انتخاب مناسب ولي دلخواه است. نماد را نماي لیاپانوف مي نامند. جاذب ها با 
نماهاي لیاپانوف مثبت مبین جاذب هاي عجیب یا همان جاذب های آشوبناک 
لیاپانوف مثبت باعث واگرایي نمایي دو  این نوع جاذب ها نماي  هستند. در 
خط سیر در فضاي فازي مي شوند. نماي مثبت نشانه واگرایي و نماي منفي 
نشانه همگرایي است و بزرگي قدر مطلق نما سرعت همگرایي یا واگرایي را 
نشان مي دهد. صفر بودن نما، حالت گذراي سیستم را بیان مي کند. سیستمي 
آشوبناک خواهد  رفتاري  دارد  منفي  و هم  مثبت  لیاپونوف  نماي  را که هم 
نمودارهای دوشاخه ای  از  استفاده  با  رفتار سیستم  پیش بینی  داشت. صحت 
شدن، توسط نمودار بزرگ ترین نماي لیاپانوف مورد بررسي قرار گرفت. شکل 
12تغییرات بزرگ ترین نمای لیاپانوف را برحسب دامنه بی بعد تحریک نشان 
می دهد. مرز بین رفتار منظم از رفتار آشوبناک با خط صفر نمایش داده شده 
است. با توجه به مقدار منفی بزرگ ترین نمای لیاپانوف برای بازه های 0/12
مقدار  به  توجه  با  و  منظم  سیستم  رفتار   0/48 Λ< < 0/6 و   0 Λ< <

سیستم  رفتار   0/21 Λ< < 0/48 برای  لیاپانوف  نمای  بزرگ ترین  مثبت 
غیرمنظم یا آشوبناک است. پیش بینی نمودار بزرگ ترین نمای لیاپانوف نتایج 

پیش بینی حاصل از نمودارهای دوشاخه ای شدن را تأیید می کند.
نمودارهای فازی و پوانکاره- 3- 5

با توجه به نتایج به دست آمده از نمودارهاي دوشاخه ای شدن به مطالعه 
نگاشت  و  فازي  فضاي  نمودارهاي  از  استفاده  با  سیستم  رفتار  چگونگي 
پوانکاره پرداخته می شود. نمودارهای فضای فازی و نگاشت پوانکاره نیز با 
استفاده از روش عددی استخراج شده است. برای این منظور ابتدا با استفاده 
با  و  بر حرکت سیستم حل  دیفرانسیل حاکم  معادلات  رانگ کوتا  از روش 
استخراج پاسخ زمانی که جابجایی و سرعت سیستم است نمودار فازی ترسیم 
می شود. همچنین نگاشت پوانکاره برای هر پارامتر در نظر گرفته شده نظیر 
استخراج نمودار دوشاخه ای شدن ترسیم شده است. نمودار دوشاخه ای شدن 
Λ رفتار  = Λ و 0/22 = براي دامنه تحریک بی بعد سیستم به ازای0/4 
Λ رفتار سیستم را پریودیک  = سیستم را به صورت آشوبناک و برای 0/15
پیش بینی می کند. این رفتارها را می توان در شکل های 13 تا 15 مشاهده 
نمود. در شکل های 13 و 14 نمودار فازی تمایل به پر کردن بخشی از فضای 
نمودار  همچنین  کند  پیروی  مشخصی  رفتار  از  اینکه  بدون  دارد  را  فازی 
پوانکاره متناظر نیز دارای تعداد نقاط نامحدود بوده که از مشخصه های رفتار 
آشوبناک است. همچنین با توجه به نمودار فازی و نگاشت پوانکاره ارائه شده 
در شکل 15 با توجه به یک سیکل منحنی بسته در نمودار فازی و یک نقطه 
پوانکاره متناظر در نمودار نگاشت پوانکاره می توان دریافت که سیستم دارای 

رفتاری پریودیک است.

نتیجه گیری- 6
غیرموضعی،  و  حرارتی  محیط  اثرات  گرفتن  نظر  در  با  مقاله  این  در 
بستر  رو  لایه  تک  کربنی  نانولوله های  دینامیکی  رفتار  از  غیرخطی  مدلی 
ویسکوالاستیک تحت اعمال نیروی هارمونیک خارجی ارائه شده و رفتارهای 
غیرخطی آشوبناک و پدیده پرش در رزونانس اولیه و سوپرهارمونیک مورد 
تحلیل قرار گرفته است. برای این هدف ابتدا بر اساس مدل تیر اویلر برنولی 
غیرخطی غیرموضعی معادلات دیفرانسیل جزئی حاکم بر رفتار نانولوله های 
کربنی تک لایه استخراج و سپس با استفاده از روش گالرکین به همراه توابع 
معمولی  دیفرانسیل  معادلات  به  معادلات جزئی  این دستگاه  مثلثاتی  شکل 
تابع زمان کاهش داده شد. برای استخراج روابط تحلیلی مربوط به رزونانس 
تحلیل  برای  و  استفاده  چندگانه  مقیاس  روش  از  سوپرهارمونیک  و  اولیه 
استخراج  به منظور  است.  شده  گرفته  بکار  کوتا  رانگ  عددی  روش  آشوب 
بزرگ ترین  و  شدن  دوشاخه ای  نمودارهای  روش  دو  از  آشوب  پارامترهای 
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نمای لیاپانوف استفاده شد و پس از استخراج بازه های رفتار منظم و آشوب 
پاسخ دینامیکی سیستم در قالب نمودارهای فضای فازی )جابجایی-سرعت( 
و نگاشت پوانکاره نمایش داده شد. نتایج مهم استخراج شده در این مقاله 

به شرح زیر است.
1- پدیده نامطلوب پرش در مدل غیرخطی نانولوله های کربنی تک لایه 
می تواند به صورت پسرو و پیشرو متأثر از پارامترهای ضرایب بستر ویسکوالاستیک، 

دامنه تحریک خارجی و پارامتر تنظیم کننده فرکانس ظاهر شود.
2- افزایش ضرایب بستر ویسکوالاستیک اثر مثبت بر کاهش و حذف 
پدیده پرش داشته درحالی که افزایش دامنه تحریک خارجی اثری منفی دارد. 

این اثرات برای هر دو حالت رزونانس اولیه و سوپرهارمونیک مشاهده شد.
برحسب  پاسخ  دامنه  نمودار  در  فرکانس  تنظیم کننده  پارامتر  تغییر   -3
اولیه موجب  دامنه تحریک خارجی برای حالت رزونانس سوپرهارمونیک و 

بروز پدیده پسرو پرش می شود.
پاسخ  بر  مختلف  اثر  دو  دماپایین  و  دمابالا  حالت  دو  در  دما  تغییر   -4
فرکانسی نانولوله کربنی برای هر دو حالت رزونانس اولیه و سوپرهارمونیک 
تشدید  موجب  دمابالا  حالت  در  دما  تغییرات  افزایش  به طوری که  داشته 

ناپایداری و در حالت دماپایین موجب کاهش ناپایداری می شود.
5- تئوری کلاسیک نسبت به تئوری موضعی سطح پایداری بیشتری را 
هر دو وضعیت رزونانس اولیه و سوپرهارمونیک پیش بینی کرده به طوری که 
با افزایش پارامتر غیرموضعی بر شدت پدیده پرش افزوده شده و بیشینه دامنه 

نانولوله کربنی افزایش می یابد.
پوانکاره  نقاط  نامحدود  تعداد  شدن  دوشاخه ای  نمودارهای  در   -6
پریودیک  رفتار  نشان دهنده  آن  محدود  تعداد  و  نامنظم  رفتار  نشان دهنده 
0 و 0/6  Λ< < نانولوله های کربنی تک لایه است؛ که در بازه های 0/21
رفتار   0/21  Λ< < 0  /48 بازه  در  منظم  سیستم  رفتار   0/48  Λ< <

سیستم آشوبناک پیش بینی شد.
نشان دهنده  منفی  مقدار  لیاپانوف  نمای  بزرگ ترین  نمودارهای  در   -7
نانولوله های  برای  آشوبناک  رفتار  نشان دهنده  مثبت  مقدار  و  منظم  رفتار 
 Λ< <  0/6 و   0 Λ< < 0/21 بازه های  در  که  است  لایه  تک  کربنی 
سیستم  رفتار   0/21  Λ< <  0  /48 بازه  در  منظم  سیستم  رفتار   0/48

آشوبناک پیش بینی شد.
8- نتایج حاصل از نمودارهای دوشاخه ای شدن برای پیش بینی مقادیر 
دامنه تحریک با رفتار آشوبناک توسط نمودار بزرگ ترین نمای لیاپانوف مورد 

تأیید قرار گرفت.

9- نمودار فازی آشوبناک دارای منحنی های غیرمنظم است که تمایل به 
پر نمودن بخش مشخصی از فضای فازی را بدون پیروی از الگوی مشخصی 
Λ مشاهده  = Λو0/22  = دارد که این رفتار برای دامنه های تحریک 0/4 
Λ با توجه به جذب شدن به یک سیکل حدی  = شد. همچنین برای 0/15 

مشخص رفتار سیستم پریودیک است.

y  استفاده از آزمایش خستگی فراصوتی سبب کاهش زمان بدلیل فرکانس
بالای آن می شود.

y  ،با توجه به کاهش زمان لازم به منظور دست یابی به تعداد چرخه خاص
رسیدن به چرخه های بالای 107 چرخه در مدت زمان به مراتب کمتری از 

گذشته امکان پذیر می باشد.

y  کاهش قطر در قسمت میانی سبب ایجاد تنش اعمالی بزرگ تری به آن
ناحیه می شود.

y  انحنا در قسمت میانی سبب ایجاد تنش اعمالی بزرگ تری به افزایش 
آن ناحیه می شود.

y .استحکام خستگی آ.آی.اسِ.آی  1045 تا 204 مگا پاسکال کاهش پیدا کرد

فهرست علائم - 7
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a  جابجایی بعدبیدامنه 
C  ضریب ویسکوزیته بستر ویسکوالاستیکN.s/m 
di  قطر داخلی نانولولهnm 
do  قطر خارجی نانولولهnm 

0D  0Tنسبت  مشتقاپراتور  

1D  1Tنسبت  مشتقاپراتور  

2D  2Tنسبت  مشتقاپراتور  
E  ،2مدول الاستیسیتهN/m 

ae0  nmضریب غیرموضعی  

F تحریک  نیرویN 
I  4ممان اینرسیm 

KE ریب الاستیک بستر ویسکوالاستیک ضN/m 
k پارامتر حقیقی 
K پارامتر حقیقی 
L طول نانولوله nm 

tN  Nنیروی دمایی  

P  نیروی بستر ویسکوالاستیکN 
r  ضریب تناسب 
t  زمانsec 

nT  متغیر مستقل زمان 

T  K تغییر دما 

u  بعدبیجابجایی  

ku  بعدبیجابجایی  

w  جابجایی عرضیnm 

kW  تابع زمان جابجایی 

x  مختصه در راستای محوریnm 
 علائم يونانی

 ضریب غیرخطی 

x  1ضریب نفوذ دمایی/K 

 زاویه فاز 

  بعدبیدامنه تحریک 
 پارامتر بسیار کوچک 
  به پارامتر غیرموضعی وابستهضریب 

 زاویه فاز 
  استهلاک بعدبیضریب 
 ضریب پواسون 
ρ  ،3چگالیkg/m 
 پارامتر تنظیم فرکانس 
  زمان بعدبیپارامتر 

 ضریب تابع زمان جابجایی 

 مزدوج ضریب تابع زمان جابجایی 

  فرکانس تحریک rad/s 

L ترم فرکانس طبیعی وابسته به انرژی پتانسیل 

K ترم فرکانس طبیعی وابسته به نیروی الاستیک بستر 
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