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Dynamic Behavior of a Micro-Beam Subjected to Voltage and Fluid Flow as a Micro 
Vortex Generator
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ABSTRACT: The present work investigated the nonlinear vibration of a cantilever cylindrical micro-
beam subjected to voltage and fluid flow as a micro vortex generator. As the microbeam is subjected to 
the fluid with a given velocity, in addition to the load due to fluid added mass, the lift and drag forces as 
the two basic flow-induced factors affecting the dynamics of the micro-beam were modeled using Van 
der pol equation. The Euler-Bernoulli beam theory was used to model the cross fluid motion of beam 
under nonlinear electrostatic force as a result of the applied voltage. The Galerkin method was used to 
convert the partial differential equation to regular differential equations as well as to solve the coupled 
nonlinear equations governing the micro-beam motion and the wake oscillation to evaluate the response 
of the coupled structure to a combined applied voltage and fluid flow. The effect of fluid flow on the 
Reynolds number and fluid vortex frequency as two main parameters in the creation of the Lock-in 
phenomenon was studied. In addition to the effect of different fluid velocities, the response of the micro-
beam to different input voltages in the presence of fluid flow was investigated and it was shown that for 
a given flowing fluid, the applied voltage can be used to control the lock-in regime.
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1- Introduction
Today the electrostatic force is highly used as an actuating 
force in different micro electromechanical systems due to its 
simple mechanism, high efficiency, reliability and less energy 
consumption [1]. 
Most researches dealing with fluid-structure interaction in 
micro-scale have studied the vibration of micro-structures 
immersed in the stationary fluid. Golzar et al. [2] studied 
dynamical behavior and instability of electrostatically 
actuated micro-beam in the incompressible viscous fluid 
cavity. Up to now, only a few studies investigated the effect 
of fluid flow on micro-structures, considering the physical 
characteristics of the vortex phenomenon. The only research 
regarding fluid flow effect on vibrational behavior of micro-
structure is conducted by Rezaee and Sharafkhani [3] in 
which the dynamic behavior of cylindrical micro-beams as 
micro-energy-harvester under the simultaneous influence of 
the voltage and fluid flow is investigated.
In this paper, the dynamic behavior and vibrational 
characteristics of a micro-vortex generator are studied, and 
governing equations are solved using numerical methods 
helping MATLAB software.

2- Methodology
As illustrated in Fig. 1, when a cylindrical micro-beam 
with density of ρ  and a diameter of D  immersed in fluid 
with given constant velocity of U  and kinetic viscosity of 

υ , vortex phenomenon could be happened under certain 
conditions influenced by the Reynolds number, υ=Re UD . 

Fig. 1. A side view of a micro vortex generator subjected to 
fluid flow and voltage

Accordingly, in addition to the inertia force caused by still 
fluid, lift force [4] with frequency same as the frequency of 
vortex, 2vor relU St Dω π=  [4, 5], and drag force with frequency 
twice of the vortex frequency will be created. The equation of 
motion for the lateral oscillations, w , of the cantilever Euler-
Bernoulli cylindrical micro-beam with a cross-section area 
of A , subjected to the electrostatic force, ef  and fluid with 
a density of f

ρ  is:
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C  and D
C  are lift and drag force constants 

respectively, and Q  will be obtained from the Van der Pol 
equation:
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P  and η  are vortex phenomenon constants [4].
To convert the partial differential equation to a regular 
differential equation, the Galerkin’s weighted residual 
method is used. 

3- Results and Discussion
When fluid with Reynolds numbers between 40 and 300 
encounters the micro-structure, with regards to high resulted 
pressure at the edge, fluid particles are led to the sides and there 
appears a phenomenon which is known as vortex channel. 
Fig. 2 depicts the micro-beam vibration response under the given 
voltage, ˆ 3.8V = , and fluid flow with four different velocities. 

(a)

(b)

(c)

(d)
Fig. 2. Comparison of micro-beam vibration response under 

given voltage, 
ˆ 3.8V = , and fluid with different velocities: (a) 

ˆ 2.5U =  (b) ˆ 3.5U =  (c) ˆ 5.5U = (d) ˆ 8.5U =

As the applied voltage is constant, the structure fundamental 
frequency does not change, yet with increasing the fluid 
velocity, the fluid vortex frequency and the Reynolds number 
increase. As shown in Fig. 2, by increasing the fluid flow 
velocity from ˆ 2.5U =  to ˆ 5.5U = , the micro-beam vibration 
amplitude increases gradually and then decreases for ˆ 8.5U = .
Fig. 3 illustrates diagrams of dimensionless micro-beam dynamic 
amplitude, max min

ˆ ˆ( ) / 2W W− , against the fluid velocity. As it is shown, 
by increasing the fluid reduced velocity up to that corresponding 
to the peak point, the dynamic amplitude will increase constantly. 
In other words, the lock-in phenomenon occurs when the structure 
vibration and the wake oscillation are in-phase and could reinforce 
each other in terms of amplitude. Differences in peak points are 
caused by the fact that as the voltage increases the fundamental 
frequency of the structure decreases, and as a result, the lock-in 
phenomenon occurs at lower velocities.

Fig. 3. Effect of the fluid reduced velocity on the dynamic 
amplitude of the micro-beam subjected to dc voltage

Beyond the peak point, by increasing the fluid reduced 
velocity, due to the receding of the structure frequency 
and the frequency of the fluid vortex from each other and 
thus, receding from the lock-in zone, the amplitude starts 
decreasing. The mentioned behavior is completely like the 
experimental results obtained in the references [4, 6]. 

4- Conclusions
In this study, for the first time, the governing equations of 
the micro-beam motion as a micro vortex generator under 
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voltage considering fluid flow effect including drag and lift 
forces were derived using Van der Pol equation, Hamilton’s 
principle, and Euler-Bernoulli beam theory. The coupled 
equations were solved helping numerical methods and the 
following results were obtained:
Under specific conditions related to fluid and structure 
characteristics, fluid flow can affect the micro-beam vibration. 
If the structure fundamental frequency is higher than the fluid 
vortex frequency, by increasing the fluid flow velocity which 
increases the vortex frequency and the Reynolds number, the 
micro-beam vibration amplitude will increase gradually and 
then decrease after reaching the peak point. The variable peak 
point and the proportional velocity is a function of fluid and 
structure characteristics. 
The indicated increase of the amplitude and the followed 
reduction is due to the lock-in phenomenon which is the 
result of approaching or receding the fluid vortex frequency 
and the structure fundamental frequency. In other words, the 
lock-in phenomenon occurs when the structure vibration and 
the wake oscillation could reinforce each other. 
By fixing the fluid flow, applying voltage may result in 
amplitude variation. The applied voltage, in addition to 
its main role as an applied external force, by changing the 
electrical stiffness, changes the fundamental frequency of the 
structure. Therefore, voltage as a regulating parameter can be 
used for occurring or receding from the lock-in phenomenon. 

Determination of the fluid characteristics in micro electro-
mechanical systems is important as with fixing them, 
the accuracy of the applied voltage effect can be tuned by 
choosing the suitable structure geometrical features as well 
as proportional vibrational frequency.
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بررسی رفتار دینامیکی میکروتیر تحت اثر ولتاژ و جریان سیال به عنوان میکروتولیدکننده 
گردابه

موسی رضائی*، ناصر شرفخانی، محمدتقی شروانی تبار
دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه تبریز، تبریز، ایران

خلاصه: در این تحقیق ارتعاشات غیرخطی میکروتیر یک‌سر گیردار تحت اثر همزمان ولتاژ و جریان سیال به عنوان 
میکروتولیدکننده گردابه مورد مطالعه قرار گرفته است. با توجه به اینکه میکروتیر موردنظر در معرض جریان سیال با 
سرعت معین قرار دارد، علاوه بر نیروی ناشی از جرم افزوده سیال، اثر نیروهای برآ و پسا به عنوان دو پارامتر مهم ناشی 
از جریان سیال بر ارتعاش میکروتیر با استفاده از معادله واندرپل شبیه‌سازی گردید. از تئوری تیر اویلر-برنولی جهت 
مدل‌سازی ارتعاش میکروتیر تحت اثر نیروی غیرخطی الکترواستاتیک ناشی از اعمال ولتاژ در جهت عمود بر جریان سیال 
استفاده گردیده و نشان داده شد که با توجه به اثر متقابل حرکت ساختار و نوسان سیال، معادلات حاکم به هم وابسته 
می‌باشند. جهت تبدیل معادلات با مشتق جزئی به معادلات دیفرانسیل معمولی از روش عددی گلرکین استفاده نموده 
و پاسخ سیستم به اثر ولتاژ در حضور جریان سیال مورد بررسی قرار گرفت. اثر جریان سیال بر عدد رینولدز و فرکانس 
گردابه سیال به عنوان دو عامل مهم در ایجاد پدیده گردابه مورد مطالعه قرار گرفته و پاسخ سیستم به سیال با سرعت‌های 
جریان مختلف به دست آمد. همچنین اثر ولتاژهای اعمالی مختلف بر پاسخ سیستم تحت اثر جریان سیال معین مورد 

بررسی قرار گرفته و از آن برای کنترل ناحیه‌ای که در آن پدیده قفل‌شدگی اتفاق می‌افتد استفاده گردید. 
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1- مقدمه
بالا،  کارایی  ساده،  مکانیزم  به  توجه  با  الکترواستاتیک  نیروی 
قابلیت اطمینان و مصرف کمتر انرژی، به عنوان نیروی محرک کاربرد 
زیادی در سیستم‌های مختلف میکروالکترومکانیکی دارد ]4-1[. در 
طی سال‌های گذشته، میکروتیرهای تحت اثر نیروی الکترواستاتیک 
ناشی از اعمال ولتاژ به عنوان یکی از مهمترین اجزای تشکیل دهنده 
مورد  میکروالکترومکانیکی  مختلف  سیستم‌های  در  میکروساختارها 

توجه محققان بسیاری بوده است ]5 و 6[. 
در تحقیقاتی که تاکنون در مقیاس میکرو به بررسی اثر سیال بر 
رفتار دینامیکی ساختار پرداخته شده است عمدتاً محدود به بررسی 
رفتار  بررسی  به   ]7[ همکاران  و  گلزار  است.  بوده  ساکن  سیال  اثر 
و  الکترواستاتیک  نیروی  اثر  تحت  میکروتیر  ناپایداری  و  دینامیکی 
سیال  بودن  میرا  فرض  با  آن‌ها  پرداختند.  تراکم‌ناپذیر  میرای  سیال 
و جایگذاری نیروی معادل ناشی از میرایی فیلم فشرده در معادلات 
ارتعاش عرضی به بررسی فرکانس طبیعی ساختار کوپل پرداختند و 

ناپایداری را برای  با اعمال ولتاژهای مختلف مشخصه‌های مربوط به 
سیال با چگالی‌های مختلف به دست آوردند. چون و همکاران ]8[ با 
استفاده از نتایج تجربی به بررسی صحت روش‌های مورد استفاده در 
تحلیل فرکانسی میکروتیر در معرض جریان سیال پرداخته و نشان 
دادند که برای سیال با عدد رینولدز بالا می‌توان از اثر میرایی صرف‌نظر 
کرد و نتایج به دست آمده برای سیال میرا و غیرمیرا یکسان می‌باشد. 
تحقیقات معدودی به بررسی میکروساختارهای در معرض جریان 
سیال پرداخته‌اند که در ادامه به آن‌ها اشاره می‌شود. گوان و همکاران 
]9[ به بررسی میکرواستوانه تحت اثر جریان سیال و حرارت به صورت 
مجزا و توأم در یک کانال مستطیل شکل پرداخته و نشان دادند که 
زاویه و طول ناحیه ایجاد گردابه در پشت میکرواستوانه متأثر از سرعت 
سیال و ویژگی‌های هندسی میکرواستوانه و کانال می‌باشد. تمایل و 
همکاران ]10[ کاهش فشار سیال در داخل میکروکانال ناشی از عبور 
مورد  تحلیلی  به صورت  را  میکرواستوانه‌ها  از  میان گروهی  از  سیال 
مطالعه قرار داده و با نتایج تجربی مقایسه نمودند. آلفیری و همکاران 
پدیده گردابه جهت خنک کردن  از  استفاده  امکان  بررسی  به   ]11[

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode
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توسط آب پرداخته و با ارائه مدلی تجربی به بررسی اثر پارامترهای 
انتقال  افزایش  در  آن‌ها  قرارگیری  نحوه  و  میکرواستوانه‌ها  هندسی 
حرارت از آب پرداختند. پیرس ]12[ به مطالعه ایجاد پدیده گردابه 
و  استوانه‌ای  میکروساختارهای  روی  از  سیال  جریان  دادن  عبور  با 
به هر  مایعاتی که  و همگن‌سازی  مثلثی شکل جهت مخلوط‌ کردن 
دلیلی محتویات آن‌ها دچار رسوب شده‌اند پرداخت. شنگ و همکاران 
]13[ با استفاده از تحریک پیزوالکتریک و به صورت تجربی به ایجاد 
همکاران  و  ونگ  است.  پرداخته  میکروساختارها  در  گردابه  پدیده 
]14[ با کمک ایجاد پدیده گردابه، جداسازی ذرات با اندازه و چگالی 
مختلف در داخل میکروسیال را مورد مطالعه قرار دادند. لازم به ذکر 
در  گردابه  پدیده  فیزیکی  مشخصات  مذکور،  تحقیقات  در  که  است 
میکروساختارها بررسی شده است و رفتار دینامیکی و مشخصه‌های 
ارتعاشی ساختار مورد بررسی قرار نگرفته است. در زمینه اثر جریان 
سیال بر رفتار ارتعاشی میکروساختار، رضائی و شرفخانی ]15[ ارتعاش 
میکروتیرهای استوانه‌ای شکل تحت اثر همزمان ولتاژ و جریان سیال 

را به عنوان میکروتولیدکننده انرژی بررسی نموده‌اند. 
در تحقیق حاضر با در نظر گرفتن اثر ولتاژ، رفتار و مشخصه‌های 
ارتعاشی میکروتولیدکننده گردابه1 بررسی شده و معادلات حاکم بر 
ارتعاشات میکروتیر و نوسان سیال با استفاده از تئوری‌های تیر اویلر-

برنولی و واندرپل استخراج و با استفاده از روش‌های عددی و با کمک 
نرم‌افزار متلب2 حل گردید.

1  Micro vortex generator
2  MATLAB

2- مدل سازی
2-1- اثر گردابه

با  D در مسیر جریان سیال  به قطر  استوانه‌ای  وقتی میکروتیر 
U قرار می‌گیرد، تحت شرایطی که متأثر از عدد رینولدز  سرعت ثابت
سیال، رابطه )1(، می‌باشد می‌تواند باعث ایجاد گردابه در ناحیه پشت 

میکروتیر گردد ]16[.

 

	)1(
υ

=
UDRe

عدد رینولدز  Re υ میرایی جنبشی سیال بوده و   در رابطه اخیر، 
ابعاد میکروتیر، مقدار کوچکی خواهد  به  با توجه  سیال می‌باشد که 
بررسی  مورد  سیال  تحقیق،  این  در  اینکه  به  توجه  با   .]10[ داشت 
افزوده  از جرم  ناشی  نیروی  اثر  بر  دارد علاوه   U با سرعت  جریانی 
، نیز بر میکروتیر  Df ، و نیروی پسا،  Lf ، نیروی برآ،  If سیال ساکن، 

اثر خواهند گذاشت:

 

	)2(f I D Lf f f f= + +

همان‌طور که در شکل 1 نشان داده شده است ارتعاش میکروتیر 
Z بر بردار سرعت واقعی سیال نسبت به ساختار اثر خواهد  در جهت 

گذاشت و خواهیم داشت:

 

rel )3-الف(	 tU Uj w k= −





 

2)3-ب(	 2
rel tU U w= +

 

  واقعی سیال با در نظر گرفتن ارتعاش میکروتیر جریان :1شکل 
  

شکل 1: جریان واقعی سیال با در نظر گرفتن ارتعاش میکروتیر 
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)3-ج(	

2-1-1- جرم افزوده
سیال  بر  می‌کند  ارتعاش  سیال  داخل  در  میکروتیر  که  وقتی 
پیرامون خود اثر گذاشته و باعث حرکت آن می‌شود، در نتیجه شتاب 
ایجاد شده در سیال بر خود میکروتیر نیز اثر گذاشته و باعث به وجود 
آمدن نیروی عکس‌العمل بر روی آن می‌شود که از رابطه زیر به دست 

می‌آید ]17[:

 

	)4(
2

2 ,I f
wf m

t
∂

= −
∂

fm جرم افزوده ناشی از اثر سیال است که مقدار آن  که در آن 
برای تیرها با سطح مقطع‌های مختلف متفاوت بوده و برای میکروتیر 

با سطح مقطع دایره‌ای به صورت رابطه زیر است ]17[:

 

	)5(f m fm C Aρ=

mC ضریب تصحیح اثر جرم افزوده می‌باشد و مقدار  که در آن 
آن با توجه به فاصله میکروتیر از دیواره کناری )الکترود ثابت پایینی( 

متغیر خواهد بود.

2-1-2- نیروی برآ
قرار گرفتن میکروتیر در معرض عبور جریان سیال باعث به وجود 
با  و  سیال  جریان  بر  عمود  جهت  در  که  می‌شود  برآ  نیروی  آمدن 
فرکانسی برابر با فرکانس گردابه سیال، رابطه )6( ، بر میکروتیر عمل 

می‌نماید ]18[:

)6(

 

	2 rel
vor

U St
D

π
ω =

عدد   St و  سیال  نسبی  سرعت  نشان‌دهنده   ، relU آن،  در  که 
استروهال1 می‌باشد که متغیر با عدد رینولدز سیال است ]19[.

ارائه شده  اینکه معادله  بر  جهت مدل‌سازی نوسان سیال، علاوه 
را  گردابه  پدیده  محدودکنندگی3  خود  و  خود‌تحریکی2  ماهیت  باید 
حفظ نماید، لازم است جهت بالا بردن دقت نتایج، اثر ارتعاش ساختار 

1 1 Strouhal number
2 2 Self exciting
3 3 Self limiting 

sin t

rel

w
U

α =
نیز در نظر گرفته شود. با توجه به شرایط ذکر شده، از معادله واندرپل 

جهت مدل‌سازی رفتار سیال به صورت زیر استفاده می‌گردد ]18[:

 

	)7(( )
2 2

2 2
2 21 ,vor vor
Q Q P wQ Q

t Dt t
ηω ω∂ ∂ ∂

+ − + =
∂∂ ∂

بر  ساختار  ارتعاش  از  ناشی  اعمالی  نیروی   ، P w
D t

∂
∂

2

2 آن،  در  که 
اضافه  سیال  جریان  میرایی  ضریب  عنوان  به   η مقدار است.  سیال 
برابر  تقریباً  آن  مقدار  و  بوده  متوسط  پسای  به ضریب  وابسته  شده، 
P می‌باشد ]18[. بنابراین،  =12 0/3 است و با توجه به نتایج تجربی 

نیروی برآ برابر خواهد بود با ]18[:

 

	)8(21 ,
2L f l relf C DUρ=

lC با توجه به مدل پیشنهادی  فاچینتتی4 به  که در آن مقدار 
صورت زیر به دست می‌آید ]18[:

 

	)9(
0

1
2l lC C Q=

از معادله )7( به  Q  ثابت نیروی برآ بوده و مقدار 
0l

C که در آن
دست می‌آید.

2-1-3 - نیروی پسا
به  باعث  برآ  نیروی  بر  میکروتیر علاوه  بر ساختار  برخورد سیال 
وجود آمدن نیروی پسا نیز می‌شود که مقدار آن از رابطه زیر پیروی 

می‌کند ]17, 20[:

 

	)10(21 ,
2D f D relf C DUρ=

DC مقدار میانگین ثابت نیروی پسا می‌باشد.  که در آن 

2-2- میکروتیر تحت اثر جریان سیال و ولتاژ
با طول با سطح مقطع دایره‌ای  شکل 2 ‌میکروتیر یک‌سر‌گیردار 

g0 از  D را نشان می‌دهد که محور مرکزی آن در فاصله  l و قطر 
الکترود ثابت موازی پایینی قرار گرفته است. میکروتیر مورد نظر تحت 
V و جریال  از اعمال ولتاژ  الکترواستاتیک ناشی  اثر نیروی پیوسته‌ 
U قرار دارد که عمود بر محور مرکزی میکروتیر عبور  سیال با سرعت

4  Facchinetti
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می‌نماید. علاوه بر این، سیال مورد نظر نا‌میرا و غیرقابل‌تراکم در نظر 
fρ فرض می‌شود. گرفته شده و چگالی آن 

دست  به  زیر  رابطه  از   3 شکل  به  توجه  با   ZF خارجی  نیروی 
می‌آید:

 

	)11(cos sinz L D eF f f fα α= − −

، نیروی الکترواستاتیک ناشی از اعمال ولتاژ می‌باشد  ef که در آن، 
که از رابطه زیر به دست می‌آید ]21[: 

 

			 
)12(

( ) ( ) ( )
2

2 02
0 02 arccosh 1

e
e

Vf
g w

g w g w r
r

ε π
=

 − − + − × +    

Dr به ترتیب نشان‌دهنده ثابت دی‌الکتریک ماده بین  =
2

eε و   
V ولتاژ اعمالی می‌باشد. الکترودها و شعاع میکروتیر بوده و 

با توجه به رابطه )12(، با در نظر گرفتن تئوری تیر اویلر- برنولی 
]22[، برای ارتعاش عرضی میکروتیر تحت اثر نیروی الکترواستاتیک 

و جریان سیال خواهیم داشت:

 

	)13(( )
0

1 11
2 4

f
xxxx tt f D rel t e f l relEI w A w C DU w f C DU U Q

ρ
ρ ρ ρ

ρ
     + + + = +        

Q نیز از رابطه زیر به دست می‌آید: که در آن 

 

	)14(( )
2 2

2 2
2 21 ,vor vor
Q Q P wQ Q

t Dt t
ηω ω∂ ∂ ∂

+ − + =
∂∂ ∂

دو معادله )13( و )14( نشان دهنده کوپل بودن ارتعاش میکروتیر 
و نوسان سیال است.

3- بی‌بعد‌ سازی معادلات حاکم 
برای بی‌بعد کردن معادلات حاکم بر ارتعاش میکروتیر تحت اثر 

ولتاژ و جریان سیال، پارامترهای بی‌بعد زیر را معرفی می‌کنیم: 

 

	
)15(

4

4

2
0

0 0

ˆ  , ,  ,ˆˆˆ

2 2ˆ ˆ ˆ, ,

, ,

rel e
rel

st st

x
x

g g
r Alw r tw t

l t EI

U lUU U V V
D D E

t

Ig

ρ

π ε ππ
ω ω

= = = = =

= = =

relU به ترتیب فرکانس ارتعاش میکروتیر،  U و   ، stω که در آن، 
سرعت ویژه سیال و سرعت واقعی ویژه سیال )با در نظر گرفتن اثر 

حرکت میکروساختار( می‌باشد.
 )14( و   )13( روابط  در  شده  تعریف  پارامترهای  جایگذاری  با 

خواهیم داشت:

 

)16-الف(	

))16-ب(	  )2 2
ˆ̂ ˆ ˆ̂ˆ1 ,vor vortt t ttQ Q Q Q wη β+ Ω − +Ω =

که در آن:

( )ˆ ˆ̂ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆˆ ˆ ˆ1xxxx rel et ttw Cw w f Qρ ′+ + + = + ϒ

 

 و جریان سیال ولتاژتحت اثر  گیردار )میکروتولیدکننده گردابه(سریکمیکروتیر نمای جانبی : 2شکل 

  

شکل 2: نمای جانبی میکروتیر یک‌سر‌گیردار )میکروتولیدکننده گردابه( تحت اثر ولتاژ و جریان سیال

 

 بر میکروتیر برآ و پسانیروهای ثر ا :3شکل 
  

شکل 3: اثر نیروهای برآ و پسا بر میکروتیر
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)17(

 

( ) ( ) ( )

0

2 3 42 4
0

2 2 2
0

2

2 2

ˆ ˆˆ
, , ,

4 16
ˆˆ , , ,

ˆ1ˆ ˆ ˆ1 2 1 arccosh 1
ˆ

f l rel stf D rel st f
rel

e vor vor st st

C UU D lC D U l PgC
DEI t EI g t

Vf t t
w

w w r
r

ρρ ρ
ρ β

ρπ π

ω ω

ΩΩ
′= ϒ = = =

= Ω = Ω =
 −  − + − × +    

vorΩ به ترتیب نشان‌دهنده فرکانس بی‌بعد میکروتیر و  stΩ و  و 
فرکانس بی‌بعد گردابه سیال می‌باشد. 

4- حل معادلات
دیفرانسیل  معادلات  به  جزئی  مشتقات  با  معادلات  تبدیل  برای 
معمولی از روش باقی‌مانده وزنی گلرکین ]22[  استفاده کرده و توابع 

Q را به صورت زیر معرفی می‌کنیم: و   ŵ

))18-الف(	 ) ( ) ( )
1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ,
n

j j
j

w x t x q tφ
=

=∑

))18-ب(	  ) ( ) ( )
1

ˆ ˆˆ ˆ,
n

j j
j

Q x t x tφ χ
=

=∑

شکل مود ارتعاشی تیر یک‌سرگیردار است که  ( )ˆj xφ که در آن 
از حل معادله مقدار ویژه با توجه به شرایط مرزی زیر به دست می‌آید 

) مختصات تعمیم یافته هستند: )ˆj tχ )  و  )ˆjq t و

 

	)19(( ) ( ) ( ) ( )2 3

ˆ 2 3

ˆ ˆˆ ˆ1, 1,ˆˆ ˆ0, 0, 0, 0,
ˆ ˆx

w t w t
w t w t

x x
∂ ∂

= = = =
∂ ∂

با جایگذاری روابط )18( در معادلات )16( و ضرب طرفین معادلات 
x̂ خواهیم داشت: x̂ تا 1= ) و انتگرال‌گیری در بازه 0= )ˆi xφ در 

 

     
) )20-الف( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ
e
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ij j ij j j ij j i ij j
j j j j

M x q t C x t q t K x q t F x tα χ
= = = =
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x t x t x t F x q tχ χ χ β
= = = =
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که در روابط اخیر:
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1 1 1
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0

ˆˆ ˆ ˆd , 1 , , d , d , ,

ˆ, , d , ,ˆ

e

IV
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t

φφ ρ φφ φ β β

η φ η
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∂  ′ ′Λ = − Ω ∆ Π =Ω ∆ = − Ω ϒ = ϒ ∆ ∂ 
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�)21(

 ویژگی مقدار
450 μm طول( )l 
14μm قطر( )D 
50μm فاصله اولیه

0( )g  

169 GPa مدول الاستیسیته
( )E 

32330 kg/m  تیر-میکروچگالی( ) 

31020 kg/m سیال-چگالی( )f 

pF/m80 8.85 ثابت دی الکتریک( ) 

6 21.004 10 m /s 
ویسکوزیته دینامیکی

( ) 
  و هندسی میکروساختار مدل سازی شده[ 7]مادی  هایویژگی :1جدول 

 

جدول 1: ویژگی‌های مادی ]7[ و هندسی میکروساختار مدل سازی شده 

  
 )ب( )الف(

 بعد سیالاثر سرعت ویژه سیال بر )الف( عدد رینولدز سیال )ب( فرکانس گردابه بی :4شکل 

  

شکل 4: اثر سرعت ویژه سیال بر )الف( عدد رینولدز سیال )ب( فرکانس گردابه بی‌بعد سیال
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با حل همزمان معادلات فوق رفتار ارتعاشی میکروتیر و همچنین 
ثابت‌های مربوط به نوسان‌گر سیال به دست می‌آید.

5- نتایج
 در این قسمت معادلات حاکم بر ارتعاش میکروتیر )میکروتولیدکننده 

گردابه( تحت اثر ولتاژ در معرض جریان سیال حل و رفتار ارتعاشی آن 
در جهت عمود بر جریان سیال تحت اثر شرایط مختلف مورد بررسی 

قرار می‌گیرد. 
جدول  در  نظر  مورد  میکروساختار  ماده  و  هندسی  ویژگی‌های 

شماره 1 نشان داده شده است.

  
 )ب( )الف(

  
 )د( )ج(

ˆنمودار پاسخ زمانی ارتعاش میکروتیر تحت اثر ولتاژ معین، :5شکل  /V  3 ˆهای ویژه مختلف )الف( ، و جریان سیال با سرعت8 /U  2 )ب(  5
ˆ /U  3 ˆ)ج(  5 /U  5 ˆ)د(  5 /U  8 5 

  

ˆ )ب(  /U = 2 5 ، و جریان سیال با سرعت‌های ویژه مختلف )الف(  ˆ /V = 3 8 شکل 5: نمودار پاسخ زمانی ارتعاش میکروتیر تحت اثر ولتاژ معین،
ˆ /U = 8 5 ˆ )د(  /U = 5 5 ˆ )ج(  /U = 3 5
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5-1-  فرکانس گردابه و عدد رینولدز سیال تابعی از جریان سیال 
مورد  محدوده  که   250 و   40 بین  رینولدز  اعداد  با  سیال  برای 
بررسی در این مقاله نیز است با برخورد سیال به ساختار و در نتیجه 
فشاری که از طرف آن به سیال وارد می‌شود، ذرات سیال با جدا شدن 
از لبه‌های استوانه به دو طرف آن هدایت شده و حالت آرامی از گردابه 

به وجود می‌آید ‌که به کانال گردابه ]23[ معروف است. 
فرکانس  و   ، Re رینولدز، عدد  ترتیب  به  4-ب  و  4-الف  شکل 

Û مختلف، ویژه‌  سرعت‌های  با  سیال  برای  را   ، vorΩ سیال، گردابه 

و  رینولدز  نشان می‌دهد. همان‌طور که مشخص است مقادیر عدد   ،
فرکانس گردابه سیال، به صورت دو پارامتر مهم در ایجاد پدیده گردابه 
و قفل‌شدگی، با افزایش سرعت ویژه سیال به صورت خطی افزایش 

یافته است. 

5-2- دامنه ارتعاش میکروتیر بر حسب سرعت جریان سیال
مختلف  ویژه  سرعت  چهار  با  سیال  جریان  اثر  قسمت  این  در 
بر جریان سیال  اثر ولتاژ در جهت عمود  ارتعاش میکروتیر تحت  بر 

  
 )ب( )الف(

  
 )د( )ج(

ˆفاز ارتعاش میکروتیر تحت اثر ولتاژ معین، صفحه: 6شکل  /V  3  های ویژه مختلف، و جریان سیال با سرعت8

ˆ)الف(  /U  2 ˆ)ب(  5 /U  3 ˆ)ج(  5 /U  5 ˆ)د(  5 /U  8 5 

  

، و جریان سیال با سرعت‌های ویژه مختلف ˆ /V = 3 8 شکل 6: صفحه فاز ارتعاش میکروتیر تحت اثر ولتاژ معین،

ˆ /U = 8 5 ˆ )د(  /U = 5 5 ˆ )ج(  /U = 3 5 ˆ )ب(  /U = 2 5 )الف( 
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اثر  تحت  هم‌زمان  میکروتیر  که  می‌شود  فرض  می‌شود.  بررسی 
و در معرض سیال  بوده  ارتعاش  ، در حال  ˆ /V = 3 8 معین،  ولتاژ 
ثابت  به  توجه  با  حالت  این  در  دارد.  قرار  ثابت  ویژه  سرعت‌‌  با 
بوده ولی مقدار  ثابت  ارتعاش ساختار  اعمالی، فرکانس  ولتاژ  بودن 
جریان  سرعت  افزایش  با  رینولدز  عدد  و  سیال  گردابه  فرکانس 
سیال  فرکانس  که  زمانی  تا  افزایش  این  می‌یابد.  افزایش  سیال 
کوچکتر از فرکانس ساختار باشد سبب افرایش دامنه می‌شود ولی 
با گذر از فرکانس ساختار و دور شدن از آن با کاهش دامنه ارتعاش 
همراه خواهد بود. همان‌طور که در نمودارهای شکل‌ 5 نشان داده 
میکروتیر  ارتعاشی  رفتار  بر  اثر محسوسی  است جریان سیال  شده 
ˆ و  /U = 3 5 ˆ به  /U = 2 5 با افزایش سرعت سیال از  گذاشته و 
، دامنه بی‌بعد ارتعاش نیز افزایش می‌یابد، اما  ˆ /U = 5 5 سپس به 
دچار  قبلی  روند  برخلاف  ارتعاش  دامنه   ˆ /U = 8 5 سرعت  برای 

کاهش شده است. 
همان‌طور  نیز  میکروتیر  نوک  ماندگار  حالت  ارتعاش  سرعت 
ارتعاش  دامنه  برخلاف  است  مشخص   6 شکل‌  نمودارهای  در  که 
و  یافته  افزایش  پیوسته  به صورت  سیال  افزایش سرعت جریان  با 

یافته است. تغییر  نیز  پایداری سیستم  محدوده 
   همان‌طور که در نمودار دامنه-سرعت سیال، شکل 7، نشان 
از  معینی  حد  تا  سیال،  ویژه  سرعت  افزایش  با  است  شده  داده 

سرعت که نقطه اوج نمودار دامنه بی‌بعد بر حسب سرعت سیال نیز 
پیوسته  صورت  به   ، max min

ˆ ˆ( ) /W W− 2 دینامیکی،  دامنه  می‌باشد 
شیب  همچنین  و  شده  اشاره  اوج  نقطه  که  است  یافته  افزایش 
متفاوت  مختلف  اعمالی  ولتاژهای  برای  دامنه  کاهش  و  افزایش 
می‌باشد. به عبارت دیگر با افزایش ولتاژ اعمالی، فرکانس ارتعاشی 
پایین‌تری  ویژه  سرعت‌های  در  نتیجه  در  و  یافته  کاهش  ساختار 
رفتار  آمده مشابه  به دست  نتایج  اتفاق می‌افتد.  پدیده قفل‌شدگی 
گذشته  تحقیقات  در  شده  ارائه  تجربی  نتایج  در  شده  داده  نشان 

]16و 18[ می‌باشد.
با  که  نمود  تفسیر  نیز  این‌گونه  می‌توان  را  قفل‌شدگی  پدیده 
سیال  نوسان  یکدیگر،  به  ساختار  و  سیال  فرکانس  شدن  نزدیک 
افزایش  باعث  و  کرده  تقویت  را  همدیگر  اثرات  ساختار  ارتعاش  و 
سیال  قفل‌شدگی،  ناحیه  از  خروج  با  ولی  می‌شوند،  یکدیگر  دامنه 
کاهش  ارتعاش  دامنه  و  نموده  خنثی  را  یکدیگر  اثرات  ساختار  و 
می‌یابد که این پدیده در شکل 8 نشان داده شده است. نمودار‌های 
نشان داده شده ارتعاش میکروتیر و سیال را بدون در نظر گرفتن 
به  سیال  جریان  و  ولتاژ  اساس  بر  ترتیب  به  و  متقابل  اثرات 
نوسان  بررسی  برای  دیگر  عبارت  به  می‌دهد،  نشان  مجزا  صورت 
ارتعاش  بررسی  و جهت  کرده  فرض  را صلب  میکروساختار  سیال، 
که  همان‌طور  است.  شده  گرفته  نادیده  سیال  اثر  میکروساختار، 

 

 

 مختلف  اعمالی ارتعاش میکروتیر بر حسب سرعت ویژه سیال برای ولتاژهای دینامیکی دامنه :7شکل 

  

شکل 7: دامنه دینامیکی ارتعاش میکروتیر بر حسب سرعت ویژه سیال برای ولتاژهای اعمالی مختلف 
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معین،  سرعت  با  سیال  ارتعاش  است  مشخص  8-الف  شکل  در 
معین،  ولتاژ  اثر  تحت  میکروساختار  ارتعاش  با   ، ˆ /U = 5 25

صورت  یکسان  تقریباً  فرکانس  با  و  بوده  هماهنگ   ، ˆ /V = 3 8

ˆ و ثابت نگه ‌داشتن  /U =12 5 می‌گیرد. با افزایش سرعت سیال به
ولتاژ اعمالی به میکروتیر، همان‌طور که در شکل 8-ب نشان داده 
شده است، فرکانس ارتعاش سیال افزایش یافته و با توجه به ثابت 

بودن فرکانس ارتعاش ساختار، فرکانس ارتعاش آن‌ها از هم دورتر 
شده است. با توجه به وقوع این پدیده، قابل پیش‌بینی خواهد بود 
با  سیال  و  میکروساختار  حرکت  ارتعاش،  از  معینی  شرایط  در  که 
ارتعاش کل سیستم  دامنه  کاهش  یکدیگر، سبب  اثر  خنثی کردن 
شامل میکروساختار و سیال تحت اثر همزمان ولتاژ و جریان سیال 

گردد. 

 

 )الف(

 

 )ب(

ˆمقایسه تاریخچه زمانی بیشترین دامنه ارتعاش میکروتیرتحت اثر ولتاژ، : 8شکل  /V  3 ، و ارتعاش سیال بدون در نظر گرفتن اثرات یکدیگر برای 8
ˆویژه مختلف )الف( دو سرعت /U  5 ˆ)ب(   25 /U 12 5 

 

، و ارتعاش سیال بدون در نظر گرفتن اثرات یکدیگر برای دو  ˆ /V = 3 8 شکل 8: مقایسه تاریخچه زمانی بیشترین دامنه ارتعاش میکروتیرتحت اثر ولتاژ، 
ˆ /U =12 5 ˆ )ب(  /U = 5 25 سرعت‌ ویژه مختلف )الف( 
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6- نتیجه‌گیری 
ارتعاش  بر  حاکم  معادلات  بار  اولین  برای  حاضر  تحقیق  در 
میکروتولیدکننده گردابه تحت اثر ولتاژ با در نظر گرفتن اثرات ناشی 
معادله  از  استفاده  با  پسا،  و  برآ  نیروهای  به صورت  سیال  جریان  از 
واندرپل، اصل همیلتون و تئوری‌ اویلر-برنولی استخراج شده و با کمک 

روش‌های عددی حل و نتایج زیر حاصل شد:
جریان سیال تحت شرایطی که متأثر از ویژگی‌های سیال و  	•
ساختار می‌باشد می‌تواند باعث تغییر دامنه ارتعاش میکروتیر تحت اثر 
ولتاژ ‌گردد. به عبارت دیگر، با این فرض که فرکانس ارتعاش میکروتیر 
بزرگ‌تر از فرکانس سیال در حال جریان می‌باشد، با افزایش سرعت 
جریان سیال که منجر به افزایش فرکانس گردابه و عدد رینولدز سیال 
می‌شود، دامنه به تدریج افزایش یافته و بعد از رسیدن به نقطه اوج، 
آن  با  متناظر  و سرعت  اوج  نقطه  به کاهش می‌نماید.  شروع  مجدداً 

متغیر بوده و تابع ولتاژ و ویژگی‌های ساختار و سیال است.
پدیده  ایجاد  از  ناشی  شده  اشاره  دامنه  کاهش  و  افزایش  	•
قفل‌شدگی می‌باشد که نتیجه نزدیکی و یا دوری فرکانس ساختار و 
قفل‌شدگی  پدیده  دیگر  عبارت  به  یکدیگر می‌باشد.  به  نسبت  سیال 
زمانی اتفاق می‌افتد که ارتعاش ساختار و سیال از لحاظ دامنه بتوانند 

اثر یکدیگر را تقویت نمایند.
با فرض ثابت ماندن جریان سیال، اعمال ولتاژ نیز می‌تواند  	•
منجر به افزایش و کاهش دامنه گردد. بدین صورت که ولتاژ اعمالی به 
میکروتیر علاوه بر اثری که به عنوان نیروی خارجی بر میکروتیر دارد 
و باعث ارتعاش آن می‌شود، با تغییر سفتی الکتریکی ساختار، موجب 
تغییر فرکانس ارتعاشی آن نیز می‌گردد، در نتیجه با توجه به نوع و 
تنظیم‌کننده  پارامتر  عنوان  به  ولتاژ  از  سرعت جریان سیال می‌توان 

جهت وقوع یا دوری از پدیده قفل‌شدگی استفاده کرد.
مشخص نمودن نوع و سرعت جریان سیال در سیستم‌های  	•
میکروالکترومکانیکی از این جهت حائز اهمیت است که با تعیین آن‌ها 
می‌توان دقت اثر ولتاژ اعمالی را با انتخاب مناسب ویژگی‌های هندسی 

میکروتیر و فرکانس ارتعاشی متناظر با آن بالاتر برد. 
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