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Vibrations Analysis of a Rotor Supported by Tilting-Pad Journal Bearings with 
Considering of Geometric Nonlinearity 
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ABSTRACT: Vibrations of a continuous rotor with uniform circular cross section supported by two 
tilting-pad journal bearings at both ends are analyzed. Since the shaft is slender, shear deformation 
is neglected, but, gyroscopic effect is considered (Rayleigh beam theory). In addition, geometric 
nonlinearity due to large deformation of the rotor is considered. Based on short bearing assumption, an 
analytical model of a tilting-pad journal bearing with laminar and turbulence flows has been derived. 
Galerkin method is applied to discretize differential equations of motion. By solving discrete rotor-
bearing system equations, the response is obtained. For further investigation, responses of rotor-bearing 
system in different situations are presented. Comparing the responses of the linear and nonlinear rotor 
with two tilting-pad journal bearings at both ends shows that the nonlinear rotor has less amplitude 
than linear rotor and nonlinear rotor is closer to reality. In addition, nonlinear model has a larger natural 
frequency in comparison to the linear rotor. Using turbulence flow makes the bearing stiffer and have 
less amplitude than laminar flow. Reducing viscosity of lubricant leads to increase of amplitude of 
response and shows that higher viscosity make the bearing stiffer. 
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1- Introduction
Hydrodynamic lubrication is applied in most rotating 

machinery. Tilting-Pad Journal Bearing (TPJB) is used as a 
foundation and source of damping and stiffness in rotors. This 
type of bearings have usually four or five pads. Each pad can 
rotate freely around a pivot. As a result the forces that are 
causing instability greatly reduced or eliminated. This feature 
considers TPJB as a standard bearing fluid film bearings for 
high speed machines. Sometimes a continuous model whose 
mass is distributed along the rotor is used as an analytical 
model for a practical rotor. Usually slender beam theory and 
geometric type nonlinearity is used in modelling of the rotor. 
Analysis of these type of rotors is based on the theory of classic 
beam theory [1]. Ocvirk [2] provided an analytical method 
based on Reynolds equation which is known as short-bearing 
equation. Lund [3] obtained stiffness and damping coefficients 
of TPJB. Orcutt [4] followed the same basic approach as Lund 
by developing a partial arc bearing solution. He accounted 
turbulence effects in the lubricating film using the Ng and Pan 
[5] analysis. Ishida et al. [6] studied nonlinear vibrations of 
rotating continuous shaft systems. Hosseini and coworkers [7-
9] studied different aspects of vibrations of a spinning beam in 
several articles. 

The analysis of nonlinear flexible shaft with TPJB is the 
subject of this article. Feature of this study is that the two types 
of modeling has been used. In the first model, the equations of 
shaft and bearings were solved simultaneously. In fact, the 

effects of nonlinearity of the shaft and bearings have been 
considered. In the second, the linear equivalent stiffness and 
damping of bearings intended, and the results were compared 
with previous solutions.

2- Methodology
In order to calculate the hydrodynamic forces of the lubricant 

fluid Reynolds equations is used. Then the forces exerted on the 
rotor due to bearings can be calculated. 

To model the shaft, a slender spinning beam supported with 
TPJB is considered. Rayleigh beam theory is used in modelling 
the rotor. Therefore, shear deformation is neglected but rotary 
inertia and gyroscopic effect are considered. Nonlinearity due 
to large deformation of the shaft is considered. This model leads 
to stretching type nonlinearity. To model the exerted force from 
bearings, Dirac delta function is used. To solve the equations 
of motion, the partial differential equations must be discretized 
with a suitable method. Here, Galerkin method is applied with 
one-mode term. Then the discretized equations are solved with 
numerical method. 

 
3- Results and Discussion

In order to verify the results obtained, the equivalent 
stiffness and damping coefficients of TPJB are extracted 
from reference [10]. The equivalent stiffness of TPJB versus 
rotational velocity can be calculated. Also the equivalent 
damping of TPJB versus rotational velocity is computed. 

It is found from calculations that at a certain rotational 
speed, stiffness becomes minimize. Damping is reduced *Corresponding author’s email: ali.hosseini@khu.ac.ir
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versus rotational speed and then in high speed, its value 
becomes constant.

In order to verify the results, the responses of linear 
rotor-TPJB with linear rotor-stiffness-damping of TPJB are 
compared. Response of nonlinear rotor-TPJB with nonlinear 
rotor-stiffness-damping of TPJB are also compared. 

The analysis shows that the difference between responses 
of rotor-TPJB system and equivalent rotor-stiffness-damping 
system is negligible. This shows the validity of the results. It 
is found from the analysis that the nonlinear response in both 
models has smaller peak in comparison to linear one.

4- Conclusions
In this paper, first, the hydrodynamic forces and moments 

from TPJB acting on the rotor were calculated. Then the 
equations of motion of continuous rotor were derived. In 
order to solve the resulting equations, the equations of 
motion were discretized using the Galerkin method and then 
the obtained ordinary differential equations were solved by 
numerical methods.

The results can be presented as follows:
• The response of nonlinear model has a smaller amplitude 
in comparison to linear one. Also, the natural frequency in 
nonlinear model is larger. 
• In the case of turbulent flow, the amplitude of response 
is smaller. But the natural frequencies for both laminar and 
turbulent flows are not so different; i.e. the type of flow 
is effective on peak of the domain, but does not create a 
significant difference in the natural frequency of the rotor. 
• Change in dynamic viscosity causes variation in the natural 
frequency and the response amplitude. When the viscosity 
increases, the natural frequency becomes bigger and the 
amplitude reduces.
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تحلیل ارتعاشات روتور دارای اثر غیرخطی هندسی با یاتاقان پد متحرک )تیلتینگ پد( 

سید علی اصغر حسینی*، امین تمدن، مهدی زمانیان

گروه مهندسی مکانیک، دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه خوارزمی، تهران، ایران.

خلاصه: در این مقاله، ارتعاشات روتور پیوسته با مقطع دایروی یکنواخت که بر روی دو یاتاقان پد متحرک )تیلتینگ پد( قرار دارد 
مطالعه می شود. روتور لاغر فرض می شود و در نتیجه، اثر تغییر شکل برشی نادیده گرفته شده است ولی اثر ژیروسکوپی لحاظ می شود 
)تئوری تیر ریلی(. به علاوه اثر غیرخطی هندسی ناشی از تغییر شکل بزرگ روتور در نظر گرفته می شود. بر اساس فرضیه یاتاقان کوتاه، 
یک مدل تحلیلی غیرخطی از یاتاقان پد متحرک که با سیال روانکاری شده و دارای جریان آرام و مغشوش می باشد مدل سازی شده 
است. معادلات حرکت روتور با دو یاتاقان پد متحرک که در ابتدا و انتهای آن قرار دارند استخراج می شود. به منظور گسسته سازی این 
معادله ها از روش گلرکین استفاده می شود. با حل عددی معادله های گسسته حاکم بر مسئله، منحنی پاسخ فرکانسی سیستم بدست 
می آید. با مقایسه پاسخ ها مشخص می شود که سیستم روتور غیرخطی-یاتاقان پد متحرک دارای دامنه کمتری نسبت به روتور خطی با 
یاتاقان پد متحرک می باشد. همچنین پاسخ سیستم روتور-یاتاقان پد متحرک با جریان مغشوش باعث سفت تر شدن یاتاقان و کاهش 

دامنه پاسخ سیستم می شود. با کاهش لزجت دینامیکی سیال، از سفتی یاتاقان کاسته می شود و سبب افزایش دامنه پاسخ می شود.  
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مقدمه-11
استفاده  یاتاقان های روغنی  از  بار  و  بردن سرعت دورانی  بالا  به منظور 
می شود. در این یاتاقان ها، روانکاری هیدرودینامیکی به منظور نگهداری روتور 
با لایه نازکی از سیال انجام می شود. یاتاقان لغزشی پد متحرک1 هم به عنوان 
نگهدارنده استاتیکی و هم به عنوان میرایی و سفتی دینامیکی مورد استفاده 
قرار می گیرد. این نوع یاتاقان ها معمولا دارای چهار یا پنج پد می باشند. هر 
پد می تواند آزادانه حول یک نقطه اتکاء بچرخد. در نتیجه نیروهایی که باعث 
ناپایدار شدن می شوند به شدت کاهش یا حذف می شوند. این ویژگی یاتاقان 
پد متحرک را به عنوان یک یاتاقان استاندارد با لایه سیال جهت استفاده در 
سرعت های بالا مطرح می سازد. نحوه قرار گرفتن پد به دو صورت می تواند 
باشد، روی پد2 و بین پد3. منظور از روی پد یعنی پد بگونه ای است که محل 
اثر نیروی اعمالی از طرف یاتاقان به روتور از میان یک پد می گذرد ولی در 

1 Tilting-pad journal bearing (TPJB)
2 On pad
3 Between pads

حالت بین پد، محل اعمال از بین دو پد می گذرد. این محل قرارگیری پدها، 
پارامتری است که بیشترین تاثیر را در رفتار روتور به وجود می آورد. حالت روی 
پد، باعث حرکت ناپایدار ژورنال می شود، در حالی که بین پد به حرکت پایدار 

منتهی می دهد.     
گاهی اوقات برای روتور های بلند از مدلی تحلیلی که جرم روتور در طول 
آن گسترده شده است استفاده می شود. به عنوان مثال یک روتور الاستیک 
که قطر آن زیاد تغییر نمی کند یا یک شفت الاستیک با تعدادی دیسک تقریبا 
همسان به وسیله مدل گسترده مدل می شود. در این  روتورها، جرم، سفتی و 
میرایی گسترده است، به عبارت دیگر روتور پیوسته4 است. تحلیل روتور های 
پیوسته براساس تئوری ارتعاشات عرضی تیر می باشد. پرکاربردترین نظریه در 
تئوری شفت ها، مدل تیر ریلی5 می باشد که بر اساس سه فرضیه است: اول 
آن که در حین ارتعاش، مقطع عرضی صفحه مسطح باقی می ماند. دوم تغییر 
شکل به دلیل نیروی برشی را می توان نادیده گرفت و سوم اینرسی دورانی6  

4 Continuous rotor
5 Rayleigh beam theory
6 Rotary inertia
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لحاظ می شود. به علت آن که شفت در راستای محوری هم دوران دارد تعامل 
چرخش محوری شفت، اینرسی دورانی و ارتعاش عرضی به اثر ژیروسکوپی 
ختم می شود. در تئوری ریلی، ممان خمشی در یک موقعیت دلخواه از شفت 
متناسب با معکوس شعاع انحنای خط مرکزی شفت می باشد. در این مدل تنها 
حرکت عرضی دیده می شود. در معادلات حرکت نوشته شده با این فرضیه، 
معادلات در جهات عرضی عمود بر خط محور یاتاقان کوپل نیستند. اگر روتور 
بلند و باریک باشد، این مدل به خوبی حرکت روتور را ارائه می کند. در مورد 
روتور پیوسته غیرخطی، چون که ارتعاشات روتور دارای دامنه بزرگ است اثرات 

غیرخطی هندسی نیز به مدل اضافه می گردد]1[.
تحلیل های زیادی در مورد یاتاقان ها در طی سالیان گذشته انجام گرفته 
است. اکُویرک ]2[ روش تحلیلی بر اساس معادله رینولدز ارائه کرد که به نام 
به  تغییرات فشار مربوط  یاتاقان-کوتاه1  شناخته می شود. در حقیقت  معادله 
جریان محیطی را در نظر نمی گیرد. بر اساس این ملاحظه، تغییرات در جریان 
محیطی باعث تغییر مستقیم در جریان و تغییرات فشار محوری می شود. او 
در  پیشرفت های عمده  از  نادیده گرفت. یکی  را  منفی  مقدار فشار  همچنین 
درک دینامیک یاتاقان های پد متحرک از مقاله برجسته لاند ]3[ در سال 1964 
حاصل شد. بر اساس تحلیل پد های ثابت، که اساسا یاتاقان های منحنی جزئی 
هستند، ضرایب سفتی و میرایی محاسبه شدند. معادلات حرکت برای این پد ها 
بر اساس مقادیر سفتی و میرایی پد ثابت محاسبه شده لحاظ شده است که 
سپس به طور برداری برای محاسبه ضرایب کامل یاتاقان جمع شدند. اورکات 
]4[ همان رهیافت پایه لاند ]3[ را با توسعه پاسخ یاتاقان منحنی جزئی دنبال 
کرد. او اثرات آشفتگی را در فیلم روانکاری با استفاده از تحلیل ان جی و پان 
]5[لحاظ کرد. همانند لاند، اورکات نیز مسئله روانکاری را برای هر پد به طور 
مجزا حل کرد و سپس یک روش مجموعه کاهش یافته همگام را همانند لاند 
یاتاقان  اجرا نمود. نیکلاس و همکارانش ]6[ ضرایب سفتی و میرایی برای 
ژورنال پد متحرک پنج تایی را توسعه دادند. چند پیکربندی یاتاقان از جمله بار 
روی پد و بار بین پد، مکان های مختلف لولا از 0/5 تا 0/55و بار های متفاوت 
یاتاقان از 0 تا 0/5 لحاظ شدند. ضرایب سفتی و میرایی مؤثر گزارش شده به 
طور همگام کاهش یافتند. جونز و مارتین ]7[ مطالعه هندسی دیگری درباره 
مشخصات یاتاقان پد متحرک را با در نظر گرفتن بار های مختلف، نسبت های 
L/D یاتاقان، پد های متحرک 3، 5 و 7 تایی، و جهت گیری بار را انجام دادند. 
پد،  میانگین  برای محاسبه کمترین ضخامت لایه روغن، دمای  این تحلیل 
افت توان مزاحم یاتاقان، و ضرایب سفتی و میرایی کاهش یافته همگام به کار 

1 Short bearing

رفت. کاپُن ]8[ روشی را برای محاسبه نیروی اعمالی یاتاقان دایروی که بر 
روی روتور صلب، متقارن و افقی سوار شده است ارائه کرد. همچنین محاسبه 
نیرو ها را بهبود بخشید و روش عددی برای حل معادلات دینامیکی روتور ارائه 
نمود. اکُابه و همکاران ]9[ مدل تحلیلی از یاتاقان پد متحرک ارائه کردند و آن 
را با مدل عددی معادل مقایسه کردند. به این نتیجه رسیدند که مدل تحلیلی 
صد مرتبه از مدل عددی سریع تر است و دقت بالاتری دارد. آن ها همچنین 
نشان دادند که سفتی با افزایش پیش بار پد افزایش می یابد. اکُابه و همکاران 
]10[ بر اساس فرضیه یاتاقان کوتاه یک مدل تحلیلی از یاتاقان پد متحرک که 
با سیال دارای جریان مغشوش روانکاری شده است مدل سازی کردند و نتایج 
را با سیال دارای جریان آرام مقایسه کردند. در مرجع ]11[ با استفاده از روش 
تقریبی، حل تحلیلی برای نیروهای غیر خطی یاتاقان پد متحرک بدست آورد. 
روتور توربو-اکسپندر2 که دارای یاتاقان های پد متحرک است در حضور گرادیان 
دمایی توسط لی و همکاران ]12[ با استفاده از روش عددی و آزمایشگاهی 
تحلیل شد. در مرجع ]13[، بعضی از نکات طراحی در مورد یاتاقان پد متحرک 
غیرخطی در روتورهای افقی و عمودی بررسی گردید. اکابه ]14[ در ادامه کار 
تحلیلی قبلی خود ]10[، اثر اینرسی سیال را در محاسبات خود وارد کرد و حل 
تحلیلی برای ضرایب جرم، میرایی و سفتی ارائه نمود. در مرجع ]15[، طراحی 
یک یاتاقان پدمتحرک با کنترل اکتیو روغن ورودی به یاتاقان بررسی گردید. 
این مفهوم با استفاده از آزمایش تایید شد. وو و همکاران ]16[، مدل یاتاقان 
پدمتحرک متخلخل را ارائه کردند. سن آندرس و همکاران ]17 و 18[ طی دو 
مقاله، به اثرات کمبود نرخ ورودی روغن به یاتاقان پدمتحرک را تحقیق کردند. 

با استفاده از روش های آزمایشگاهی، مدل تئوری صحت سنجی شد.
در مورد تحلیل غیرخطی شفت های چرخان، مطالعات زیادی انجام شده 
 ،]19[ همکاران  و  ایشیدا  می شود.  اشاره  اندکی  موارد  به  ادامه  در  که  است 
ارتعاشات غیر خطی سیستم روتور چرخان با جرم گسترده را مورد بررسی قرار 
دادند. غیرخطی بودن ناشی از دامنه بزرگ ارتعاشات بود. جی و زو ]20[ روش 
مقیاس چندگانه3 را به منظور تحلیل ارتعاشات آزاد و اجباری سیستم روتور-

یاتاقان به کار بردند. در فرآیند مدل سازی شفت، اثرات اینرسی دورانی و تغییر 
شکل برشی را نیز در نظر گرفتند. تحلیل دینامیکی سیستم روتور با یاتاقان 
الاستیک غیرخطی که بر روی تعلیق ویسکو الاستیک قرار دارد توسط شبانه و 
زو ]21[ مورد بررسی قرار گرفت. یاتاقان غیرخطی را با فنر غیرخطی مرتبه سه 
و میرایی خطی مدل سازی کردند. نگهدارنده ویسکوالاستیک را نیز به وسیله 
مدل کلوین-وُیت مدل سازی نمودند. حسینی و خادم ]22[ ارتعاشات آزاد روتور 

2 Turbo-expander
3 Multiple scale method
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چرخان با اثرات غیر خطی در انحنا و اینرسی را تحلیل کردند. آن ها از روش 
مقیاس چندگانه به منظور حل تحلیلی مسئله استفاده نمودند. تشدید اولیه شفت 
چرخان با تکیه گاه های ساده و دامنه بزرگ توسط حسینی و همکاران ]23[ 
بررسی شد. در این مقاله از روش مقیاس چندگانه به منظور گسسته سازی 
معادلات مشتق جزئی استفاه کردند. حسینی و همکاران ]24[ ارتعاشات آزاد 
تیر چرخان با شش شرط مرزی کلی را مورد مطالعه قرار دادند. تیر چرخان 
دارای دامنه بزرگ است که منجر به اثر های غیرخطی در اینرسی و انحنای 
آن می شود. در پژوهش صورت گرفته توسط مرادی و همکاران ]21[ تشدید 

اولیه روتور
1 اورهانگ که در سر آزاد آن دیسک صلب قرار دارد تحلیل شد. اثر وزن 

دیسک و تغییر شکل اولیه نیز بررسی شد.
معمولا  که  می شود  گرفته مشخص  مطالعات صورت  پیشینه  بررسی  با 
ارتعاشات غیرخطی شفت ها بدون در نظر گرفتن یاتاقان بررسی می شود ]25-
19[. در معدود مطالعاتی که یاتاقان هم لحاظ شده است، یاتاقان با فنر و دمپر 
که معمولا خطی است مدل می شود ]26[. تاکنون مقاله ای که اثرات غیرخطی 
را در روتور لحاظ کند و یاتاقان غیرخطی نیز داشته باشد منتشر نشده است. 
از طرف دیگر معمولا یاتاقان های در نظر گرفته شده در روتورها از نوع ساده  
2هستند و تحلیل تعاملی شفت و یاتاقان های پیشرفته ای مانند پد متحرک کمتر 

صورت گرفته است. در این مقاله به این مسئله مهم پرداخته می شود. به عبارتی 
دیگر، در این مقاله اثرات ترکیبی بین غیر خطی ناشی از خیز بزرگ روتور و غیر 
خطی ناشی از یاتاقان ها بررسی می شود. در مطالعات قبل، روتورهایی که یاتاقان 
پد متحرک داشتند عموما صلب فرض شده بودند. حال اگر روتور انعطاف پذیر 
با ارتعاشات دامنه بزرگ با یاتاقان های پد متحرک باشد رفتار روتور و پاسخ آن 
با روتور صلب بسیار متفاوت است. از طرف دیگر ارتعاشات غیر خطی شفت های 
چرخان با فرض یاتاقان صلب قبلا مطالعه شده است. تحلیل این شفت ها با 
فرض یاتاقان پد متحرک، موضوع مورد نظر این مقاله می باشد. خصوصیت 
مطالعه حاضر آن است که دو نوع مدلسازی بکار برده شده است. در مدلسازی 
اول، معادلات مربوط به شفت و یاتاقان بصورت همزمان حل شده است. در 
واقع، اثرات غیر خطی بودن شفت و یاتاقان با هم در نظر گرفته شده است. 
در نوع دوم، معادل سفتی و میرایی خطی یاتاقان در نظر گرفته شده است و 
نتایج با حل قبلی مقایسه شده است. در این مقاله اثرات خطی و غیرخطی بودن 
شفت و همچنین خطی و غیرخطی بودن یاتاقان مورد بررسی قرار گرفته است. 
در واقع اولین نوآوری منعطف فرض کردن روتور است که مدلی از روتورهای 

1 Overhung rotor
2 Sleeve

پسابحرانی3 است. دومین مورد غیرخطی فرض کردن شفت است که مدلی از 
شفت های بلند است و سوم، غیرخطی فرض کردن یاتاقان است که تمامی این 
موارد در یک مدل واحد دیده شده است. واضح است که مدل حاضر کاملتر از 

مواردی است که قبلا مطالعه شده است.
ابتدا نیرو و ممان اعمالی از طرف سیال محاسبه می شود.  در این مقاله 
ارتعاشات  بزرگ  دامنه  فرض  با  ریلی  دینامیکی یک شفت  معادلات  سپس، 
استخراج می گردد. سپس نیروهای اعمالی از یاتاقان به شفت توسط تابع دلتای 
گلرکین،  روش  از  استفاده  با  ادامه  در  می شود.  شفت  معادلات  وارد  دیراک 
معادلات حرکت گسسته می شوند و در نهایت، معادلات حاصل با استفاده از 

روش عددی حل می شوند.

نیروهای1هیدرودینامیکی1ناشی1از1یاتاقان1پد1متحرک-21
روانکار،  سیال  از  ناشی  هیدرودینامیکی  نیرو های  محاسبه  منظور  به 
مؤلفه های هندسی در شکل 1 در نظر گرفته می شود. ضخامت لایه سیال بین 

h به صورت زیر محاسبه می گردد ]10[:
−

یاتاقان و روتور

(1) (1) 
0 0 0

( , )cos ( , )sin

sin( ) cos( )
p

p

h c u s t v s t

r mc

 

    

  

   
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

v به ترتیب جابجایی افقی و عمودی روتور است،   u و pc لقی شعاعی، که
0r فاصله محل لولا  ψ زاویه چرخش پد،  ϑزاویه سیستم مختصات یاتاقان،   

m پیش بار پد می باشد. φ 0 زاویه قرارگیری لولا و تا سطح پد، 
به منظور ساده شدن نوشتن معادله ها مؤلفه های زیر تعریف می شوند:

3 Super-critical rotor

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل11: مؤلفه های هندسی یاتاقان پد متحرک ]10[

Fig. 1. Geometric parameters of TPJB [10]
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(2)

 

 

(2) 0 0( , ) cosp pu u s t v mc     

0 0( , ) sinp pv v s t u mc              
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0v به صورت زیر در نظر گرفته می شوند: 0u و همچنین مؤلفه های

(3)
(3) 0 0 0cosu r    

0 0 0sinv r    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

با جایگذاری روابط )2( و )3( در رابطه )1( بدست می آید: 

(4)

 

(4) cos sinp p ph c u v      
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

فرض می شود که دمای روانکار ثابت باشد. با در نظر گرفتن این فرضیه 
معادله رینولدز می شود ]10[:

(5) (5) 

3 3

2
1 ( ) ( )

6 12

b z

h p h p
R G s G s

h dh
dt

   




   
 

   






 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

فشار  p دینامیکی، لزجت   µ یاتاقان، طولی  مختصات   s که
Gϑ ضریب  zG ضریب اغتشاش محوری، bR شعاع یاتاقان، هیدرودینامیکی،

ω سرعت دورانی روتور است. اغتشاش محیطی و
اعمال فرض کوتاه بودن یاتاقان منجر به حذف عبارت تغییر های محیطی 

فشار می شود، رابطه )5( می دهد ]10[:

(6)

 

3

( ) 6 12
z

h p h dh
s G s dt


 

  
 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

vq به صورت زیر تعریف می شوند: uq و متغیر های جدید

(7)

 

(7) 
0 0 0co )s 2(u p

vq u v mc u
t t

   
    

 
  

0 0 0sin 2( )v p
uq v u mc v
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t مشتق گرفته  شود، بدست  ϑ و اگر از رابطه )1( نسبت به متغیر های
می آید:

(8)

 

(8) 

 

 
0 0
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sin cos cos

sinp
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 0 0cos sin sinh u v r
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با جایگذاری روابط )8( در رابطه )6( و استفاده از روابط )7( و انتگرال گیری 
s با توجه به این که فشار در ابتدا و انتهای یاتاقان برابر  تحلیلی از آن نسبت به

صفر می باشد، توزیع فشار روی سطح هر پد می شود ]10[:

(9)
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 ،]26[ کاپن  مغشوش  مدل  از  گیری  بهره  با  است.  یاتاقان  L طول  که
zG محاسبه می شود: ضریب جریان مغشوش محوری

(10)

 

(11) 0.961zG zhRe    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 که:

(11)
*1 t l

t l *

1 2tan
1

ReRe Re Rez ReRe Re
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(15) 
1

2 2 2
p pu v    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(16)p p p pu u v v





  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ε خروج از مرکزی  β ثابت اغتشاش، bR شعاع یاتاقان، در معادلات بالا،
 tRe lRe عدد رینولدز برای جریان کاملا آرام و Re عدد رینولدز، یاتاقان،

عدد رینولدز برای جریان کاملا مغشوش است.
با استفاده از رابطه توزیع فشار، نیرو های هیدرودینامیکی و ممان ناشی از 
روانکار که به سطح هر پد وارد می شود از طریق انتگرال گیری روی سطح هر 

پد محاسبه می شوند ]10[:
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LNpads
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F p R ds d
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jR شعاع  k نشان دهنده ی شماره پد، Npads تعداد پد ها، اندیس که

pϑ  محل قرارگیری لولای  انتهای پد و ϑ 2 زاویه  ابتدای پد، ϑ 1 زاویه  پد،

iM ممان  ) نیرو های هیدرودینامیکی و , )jF j u v= پد است. همچنین،
هیدرودینامیکی اعمالی از طرف یاتاقان می باشد.

معادلات1روتور1با1اثرات1غیرخطی1هندسی-31
برای مدلسازی روتور از سیستم پیوسته و از مدل تیر ریلی استفاده می شود. 

هر ذره از شفت دارای دو درجه آزادی عرضی می باشد. اینرسی دورانی و اثر 
ژیروسکوپی در نظر گرفته می شود ولی از اثر تغییر شکل برشی به علت لاغر 
بودن شفت صرفنظر می شود. سیستم با یک مود، حول فرکانس طبیعی اول 
تقریب زده می شود. چون از مدل تیر استفاده شده است مودهای پوسته ای، قابل 

لحاظ کردن نیست.
در شکل 2 شماتیک شفت-یاتاقان نشان داده شده است. دستگاه مختصات 
Z نشان  مستطیلی در فضا ثابت است. محور در راستای خط مرکزی شفت با

) بیان  ),v s t ) و ),u s t y به ترتیب با x و داده می شود. خیز در جهات
می شوند. در این مدل روتور، به علت دامنه بزرگ ارتعاشات، ترم های غیرخطی 
در معادلات ظاهر می شوند و به همین دلیل معادله ها غیرخطی هستند ]11[. 
با نوشتن رابطه های انرژی جنبشی و پتانسیل برای روتور و استفاده از اصل 

همیلتون معادله های حرکت روتور به دست می آیند ]22[:
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d قطر شفت،    A سطح مقطع، ρ چگالی شفت، EI سفتی خمشی، که
) نابالانسی در دو راستای  , )j je x y= l طول شفت و ضریب میرائی، c  

عرضی می باشد.   
برای مدلسازی اثر یاتاقان، نیروهای اعمالی از طرف یاتاقان به شفت از تابع 
l وارد می گردد که ε− 0 و ε+ دلتای دیراک استفاده می شود که در نقاط
εبی نهایت کوچک است. توجه شود در این حالت شرایط مرزی شفت بصورت 
آزاد است و اثرات یاتاقان در معادله وارد می شود. پس، با استفاده از تابع دلتای 

) برای نیرو های هیدرودینامیکی یاتاقان پد متحرک، معادله های  ).δ دیراک
حرکت سیستم روتور-یاتاقان پد متحرک به صورت زیر نوشته می شوند: 

 

(6)  
 
 

 
 
 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 y یاتاقان

z 

Fig. 2. A schematic of shaft-bearing

شکل21: شماتیکی از شفت-یاتاقان
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pJ ممان اینرسی پد می باشد.  که

گسسته1سازی1معادلات-41
در این بخش معادلات حرکت سیستم روتور-یاتاقان به روش گلرکین با 
اولین شکل مود تیر دو سر آزاد گسسته سازی می شوند. توجه شود از روش 
اجزای محدود استفاده نمی شود و برای گسسته سازی تنها از یک شکل مود 
استفاده می شود. این شکل مود بی بعُد شده متناظر با تیر دو سر آزاد است که 

بصورت زیر می باشد ]27[:
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2n

n π
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که
برای اعمال روش گلرکین، جابجایی های دینامیکی به صورت عبارت هایی 
استفاده  برای گسسته سازی  مود  از یک  نوشته می شوند. چون  مود  از شکل 

می شود و شکل مود برای هر دو جهت یکسان فرض می شود پس
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نیرو های  در   )24( و   )23( رابطه های  جایگذاری  برای  که  داشت  توجه  باید 
هیدرودینامیکی یاتاقان پد متحرک باید از شکل مود در محل یاتاقان ها استفاده 

شود:
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تا )22( و ضرب  رابطه های )20(  رابطه های )23( و )24( در  جایگذاری 
کردن طرفین در شکل مود اول و سپس انتگرال گیری از آن، رابطه های زیر 

حاصل می شود:
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یاتاقان ها می باشند.
مشخصات شفت و یاتاقان پد متحرک که برای شبیه سازی استفاده شده 

است در جدول های 1 و 2 آورده شده اند.

مقایسه1و1رسم1نتایج-51
مثال  قبل، چندین  آمده در  از معادلات بدست  استفاده  با  این بخش  در 
بررسی می شود. با حل روابط )26( تا )28( با توجه به جدول های 1 و 2 پاسخ 
سیستم روتور-یاتاقان پد متحرک محاسبه می شود. برای حل از روش عددی 
رانگ-کوتا مرتبه چهار استفاده می شود. برای این کار معادلات ابتدا به فضای 
حالت منتقل می شوند تا معادلات مرتبه اول حاصل شود و سپس روش عددی 
مورد نظر اعمال می گردد. در اینجا، اثر پارامترهای متفاوت روی پاسخ سیستم 

بررسی می شود.
 3 در شکل  غیرخطی  و  خطی  حالت  در  سیستم  پاسخ  زمانی  تاریخچه 

نمایش داده شده است. منظور از خطی یعنی صرفنظر کردن از تمام ترم های 
غیرخطی در معادلات حاکم می باشد. محاسبات در نزدیکی فرکانس طبیعی اول 
که بحرانی ترین حالت است انجام شده است. شرایط اولیه صفر فرض شده 
است. مشاهده می شود که پاسخ زمانی سیستم هارمونیک می باشد. این به آن 
معنا است که حرکت روتور سنکرون1 می باشد. در این شکل، تفاوت بین نتایج 

خطی و غیر خطی حدود 20 درصد می باشد. 
پاسخ زمانی پد اول که زاویه قرارگیری لولای آن برابر 315 درجه می باشد، 
در نزدیکی فرکانس طبیعی در شکل 4 رسم می شود. باز هم تفاوت بین مدل 
خطی و غیرخطی مشاهده می شود. از طرفی دیگر مقدار استاتیکی در پاسخ 
مشاهده می شود که نشان می دهد پس از اینکه ارتعاش به حالت پایدار می رسد 
پد حول نقطه تعادل جدید شروع به ارتعاش می کند. همین حرکت پد حول نقطه 
1 Synchronous

   

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 مقدار مؤلفه

d )متر 20/2 )قطر 
l )متر 1 )طول شفت 
ρ )کیلوگرم بر متر مربع 0022 )چگالی شفت 
E )گیگا پاسکال 192 )مدول الاستیسیته 
c )نیوتون ثانیه بر متر 0 )ضریب میرایی خارجی بر واحد طول 

جدول1: مشخصات شفت ]22[ 

Table 1. Parameters of the shaft [22]

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 مقدار مؤلفه

pc )میکرو متر 122 )لقی شعاعی 
L )متر 21/2 )طول یاتاقان 
μ )پاسکال ثانیه 2990/2 )لزجت سیال 

Npads )4 )تعداد پد 
 بین پد آرایش پد ها

m )5/2 )پیش بار 

pt )میلی متر 5 )ضخامت پد 

pJ )کیلوگرم متر مربع 011/0×12-0 )ممان اینرسی پد 
 وسط پد محل قرارگیری لولای پد

β )00/9×12-4 )ثابت اغتشاش 

جدول2: مشخصات یاتاقان پد متحرک ]10[ 

Table 2. Parameters of the TPJB [10]

 

 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3. Comparison between linear and nonlinear responses in the 
neighborhood of natural frequency

Fig. 4. Time history response of the first pad with 315-degree pivot

شکل41: پاسخ زمانی پد اول با زاویه لولای 315 درجه 

شکل31: مقایسه پاسخ زمانی سیستم خطی و غیرخطی در نزدیکی فرکانس طبیعی
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تعادل است که باعث می شود اثرات ناپایدار کننده، حداقل از جنبه تئوری صفر 
شود ]5-3[ و این نوع یاتاقان نسبت به یاتاقان های ساده برتری داشته باشند.

از هر دو شکل های 3 و 4 نتیجه می شود در حالتی که معادلات به صورت 
غیرخطی در نظر گرفته شود، پد و روتور با دامنه کمتری نسبت به حالت خطی 
پاسخ می دهند. علت این می باشد که وقتی اثرات غیر خطی در نظر گرفته شود 
سیستم ناشی از غیر خطی بودن سفت تر شده است و این سفت تر شدن باعث 
کاهش دامنه در یک فرکانس مورد نظر می شود. این خصوصیت در منحنی 

به  به وضوح دیده می شود ]22[.  فرکانسی سیستم های غیرخطی هم  پاسخ 
عبارت دیگر هنگامی که از اثرات غیرخطی سفت شوندگی1 در سیستم موجود 
باشد با صرفنظر کردن از آن سیستم نرم تر می شود. این نرمی، باعثِ بیشتر 
شدن دامنه می شود. مشخص است که هر چقدر سیستم سفت تر شود پاسخ آن 
کوچک تر است. بهمین خاطر، دامنه سیستم غیرخطی از خطی کوچک تر است.
به منظور بررسی بیشتر، چگونگی تغییر پارامترهای دینامیکی یاتاقان بر 

1 Hardening
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Fig. 8. Comparison between linear rotor-TPJB and linear rotor-equiv-
alent TPJB

Fig. 6. Damping of TPJB versus spinning speed

Fig. 7. Time history response of the first pad with 315-degree pivot

Fig. 5. Stiffness of TPJB versus spinning speed

شکل61: میرایی بر حسب سرعت دورانی معادل یاتاقان پد متحرک شکل51: سفتی بر حسب سرعت دورانی معادل یاتاقان پد متحرک 

شکل81: مقایسه پاسخ سیستم روتور غیرخطی-یاتاقان پد متحرک با سیستم روتور 
غیرخطی-سفتی-میرایی معادل یاتاقان

شکل71: مقایسه پاسخ سیستم روتور خطی-یاتاقان پد متحرک با سیستم روتور 
خطی-سفتی-میرایی معادل یاتاقان 
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حسب سرعت دورانی رسم می گردد. نمودار سفتی بر حسب سرعت دورانی 
به صورت شکل 5 محاسبه می گردد. همچنین نمودار میرایی معادل یاتاقان 
مشاهده  می باشد.   6 شکل  صورت  به  دورانی  سرعت  حسب  بر  پد متحرک 
می شود که پارامترهای دینامیکی یاتاقان وابسته به سرعت روتور هستند و ثابت 
فرض کردن آن ها باعث ایجاد خطا می شود. در بعضی از مقالات قبلی مانند 
مرجع ]21[ این ضرایب مستقل از سرعت روتور فرض شدند که این منجر به 
عدم دقت در نتایج می شود. از این شکل ها مشخص است که سفتی بر حسب 
سرعت دورانی ابتدا کم و سپس زیاد می شود. یعنی در سرعت دورانی خاصی، 
سفتی کمینه می باشد. میرایی بر حسب سرعت دورانی ابتدا بر حسب سرعت 
افت می کند و سپس در سرعت های بالا، حدودا ثابت می شود و می توان آن 
را تقریبا ثابت فرض کرد. با رسم این نوع نمودارها، می توان سفتی و میرائی 
مناسب یاتاقان را در سرعت مورد نظر محاسبه کرد و در طراحی ماشین های 

دوار استفاده کرد.
زمانی سیستم در سرعت های دورانی مختلف و  پاسخ  با رسم  ادامه،  در 
خواندن دامنه صفر تا حداکثر1 هنگامی که پاسخ به حالت پایدار رسیده باشد، 
نمودار تغییر دامنه پاسخ سیستم بر حسب سرعت دورانی رسم می شود. در این 
1 Zero to pick

شکل ها دامنه بر حسب دور روتور رسم می گردد. این منحنی ها به منحنی پاسخ 
فرکانسی2 معروف هستند.

به منظور بررسی صحت پاسخ، ابتدا مقادیر سفتی و میرایی معادل یاتاقان 
پد متحرک استفاده شده )جدول 2( از کتاب ]28[ استخراج می گردد و سپس 
نتایج سیستم روتور خطی-یاتاقان پد متحرک با سیستم روتور خطی-سفتی-
میرایی مقایسه می شود که نتایج در شکل 7 مشاهده می شود. همچنین پاسخ 
سیستم روتور غیرخطی-یاتاقان پد متحرک با سیستم روتور غیرخطی-سفتی-
روتور- از سیستم  منظور  توجه شود  است.  مقایسه شده  میرایی در شکل 8 
سفتی-میرایی، یعنی این که اثرات یاتاقان بصورت فنر و میراگر مدل شود و از 

سفتی و میرائی معادل آن که در مرجع ]28[ موجود است استفاده شود.
شکل های 7 و 8 تفاوت پاسخ سیستم روتور-یاتاقان پد متحرک با سیستم 
روتور-سفتی-میرایی معادل را نشان می دهد و صحت نتایج بدست آمده از این 
نمودارها قابل استنتاج است. از این شکل ها مشخص است که پاسخ غیر خطی 
نسبت به پاسخ خطی در هر دو مدل دارای دامنه ی کوچکتری می باشد که قبلا 
نیز با رسم تاریخچه زمانی چنین رفتاری مشاهده شد. در حالت روتور-یاتاقان 
پد متحرک، حدود 25 درصد اختلاف بین مدل خطی و غیر خطی وجود دارد. 
2 Frequency response function

 

 

 دامنه جابجایی در نقطه تشدید )میکرومتر( یاتاقان-مشخصات شفت
  

 42 متحرک یاتاقان پد-سیستم روتور خطی

 40 میرایی معادل یاتاقان-سفتی-خطیسیستم روتور 

 90 متحرکیاتاقان پد-سیستم روتور غیرخطی
 44 میرایی معادل یاتاقان-سفتی-سیستم روتور غیرخطی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول3: مقایسه بین جابجایی در نقطه تشدید برای حالات شکل های 7 و 8

Table 3. Comparison between displacements of figures 7 and 8 in the resonance range

 

 

 

 

 
 دامنه جابجایی در نقطه تشدید )میکرومتر( یاتاقان-مشخصات شفت

 42 آراممتحرک با جریان یاتاقان پد-سیستم روتور خطی

 90 متحرک با جریان آرامیاتاقان پد-سیستم روتور غیرخطی

 90 متحرک با جریان مغشوشیاتاقان پد-سیستم روتور خطی

 91 متحرک با جریان مغشوشیاتاقان پد-سیستم روتور غیرخطی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Table 4. Comparison between laminar and turbulence flows in resonance region

جدول4: مقایسه بین جابجایی در نقطه تشدید برای حالات جریان آرام و مغشوش8
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این نشان می دهد که مدلسازی غیر خطی برای روتور لازم است. توجه شود در 
مواردی که هم اثرات غیرخطی بودن معادلات لحاظ شده است، رفتار پرش1 در 
نمودارها مشاهده نمی شود. علت آن است که در این مثال، نابالانسی در حد کم 
در نظر گرفته شده اند. در نتیجه، دامنه ی خیلی بزرگ نیست و ترم های غیرخطی 
آنقدر بزرگ نیست که باعث پرش شود. توجه شود تشدید حول فرکانس اول 

1 Jump

بررسی شده است. اگر سرعت های بحرانی بالاتر دیده می شدند به علت آن 
تغییر می کرد پاسخ خیلی بزرگ تر  با توان دوم سرعت  نابالانسی  نیروی  که 
به عبارت  نیست.  واقعیت  از  نیز دور  بزرگتر  پاسخ های  بهمین خاطر  می شد. 
دیگر، در اینجا به علت دامنه کوچک پاسخ، اختلاف خطی و غیر خطی کمّی 
نابالانسی بزرگتر فرض می شد اختلاف کمّی خیلی بیشتر می شد  است؛ اگر 

شکل101: مقایسه پاسخ سیستم روتور خطی و غیر خطی با یاتاقان پد متحرک و 
جریان مغشوش

شکل91: مقایسه پاسخ سیستم روتور خطی و غیر خطی با یاتاقان پد متحرک و جریان 
آرام

Fig. 10. Comparison between linear and nonlinear rotor (turbulence 
flow)

Fig. 9. Comparison between linear and nonlinear rotor (laminar flow)
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Fig. 12. Response of nonlinear rotor-TPJB with laminar and turbu-
lence flows

Fig. 11. Response of linear rotor-TPJB with laminar and turbulence 
flows

شکل121: پاسخ سیستم روتور غیرخطی-یاتاقان پد متحرک با جریان های آرام و 
مغشوش

شکل111: پاسخ سیستم روتور خطی-یاتاقان پد متحرک با جریان های آرام و 
مغشوش



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 52، شماره 1، سال 1399، صفحه 141 تا 154

151

با  اینجا حتی  در  پاسخ ها ظاهر می شد. پس  در  نیز  کیفی  اختلاف  بعلاوه  و 
قابل ملاحظه  غیرخطی  و  بین خطی  اختلاف  نیز،  نابالانسی کوچک  فرض 
است و اهمیت تحلیل حاضر را نشان می دهد. همچنین بین حالتی که یاتاقان ها 
بصورت کامل مدل شوند و بصورت کوپل شده با روتور حل شود و حالتی که 
یاتاقان فقط به صورت فنر و میراگر مدل شود حدود 20 درصد اختلاف وجود 
دارد که نشان می دهد عدم حل کامل معادلات رینولدز برای یاتاقان و به صرف 
اگر  البته  وارد سیستم می کند.  زیادی  فنر و میراگر خطای نسبتا  معادلسازی 
نابالانسی بزرگتر و سرعت های بحرانی بالاتر مد نظر بود این اختلاف باز هم 

بزرگتر می شد.
 از نمودارها می توان فرکانس طبیعی روتور به ازای مدلسازی های متفاوت 
را با هم مقایسه کرد. در حالتی که یاتاقان به صورت کامل مدل و حل شود 
فرکانس طبیعی در حالت خطی و غیر خطی به ترتیب 119 و 132 می باشد 

که نشان می دهد مدلسازی غیر خطی به درستی سفتی واقعی روتور را نشان 
می دهد. می توان نتیجه گرفت که غیرخطی از نوع سفت شوندگی است چرا 
که با در نظر گرفتن آن مقدار فرکانس طبیعی سیستم بیشتر شده است. در 
حالتی که یاتاقان با فنر و میراگر مدل شود خطایی حدود 3 درصد در پیش بینی 
فرکانس طبیعی وجود دارد. بصورت خلاصه می توان نتیجه گرفت که مدلسازی 
کامل یاتاقان و استفاده از مدل غیر خطی در محاسبه دامنه حداکثر و فرکانس 
تشدید باعث حصول دقت می شود که هر دو مورد در این مقاله انجام شده است. 
در جدول 3 دامنه جابجایی در نقطه تشدید برای 4 مورد ذکر شده مقایسه 

می شود:
آرام و مغشوش در دو  با جریان  پاسخ سیستم روتور-یاتاقان پد متحرک 
حالت روتور خطی و غیرخطی محاسبه و در شکل های 9 و 10 رسم شده اند. این 
شکل ها دقیقا همان نتایج قبل را به دست می دهد فارغ از این که جریان آرام 
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شکل131: پاسخ سیستم روتور خطی-یاتاقان پد متحرک با لزجت های دینامیکی 
متفاوت

شکل141: پاسخ سیستم روتور غیرخطی-یاتاقان پد متحرک با لزجت های دینامیکی 
متفاوت

Fig. 13. Response of linear rotor-TPJB with different dynamic viscosityFig. 14. Response of nonlinear rotor-TPJB with different dynamic 
viscosity

 

 

 
 دامنه جابجایی در نقطه تشدید )میکرومتر( یاتاقان-مشخصات شفت

2990/2متحرک یاتاقان پد-سیستم روتور خطی   42 
2990/2متحرک یاتاقان پد-سیستم روتور غیرخطی  90 

222095/2متحرک یاتاقان پد-سیستم روتور خطی  50 

 222095/2 متحرکیاتاقان پد-سیستم روتور غیرخطی  50 

 

جدول5: مقایسه بین جابجایی در نقطه تشدید برای لزجت های متفاوت

Table 5. Comparison between displacement of shaft for different viscosity
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یا مغشوش باشد. یعنی این که اولا مقدار پیک مدل غیر خطی کوچک تر ولی 
روتور غیر خطی سفت تر می باشد. مثلا تفاوت فرکانس طبیعی خطی و غیر خطی 

حدود 11 رادیان بر ثانیه می باشد. 
در شکل 11، پاسخ سیستم روتور خطی-یاتاقان پد متحرک با جریان های 
آرام و مغشوش با یکدیگر مقایسه شده اند. در شکل 12، پاسخ سیستم روتور 

غیرخطی-یاتاقان پد متحرک با جریان های آرام و مغشوش مقایسه می شود.
شکل های 11 و 12 بیان می کنند که جریان مغشوش باعث سفت شدن 
سبب  سفتی،  این  دارد.  مطابقت   ]24[ پژوهش  نتایج  با  که  می شود  یاتاقان 
کاهش دامنه پاسخ شده  است. فرکانس های طبیعی برای دو حالت جریان آرام 
و مغشوش خیلی متفاوت نیست. یعنی نوع جریان در پیک دامنه موثر است ولی 
در فرکانس طبیعی روتور تقاوتی ایجاد نمی کند. در جدول 4 دامنه جابجایی در 

نقطه تشدید برای  موارد قبل مقایسه می شود.
به منظور بررسی تاثیر لزجت دینامیکی بر پاسخ سیستم، در حالت روتور 
خطی از لزجتμ = 8/95 ×10-4که مربوط به آب می باشد ]10[ استفاده و پاسخ 
آن با سیال دارای لزجت بیشتر در شکل 13 مقایسه می گردد. این شکل با فرض 
خطی بودن معادلات رسم شده است. همچنین به منظور بررسی تاثیر لزجت 
دینامیکی بر پاسخ در حالت روتور غیرخطی از لزجت μ =8/95 ×10-4 استفاده 
و پاسخ آن با سیال دارای لزجت بیشتر در شکل 14 مقایسه می شود. از هر دو 
شکل مشخص است که لزجت دینامیکی کمتر، هم باعث افزایش دامنه و هم 
باعث کاهش فرکانس طبیعی روتور خطی می شود. علت هم کاهش سفتی 
یاتاقان است. این رفتار هم در مدل خطی و هم در مدل غیرخطی مشاهده 

می شود.
جمع بندی تفاوت شکل های 13 و 14 در جدول 5 ارائه می گردد.

نتیجه1گیری-61
در این مقاله ابتدا نیرو های هیدرودینامیکی و ممان اعمالی از طرف یاتاقان 
پد متحرک به روتور محاسبه گردید. سپس معادله های روتور دارای اثر غیرخطی 
هندسی استخراج شد. در مرحله بعد معادله های حرکت روتور با دو یاتاقان پد 
متحرک که در ابتدا و انتهای آن قرار داده شدند استخراج گردید. به منظور حل 
معادله های حاصل، با استفاده از روش گلرکین معادلات حرکت گسسته و سپس 
معادلات دیفرانسیل معمولی بدست آمده با استفاده از روش عددی حل شد. 

نتایج زیر از مقاله قابل بیان است: 
نتیجه سیستم خطی  در  که  است  نوع سفت شونده  از  غیرخطی سیستم 
متناظر، نرمی بزرگتری بدست می دهد. پس، پاسخ غیر خطی نسبت به پاسخ 

مدل  در  طبیعی  فرکانس  همچنین  می دهد.  نشان  کوچکتری  دامنه  خطی 
غیر خطی بیشتر است و مدل خطی به اشتباه فرکانس طبیعی را کمتر بدست 
می دهد. این نشان می دهد که مدلسازی غیر خطی برای روتور لازم است. این 
تفاوت بسته به مقدار نابالانسی و سرعت شفت ممکن است بزرگ باشد. بین 
حالتی که یاتاقان ها به صورت کامل مدل شوند و به صورت کوپل شده با روتور 
حل شود و حالتی که یاتاقان فقط به صورت فنر و میراگر مدل شود نیز اختلاف 
قابل ملاحظه ای وجود دارد که نشان می دهد عدم حل کامل معادلات رینولدز 
وارد  زیادی  نسبتا  میراگر خطای  و  فنر  معادلسازی  به صرف  و  یاتاقان  برای 
محاسبات می کند. به عبارت دیگر در این مقاله هم یاتاقان و هم روتور بصورت 
خطی و غیرخطی مدل شدند و پاسخ آن ها مقایسه شد. بیشتر دامنه و کمترین 
دقت مربوط به یاتاقان و شفت خطی است و کمترین دامنه و بیشترین دقت 
مربوط به یاتاقان و شفت غیرخطی است. اثر آرام و مغشوش بودن جریان سیال 
در یاتاقان نیز بررسی شد. در حالت جریان مغشوش، دامنه پاسخ کوچک تر است. 
ولی فرکانس های طبیعی برای دو حالت جریان آرام و مغشوش خیلی متفاوت 
نیست. به عبارت دیگر، نوع جریان در پیک دامنه مؤثر است ولی در فرکانس 
پاسخ  در  دینامیکی  لزجت  اثر  نمی کند.  ایجاد  معنا داری  تفاوت  روتور  طبیعی 
سیستم شفت-یاتاقان نیز بررسی شد. با تغییر این پارامتر، هم در مقدار فرکانس 
طبیعی و هم در دامنه پاسخ تغییر ایجاد می کند. با زیاد شدن لزجت، فرکانس 

طبیعی زیاد و دامنه کم می شود که نشان می دهد سیستم سفت تر شده است.
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