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ABSTRACT: In this research, using modified couple stress theory, dynamic stability of a cantilevered 
fluid conveying beam embedded in several types of surrounded elastic media has been studied. The 
governing equation for lateral vibrations of the micro-tube conveying fluid is derived using the extended 
Hamilton’s principle. The numerical results are obtained by employing the extended Galerkin’s method. 
For the sake of validation, the acquired results for simple cases are compared and outcomes indicate a 
very good agreement with those of previous studies available in the literature. The stability diagrams 
of different configurations with different flow velocities are studied and the effects of various factors 
such as material length scale, external diameter and different elastic properties on the stability of the 
system are considered. Results indicate that elastic surrounding media may enlarge the stability regions 
significantly at larger values of mass ratio parameter while decrease it for smaller values of mass ratio 
parameter. Furthermore, using elastic media mathematically defined by series functions provides the 
capability to simulate almost any real time operational environment the micro-tube embedded in and 
results in an optimal stability state of the micro-structure carrying fluid flow. 
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1- Introduction
The field of Fluid-Structure Interactions (FSI), especially 

pipes carrying fluid flows, is extensively investigated by 
numerous researchers. Due to their application in various fields 
of engineering especially in chemical plant piping systems, 
municipal water supply, heat exchangers, risers and marine 
structures, production pipelines, boiling water reactors, 
hydropower systems, pump discharge lines and etc., their 
dynamics is widely studied.

The most important issue concerning the dynamical 
behavior of micro/nanofluid conveying systems is their 
instability caused by internal fluid flow movement and has 
been used to be an attractive field of study to researchers. 
Extending the stability region of micro/nanotubes is a crucial 
requirement that should be considered in designing such 
systems. Undoubtedly, fluid conveying structures embedded in 
different elastic environments are much more anticipated to 
result in wider thresholds of stability.

Recently, the application of micro/nanostructures in high-
tech fields has been considered as a novel rich dynamical 
problem in the field of mechanics of vibrational systems. 
Applications include information technology, semiconductors, 
fluid storage, transport and biosensors, electromechanical 
devices, actuators and biology, among others. Recent 
developments have accompanied to design and manufacture 
smaller micro/nano tubes which have made researchers to 

promote theoretical models enabling them to mathematically 
model such systems with satisfying precision, considering the 
micro/nano structure small effects. Recent research outcomes 
revealed that materials exhibit strong size-dependent 
characteristics in micron and nano sizes.

 The objective of the current paper is to investigate the effect 
of different types of variable, partial and series elastic as well 
as Pasternak media on the dynamical behavior of cantilevered 
micro-tubes in order to clarify the effect of such simulated 
environments on the stability thresholds. Various essential 
diagrams such as stability maps showing the effect of material 
length scale, external diameter and different types of elastic 
foundations are plotted and their influence on stability borders 
have comprehensively studied and analyzed. It will be 
portrayed that both the material length scale coefficient and 
various forms of elastic and Pasternak foundations have a 
significant effect on the stability of the system under 
consideration and considering their role on dynamical behavior 
and response of the structure is inevitable.

2- Methodology
In this section the so called extended Galerkin procedure is 

applied to discretize the partial differential equation of oscillatory 
motion of the micro-tube. The proper weighting functions η 
have been chosen so that they satisfy the specified essential 
boundary conditions. The transverse normalized displacement η 
is approximated as the following series [1, 2].*Corresponding author’s email: nozar@ssau.ac.ir
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respectively. Finally, the discretized form of the equation of 
motion can be acquired to be: 

(2)                0M q C q K q      

 Following the procedure presented in the eigenvalues and 
the corresponding eigenvectors of the above mentioned micro-
tube system can be obtained by solving the eigenvalue problem. 
Recalling that , the real part of ω being associated with frequency 
of oscillations while the imaginary part is associated with the 
decaying rate of amplitude.

 
3- Results and Discussion

Enhancing the material length scale parameter by choosing 
appropriate materials is a certain scenario of enlarging the 
stability region of the system [3, 4].

Embedding the system in a variable type of elastic media can 
either stabilize or destabilize the fluid-conveying cantilevered 
micro-tube with respect to the equivalent system without 
foundations, depending severely on β values.

Determination of the operational conditions of the structure 
especially the true range of dimensionless mass ratio parameter 
enables one to enhance the stability regions of the micro-tube 
significantly by considering the appropriate form of the elastic 
foundations such as variable, partial, series or Pasternak

4- Conclusion 
The more the value of γ is, the more dissipative the system 

will be, however, the system will later undergo flutter instability.
Varying  k0 for variable elastic foundations, affirms that as the 

parameter γ increases, the instability-restabilization-instability 
sequence occurs in a more limited range. Hence, one can deduce 
that flutter velocity and frequency sets are smaller in smaller 
values of γ

In case of partly supported elastic foundations, depending on 
the operational values of , one can choose the location of the 

foundation such that to enlarge the stability region. Moreover, 
shortening the foundation which is highly dependent on , would 
result in a more stable condition. Hence, by determining the 
real time operational values of , one can select not only the 
appropriate length of the partial elastic foundation, but also, its 
true position to significantly enlarge the stability area.

By considering series foundations of various polynomial 
orders, simulation of virtually any operational environment for 
the micro-tubes conveying fluid flow is feasible. Furthermore, 
for the sake of comparison, assuming the rigidity surface to be a 
constant, one can define series foundations to optimally promote 
the system stability.

In general, one can conclude that the influence of Pasternak 
foundations on the enlargement of stability regions is much more 
prominent than elastic foundations. Considering a Pasternak 
foundation for low values of leads to a gradual enhancement of 
the critical values of flow velocities. However, for moderate and 
higher values of this parameter, the critical flow velocities do not 
monotonously increase with increasing and a clearer feature of 
S-shaped segments is observed indicating an enhancement in the 
number of transference of instability modes.

Determination of the operational conditions of the structure 
especially the true range of dimensionless mass ratio parameter 
enables one to enhance the stability regions of the micro-tube 
significantly by considering the appropriate form of the elastic 
foundations such as variable, partial, series or Pasternak.
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تحلیل دینامیکي میکرولوله هاي حامل سیال واقع بر بسترهاي مختلف
سید حامد میرطالبی1، علی ابراهیمی ممقانی2*
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2- باشگاه پژوهشگران جوان و نخبگان، واحد تهران جنوب، دانشگاه آزاد اسلامي، تهران، ایران.

خلاصه: در اين مقاله تحليل ديناميکي ميکرولوله هاي حامل سيال قرار گرفته بر انواع بسترها با استفاده از تئوري 
الاستيسيته کوپل اصلاح يافته به طور کامل مورد بررسی قرار گرفته است. معادلات ديناميکي حاکم بر سيستم با استفاده از 
اصل هميلتون توسعه يافته استخراج  شده اند. حل عددي معادله با کمک روش گالرکين انجام  شده است. براي صحت سنجي 
راه حل ارائه شده، نتايج مدل ساده شده با نتايج موجود در ادبيات فني مطابقت داده  شده اند. نمودارهاي پايداري براي هر 
بستر استخراج  شده اند و مطالعه جامعي براي بررسي اثرات پارامترهاي مختلف همچون پارامتر مقياس طولي ماده، قطر 
خارجي، بسترهاي الاستيک غيريکنواخت، جزئي، سري و پاسترناک انجام  شده است. نتايج نشان مي دهند با توجه به 
مقدار پارامتر بی بعد جرم، بسترهاي الاستيک مي توانند باعث افزايش و همچنين کاهش نواحي پايداري سيستم شوند. 
علاوه بر آن مشخص  شده است بسترهاي سري نه تنها توانايي شبيه سازي محيط هاي گوناگون اطراف ميکرولوله را دارند، 
بلکه مي توانند در طراحي بهينه ميکرولوله ها، پايداري آن ها را براي محدوده هاي کاري مختلف، به صورت چشمگيري 

افزايش دهند. 
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مقدمه- 1
به صورت  سازه1  و  سيال  برهمکنش  موضوع  اخير  سال هاي  در 
دليل  به  است.  گرفته  قرار  موردمطالعه  محققين  توسط  گسترده اي 
کاربرد بسيار وسيع لوله هاي حامل جريان سيال در نيروگاه ها، فاضلاب 
آب  راکتورهاي  گرمايي،  مبدل هاي  شهري،  آب  انتقال  سيستم  و 
جوش، دستگاه های توليد الکتريسيته ي آبي، خطوط خروجي پمپ ها 
و...، مطالعه ديناميکي اين سامانه ها از اهميت بسزايي برخوردار است. 
اولين مطالعات در اين زمينه به کارهاي اشلي و همکاران ]1[ و نيز 
بنجامين ]2[ برمي گردد. فهم عميق ديناميک لوله هاي حامل جريان 
 ]4 و   3[ پايدوسيس  توسط  آزمايشگاهي  و  تحليلي  به صورت  سيال 

انجام  شده است.
در دو دهه ي اخير به کارگيری ميکرو و نانو ساختارها در زمينه هاي 
مختلف علمي افزايش بسيار چشمگيري داشته است، ازاين رو، تحليل 

 1- Fluid-solid interactions

ارتعاشات و طراحي اين سازه ها يک مسئله چالش  برانگيز ديناميکي 
است. به عنوان  مثال در علم پزشکي از ميکرو و نانولوله ها جهت تزريق 
دارو به صورت هدفمند به بافت هاي بيمار سرطاني استفاده مي شود تا 
ميزان مصرف دارو و اثرات جانبي آن در مقايسه با روش هاي سنتي 
به حداقل برسد ]5[. از ديگر کاربردهاي ميکرو و نانولوله هاي حامل 
جريان سيال می توان به کاربرد آن ها در نيمه هادی ها، ذخيره سازي و 
انتقال سيال و نيز در حسگرها و عملگرهاي زيستي اشاره کرد ]6-9[. 
نانوساختارها  و  ميکرو  ساخت  فناوری  در  به دست آمده  پيشرفت هاي 
محققان را بر آن داشته تا با ارائه ي مدل هاي دقيق تر رياضي پيش بيني 
تطابق  و  باشند  داشته  ساختارها  اين  ديناميکي  رفتار  از  دقيق تري 
بهتري با نتايج آزمايشگاهي ارائه دهند. نتايج پژوهش ها نشان داده اند 
اندازه  به  وابسته  کاملًا  رفتارهايي  نانو،  و  ميکرو  مقياس  در  مواد  که 
نشان  تجربي  به صورت   ]10[ همکاران  و  مک فارلند  مي دهند.  نشان 
آن  ابعاد  کوچک تر شدن  با  به صورت چشمگيري  مواد  دادند خواص 
در مقياس هاي ميکرو و نانو به اندازه وابسته مي شوند. به عنوان  مثال 

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode
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از  بزرگ تر  برابر  چهار  ميکروتير  يک  خمشي  سفتي  دريافتند  آن ها 
ابعاد،  اثرات  بررسي  به منظور  است.  کلاسيک  تئوري  پيش بيني هاي 
تئوري هاي اصلاح شده مختلفي ارائه  شده اند. تئوري تنش کوپل، يک 
همکاران  و  ميندلين  توسط  که  است  بالا  مرتبه  الاستيسيته  تئوري 
در  متقارن  به صورت  کوپل1  تنش  تانسور  آن  در  که  شد  ارائه   ]11[
نظر گرفته مي شود. يانگ و همکاران ]12[ تئوري اصلاح شده تنش 
شاخصه ي  دو  از  بهره گيري  به جای  آن  در  که  کردند  ارائه  را  کوپل 
وابسته به ماده، تنها از يک پارامتر مقياس طولي ماده استفاده مي شود. 
بررسي  به   ]13[ گائو  و  پارک  اصلاح شده،  تئوري  اين  از  استفاده  با 
ارتعاشات عرضي يک ميکروتير اويلر برنولي پرداختند و متوجه شدند 
اين مدل جديد، مقادير سفتي خمشي به مراتب بالاتري را پيش بيني 
آزمايشگاهي تطابق خوبي  از بررسي هاي  نتايج حاصل  با  مي کند که 
و همکاران ]7[  نيز که  و  و همکاران ]14[  وانگ  بر آن  دارد. علاوه 
رفتار  بيان  به  قادر  قدرتمندي  به صورت  تئوري کوپل  داشتند  اذعان 
ديناميکي ميکروساختارها است. برايد و همکاران ]5[ از نانولوله هاي 
تومورهاي  و  سرطاني  غدد  به  سرطان  ضد  داروي  تزريق  در  کربني 
داخل و بيرون از بدن بيماران استفاده کردند و علی رغم نقش آن در 
بهبود چشمگير درمان به چالش هايي همچون تعيين حدود پايداري 
نانولوله محاط ]15[ شده در بافت نرم پرداختند. براي آشنايي بيشتر 
با جزئيات تئوري اصلاح شده تنش کوپل مي توان به مقالات ]16-19[ 
مراجعه کرد. لازم به ذکر است که در زمينه مدل سازي ميکرو و نانو 
و  گراديان کرنش ]12[  مانند  ديگري  نظريه هاي مختلف  ساختارها، 
غيرمحلي ]20[ ارائه شده است. به عنوان مثال بهالديني و حسيني 
ميدان هاي  حضور  در  را  سيال  حامل  نانولوله هاي  پايداري   ]21[
نويسندگان  اين   ]22[ ديگر  پژوهشي  در  کردند.  مطالعه  مغناطيسي 
کرنش  گراديان  و  کوپل  تنش  اصلاح شده ي  تئوري هاي  مقايسه  به 
اصلاح شده ي  تئوري  ميکرو،  ابعاد  در  سازه هاي  براي  اما  پرداختند. 
به  از نقطه نظر پيچيدگی، منجر  بالاتري دارد و  تنش کوپل کارايي 
استخراج معادلات نهايی به فرم ساده تری هم می شود که اين امر نيز 

منجر به کاهش زمان حل در عين دقت مطلوب می شود ]6 و 14[.
مهم ترين چالش در سامانه های حامل جريان، ناپايداري ايجادشده 
توجه  اخير  سال هاي  در  موضوع  اين  و  است  سيال  حرکت  اثر  در 
پايداري  نواحي  افزايش  به خود جلب کرده است.  را  محققان زيادي 

1 Couple stress tensor

قرار  محققين  توجه  مورد  که  است  مسئله ای  مهم ترين  سازه ها  اين 
گرفته است ]23[. بدون شک انتظار مي رود که در نظر گرفتن بستر 
پايداري  مرزهاي  جابجايي  به  منجر  سيال،  حامل  سامانه های  براي 
اين سازه ها شود. پيش تر، در مقياس ماکرو، لوتاتي و همکاران ]24[ 
و دوسرگيردار  يکسرگيردار  لوله هاي  روي  بر  مطالعه پارامتريک  يک 
انجام دادند و دريافتند علی رغم اينکه سرعت سيال داخلي مي تواند 
بسترهاي  اعمال  اما  باشد،  داشته  ناپايدارکننده  يا  پايدارکننده  نقش 
در  مي کنند.  ايفا  سيستم  براي  پايدارکننده  نقش  همواره  الاستيک، 
بر  يکسرگيردار  لوله  يک  ارتعاشات   ،]25[ ديجوندرو  ديگر  پژوهشي 
مختلفي  قرارگيري  محل هاي  و  طول ها  با  الاستيک  بسترهاي  روي 
و نشان دادند درصورتی که مکان و  قراردادند  بررسي  و  مورد تحليل 
سفتي بستر به درستی تعيين شود بهترين شرايط از ديدگاه پايداري 

براي سازه موردنظر به دست مي آيد.
به دليل نتايج کاربردي و جذاب مستخرج از پژوهش هاي صورت 
گرفته در سامانه های ماکرو محاط در بسترهاي الاستيک، اخيراً مطالعات 
محدودي در خصوص بررسي ارتعاشات ميکرو و نانوساختارهاي قرار 
گرفته روي بسترهاي الاستيک صورت پذيرفته است. به عنوان  مثال 
قرار  کربني  نانولوله  يک  ارتعاشات  بررسي  به   ]26[ همکاران  و  يون 
گرفته بر روي يک بستر وينکلر پرداختند و دريافتند نانولوله هاي قرار 
سيال  سرعت  به  نسبت  بيشتر،  سختي  با  بسترهاي  روي  بر  گرفته 
داخلي حساسيت کمتري دارند و ارتعاشات ناخواسته سيستم را بهتر 
تنش  تئوري  اعمال  با   ]21[ همکاران  و  بهاالديني  مي برند.  بين  از 
غيرمحلي2 متوجه شدند قرار دادن نانوساختار بر روي بستر علاوه بر 
بهبود عملکرد سازه، باعث افزايش مقادير سرعت و فرکانس بحراني3 
مي شوند. همچنين لازم به ذکر است که مطالعه اثر بسترهاي مختلف 
بر روي عملکرد ميکروسازه هاي حامل سيال به منظور افزايش پايداري 
و بهبود اهميت بالايي دارد و در علوم مختلف حتي مهندسي پزشکي 
نيز کاربرد فروان دارد، به عنوان مثال مي توان براي مدل سازي عمل 
تزريق دارو در بافت هاي مختلف بدن که مشخصات مکانيکي گوناگوني 

دارند و يا حتي به مدل سازي بافت هاي متنوع بدن پرداخت.
با توجه به ضرورت طراحي سامانه های ميکرو و نانو حاوي جريان 
در سرعت هاي بالا، در تحقيق پيش رو مطالعه ي جامعي بر روي رفتار 
ديناميکي ميکرولوله حاوي جريان سيال محاط شده توسط بسترهاي 

2  Nonlocal elasticity theory
3  Critical velocity and ffrequency
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و  سري4  جزئي3،  غيريکنواخت2،  وينکلر1،  نظير  مختلف  الاستيک 
انجام  شده است. مهم ترين مشخصه ديناميکي  بسترهاي پاسترناک5 
و  به دست آمده  بحراني  فرکانس هاي  و  سرعت ها  يعني  سازه ها،  اين 
مورد تحليل و بررسي قرارگرفته اند. همچنين اثر پارامترهايي همچون 
ديناميکي  پاسخ  بر روي  و قطر خارجي  ماده6  مقياس طولي  پارامتر 
شرايط  و  حرکت  معادله ي  مقاله  اين  در  قرارگرفته اند.  موردبررسی 
کمک  با  هميلتون7،  توسعه يافته  اصل  از  به دست آمده  متناظر  مرزي 
به صورت  ويژه9  مقدار  مسئله  يک  و  گالرکين8 جداسازي شده  روش 
اعمال  اثر  و  شده  رسم  پايداري  نمودارهاي  است.  شده  حل  عددي 
سيستم  ويژگي هاي  به  توجه  با  آن ها  مشخصه هاي  و  بسترها  انواع 
نيز  و  طولي  مقياس  پارامتر  که  داده اند  نشان  نتايج  بررسی شده اند. 
پايداري سيستم دارند و در  تأثيری شگرف در  انواع مختلف بسترها 
نظرگيري نقش آن ها در پاسخ ديناميکي سيستم غيرقابل  انکار است.

2- مدل سازي رياضي  

داخلي  قطر  و   L طول  به  ميکرولوله  يک  شماتيک   1 شکل  در 
 EI و سفتي خمشي m داراي جرم بر واحد طول D و d و خارجي
حاوي جريان سيال با جرم بر واحد طول M نشان داده  شده است. 
گرفته  نظر  در  لوله  چپ  سمت  در  کارتزين  مختصات  دستگاه  يک 
مي شود که محور x آن در جهت طول لوله قرار گرفته است. ميکرولوله 
توسط بسترهاي الاستيک مختلفي از جمله بستر وينکلر )الاستيک با 

1  Winkler
2  Variable
3  Partial
4  Series
5  Pasternak
6  Material length Scale parameter
7  Extended Hamilton 
8  Galerkin
9  Eigenvalue

ضريب ثابت(، غيريکنواخت )سفت شونده و نرم شونده(، بستر جزئي )با 
طول و ضريب الاستيک متغير(، بستر سري )ضريب الاستيک با توابع 
چندجمله اي( و همچنين بستر برشي پاسترناک نيز محاط شده است.

چگالي انرژي کرنشي تابعي هم زمان از تانسورهاي تنش و انحنا 
است و براي جسمي که حجم S را اشغال کرده است به صورت زير 

نوشته مي شود ]12[:
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ijχ به ترتيب بيانگر تانسورهاي تنش  ij, ,ij و  ijm ε σ که در آن 
کرنش، قسمت انحرافي تنش کوپل و نيز قسمت متقارن تانسور انحنا 

مي باشند. اين پارامترها به صورت رابطه )2( تا )5( تعريف مي شوند:

  2ij ij ij ijtr G      (2) 
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(25) 𝐾𝐾(𝜉𝜉) = 𝑘𝑘0[4(1 − 𝛾𝛾)(𝜉𝜉2 − 𝜉𝜉) + 1] 
 

 )2(
 

)3(

)4(
)5(

نيز  و  لامه10  دوم  و  اول  ثوابت  نمايانگر    و   , Gλ آن  در  که 
و   iu پارامترهاي  همچنين  مي باشند.  ماده  طولي  مقياس  پارامتر 
ijδ نشان دهنده مؤلفه های سرعت و دلتاي کرونکر11 مي باشند. بردار 

θ به صورت رابطه )6( بيان مي شود: چرخش12 نيز 

10  Lame constants 
11  Kronecker 
12  Rotation vector

1 
 

 

 
 مستقر بر بسترتصوير شماتيک ميکرولوله يکسرگيردار حاوي جريان سيال داخلي .  1 شکل 

 

شکل 1- تصوير شماتيک ميکرولوله يکسرگيردار حاوي جريان سيال داخلي مستقر بر بستر
Fig 1. Schematic of a fluid conveying micro-tube embedded in elastic and Pasternak foundations
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حرکت  طي  در  ميکرولوله  ديواره هاي  مي شود  فرض  اينجا  در 
مقطع  سطح  دايروي  شکل  که  هستند  ضخيم  به اندازه ای  ارتعاشي 
آن بدون تغيير باقي مي ماند. بنابراين با توجه به تئوري اويلر-برنولي 

می توان مؤلفه های جابجايي را به صورت رابطه )7( در نظر گرفت:
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رابطه  به صورت  می توان  را  ميکرولوله  مياني  خط  چرخش  زاويه 
)8( تقريب زد:
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با استفاده از روابط )3( و )7( و )8( تنش هاي کوچي1 به صورت رابطه 
)9( نوشته مي شوند:
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با در نظر داشتن رابطه )6( می توان نوشت:
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همچنين با استفاده از روابط )5( و )10( می توان نوشت:
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با استفاده از روابط )4( و )11(، رابطه )12( حاصل مي شود:
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 لیسیتایپ به همراه شماره معادله در متن مقاله مقاله فارسی و چکیده مبسوط انگجدول د: ارائه معادلات با استفاده از مث

 مورد
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محل 
 قرارگیری
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با توجه به رابطه ی )1( داريم:
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 لیسیتایپ به همراه شماره معادله در متن مقاله مقاله فارسی و چکیده مبسوط انگجدول د: ارائه معادلات با استفاده از مث

 مورد

شماره 
و  معادله

محل 
 قرارگیری

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

1 1    , 1,2,3  ij ij ij ij
S

U m d i j       
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                           )13(

که در آن A سطح مقطع و I ممان دوم سطح مقطع ميکرولوله 
انرژي  به  مربوط  ترتيب  به  دوم  و  اول  جمله   )13( رابطه  در  است. 
کرنشي خمشي و تغيير شکل برشي است. انرژي جنبشي ميکرولوله 
حاوي جريان سيال نيز به صورت رابطه )14( نوشته مي شود ]4 و 27[:
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(25) 𝐾𝐾(𝜉𝜉) = 𝑘𝑘0[4(1 − 𝛾𝛾)(𝜉𝜉2 − 𝜉𝜉) + 1] 
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 ) bW ( پاسترناک  و  الاستيک  بسترهاي  توسط  انجام شده  کار 
به صورت رابطه )15( مي باشند ]21[:
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 لیسیتایپ به همراه شماره معادله در متن مقاله مقاله فارسی و چکیده مبسوط انگجدول د: ارائه معادلات با استفاده از مث

 مورد

شماره 
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محل 
 قرارگیری
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        )15(

Gk به ترتيب مدول الاسيسيته وينکلر و پاسترناک  wk و  که 
 )16( رابطه  به صورت  مقيد  لوله هاي  براي  هميلتون  اصل  مي باشند. 

نوشته مي شود:
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 لیسیتایپ به همراه شماره معادله در متن مقاله مقاله فارسی و چکیده مبسوط انگجدول د: ارائه معادلات با استفاده از مث
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                                                             )16(

T است. bL T U W= − + که در آن 
با جايگذاری روابط )13( و )14( در رابطه )16(، معادله ديناميکي 
به  مرزي  شرايط  همراه  به  سيال  جريان  حاوي  ميکرولوله  بر  حاکم 

دست مي آيند:
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      )17(

شرايط مرزي مسئله فوق طبق رابطه )18( نوشته مي شوند:
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                  )18(

نوشته   )19( رابطه  يکسرگيردار طبق  مرزي  نهايت شرايط  در  و 
مي شوند:
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رابطه  بي بعد  پارامترهاي  نتايج،  فرآيند تحليل  جهت سهولت در 
)20( در معادله ديناميکي )رابطه )17(( جايگذاری مي شوند:
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نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 52، شماره 1، سال 1399، صفحات 3 تا 16

7

d است. بنابراين شکل بي بعد معادله ي ديناميکي 
D

α = که در آن 
حاکم بر سيستم به همراه شرايط مرزي متناظر با آن به صورت رابطه 

)21( خواهد بود:
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(25) 𝐾𝐾(𝜉𝜉) = 𝑘𝑘0[4(1 − 𝛾𝛾)(𝜉𝜉2 − 𝜉𝜉) + 1] 
 

   )22(

2-1- روش گالرکین
در اين بخش جهت تفکيک معادله مشتق جزئي حرکت از روش 
η که شرايط مرزي  گالرکين استفاده  شده است. توابع وزني مناسب 
ضروري مسئله را ارضا مي کنند، در نظر گرفته شده اند. جابجايی های 
عرضي نرمال شده را می توان به کمک سري بيان شده در رابطه )23( 

تقريب زد ]28-30[:
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                                       )23(

) به ترتيب نمايانگر تعداد مودهاي  )rφ ξ ) و  )rq τ  ،n که در آن
ارتعاشات  طبيعي  مودهاي  و  عمومي  مختصات  گرفته شده،  نظر  در 
عرضي تير متناظر با شرايط مرزي ميکرولوله تحت بررسي مي باشند. 
با جايگذاری اين سري در معادله حرکت بي بعد )رابطه )21((، معادله 

زماني سيستم به صورت ماتريس به دست مي آيد:
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( و بردارهاي ويژه متناظر با آن ها، با حل مسئله  rλ مقادير ويژه )
مقدار ويژه رابطه )24( به دست مي آيند ]3[.

که در  ( )1r ri iλ ω= = − توجه به اين نکته ضروري است که  
آن قسمت حقيقي و موهومي فرکانس به ترتيب با فرکانس طبيعي و 

ميرايي سيستم در ارتباط هستند.

 3- نتايج و بحث ها

ماده سازنده ميکرولوله همگن، ايزوتروپ و الاستيک خطي است. 
مشخصات فيزيکي و مادي آن نيز در ادامه بيان شده است:

   /d Dα = = p و 0/35  fρ ρ= = 1000 3kg/ m GPa و   1/44

. E = υ و 20 = 1L/ و  d = و 0/8

 17 = / mµ همچنين مقدار پارامتر داراي بعد مقياس طولي 6
در نظر گرفته شده است ]7-6 و 14و 23-22[. لازم به ذکر است که 
اين پارامتر دارای وابستگی به جنس ماده نمی باشد و مبناي انتخاب 
مقادير مقياس های طولي ماده در پژوهش حاضر، براساس جنس ماده 

و نتايج آزمايشگاهي )ماده اپوکسي( بوده است.

3-1- صحت سنجي
براي مقايسه نتايج حاضر با نتايج موجود در ادبيات فني از تقريب 
8 مود استفاده  شده است. ابتدا از اثرات بستر صرف نظر شده و نتايج 
با  همچنين  است.  شده  مقايسه   ]22[ مرجع  نتايج  با  به دست آمده 
صرف نظر کردن از اثرات ابعاد کوچک، نتايج با نتايج حالت ماکرو در 

مرجع ]22[ مورد مقايسه قرارگرفته اند.
در شکل 2 محورهاي افقي و عمودي به ترتيب نمايانگر سرعت 
بي بعد و فرکانس هاي طبيعي سيستم هستند. با افزايش سرعت سيال 
به  نهايتاً  تا  مي کنند  پيدا  کاهش  سيستم  نوسانات  فرکانس  داخلي 
مي دهد.  رخ  مود-کوپل1  فلاتر  انشعاب  نقطه  اين  در  مي رسد.  صفر 
سازه هاي  طبيعي  فرکانس هاي  از  يکي  موهومي  قسمت  هنگامی که 
حامل از محور افقي عبور کند )قسمت موهومي فرکانس، مقدار منفي 
داشته باشد(، سازه پايداري خود را از دست مي دهد و ناپايداري فلاتر 
)نوساني( را تجربه مي کند. در اين حالت سازه از سيال در حال حرکت 
انرژی دريافت می کند و دامنه حرکت آن رفته رفته افزايش می يابد. 
همچنين يکي از انشعابات که در نمودارهاي مرتبط با پاسخ ديناميکي 
لوله هاي حامل سيال رخ مي دهد، انشعاب فلاتر مود-کوپل مي باشد 
که در آرگاند دياگرام هنگامی که دو شاخه مکان هندسي فرکانس هاي 

1  Coupled-mode flutter

1 
 

 انواع بسترهانيرويي مولاسيون فر . 1جدول 
 نيرو فرمولاسيون عنوان

0k بستر وينکلر   

 ندهشوسفتبستر غيريکنواخت     2
0 4 1 1 , 1K K          

 شوندهنرمبستر غيريکنواخت     2
0 4 1 1 , 1K K          

 بستر جزئي     0 10 f fK K H H          

0 بستر سري
1

p
m

m
m

c c 


 

𝐾𝐾𝐺𝐺 بستر پاسترناک
𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕2 

 
 

جدول 1- فرمولاسيون نيرويي انواع بسترها
Table 1. Load distribution of various foundations
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هم  به  موهومي  محور  روي  بر  دروني  سيال  سرعت  افزايش  با  لوله، 
راه حل  از  به دست آمده  نتايج   .]3[ شوند  جدا  هم  از  يا  کند  برخورد 
ارائه شده، براي هر دو تئوري کلاسيک1 و نظريه کوپل اصلاح شده2 با 
نتايج مرجع ]22[ تطابق دارد. مقادير فرکانس هاي طبيعي به دست آمده 
توسط تئوري کوپل اصلاح شده، بالاتر از مقادير به دست آمده از تئوري 
براي  ماده  کوچکي  اثرات  درنظرگيري  بنابراين  مي باشند.  کلاسيک 
استخراج نتايج قابل مقايسه با نتايج آزمايشگاهي اهميت بالايي دارد 
تعويق  باعث  اندازه،  اثرات  گرفتن  نظر  در  حقيقت  در   .]31 و   10[
در رخداد انشعابات فلاتر مود-کوپل مي شود. همچنين با بررسي هاي 
بيشتر به راحتی مشخص مي شود تنها زماني که مقدار پارامتر مقياس 
طولي ماده با قطر خارجي ميکرولوله قابل  مقايسه باشد، در نظر گرفتن 
اثرات اندازه غيرقابل  انکار است. به بيان  ديگر، زمانی که قطر خارجی 
گرفتن  نظر  در  می شود،  بيشتر  طولی  مقياس  پارامتر  مقدار  از  لوله 
در  چندانی  تغيير  حرکت  معادله  در  ميکرو  ابعاد  به  مربوط  ترم های 
کوچک تر  لوله  ميکرو  قطر  که  زمانی  اما  کرد.  نخواهد  ايجاد  جواب 

می شود اين ترم ها بسيار با اهميت می شوند.
 در شکل 3 مرزهاي پايداري مدل تحت مطالعه مشاهده مي شوند. 
قرار  منحني  زير  که  سيال  سرعت  از  مقاديري  براي  تنها  سيستم 
مي گيرند پايدار بوده و در غير اين صورت ناپايدار شده و پديده فلاتر 
بين رفتن  از  به معني  قرار گرفتن در زير منحني  را تجربه مي کند. 

1  Classical Theory (CT)
2  MCST

اين صورت سيستم  در  است.  نوسانات سيستم  و  ارتعاشات  تدريجي 
سکون  حالت  به  مشخصي  مدت زمان  از  پس  و  ازدست داده  انرژي 
مي رسد. در غير اين صورت، سيستم از سيال در حال حرکت انرژي 
دريافت کرده و دامنه ي ارتعاشات سيستم به تدريج افزايش پيدا مي کند. 
قسمت هاي S شکل در نمودار در ارتباط با توالي ناپايداري-پايداري 
مجدد-ناپايداري3 مي باشند که قسمت هاي با شيب منفي در ارتباط با 
آستانه ي پايداري مجدد مي باشند. با توجه به شکل 3 مشخص است 
که مدل تنش کوپل اصلاح شده، سرعت هاي بحراني به مراتب بالاتري 
نسبت به تئوري کلاسيک پيش بيني مي کند. بنابراين در نظر گرفتن 
خواهد  پايدارتر  سيستمي  پيش بيني  به  منجر  کوچک،  ابعاد  اثرات 
شد. در شکل 3 نيز، اگرچه S شکل هاي واضح تري در منحني بالايي 

مشاهده مي شوند اما تعداد اين پرش ها ثابت باقي مي مانند.

3-2- تأثیرات پارامتر مقیاس طولي ماده
 در شکل 4 تأثير پارامتر مقياس طولي بر نواحي پايداري و فلاتر 
 4 شکل  در  است.  شده  داده   نشان  به خوبی  يکسرگيردار  ميکرولوله 
)الف( و )ب( نمودارهاي پايداري براي سرعت ها و فرکانس هاي بحراني 
برحسب پارامتر بي بعد جرم براي سه مقدار مختلف پارامتر بي بعد جرم 
فرکانس هاي  و  سرعت ها  پارامتر،  اين  مقدار  کاهش  با  شده اند.  رسم 
بحراني کاهش پيدا مي کنند. همچنين با افزايش مقدار β، قسمت هاي 
S شکل واضح تري در همه ي منحني ها پيدا مي کنند. اين پديده به 
3  Instability-restabilization-instability

2 
 

 

 

,و شدهاصلاحکوپل و کلاسيک هاي تئوريا کمک طبيعي مود اول بهاي فرکانس. مقايسه  2 شکل  G wD K K   10 m 0   
 

  

 شکل 2- مقايسه فرکانس هاي طبيعي مود اول با کمک تئوري هاي کلاسيک و 
   D = 10𝜇𝑚, KG = Kw = 0 کوپل اصلاح شده و

 Fig 2. Comparison of the first mode natural frequencies
 based on couple stress and classical theories as a function of

flow velocity; D = 10𝜇𝑚, KG = Kw = 0
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, بعد جرم برايناپايداري فلاتر برحسب پارامتر بيمرزهاي .  3 شکل  G wD K K   20 m 0 
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Hosseini et al. using CT [23]
Hosseini et al. using MCST [23]
Present Study (Using CT)
Present Study (Using MCST)

 D = 20𝜇𝑚, شکل 3- مرزهاي ناپايداري فلاتر برحسب پارامتر بی بعد جرم براي 
   KG = Kw = 0

 Fig 3. Validation of flutter instability boundaries in terms of
β; D = 20𝜇𝑚, KG = Kw = 0
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مجدد-ناپايداري  ناپايداري-پايداري  توالي  گستره ي  افزايش  مفهوم 
 منجر به تعويق در رخداد پديده ي  است. همچنين مقادير بيشتر 
افزايش  با  گرفت  نتيجه  می توان  بنابراين  مي شوند.  فلاتر  ناپايداري 
 سيستم سفت تر و همان طور که در شکل 4 )ب( مشخص  پارامتر 
است، موجب افزايش فرکانس طبيعي مي شود. ضمناً، مشابه آنچه در 
منحني سرعت هاي بحراني مشاهده مي شود )شکل 4 )الف((، سيستم 
فقط در مقادير خاص β که پرش ها رخ مي دهند، دچار افزايش ناگهاني 

در فرکانس بحراني مي شود.

3-3- بسترهاي الاستیک غیريکنواخت
متفاوت  رفتار  سه  با  غيريکنواخت  الاستيک  بستر  اول  گام  در 

آن  نقش  و  گرفته  شده  نظر  در  سفت شونده2  و  وينکلر  نرم شونده1، 
بستر  الاستيک  مدول  توزيع  است.  بررسی شده  سيستم  پايداري  در 

غيريکنواخت، طبق رابطه )25( بيان مي شود ]25[:

2 
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0k ضريب ثابت بستر و γ ضريب بستر متغير هستند.  که در آن 
توزيع مدول الاستيک بستر را در شکل 5 می توان مشاهده کرد.

در شکل 5 می توان مشاهده کرد که γ<1 متناظر با بستر نرم شونده 
است، اما γ>1 متناظر با بستر سفت شونده مي باشند. در حالت اول دو 
انتهاي بستر سفت تر از قسمت هاي مياني بوده، درحالی که در حالت 
دوم بستر حالت محدب شکل داشته و ميانه آن سفت ترين محل آن 
خواهد بود. در حالتي که γ=1 باشد نيز سيستم محاط در يک بستر 

الاستيک وينکلر است.

مقادير  روي  بر  خارجي  قطر  تأثير  بررسي  باهدف   6 شکل 
 γ پارامتر  از  متفاوت  مقدار  سه  براي  و   ) cru ( بحراني  سرعت هاي 
ترسيم  شده است. واضح است براي γ=1،3 وجود بستر مخصوصاً براي 
مقادير بزرگ تر قطر خارجي پايداري سيستم را به ميزان چشمگيري 
افزايش مي دهد. لازم به ذکر است که براي γ=-1 وجود بستر فقط 
D/ منجر به افزايش پايداري و در مقادير بزرگ تر  < µ5 5 � براي
اين مقدار، منجر به کاهش نواحي پايداري مي شود؛ نتيجه اي که  از 

غيرقابل  انتظار است.
رفته رفته  ميان منحني ها  تفاوت  با کوچک تر شدن قطر خارجي 
کاهش پيدا مي کنند و درنهايت همه آن ها به منحني حالت بدون بستر 

1  Weakening
2  Strengthening 

 شکل 4- مرزهاي ناپايداري فلاتر برحسب β و برحسب سه مقدار مختلف پارامتر 
   D = 10𝜇𝑚, KG = Kw = 0 و l

 Fig 4. Flutter instability boundaries for three distinct values
 of ℓ in terms of dimensionless mass ratio β; D = 10𝜇𝑚, KG

= Kw = 0
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 شکل 5- توزيع سه بعدی مدول بستر الاستيک غيريکنواخت
 Fig 5. The 3-D dimensionless variable foundation modulus

distribution of relation
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سيستم ميل پيدا مي کنند. لازم به ذکر است که نتايج استخراجي براي 
حالت بدون بستر ارائه  شده، مطابقت خوبي با نتايج مرجع ]22[ دارد.

در شکل 7 تأثير پارامتر مقياس طولي در يک دامنه مشخص براي 
سه مقدار متفاوت از پارامتر γ نشان داده  شده است. مشاهده مي شود 
با افزايش مقدار γ نواحي پايداري افزايش پيدا مي کنند. پديده مهمي 
< مشاهده مي شود اين است که در اين گستره   0/4 mµ که در
پايداري  نواحي  وابستگي  و  يافته  چشمگيري  افزايش  نمودار  شيب 
سيستم به اين پارامتر به شدت افزايش پيدا مي کند. در مقادير خارج از 
 صرف نظر کرد.  اين گستره با تقريب خوبي می توان از اثرات پارامتر 
همچنين می توان مشاهده کرد تفاوت منحني هاي وينکلر و نرم شونده 

به مراتب بيشتر از منحني سفت شونده است.
بسترهاي  در  محاط  ميکرولوله  ديناميکي  رفتار  بهتر  درک  براي 

رسم   Im(ω)-u همچنين  و   Re(ω)-u نمودارهای  غيريکنواخت 
و  حقيقي  قسمت هاي  ترتيب  به  )ب(  و  )الف(   8 شده اند. شکل هاي 
قبلًا  که  همان طور  مي دهند.  نشان  را  سيستم  ويژه  مقادير  موهومي 
ذکر شد قسمت هاي موهومي و حقيقي مقادير ويژه سيستم در ارتباط 
با فرکانس هاي طبيعي و ميرايي سيستم مي باشند. در شکل 8 )الف( 
است  داده شده  نشان  اول سيستم  مود  فرکانس  مقادير حقيقي  فقط 
چراکه توانايي آشکارسازي ويژگي هاي اصلي رفتار ديناميکي سيستم 
در اين مود قابل  نمايش است ]14[. با افزايش سرعت سيال، ميرايي 
در سيستم به تدريج افزايش مي يابد، درحالی که فرکانس سازه به طور 
ia  به صفر ميل   )i=1،2،3( پيوسته کاهش پيدا مي کند تا در نقاط
پيدا مي کنند. در اين نقاط قسمت موهومي فرکانس به دو شاخه مجزا 
ia تا  تبديل مي شوند. در اين حالت ارتعاشات سيستم در فاصله نقاط 
 ، ib متوقف مي شود. با افزايش بيشتر سرعت سيال پس از نقاط   ib

فرکانس طبيعي سيستم داراي مقدار غير صفر شده و سيستم مجدداً 
شروع به نوسان مي کند. در شکل 8 )الف( مشخص است سفت تر شدن 
بستر باعث تعويق در رخداد انشعاب فلاتر مود-کوپل مي شود. علاوه بر 
آن تغيير در مقدار پارامتر γ بزرگي محدوده سرعتي که در آن سيستم 
در حالت فوق ميرا قرار دارد را دستخوش تغيير نمي کند. همچنين 
مشاهده مي شود هرچه سيستم زودتر در شرايط فوق ميرا قرار گيرد، 
زودتر هم مجدداً به ارتعاش واداشته مي شود. افزايش سرعت منجر به 
کاهش مقدار ميرايي شده تا جايي که سيستم پس از رخداد فلاتر در 
ارتعاشات  دامنه ي  و  از سيال کرده  انرژي  به جذب  ic شروع  نقاط 
مشاهده  )ب(   8 شکل  در  همچنين  مي کند.  پيدا  افزايش  به تدريج 
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K0= 200 شکل 6- منحني ناپايداري فلاتر برحسب قطر خارجي براي 
Fig 6. Flutter instability diagrams as a function of external diameter; k0=200

 شکل 7- مرزهاي ناپايداري فلاتر برحسب پارامتر مقياس طولي ماده براي سه 
γ مقدار مختلف

 Fig 7. Flutter instability velocity boundaries versus material
length scale parameter ℓ
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γ مقدار ميرايي و سرعت فلاتر در  مي شود با افزايش مقدار پارامتر 
توانايي  بسترها  بنابراين  مي کند.  پيدا  افزايش  مي دهد،  رخ  سيستم 

جابجايي نقاط انشعابي سيستم را دارند.
مختلف  مقدار  دو  براي  پايداري  نمودارهاي  )الف(   9 شکل  در 
پارامتر مقياس طولي رسم شده است. براي هر مقدار مشخص از پارامتر 
ترسيم  مختلف   γ سه  ازاي  به  پايداري  منحني هاي  طولي،  مقياس 
 شده اند. همان طور که انتظار مي رود بسترها نواحي پايداري سيستم را 
افزايش داده اند. با در نظر گرفتن شکل 9 )الف( می توان متوجه شد با 
 =  / µ17 6 � ، افزايش پارامتر γ به جز براي 0k ثابت نگه داشتن 
در   =  µ23 � براي  همچنين  و   /β< <0 0 11 محدوده  در 
، پايداري سيستم افزايش مي يابد. ذکر اين  /β< <0 0 13 محدوده 
نکته بسيار با اهميت است که با افزايش سفتي بستر در محدوده هاي 

ذکرشده، پايداري سيستم کاهش مي يابد. همچنين مشاهده مي شود 
شده  سيستم  پايداري  نواحي  افزايش  موجب   ،  پارامتر  افزايش 
سفتي  افزايش  با  معادل  می توان  را  پارامتر  اين  افزايش  درنتيجه  و 
خمشي سيستم در نظر گرفت. در شکل 9 )ب( مشاهده مي شود جز 
در نواحي نزديک پرش ها، با افزايش سرعت داخلي سيال فرکانس هاي 
بحراني همواره روند کاهشي دارند. همچنين با افزايش γ، فرکانس هاي 
بحراني نيز به ازاي تمامي مقادير β افزايش پيدا مي کنند. به علاوه در 
بر روي مکان    پارامتر  اثر  )الف( و )ب( مشاهده مي شود  شکل 9 

قرارگيري S شکل ها، بسيار بيشتر از تأثير پارامتر γ است.
می توان  سيستم  پايداري  بر  را   0k پارامتر  تأثير   10 شکل  در 
مشاهده کرد. در اينجا مشابه آنچه قبلًا هم ديده شد، توالي ناپايداري-
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 شکل 8- تغييرات قسمت هاي حقيقي و موهومي فرکانس برحسب سرعت الف( 
D = 20𝜇𝑚, γ=-1, 1, 3 قسمت حقيقي ب( قسمت موهومي براي

 Fig 8.Variations of the first mode eigenfrequencies of the
 micro-tube; D=10μm predicted for γ=-1, 1, 3 (a) Real part

(b) Imaginary part
 شکل 9- الف( سرعت هاي بحراني ب( فرکانس هاي بحراني برحسب پارامتر بي بعد 

k0= 600و γجرم براي سه مقدار
 Fig 9. The dimensionless critical flow velocity and frequency
 for the flutter of a cantilevered micro-tube in terms of β
 for varying 𝛾; k0=600; (a) critical velocities (b) critical

frequencies
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پارامتر  مقدار  افزايش  با  مي دهد.  رخ  مجدد-ناپايداري  پايداري 
مي دهد.  رخ   0k پارامتر  از  کوچک تری  محدوده  در  توالي  اين   γ
محدوده  در   γ=-1 براي  توالي  اين  که  مي شود  مشاهده  علاوه براين 
>0k رخ مي دهد، درحالی که به ازاي γ=3 اين توالي در  <42 122
>0k  رخ مي دهد. شايان ذکر است هرچه مقدار  <10 محدوده 40
پارامتر γ بيشتر باشد محدوده شيب منفي منحني کوچک تر خواهد 

شد.

3-4- بسترهاي الاستیک جزئي
در اين بخش به بررسي اين موضوع مي پردازد که آيا اعمال يک 
سطح  معادل  آن  سفتي  منحني  زير  سطح  که  وينکلر  جزئي  بستر 
پايداري  است،   )γ = حالت3  )يعني  سفت شونده  بستر  منحني  زير 
نصف  بستر  طول  بخش  اين  در  خير؟  يا  مي دهد  بهبود  را  سيستم 
مکان هاي  در  آن  قرارگيري  محل  و  شده  فرض  ميکرولوله  طول 
/ در نظر  fξ≤ ≤0 5 1 / و  /fξ≤ ≤0 25 0 75  ، /fξ≤ ≤0 0 5
در  بستر  قرارگيري  مي شود  مشاهده   11 در شکل  است.  گرفته شده 
نسبت  را  پايداري سيستم  ( وضعيت  /fξ≤ ≤0 0 5 لوله ) بالادست 
محاط  سرتاسري  وينکلر  بستر  يک  توسط  ميکرولوله  که  حالتي  به 
مي دهد،  کاهش   / β≤ ≤0 62 1 محدوده ي  در  به جز  است،  شده 
اما از طرف ديگر، قرارگيری بستر در ناحيه ي پايين دست لوله به جز 
β/ موجب بهبود چشمگيري در پايداري سيستم مي شود.  ≥0 75

، منجر  /β ≤0 درنهايت قرار دادن بستر در ميانه ميکرولوله به ازاي 2
 /β ≥0 55 به کمترين وضعيت پايداري مي شود، درحالي که به ازاي 
از شکل  که  کلي  نتيجه گيري  بود.  خواهد  حاصل  پايداري  بيشترين 
11 به دست مي آيد محاط کردن ميکرولوله در بستر جزئي مي تواند 

پايداري سيستم را به صورت چشمگيري افزايش دهد.
براي  يکسرگيردار  ميکرولوله  پايداري  مرزهاي   12 شکل  در 
نگه داشتن سطح  ثابت  )با  با طول هاي مختلف  پايين دست  بسترهاي 
اعمال  مي شود  مشاهده  است.  داده  شده  نشان  سفتي(،  منحني  زير 
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 شکل 10- منحني سرعت فلاتر برحسب مدول سفتي براي مقادير مختلف γ و
𝐷  = 20𝜇𝑚

 Fig 3. Flutter velocities as a function of stiffness
modulus𝑘0for various values of 𝛾; 𝐷  = 20𝜇𝑚

 شکل 11- سرعت بحراني ميکرولوله محاط شده در بستر الاستيک جزئي 
,D = 10𝜇𝑚 β برحسب

 Fig 11. Flutter instability boarders of a cantilevered-micro
 tube as a function of β embedded in partly supported elastic

.foundation; D =10𝜇𝑚
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 /β ≤0 15 براي   / fξ≤ ≤0 75 1 محدوده  در  الاستيک  بستر 
پايداري  نواحي  صورت  اين  غير  در  و  شده  سيستم  پايداري  موجب 
سيستم نسبت به ديگر حالت های ممکن کاهش پيدا می کند. مشاهده 
( ،  64 مي شود کوچک تر شدن طول بستر الاستيک، به عنوان مثال تا

( مخصوصاً در مقادير بزرگ تر β، به طور چشمگيري  /fξ< <0 0 98
بنابراين براي مقادير کوچک β، می توان  پايداري را کاهش مي دهد. 
يابد.  بهبود  پايداري  ازاي آن  به  نظر گرفت که  را در  بستر  از  طولي 
همچنين کوتاه شدن طول بستر باعث بزرگ تر شدن محدوده رخداد 
β مي شود. S شکل ها و نيز تغيير مکان آن ها به سمت مقادير بزرگ تر 

3-5- بستر سری
شبيه سازي  توانايي  مختلف  درجات  با  الاستيک سري  بسترهاي 
تمامي بسترهاي الاستيک واقعي را با دقت بسيار بالا دارا مي باشند. در 
اين بخش بسترهاي الاستيک متقارن و غيرمتقارن به فرم چندجمله ای 

با توان هاي مختلف، طبق رابطه )26( تعريف  شده اند ]25[:
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که در آن p حداقل توان چندجمله ای است. در اين بخش، سه 
بستر مختلف معرفي مي شوند که در شکل 13 )الف( نيز سختي هر 
نمايش داده شده است. ضرايب سري  بستر برحسب طول ميکرولوله 
اين نکته  اين منحني ها در جدول 2 معرفی  شده اند. ذکر  با  متناظر 
ضروري است که سطح سفتي سيستم همان طور که قبلًا ذکر شد ثابت 

نگه داشته مي شود.
)الف(   13 شکل  منحني هاي  با  متناظر  پايداري  منحني هاي 
است  مشخص  که  همان طور  مي شوند.  مشاهده  )ب(   13 شکل  بسترهاي سري، در مقايسه با ديگر انواع بسترهاي معرفی شده تاکنون، در 

در  قابل ملاحظه ای  بهبود  توانايي   ،β عملکرد  محدوده ي  به  توجه  با 
پايداري سيستم دارند. به طور مثال براي بستر مثلثي شکل )منحني 
0 بهترين پايداري به دست مي آيد،  β ≤ شماره 1(، در محدوده 11/
 / /β≤ ≤0 11 0 49 درحالی که براي منحني شماره 2 در محدوده 
بهترين پايداري حاصل مي شود. از سوي ديگر، براي مقادير بزرگ تر 
β، بستر الاستيک متقارن )منحني شماره 3( بهترين وضعيت از لحاظ 
 ،β پارامتر  محدوده  مشخص شدن  با  بنابراين  است.  دارا  را  پايداري 
می توان بستري را تعريف کرد که از لحاظ پايداری بهترين وضعيت را 
دارا باشد. لازم به ذکر است که اين بسترها، تقريباً توانايي شبيه سازي 

 شکل 13- الف( توزيع سفتي بستر الاستيک سري مطابق با رابطه )23( ب( 
منحني پايداري متناظر با بسترهاي ارائه شده در شکل 13 )الف(

 Fig 13. Foundation stiffness modulus of equation (23): the
 coefficients of all polynomials are represented in Table1. b)
 The critical flow velocities in terms of mass ratio β embedded

in series elastic foundations
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 )الف( 11( نشان داده شده در شکل 22) رابطه ایچندجملهضرايب  . 2دول ج
 3 2 1 شماره نمودار

𝑐𝑐0 2022 3203/11- 038/1- 

𝑐𝑐1 2022- 7/023 1118- 

𝑐𝑐2 2 11102 17822 

𝑐𝑐4 2 321122- 82102- 

𝑐𝑐5 2 707722 11782 

𝑐𝑐6 2 028322- 2 
 

جدول 2.  ضرايب چندجمله ای رابطه )26( نشان داده شده در شکل 13 )الف(
 Table 2. Coefficients of the polynomials of equation (26)

shown in figure 13-a
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هر بستري ازجمله بسترهاي غيريکنواخت و جزئي را دارا مي باشند.

3-6- بستر پاسترناک
نمودار ناپايداري فلاتر برحسب مقادير مختلف مدول برشي بستر 
پاسترناک براي دو مقدار متفاوت از قطر خارجي ميکرولوله در شکل 
هرگونه  مي شود  مشاهده  که  همان طور  است.  داده  شده  نشان   14
) سفتي سيستم و درنتيجه ي پايداري  )GK افزايش در مدول برشي 
سيستم را به ميزان قابل  توجهی افزايش مي دهد. به طورکلی مشاهده 
مي شود هر چه ميکرولوله داراي قطر خارجي کوچک تری باشد، داراي 
نواحي پايداري بزرگ تری خواهد بود. اين پديده به دليل افزايش ميزان 
افزايش  درنتيجه  و  کوچک تر  قطرهاي  در   ϑ کوپل  بي بعد  پارامتر 
 GK سفتي سيستم است. همچنين مشاهده مي شود که با افزايش 
براي مقادير کم پارامتر β، منحني پايداري تقريباً به صورت يکنواخت 
شيب صعودي دارد درحالی که در مقادير بيشتر β، توالي ناپايداري-

پايداري مجدد-ناپايداري به صورت کاملًا مشخص ديده مي شوند. براي 
β نه تنها پايداري سيستم بسيار بيشتر  = β و 0/8  = مثال در0/64 
مي شوند.  ظاهر  شکل  در  نيز  واضح تري  شکل هاي   S بلکه  مي شود 
در  بيشتري  مودهاي  تبادل  پديده  که  مي دهد  نشان  حقيقت  اين 
شده اند.  ناپايداري  دستخوش  متفاوتي  مودهاي  و  رخ داده  سيستم 
درنهايت مشخص است که اثر پايدارکننده بسترهاي پاسترناک، بسيار 

چشمگيرتر از بسترهاي الاستيک است.

4-  نتیجه گیری

و  اصلاح شده  کوپل  تنش  تئوري  از  بهره گيري  با  مقاله  اين  در 
ميکرولوله  يک  حرکت  بر  حاکم  معادله  توسعه يافته،  هميلتون  اصل 
روش  توسط  است.  استخراج  شده  سيال  جريان  حاوي  يکسرگيردار 
ماتريسي  شکل  به  سيستم  ديناميکي  معادله  گالرکين  جداسازي 
خارجي  قطر  نظير  پارامترهايي  تأثير  ادامه  در  است.  شده  بازنويسي 
ميکرولوله، پارامتر مقياس طولي و نيز انواع مختلف بسترهاي الاستيک 
و پاسترناک به صورت پارامتريک مورد بحث و بررسي قرار گرفته اند. 

برخي از نتايج کليدي به شرح زير مي باشند:
 پارامتر مقياس طولي ماده نقش بسزايي در رفتار ديناميکي 	

  پارامتر  افزايش  به طوری که  دارد،  سيال  جريان  حاوي  ميکرولوله 
روش مطمئني براي افزايش نواحي پايداري سيستم است.

 در نظر گرفتن بسترهاي الاستيک براي ميکرولوله ها، بسته 	
بر  ناپايدارکننده  يا  و  پايدارکننده  نقش  مي تواند   β پارامتر  ميزان  به 

ديناميک ميکرولوله حامل جريان سيال داشته باشد.
 هر چه 	 به طورکلی  غيريکنواخت،  الاستيک  بسترهاي  براي 

بيشتري  استهلاک  سيستم  در  باشد،  بيشتر   γ ثابت  پارامتر  ميزان 
پديده  بزرگ تر،  هاي   γ در  ديگر  سوي  از  بود.  خواهد  انتظار  مورد 

ناپايداري فلاتر ديرتر رخ مي دهد.
 غيريکنواخت 	 الاستيک  بسترهاي  در   0cru k− منحني 

γ باعث مي شود تا توالي ناپايداري- نشان مي دهد که افزايش مقدار 
دهد.  رخ   0k از  کوچک تری  محدوده  در  مجدد-ناپايداري  پايداري 
γ هاي کوچک تر،  بنابراين مقادير سرعت و فرکانس هاي بحراني براي 

کمتر خواهند بود.
 با ثابت نگه داشتن سطح زير منحني سفتي برحسب طول 	

ميکرولوله و همچنين تعيين محدوده β، می توان محل قرارگيري بستر 
به طور  پايداري سيستم  تعيين کرد که  نحوي  به  را  الاستيک جزئی 
قابل  توجهی افزايش يابد. علاوه بر آن، با تعيين محدوده β، با کاهش 

طول بستر می توان سيستم را بسيار پايدارتر کرد.
 با در نظر گرفتن بسترهاي سري از درجات مختلف، تقريباً 	

شبيه سازی هر محيط الاستيک واقعي قابل انجام است و می توان با 
تعريف تابع بهينه براي بستر پايداري سيستم را به خوبی افزايش داد.

 پايداري 	 نواحي  روي  بر  پاسترناک  بستر  نقش  بررسي  با 
نسبت  بالقوه اي  توانايي  بسترها  از  دسته  اين  شد  مشخص  سيستم 

 شکل 14- سرعت بي بعد بحراني سيال برحسب KG براي مقادير مختلف شعاع 
خارجي و پارامتر بي بعد جرم

 Fig 14. Dimensionless critical velocities in terms of
 dimensionless shearing modulus of Pasternak foundation for

different external diameters and mass ratios
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به بسترهاي الاستيک در افزايش قابل  توجه پايداري سيستم دارند. 
پايداري  افزايش مدول برشي بستر پاسترناک،  با   β در مقادير کمتر 
به صورت يکنواخت افزايش پيدا مي کند درحالی که با افزايش پارامتر 
پايداري  افزايش  اين  پايداري،  بهبود چشمگير  بي بعد جرم، علی رغم 
مجدد- ناپايداري-پايداري  توالي  و  نبوده  يکنواخت  به صورت  ديگر 

ناپايداري در نواحي S شکل منحني رخ مي دهند.
درنهايت نشان داده  شده است که می توان عملکرد ميکرولوله ها 
را با تعيين دقيق شرايط عملياتي و سازه ای به خوبی بهبود داد. بدون 
و  مکانيک  مهندسين  براي  مي تواند  حاضر  حال  تحقيق  نتايج  شک 
پزشکي که در امر طراحي و بهينه سازی سامانه های ميکرو و نانولوله 

حاوي جريان سيال فعال هستند مفيد باشد.
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