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ABSTRACT: In this study, static and vibration analyses of cylindrical piezoelectric structures by 
means of superelements are targeted. In this regard, the cylindrical superelement is modified in order 
to be used in the analysis of hollow cylinders made of piezoelectric materials. At first, the cylindrical 
superelement, which was previously defined in the literature, is introduced. Next, the calculation of 
stiffness and mass matrices of piezoelectric structures in finite element analysis is briefly reviewed, 
and then, a piezoelectric cylindrical superelement is developed. In order to verify the accuracy of the 
defined element, two case studies are analyzed by means of the defined superelement, and the results are 
compared with the ones obtained by a commercial finite element software. In the end, the piezoelectric 
superelement is further modified to be used in static and vibration analyses of hollow cylinders which 
are made of functionally graded piezoelectric materials. Also, in this case, two classical problems are 
analyzed with the defined element. In both piezoelectric and functionally graded piezoelectric material 
cases, the results show appropriate compatibility with the ones obtained by the conventional elements.
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1. INTRODUCTION
Finite Element Method (FEM) is now widely used in

academia and industry in order to analyze complicated 
engineering problems. In this method, a system in the first 
step should be discretized into the number of elements, which 
is called meshing. Based on the FEM, the accuracy of results 
is improved if the number of elements increased. However, it 
also increases the computation cost. Alternatively, researchers 
have tried to propose numerical methods which do not need 
meshing or at least need a lower number of elements [1, 2]. 
For example, in the automotive and aircraft industries, the 
sub-structuring method is frequently used. In this method, 
first, a structure with a complex shape has meshed, and then, 
by reducing the size of the assembled stiffness and mass 
matrices, a new element is defined which only includes 
nodes at boundaries [3-5]. As a result, a large element with 
a substantially reduced number of nodes and Degrees-Of-
Freedom (DOFs) is created. Although this method reduces 
the computation time substantially, it still needs meshing. 

The superelement method is another approach with 
which a structure can be analyzed efficiently with a smaller 
number of elements. In this method, an element with a known 
geometry is defined and customized based on the demanded 
analysis. For example, Ahmadian et al. [6] introduced a 
cylindrical superelement which can be used in the structural 
analysis of cylindrical laminates. Later, Taghvaeipour et 
al. [7] modified the element formulation to be used in the 

analysis of functionally graded thick vessels. 
This study aims at the definition of a cylindrical 

superelement which can be incorporated in static and 
vibration analysis of piezoelectric sensors/actuators. In this 
regard, the superelement which was first defined in Ref. [6] is 
briefly introduced, and then, the stiffness and mass matrices of 
a cylindrical piezoelectric superelement are derived. Finally, 
by using the defined element, some examples are solved and 
the results are verified by a commercial FE package.  

2. THE CYLINDRICAL SUPERELEMENT FOR
PIEZOELECTRIC MATERIALS

The geometry of the cylindrical superelement is depicted 
in Fig. 1. As it is shown, this element with the inner radius of 

Fig. 1: The Cylindrical superelement

Fig. 1: The Cylindrical superelement
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1r , the outer radius of 
2r  and the length of 2L has 16 nodes. For 

the sake of simplicity, and based on the cylindrical geometry 
of element new local coordinates are defined as follows, 

2

1

z

L
r b

a

ξ

η

α
γ

π

=

× −
=

= −

(1)

in which:

2 1

2 1

a r r

b r r

= −

= + (2)

The DOFs are interpolated inside the element by means 
of 16 shape functions which are formed by trigonometric 
functions, along the radial direction, and polynomial 
functions along the radial and longitudinal directions [6]. 
For an electromechanical analysis, each node possesses four 
DOFs, and hence, the nodal vector of the i’th node is defined 
as:

[ ]Ti
ir i iz iu u uα φ=q (3)

In piezoelectric materials, the governing equations are 
summarized as follows: 

{ } [ ]{ } [ ] { }E TT c S e E= −
(4)

{ } [ ]{ } [ ]{ }SD e S Eε= +

where { }T is denoting the stress vector, { }S is the
strain vector, { }E is the electrical field, { }D is the electrical 
displacement, [ ]Sε is the matrix of elastic coefficients while the 
electrical field is constant, and [ ]e is the matrix of piezoelectric 
coupling coefficients. By resorting to Hamilton’s principle 
and approximation solution, the following matrix equations 
are obtained within each element,

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }i uu i u i iM u K u K fΦ+ + Φ =


 (5)

[ ]{ } [ ]{ } { }u i i iK u K gΦ ΦΦ+ Φ =   (6)

The corresponding formulations for the stiffness and mass 
matrices and the derivations are presented in Ref. [8]. 

3. THE CASE STUDIES
The First case study is a clamped-free hollow cylinder

with the ratios of / 8iL r = , / 0.5ih r =  and the thickness of 
0.01h = m. The cylinder is made of PZT-4 which is polarized 

along its length. The elongation of the foregoing structure 

under the following boundary conditions are obtained by 
the superelements, and brick elements in a FE commercial 
software. The results are compared in Table 1. 

100V 0
0

z
z L

Φ = → =

Φ = → =
(7)

In the second case study, a hollow cylinder with the 
ratios of / 20iL r = , / 2ih r =  and the thickness of 0.02h =  
m is considered. Likewise, the cylinder is clamped-free 
and made of PZT-4. In the case of short-circuit boundary 
condition, the first two bending natural frequencies obtained 
by the superelement and the brick elements are compared in 
Table 2. 

4. CONCLUSIONS
In this study, a cylindrical superelement was introduced

which can be used in the structural analysis of hollow 
cylinder sensors/actuators. The element is based on the 
geometry and shape functions which were previously defined 
in the literature, and here, it is developed to be used in the 
case of piezoelectric hollow cylinders. In the end, static and 
vibration analysis were conducted on case studies by means 
of superelements. The results show proper accuracy compared 
with the ones obtained by brick elements in a commercial FE 
software. 
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کاربرد یک سوپرالمان در تحلیل های استاتیکی و ارتعاشی استوانه های توخالی ساخته شده از 
مواد پیزوالکتریک                                         
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خلاصه: هدف از این مقاله تعریف یک سوپرالمان برای استفاده در تحلیل های استاتیکی و ارتعاشی استوانه های ساخته 
شده از مواد پیزوالکتریک می باشد. بدین ترتیب ابتدا به معرفی یک سوپر المان استوانه ای که پیش از این در تحلیل های 
استاتیکی و ارتعاشی سازه های استوانه ای توخالی ارائه گردیده بود، پرداخته می شود. سپس این المان جهت استفاده در 
تحلیل سازه های استوانه ای ساخته شده از مواد پیزوالکتریک تعمیم داده می شود. در این راستا، ابتدا به بررسي روابط المان 
محدود مربوط به مواد پیزوالکتریک و استخراج ماتریس هاي سختي و جرم مرتبط با این مواد پرداخته مي شود. سپس با 
استفاده از مفهوم سوپر المان و ماتریس هاي بدست آمده، سوپرالمان استوانه اي پیزوالکتریک ارائه مي گردد. در نهایت به 
منظور صحت سنجی المان تعریف شده، این سوپر المان جهت تحلیل های استاتیکی و ارتعاشی سازه ای استوانه اي ساخته 
شده از مواد پیزوالکتریک مورد استفاده قرار می گیرد. همچنین، نتایج بدست آمده از روش سوپرالمان با آنچه از نرم افزار 
انسیس و با استفاده از المان های موجود مقایسه می شود. یکی از مهم ترین نقاط قوت المان تعریف شده در مواردی است 
که خواص ماده در راستای شعاعی تغییر می نماید. بدین ترتیب، درانتها توانایی سوپرالمان تعریف شده در تحلیل های 
استاتیکی و ارتعاشی سازه های استوانه ای ساخته شده از مواد پیزوالکتریک هدفمند نیز مورد بررسی قرار خواهد گرفت.   
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1- مقدمه
پیچیده که حل  براي مسائل  راه حلي ساده  اجزاء محدود،  روش 
تحلیلي براي آن ها موجود نیست، ارائه مي کند. تقسیم هندسه مساله به 
المان هاي کوچک و بدست آوردن پاسخ براي المان ها، اساس این روش 
به حساب مي آید. اما افزایش تعداد المان ها، خود باعث بروز پیچیدگي 
در حل مساله شده و موجب افزایش زمان و حافظه مورد نیاز براي حل 
مساله می گردد. بنابراین همواره روش هایي که بتوانند بدون کاهش دقت 
محاسبات، تعداد المان هاي مورد نیاز براي مدل سازي مساله و در نتیجه 
درجات آزادي سیستم را کاهش دهند، مورد استقبال قرار گرفته اند. 
روش هاي متعددي در گذشته براي افزایش بازدهي محاسبات و کاهش 
درجات آزادي سیستم، ارائه شده اند که به عنوان مثال مي توان روش 
اجزاء محدود منطقه اي ]1[  و یا روش ماتریس انتقال1 را نام برد]2[ .  

خودروسازی،  صنایع  در  همچنان  که  مرسوم  روش های  از  یکی 

1  Matrix Transfer Method

روش  می گیرد  قرار  استفاده  مورد  ساختمان  همچنین  و  هوایی 
از  استفاده  با  نظر  مورد  ابتدا جزء  روش  این  در  می باشد.  زیر-سازه2 
المان های مکعبی و یا هرمی مش بندی گردیده و ماتریس سختی کلی 
این جزء بدست می آید. سپس با شناسایی نودهای اتصال دهنده این 
جزء به اجزاء دیگر سامانه، ماتریس کلی سیستم برای درجات آزادی 
تعداد  با  بزرگ  المان  یک  ترتیب  بدین  می شود.  کاهیده  نودها  این 
نودهای کمتر برای جزء مورد نظر ایجاد می گردد. تاکنون، با استفاده 
از این روش، محققین و مهندسین بسیاری به بررسی و تحلیل اجزاء 
با  برای مثال کانتجورو3 ]6[  بزرگ پرداخته اند ]11-3[.  یک سامانه 
استفاده از این روش به تحلیل استاتیکی و تنش بال یک هواپیمای 

جنگنده پرداخته است.
سیستم هاي  سازه اي  تحلیل  در  المان ها  سوپر  تکامل  و  پیدایش 
بوده است که در دهه گذشته  از دیگر تلاش هایي  مکانیکي مختلف 

2  Sub-Structuring
3  Kuntjoro

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode
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سوپر  است.  گرفته  صورت  محاسبات  بازدهي  بهبود  منظور  به 
المان ها، المان هایي با شکل ها و قابلیت هاي ویژه اي هستند که روند 
مدل سازي را براي هندسه هاي پیچیده، ساده مي کنند. براي هر یک 
از این سوپر المان ها متناسب با شکل و خواص فیزیکي آن ها و نوع 
مساله، توابع شکل خاصي تعریف مي گردد. سوپر المان ها این امکان 
با  المان کمتر و  با تعداد  را فراهم مي کنند که مسائل اجزاء محدود 
با کاهش حجم محاسبات، زمان  نتیجه  بالاتري حل شوند. در  دقت 
بسیار کمتري صرف شده و به حافظه کمتري براي حل ماتریس هاي 
مساله نیاز مي باشد. کوکو1 ]12 و 13[ در سال 1992 از یک سوپر 
المان مستطیلي براي تحلیل ارتعاشات ورق هاي تقویت شده ایزوتروپ 
استفاده کرد.  احمدیان و زنگنه ]14 و 15[ این المان را در تحلیل 
سال  در  گرفتند.  کار  به  لایه  چند  کامپوزیتي  ورق هاي  دینامیکي 
1994 اولسون و جیانگ2 ]16[ به منظور مدل سازي و تحلیل ارتعاشی 
پوسته هاي استوانه اي متعامد تقویت شده، از روش سوپر المان استفاده 
نمودند. برای سازه های با هندسه دوار، اولین بار احمدیان و همکاران 
تحلیل  در  آن  از  و  نموده  تعریف  استوانه ای  المان  سوپر  یک   ]17[
سازه ای استوانه های لایه ای استفاده نمودند. عدم نیاز به مش بندی در 
از این سوپرالمان استوانه ای  از مزایای استفاده  راستای شعاعی یکی 
می باشد. بدین ترتیب چنانچه در یک سازه استوانه ای توخالی از شعاع 
داخلی به خارجی خصوصیات ماده تغییر نماید، تحلیل مکانیکی توسط 
سوپرالمان به سرعت و با دقت بالا مقدور می گردد. به همین منظور، 
به   ]18[ همکاران  و  پور  تقوایی  توسط  بعد  سال های  در  المان  این 
منظور تحلیل سازه ای و مودال یک استوانه ضخیم ساخته شده از مواد 
هدفمند استفاده گردید. در یک تحقیق صنعتی، پورحمید و همکاران 
]19[ از این سوپرالمان استوانه ای به منظور تحلیل ترمومکانیکی یک 
سیلندر و پیستون ساخته شده از مواد هدفمند بهره جستند. اخیرا، 
فتان و احمدیان ]20[ با افزودن تعداد نودهای سوپرالمان استوانه ای، 
مواد هدفمند  از  رینگ های ساخته شده  ارتعاشاتی  تحلیل  در  آن  از 

استفاده نمودند. 
در  استوانه ای  المان  سوپر  از  استفاده  تحقیق،  این  از  هدف 
بدین  می باشد.  پیزوالکتریک  مواد  ارتعاشی  و  استاتیکی  تحلیل های 
از  استفاده  با  تعریف شده و سپس  المان مذکور  ابتدا سوپر  ترتیب 
جهت  نیاز  مورد  الکتریکی  و  مکانیکی  ماتریس های  گلرکین،  روش 

1  Koko
2  Olson and Jiang

ادامه، بر روی یک  تحلیل مواد پیزوالکتریک استخراج می گردند. در 
استوانه توخالی ساخته شده از مواد پیزوالکتریک تحلیل های استاتیکی 
و مودال به انجام می رسد. در نهایت پاسخ ها با آنچه توسط نرم افزار و با 
استفاده از المان های مکعبی بدست آمده مقایسه خواهد شد. در انتها، 
با فرض اینکه ماده پیزوالکتریک در راستای شعاعی هدفمند می باشد، 

بار دیگر محاسبات تکرار شده و مقایسه می گردند.

2- مشخصات و فرمولاسيون سوپر المان استوانه ای
سوپر المان مورد استفاده در این مقاله به صورت یک استوانه تو 
قرارگیري گره ها  ترتیب  بوده و داراي 16 گره مي باشد ]17[.  خالي 
بدین صورت است که در هر طرف استوانه 4 گره در شعاع بیروني و 
4 گره در شعاع دروني استوانه قرار گرفته اند. این سوپرالمان در شکل 
1 نشان داده شده است. فارغ از نوع مساله اي که سوپر المان در حل 
آن استفاده مي شود، توابع تقریب براي میانیابي متغیر میدان در داخل 
تعداد  با  است  برابر  تقریب  توابع  این  تعداد  که  میروند  کار  به  المان 
المان. در همین راستا و به منظور ساده سازی  گره هاي موجود در 
در تعریف این توابع، ابتدا مختصات محلی متناسب با هندسه المان 
، شعاع داخلي  L2 المان به طول  تعریف می گردند. برای یک سوپر 
) به شرح  ), ,ξ η γ 2r سیستم مختصات محلي  1r و شعاع خارجي 

ذیل تعریف می گردند،

2

1

z
L

r b
a

ξ

η

αγ
π

=

× −
=

= −

      )1(  

 
 اياستوانهسوپرالمان  :1شکل 

Fig.1: Cylindrical superelement  
  

شکل 1: سوپرالمان استوانه اي
Fig. 1: Cylindrical superelement
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که در آن:
2 1

2 1

a r r
b r r
= −
= +

      )2(

با در نظر گرفتن حدود مجاز زیر براي مولفه هاي دستگاه مختصات 
مرجع یه صوزت رابطه )3(:

1 2

0 2

L z L
r r r

α π

− ≤ ≤
≤ ≤
≤ ≤

      )3(

خواهیم داشت:

1 , , 1ξ η γ− ≤ ≤      )4(

1-1 توابع تقریب1
توابع تقریب داراي این ویژگي هستند که مقدار هر یک از آن ها 
در یک گره از المان برابر 1 شده و در کلیه گره هاي دیگر برابر صفر 
از  اند  مي باشد. توابع تقریب استفاده شده در این سوپرالمان عبارت 

:]17[

          

)5(

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5

2
6

1( , , ) (cos cos ) (1 ) (1 )8
1( , , ) (cos cos ) (1 ) (1 )8
1( , , ) (sin sin ) (1 ) (1 )8
1( , , ) (sin sin ) (1 ) (1 )8
1( , , ) (cos cos ) (1 ) (1 )8
1( , , ) (cos8

N

N

N

N

N

N

ξ η γ πγ πγ ξ η

ξ η γ πγ πγ ξ η

ξ η γ πγ πγ ξ η

ξ η γ πγ πγ ξ η

ξ η γ πγ πγ ξ η

ξ η γ πγ

= − + +

= − − +

= − + +

= − − +

= + + +

= +

2
7

2
8

2
9

2
10

2
11

1

cos ) (1 ) (1 )

1( , , ) (sin sin ) (1 ) (1 )8
1( , , ) (sin sin ) (1 ) (1 )8
1( , , ) (cos cos ) (1 ) (1 )8
1( , , ) (cos cos ) (1 ) (1 )8
1( , , ) (sin sin ) (1 ) (1 )8

N

N

N

N

N

N

πγ ξ η

ξ η γ πγ πγ ξ η

ξ η γ πγ πγ ξ η

ξ η γ πγ πγ ξ η

ξ η γ πγ πγ ξ η

ξ η γ πγ πγ ξ η

− +

= + + +

= + − +

= − + −

= − − −

= − + −

2
2

2
13

2
14

2
15

2
16

1( , , ) (sin sin ) (1 ) (1 )8
1( , , ) (cos cos ) (1 ) (1 )8
1( , , ) (cos cos ) (1 ) (1 )8
1( , , ) (sin sin ) (1 ) (1 )8
1( , , ) (sin sin ) (1 ) (1 )8

N

N

N

N

ξ η γ πγ πγ ξ η

ξ η γ πγ πγ ξ η

ξ η γ πγ πγ ξ η

ξ η γ πγ πγ ξ η

ξ η γ πγ πγ ξ η

= − − −

= + + −

= + − −

= + + −

= + − −

1  Shape Functions, Approximating Functions, Interpolat-
ing Functions

استفاده  آن  حل  در  المان  سوپر  که  مساله ای  نوع  به  توجه  با 
به  را  متنوعي  آزادي  درجات  مي توان  حاکم،  معادلات  و  مي شود 
گره هاي سوپرالمان نسبت داده و مساله را حل نمود. به عنوان مثال 
اگر سوپر المان در مدل سازي مسائل حرارتي به کار رود، درجه آزادي 
هر گره از نوع درجه حرارت، در مسائل الکترومغناطیسي درجه آزادي 
از سنخ پتانسیل الکتریکي و در مسائل سازه اي از سنخ جابجایي است. 
دینامیکي  و  استاتیکي  تحلیل  هدف  پژوهش،  این  در  آنجایي که  از 
استوانه های ساخته شده از مواد پیزوالکتریک مي باشد، و این مساله در 
حیطه مسائل کوپل سازه اي- الکتریکی مي گنجد، لذا درجات آزادي 
سه بعدي  دلیل  به  مي باشند.  الکتریکی  پتانسیل  و  جابجایي  سنخ  از 
، مماسي r بودن مساله، هر گره قادر است که در سه جهت شعاعي

z جابجا شود. بدین ترتیب، با در نظر گرفتن پتانسیل  α و طولي 
الکتریکی در هر گره، بردار درجات آزادي براي گره شماره i به صورت 

زیر تعریف مي شود،

[ ]Ti
ir i iz iu u uα φ=q        )6(

iu جابجایی در  α iru جابجایی در راستای شعاعی،  که در آن  
پتانسیل   iφ و محوری  راستای  در  جابجایی   izu محیطی، راستای 
الکتریکی در نود i ام المان می باشند. بردار درجات آزادي براي کل 

سوپرالمان نیز به صورتی که در ادامه می آید نمایش داده می شود:

[ ]1 1 1 1 16 16 16 16
T

r z r zu u u u u uα αφ φ=q 

    )7(

سازه اي- کوپل  مسائل  در  استوانه اي  المان  سوپر  ترتیب  بدین 
الکتریکی جمعا داراي 64 درجه آزادي مي باشد. 

از  )غیر  استوانه  داخل  دلخواه  نقطه  یک  میدان  بردار  همچنین، 
گره( نیز چنین تعریف می گردد:

[ ] T
r zu u uα φ=u      )8(

1-2 مونتاژ2 سوپر المان ها
به منظور انجام آنالیزهاي استاتیکي که در آن ها متغیرهاي میدان 
)مثل جابجایي( بصورت یک تابع خطي در طول استوانه تغییر مي کنند 
)مثل کشش خالص(، تنها یک سوپرالمان استوانه اي قادر با ارائه پاسخ 
با دقت مناسب می باشد. اما در مسائلي که این تغییرات بصورت خطي 

2  Assemblage
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نمي باشد، به تعدادی سوپر المان که بصورت سر به سر مونتاژ شده اند، 
نیاز است. شکل 2 نحوه مونتاژ سوپر المان های استوانه اي را به صورت 

سر به سر نشان مي دهد.
تعداد  به  مي توان  لایه  چند  استوانه هاي  مدل سازي  منظور  به 
لایه  هاي موجود از سوپر المان هاي با ابعاد و جنس مناسب در جهت 
شعاعي استفاده نمود. در این صورت لازم است که قطر داخلي سوپر 
المان بیروني با قطر خارجي سوپرالمان دروني برابر باشد. نحوه مونتاژ 
سوپر المان ها براي مدل سازي استوانه هاي چند لایه در شکل 3 نشان 

داده شده است.

3- المان محدود مرتبط با مواد پيزوالکتريک
معادلات عمومي حاکم بر مواد پیزوالکتریک چنین بیان مي گردند 

:]21[
{ } ] [{ } ] [ { }E TT c S e E= −  )9(
{ } ] [{ } ] [{ }SD e S Eε= +

  { }E }  بردار کرنش،  }S }  نمایانگر بردار تنش،  }T که در آن 
الکتریکي، ماتریس ضرایب  بردار جابجایي    { }D الکتریکي،  میدان 
[  ضرایب دي الکتریک در  [Sε الاستیک در میدان الکتریکي ثابت، 

[  ضرایب کوپلینگ پیزوالکتریک مي باشند. [e بردار کرنش ثابت و 
مواد  محدود  المان  فرم  مي توان  همیلتون  اصل  از  استفاده  با 
مواد  به  مربوط  پتانسیل  انرژي  نمود.  استخراج  را  پیزوالکتریک 
پیزوالکتریک شامل دو قسمت مي باشد، یکي انرژي کرنشي و دیگري 
 )10( همیلتون  معادله  در  جایگذاري  با  که  الکترواستاتیک،  انرژي 

مي توان معادله دینامیکي مربوط به اینگونه مواد را بدست آورد:
2

1

( ) 0
t

t

L W dtδ + =∫      )10(

 W لاگرانژین و L ،1  مشخص کننده بازه زماني 2,t t که در آن 
کار مجازي خارجي انجام شده توسط نیروهاي الکتریکي و مکانیکي 
مي باشد. در اینجا L به صورت جمع انرژي پتانسیل و انتالپي الکتریکي 
زیر  صورت  به  الکتریکي  انتالپي  دانسیته  همچنین  مي گردد.  تعریف 

تعریف مي گردد:

i iH U E D= −   )11(

با استفاده از قانون اول ترمودینامیک داریم

ij ij i idU T dS E dD= +     )12(

در نهایت با استفاده از معادلات )11( و )12( نتیجه زیر حاصل 
مي گردد:

ij ij i idH T dS D dE= −      )13(

از معادله بالا مي توان چنین نتیجه گرفت:

ij
ij

HT
S
∂

=
∂

     )14(

i
i

HD
E
∂

= −
∂

     )15(

H در نظر  در تئوري پیزوالکتریک خطي، رابطه زیر براي انتالپي 
گرفته مي شود ]21[:

1 1
2 2

S
ijkl ij kl kij k ij ij i jH c S S e E S E Eε= − −      )16(

با استفاده از روابط )9( تا )16( مي توان معادله بالا را به فرم زیر 
نوشت:

 
 مونتاژ سوپرالمان به صورت سر به سر :2شکل 

Fig.2: Superelement assembly through the axial direction 
  

 
 مونتاژ سوپرالمان در جهت شعاعي :3شکل 

Fig. 3: Superelement assembly through the radial direction 
  

شکل 2: مونتاژ سوپرالمان به صورت سر به سر
Fig.2: Superelement assembly through the axial direction

شکل 3: مونتاژ سوپرالمان در جهت شعاعي
 Fig. 3: Superelement assembly through the radial

direction
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( )1 { } { } { } { }
2

T TH S T E D= −      )17(

همچنین انرژي جنبشي نیز به فرم آشناي زیر بیان مي گردد:

1 { } { }
2

T

J u uρ=
 

    )18(

در نهایت لاگرانژین به فرم نشان داده شده در معادله )19( حاصل 
مي شود:

( )

1 { } { }
2( )
1 { } { } { } { }
2

T

T TV V

u u
L J H dV dV

S T E D

ρ
 

− 
 = − =
 − 
 

∫ ∫

 

 )19(

  ({ } { })u u= شرایط مرزي حاکم بر مسئله را مي توان به صورت 
2Ω بیان نمود. حال  )  بر روي سطح )Φ = Φ 1Ω و  بر روي سطح
  δΦ uδ  در میدان جابجایي و  با در نظر گرفتن یک تغییر کوچک 
نیروهاي خارجي چنین  از  ناشي  الکتریکي، کار مجازي  پتانسیل  در 

بدست مي آید:

1 2

{ } { } { } { } { } { }T T T
V P

V

W u F dV u F d u F ld Qδ δ δ δ δ δΩ
Ω Ω

= + Ω+ − Φ Ω− Φ∫ ∫ ∫ 

)20(

1 2

{ } { } { } { } { } { }T T T
V P

V

W u F dV u F d u F ld Qδ δ δ δ δ δΩ
Ω Ω

= + Ω+ − Φ Ω− Φ∫ ∫ ∫

}  نیروهاي سطحي،  }FΩ }  نیروهاي حجمي،  }VF که در آن 
Q  بار  l  بار الکتریکي وارد بر سطح و }  نیروهاي نقطه اي،  }PF
و  تغییرات  حساب  اصول  از  استفاده  با  مي باشند.  متمرکز  الکتریکي 
زیر  رابطه  به  نهایت  در   ،)10( در  و )20(   )19( معادلات  جایگذاري 

می توان رسید:

1

2

{ } { } { } ] [{ } { } ] [ { }
{ } ] [{ } { } ] [{ } { } { }

{ } { }

{ } { }

T T E T T

T T S T
V V

T

T
P

u u S c S S e E dV
E e S E E u F

u F d

u F ld Q

ρ δ δ δ

δ δ ε δ

δ

δ δ δ

Ω
Ω

Ω

 − + + −
 + + 

+ Ω

+ − Φ Ω− Φ

∫

∫

∫



 
)21(

المان  در  آزادي  درجه  کمیت  مقدار  محدودي  المان  بیان  در 
شکل  توابع  بوسیله  و  گره ها  درمتناظر  آزادي  درجه  مقدار  برحسب 

درونیابی می گردند، 
{ } ] [{ }u iu N u=      )22(

] [{ }iNΦΦ = Φ      )23(

المان به صورت  الکتریکي درون  بنابراین میدان کرنش و میدان 
زیر قابل بیان مي باشند:

{ } ] [] [{ } ] [{ }u i u iS N u B u= ℑ =      )24(

{ } ] [{ } ] [{ }i iE N BΦ Φ= −∇ Φ = − Φ    )25(

[  نیز ماتریس عملگر  [ℑ ∇  عملگر گرادیان و  که در این روابط 
مشتق گیري مي باشد که به فرم زیر تعریف مي گردد:

0 0 0

] [ 0 0 0

0 0 0

T

x z y

y z x

z y x

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

ℑ =  ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

     )26(

با جایگذاري روابط بدست آمده در معادله )21( و با در نظر گرفتن 
اینکه رابطه بدست آمده براي تمام تغییرات کوچک میدان جابجایي و 
پتانسیل الکتریکي که سازگار با شرایط مرزي هستند، صادق مي باشد، 

روابط ماتریسی )27( و )28( حاصل می گردند: 

] [{ } ] [{ } ] [{ } { }i uu i u i iM u K u K fΦ+ + Φ =


     )27(

 ] [{ } ] [{ } { }u i i iK u K gΦ ΦΦ+ Φ =  )28(
عناصر معادلات ماتریسي بالا چنین تعریف می شوند:

] [ ] [ ] [T
u u

V

M N N dVρ= ∫       )29(

] [ ] [ ] [] [T E
uu u u

V

K B c B dV= ∫      )30(

] [ ] [ ] [ ] [ ] [T T T
u u u

V

K K B e B dVΦ Φ Φ= = ∫     )31(

] [ ] [ ] [] [T

V

K B B dVεΦΦ Φ Φ= −∫     )32(

1

{ } ] [ { } ] [ { } ] [ { }T T T
i u V u u P

V

f N F dV N F d N FΩ
Ω

= + Ω+∫ ∫  )33(

2

{ } ] [ ] [T T
ig N ld N QΦ Φ

Ω

= − Ω−∫     )34(

که دو عبارت آخر بیانگر نیروهاي خارجي وارد بر سیستم مي باشند. 
این معادلات پس از عملیات سوارکردن ماتریس هاي المان هاي مجاور 

براي تمام سیستم به صورت زیر قابل بیان مي باشند:
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] [{ } ] [{ } ] [{ } { }UU UM U K U K FΦ+ + Φ =


    )35(

 ] [{ } ] [{ } { }UK U K GΦ ΦΦ+ Φ =  )36(

پتانسیل  مي توان  سیستم،  کل  براي   )36( معادله  از  استفاده  با 
الکتریکي در تمام نقاط را چنین بدست آورد:

1 1{ } ] [ ] [{ } ] [ { }UK K U K G− −
ΦΦ Φ ΦΦΦ = − +  )37(

با جایگذاري این رابطه در معادله )35( براي کل سیستم چنین 
حاصل می گردد:

( )1

1

] [{ } ] [ ] [] [ ] [

{ } { } ] [] [ { }
UU U U

U

M U K K K K

U F K K G

−
Φ ΦΦ Φ

−
Φ ΦΦ

+ −

= −



 )38(

با حل معادله بالا میدان جابجایي سیستم بدست مي آید. با داشتن 
توان  مي   )37( معادله  در  آن  جایگذاري  و  جابجایي سیستم  میدان 

پتانسیل الکتریکي تمام نقاط سیستم را نیز بدست آورد.

المان  سوپر  یک  برای  جرم  و  سختی  ماتریس های  محاسبه   1-1
استوانه ای

توابع شکل در سوپر المان استوانه ای با استفاده از مختصات محلی 
محاسبه  برای  ترتیب  بدین  اند،  شده  تعریف  استوانه ای  دستگاه  و 
ماتریس های سختی و جرم می بایست عبارات بدست آمده در قسمت 
بیان  محلی  مختصات  بر حسب  و  استوانه ای  دستگاه  در  نیز  را  قبل 

[ چنین بدست می آید:  [UUK نمود. برای مثال برای ترم 

] [ ] [ ] [] [T E
UU U UV

K B c B dv= ∫      )39(

V، محاسبه مي شود. به منظور  انتگرال فوق بر روي حجم المان، 
المان  که  است  در دستگاه مختصات محلي، لازم  فوق  انتگرال  بیان 

حجم در این دستگاه بیان گردد:

dv r d dr dzα= ⋅     )40(

ژاکوبین1 ماتریس انتقال با استفاده از روابط تبدیل مختصات در 
معادله )1( بدست مي آید: 

1  Jacobian

r z

r z

r z

α
ξ ξ ξ

α
η η η

α
γ γ γ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

J     )41(

که پس از جایگذاري مقادیر مناسب به صورت زیر حاصل می گردد:

0 0

0 0
2
0 0

L
a

π

 
 
 =
 
 
 

J    )42(

دترمینان ماتریس ژاکوبین برابر است با:

( )det
2
aLπ

=J    )43(

با  محلي  مختصات  دستگاه  در  نیز  حجم  المان  ترتیب  بدین  و 
استفاده از دترمینان ژاکوبین به صورت زیر قابل بیان است:

( ) 1
detlocal globaldv dv

−
= ⋅J     )44(

globaldv  برابر است با المان حجم در دستگاه مختصات  که در آن 
مرجع2.

از  استفاده  با  و  فوق  معادله  در  ژاکوبین  دترمینان  جایگذاري  با 
معادله )40(، رابطه ماتریس سختي به صورت زیر بیان مي گردد:

( )] [ ] [ ] [] [
4

T E
UU U UV

aL a b
K B c B d d d

π η
ξ η γ

+
= ∫    )45( 

, ، برای هر  ,ξ η γ− ≤ ≤1 با توجه به حدود متغیرهاي محلي، 1
المان چنین حاصل می گردد:

( )1 1 1

1 1 1

] [ ] [ ] [] [
4

T E
UU U U

aL a b
K B c B d d d

π η
ξ η γ

− − −

+
= ∫ ∫ ∫     )46(

سایر ماتریس ها نیز به همین صورت قابل محاسبه می باشند. 

3-1- شرایط مرزي الکتریکي 
1-2-1 شرایط مرزي پتانسیل الکتریکي تحت کنترل

باشد،  قابل کنترل  الکترودها  الکتریکي  پتانسیل  در شرایطي که 
معادله المان محدود سیستم به صورت زیر بیان مي گردد:

2  Global Reference Frame
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] [{ } ] [{ } { } ] [{ }UU UM U K U F K Φ+ = − Φ


   )47(

در این شرایط با بدست آمدن میدان جابجایي در تمام سیستم، 
روي  بر  که  الکتریکي  بار  میزان  مي توان   )36( معادله  از  استفاده  با 
ملاحظه  همانطورکه  نمود.  محاسبه  را  مي گردد  ظاهر  الکترودها 
تحت  سیستم،  طبیعي  فرکانس هاي  مرزي،  شرایط  این  در  مي شود 
تاثیر اثر کوپلینگ الکترومکانیکي قرار نمي گیرند و با حل مسئله مقدار 

ویژه زیر بدست خواهند آمد:

( )2üüüüUUK M Uω− =     )48(

1-1-2 شرایط مرزي بار الکتریکي تحت کنترل 
این شرط مرزي در حالت کلي مرتبط با معادلات )37( و )38( 
باشند  باز  الکترودها  آورده شد. چنانچه  مي باشد که در قسمت قبل 
آنگاه بار الکتریکي صفر بوده و معادله )38( به فرم زیر نوشته مي شود:

( )1] [{ } ] [ ] [] [ ] [ { } { }UU U UM U K K K K U F−
Φ ΦΦ Φ+ − =

  )49(

در این صورت همانطورکه ملاحظه مي گردد، فرکانس هاي طبیعي 
سیستم تحت تاثیر کوپلینگ الکترومکانیکي قرار خواهند گرفت و بدلیل 
کوپلینگ  اثر  مي باشند،  منفي    

1] [K −
ΦΦ ماتریس  درایه هاي  آن که 

موجب افزایش سختي سیستم شده و در نتیجه فرکانس هاي طبیعي 
سیستم بزرگ تر از حالتي که کوپلینگ وجود ندارد، خواهند شد.

سوپرالمان  از  استفاده  با  مودال  و  استاتيکی  تحليل   -4
استوانه اي پيزوالکتريک

در این قسمت با استفاده از این سوپرالمان و در دو مثال جداگانه 
به بررسي استاتیکي و ارتعاشی یک سازه استوانه اي پیزوالکتریک به 

منظور تخمین دقت سوپرالمان پرداخته مي شود.

1-1-4 تحلیل استاتیکي
مثال 1: 

 ، / iL r = 8 مشخصات  با  پیزوالکتریک  توخالي  استوانه  یک 
/  در نظر گرفته مي شود که از یک  mh =0 01 /  و  /ih r =0 5
طرف درگیر و از طرف دیگر آزاد مي باشد )شکل 1(. این سازه از جنس 
پی.زد.تی-41 ساخته شده است. با توجه به ماتریس e، مشخص است 

1  PZT-4

که جهت قطبیده شدن در راستاي z یعني در راستاي طول استوانه 
جهت  در  الکتریکي  میدان  اعمال  با  بنابراین  مي باشد  پیزوالکتریک 
محور پلاریزه، استوانه در راستاي همان محور دچار تغییر طول خواهد 
بر  الکتریکي  میدان  اعمال  جهت  زیر  مرزي  شرط  اینجا  در  گشت. 

سیستم در نظر گرفته مي شود:

100 0
0

V z
z L

Φ = → =
Φ = → =

    )50(

مقدار جابجایي نوک این استوانه با استفاده از روش سوپرالمان و 
انسیس2  بدست آمده که نتایج آن در جدول 1 موجود مي باشد. لازم 
به ذکر است که جهت انجام تحلیل کوپلینگ الکترومکانیکي بوسیله 

2  ANSYS

 (1: مقايسه مقدار افزايش طول بدست آمده از سوپرالمان و انسیس )مثال1جدول 
Table 1: The elongation obtained by ANSYS and superelements (Example 1) 

 
 تفاوت % (m)تغییر طول 

 - 2/83e-8 انسیس
 2/2883e-8 19/1 يک سوپرالمان
 2/6428e-8 6/6 سه سوپرالمان
 2/7295e-8 3/55 پنج سوپرالمان

 2/7929e-8 1/31 سوپرالمان 10
 
  

جدول 1: مقايسه مقدار افزايش طول بدست آمده از سوپرالمان و انسيس 
)مثال1(

Table 1: The elongation obtained by ANSYS and super-
elements (Example 1)

 
 (1 )مثال وجهيششهاي المانبندي شده با مش دار گيراي توخالي يکسراستوانهالکتريك پيزو :4 شکل

Fig. 4: Clamped piezoelectric hollow cylinder which is meshed with brick elements (Example 1) 
  

شکل 4: پيزوالکتريک استوانه اي توخالي يکسرگير دار مش بندی شده با 
المان های شش وجهی )مثال 1(

Fig. 4: Clamped piezoelectric hollow cylinder which is 
meshed with brick elements (Example 1)
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 51 سالید  المان  از  پروژه  این  قسمت هاي  تمام  در  انسیس،  نرم افزار 
استفاده شده است.

با  آمده  بدست  نتایج  تفاوت  بیانگر  آخر  ستون   ،1 جدول  در 
سوپرالمان استوانه ای نسبت به نتایج گرفته شده از نرم افزار انسیس 
مي باشد. همچنین نمودار شماتیک توزیع ولتاژ در طول استوانه نیز در 
شکل 5 نمایش داده شده است. همانطورکه ملاحظه مي گردد ولتاژ به 
صورت خطي از مقدار مرزي سمت راست )100 ولت( تا مقدار مرزي 

سمت چپ )صفر ولت( تغییر مي نماید.

2-1-4 تحلیل ارتعاشی
سازه  یک  طبیعي  فرکانس هاي  یافتن  هدف  قسمت  این  در 
استوانه اي پیزوالکتریک مي باشد. بنابراین مانند گذشته میزان قابلیت 
سوپرالمان استوانه اي در نیل به این مهم با استفاده از یک مثال نشان 
داده مي شود. در مثالی که در ادامه خواهد آمد، فرکانس های طبیعی 
استوانه پیزوالکتریک برای دو شرط مرزی الکتریکی متفاوت، مدار باز 

1  Solid5

و اتصال کوتاه، محاسبه خواهند شد. 
مثال 2:

 / ih r = 2 ، / iL r = یک استوانه پیزوالکتریک با مشخصات 20
/  به صورتي که از یک طرف گیردار و از طرف دیگر آزاد  mh =0 02 و 
مي باشد، در نظر گرفته مي شود. این استوانه مانند مثال قبل از پی.زد.
استوانه اي  سازه هاي  مودال  بررسي  جهت  شده است.  ساخته  تی-4 
پیزوالکتریک، دو نوع شرط مرزي الکتریکي موجود مي باشد: مدار باز 
و اتصال کوتاه. در اینجا هدف یافتن فرکانس طبیعي مربوط به اولین و 
دومین مود خمشي، اولین مود کششي و اولین مود پیچشي مي باشد. 
در جدول 2 نتایج مربوط به تحلیل با استفاده از سوپرالمان و همچنین 

انسیس براي شرایط مرزي مدار باز آورده شده است. 
همچنین با اعمال شرط مرزي الکتریکي اتصال کوتاه، فرکانس هاي 
طبیعي مربوط به سیستم به غیر از فرکانس هاي مربوط به مود پیچشي 
تغییر خواهند نمود که در جدول 3 نشان داده شده اند. همانطورکه 
انتظار می رفت فرکانس های طبیعی با شرایط مرزی اتصال کوتاه بیشتر 
از فرکانس های طبیعی متناظر با شرایط مرزی مدار باز می باشند. در 

 در حالت مدار باز( 2 : مقايسه فركانس هاي طبیعي بدست آمده از انسیس و سوپرالمان )مثال2جدول 
Table 2: The natural frequencies obtained by ANSYS and superelements (Example 2, open circuit) 

 

مودپیچشي  تفاوت %
(Hz) 

طولي  مود تفاوت %
(Hz) 

 تفاوت %
 مود

خمشي 
 (Hz)دوم 

 تفاوت %
خمشي  مود

  (Hz)اول 

 انسیس 682/27 - 3381/4 - 5260/4 - 2414/2 -
 سوپرالمان 10 710/86 4/19 3705/4 9/58 5129/3 2/49 2523/9 4/55
 سوپرالمان 15 699/73 2/56 3624/7 7/19 5114/6 2/77 2522/1 4/47
 سوپرالمان 20 696/3 2/06 3601/6 6/51 5119/7 2/67 2521/5 4/44

 
  

جدول 2: مقايسه فركانس هاي طبيعي بدست آمده از انسيس و سوپرالمان )مثال 2 در حالت مدار باز(
Table 2: The natural frequencies obtained by ANSYS and superelements (Example 2, open circuit)

 
 (1)مثال نمايش توزيع ولتاژ در راستاي طولي پيزوالکتريك: 5شکل

Fig. 5: The voltage distribution along the axial direction pf cylindrical piezoelectric (Example 1) 
  

شکل5: نمايش توزيع ولتاژ در راستاي طولي پيزوالکتريک )مثال1(
Fig. 5: The voltage distribution along the axial direction pf cylindrical piezoelectric (Example 1)
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حقیقت به دلیل این که جهت قطبیده شدن استوانه پیزوالکتریک در 
راستای محور z می باشد، در حالت مدار باز سختی خمشی و طولی 
استوانه بیشتر از حالت اتصال کوتاه می گردد. اما همانطور که از نتایج 
جداول 2 و 3 مشخص است، فرکانس طبیعی متناظر با مود پیچشی 
در هر دو شرایط مرزی مقدار یکسانی را اختیار می نماید، که با توجه به 
جهت قطبیدگی استوانه پیزوالکتریک این پدیده قابل توجیه می باشد. 

5- سوپرالمان استوانه اي افِ.جی.پی.امِ 1
به منظور تحلیل سازه های  استوانه اي  این قسمت سوپرالمان  در 
)افِ.جی.امِ(  راستای شعاعی هدفمند  استوانه ای که در  پیزوالکتریک 
می باشند، استفاده می گردد. در این گونه مواد، علاوه بر خصوصیات 
در  بود.  خواهند  مکان  از  تابعي  نیز  الکتریکي  خصوصیات  مکانیکي، 
شعاع  از  و  شعاعي  راستاي  در  استوانه  که  است  این  بر  فرض  اینجا 
را  خواص  توزیع  تابع  است.  متغیر  خواص  داراي  بیروني  تا  دروني 
مي توان به هر فرم دلخواه تعریف نمود که در اینجا از فرم مستقل از 

دما ]22[ استفاده مي شود:

1 1
1 2

2 1 2 1

1
k k

r r r r
r r r r

    − − Ψ = − Ψ + Ψ    − −    
  )51(

یا  الکتریکی  به خاصیت  مربوط  2Ψ کمیت  و   1Ψ آن  در  که 
می باشد.  توخالی  استوانه  بیرونی  و  درونی  شعاع  در  ماده  مکانیکی 

1  Functionally Graded Piezoelectric Material (FGPM)

درونی  شعاع  از  کمیت  تغییر  شدت  دهنده  نشان   k توان  همچنین 
به بیرونی می باشد. در اینجا نیز مانند آنچه که در بخش قبل انجام 
یک  ارتعاشی  و  استاتیکي  بررسي  به  مثال  دو  از  استفاده  با  گرفت، 

استوانه پیزوالکتریک هدفمند پرداخته مي شود.

1-1-5 تحلیل استاتیکي
مثال 3:

/ iL r = 8 هندسي  مشخصات  با  شکل  استوانه اي  سازه اي 
ماده  از  دروني  شعاع  در    / mh =0 01 و   / /ih r =0 5  ،
شده  تشکیل  پی.زد.تی-4  از  خارجي  شعاع  در   ، 2 5 15Ba NaNb O

است. خواص ماده از شعاع دروني به بیروني به صورت تابع ذکر شده 
2 تا  5 15Ba NaNb O در رابطه )45( و با توان 3 از مقادیر مربوط به

 در حالت اتصال كوتاه( 2 هاي طبیعي بدست آمده از انسیس و سوپرالمان )مثال: مقايسه فركانس3جدول 
Table 3: The natural frequencies obtained by ANSYS and superelements (Example 2, short circuit) 

 

 %.تفاوت
مودپیچ
شي 
(Hz) 

 %.تفاوت
 مود

طولي 
(Hz) 

 %.تفاوت
خمشي  مود

 (Hz)دوم 
.تفاوت
% 

 مود
خمشي 

 (Hz)اول 
 

 انسیس 630/79 - 3158/5 - 3895/6 - 2414/2 -

4/55 2523/9 3/78 3748/2 4/13 3288/9 4/54 659/45 10 
 سوپرالمان

4/47 2522/1 4/3 3727/8 1/51 3206/2 2/34 645/55 15 
 سوپرالمان

4/44 2521/5 4/52 3719/4 0/55 3175/8 1/49 640/18 20 
 سوپرالمان

 
  

جدول 3: مقايسه فركانس هاي طبيعي بدست آمده از انسيس و سوپرالمان )مثال 2 در حالت اتصال كوتاه(
Table 3: The natural frequencies obtained by ANSYS and superelements (Example 2, short circuit)

 (3)مثال سیانس: مقايسه مقدار افزايش طول بدست آمده از سوپرالمان و 4جدول
Table 4: The elongation obtained by ANSYS and superelements (Example 3) 

 
 تفاوت % (m)تغییر طول 

 - 7/92e-9 سیانس
 7/211e-9 8/95 سوپرالمان 3
 7/317e-9 7/61 سوپرالمان 5
 7/460e-9 5/8 سوپرالمان 10
 7/578e-9 4/32 سوپرالمان 20

 
  

جدول4: مقايسه مقدار افزايش طول بدست آمده از سوپرالمان و انسيس 
)مثال3(

Table 4: The elongation obtained by ANSYS and super-
elements (Example 3)



نشريه مهندسي مکانيک اميرکبير، دوره 52، شماره 5، سال 1399، صفحات 1245 تا 1256

1254

سر  یک  مرزي  شرط  گرفتن  نظر  در  با  مي کند.  تغییر  پی.زد.تی-4 
الکتریکي ذکر شده در رابطه )44(، مقدار  با اعمال شرایط  درگیر و 
انسیس  افزار  نرم  و  سوپرالمان  از  استفاده  با  استوانه  نوک  جابجایي 
انسیس   افزار  نرم  اینکه، در  به ذکر  آید )جدول 4(. لازم  بدست مي 
از  و متفاوت  ثابت  با خواص  تعدادي لایه  به صورت  افِ.جی.امِ  سازه 
یکدیگر به گونه اي که منطبق بر فرمول توزیع باشد، در نظر گرفته 
شده است. در اینجا براي بدست آوردن نتایج تحلیل هاي استاتیکي و 
ارتعاشي  در نرم افزار انسیس استوانه افِ.جی.امِ متشکل از 10 لایه 

در نظر گرفته شده است. 
داده شد،  نشان  پیزوالکتریک ساده  استوانه  براي  آنچه که  مانند 
استوانه در شکل  ولتاژ در طول  توزیع  نیز نمودار شماتیک  اینجا  در 
استوانه  همانند  که  می گردد  ملاحظه  شده است.  داده  نمایش   6
مرزي سمت  مقدار  از  به صورت خطي  ولتاژ  تک ماده،  پیزوالکتریک 
راست )100ولت( تا مقدار مرزي سمت چپ )0 ولت( تغییر مي نماید.

2-1-5 تحلیل ارتعاشي

مثال 4:

 ، / iL r = 20 هندسي  مشخصات  با  افِ.جی.پی.امِ  استوانه  یک 
/  در نظر گرفته مي شود. این استوانه مانند  mh =0 02 / و  ih r = 2
و  2 5 15Ba NaNb O آنچه که در مثال گذشته ذکر گردید از دو ماده 
پی.زد.تی-4 و با توان توزیع 3 ساخته شده است. این استوانه یک سر 
درگیر مي باشد. ابتدا با در نظر گرفتن شرط مرزي مدار باز فرکانس هاي 
طبیعي سیستم با استفاده از سوپرالمان و نرم افزار انسیس استخراج 
گشته است )جدول 5(. نتایج مربوط به شرط مرزي اتصال کوتاه نیز در 

جدول 6 آورده شده است.

6- نتيجه گيری
و  استاتیکی  تحلیل  برای  استوانه ای  سوپرالمان  مقاله،  این  در 
به  پیزوالکتریک  مواد  از  شده  ساخته  استوانه ای  سازه های  ارتعاشی 

 
 (3)مثال.اِم ي.پي.جاِفنمايش توزيع ولتاژ در راستاي طولي پيزوالکتريك : 6 شکل

Fig. 6: The voltage distribution along the axial direction pf cylindrical piezoelectric (Example 3) 
 

شکل 6: نمايش توزيع ولتاژ در راستاي طولي پيزوالکتريک افِ.جی.پی.امِ )مثال3(
Fig. 6: The voltage distribution along the axial direction pf cylindrical piezoelectric (Example 3)

 در حالت مدار باز( 4هاي طبیعي بدست آمده از انسیس و سوپرالمان )مثال: مقايسه فركانس5جدول 
Table 5: The natural frequencies obtained by ANSYS and superelements (Example 4, open circuit) 

 

تفاوت 
% 

مودپیچشي 
(Hz) 

طولي  مود %تفاوت 
(Hz) 

 %تفاوت 
 مود

خمشي 
 (Hz)دوم 

 %تفاوت 
 مود

خمشي اول 
(Hz) 

 

 انسیس 902/11 - 4576/7 - 6192/2 - 3570/4 -

3/57 3698/1 1/42 6104/1 8/32 4957/6 4/74 944/91 10 
 سوپرالمان

3/5 3695/4 1/55 6096/4 4/56 4785/5 3/24 931/34 15 
 سوپرالمان

3/48 3694/6 1/62 6091/8 3/64 4743/5 2/48 924/47 20 
 سوپرالمان

 
  

جدول 5: مقايسه فركانس هاي طبيعي بدست آمده از انسيس و سوپرالمان )مثال4 در حالت مدار باز(
Table 5: The natural frequencies obtained by ANSYS and superelements (Example 4, open circuit)
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کارگرفته شد. این سوپرالمان دارای 16 نود بوده و هر نود دارای 4 
درجه آزادی که در مجموع این المان دارای 64 درجه آزادی می گردد. 
این در تحلیل های مکانیکی و ترمومکانیکی  از  این سوپرالمان پیش 
مسائل  تحلیل  تحقیق جهت  دراین  و  بود  گرفته  قرار  استفاده  مورد 
آمده  بدست  نتایج  نهایت  در  شد.  داده  تعمیم  الکترومکانیکی  کوپل 
سوپرالمان های  از  استفاده  با  ارتعاشی  و  استاتیکی  مثال  دو  برای 
استوانه ای با آنچه از نرم افزار انسیس حاصل گردید مقایسه شد. در 
ادامه، این سوپرالمان جهت تحلیل یک سازه استوانه ای پیزوالکتریک 
که در راستای شعاعی هدفمند طراحی شده بود مورد استفاده قرار 
گرفت و با خروجی نرم افزار انسیس مقایسه گردید. با مقایسه نتایج 
چنین به نظر می رسد که سوپرالمان استوانه ای با دقت مناسبی قابلیت 
تحلیل سازه های استوانه ای ساخته شده از مواد پیزوالکتریک را دارد. 
با  و  باشد  هدفمند ساخته شده  مواد  از  سازه  که  زمانی  به خصوص 
توجه به نیاز به گسسته سازی تابع پیوسته تغییر خواص در المان های 

کلاسیک، سوپرالمان استوانه ای کاراتر به نظر می رسد.
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 در حالت اتصال كوتاه( 4هاي طبیعي بدست آمده از انسیس و سوپرالمان )مثال:  مقايسه فركانس6جدول 
Table 6: The natural frequencies obtained by ANSYS and superelements (Example 4, short circuit) 

 

مودپیچشي  %تفاوت 
(Hz) 
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