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ABSTRACT: In the present research, the drag coefficient of a single bubble rising in the non-Newtonian 
fluid has been investigated. Polyacrylamide solutions were selected with different concentrations as a 
Non-Newtonian fluid. As known, these solutions have viscoelastic properties which strongly influence 
the drag coefficient. The experiments have been done with different nozzle diameters, for three types 
of gas (Air,   and  ) at different injection flow rates. Hence, the results are more comprehensive than in 
previous studies. A comparison between the obtained results and the equations in other studies showed 
that none of these relationships can predict the drag coefficient of a bubble rising in a non-Newtonian 
fluid with a viscoelastic property. Therefore, two new correlations have been presented to predict the 
drag coefficient based on Reynolds, Archimedes and Eötvös dimensionless number by dimensional 
analysis. The first equation which obtained directly from the dimensional analysis was simpler than the 
second equation. The average error of the first equation was 3.26%, while, the average prediction error 
of the second equation was about 1.7%, which is more complex in terms of formulation. In addition, 
new equations for predicting terminal velocities and the behavior of bubble rising in a non-Newtonian 
viscoelastic fluid are presented.
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1- Introduction
So far, many theoretical and experimental studies have been 

carried out in order to obtain a comprehensive understanding 
of the bubble movement through a quiescent fluid. Drag is one 
of the most important forces in controlling this phenomenon. 
Hence, a significant amount of researches has been performed 
to predict the drag coefficient of a rising bubble and its terminal 
velocity [1-3]. The results of these researches lead to the 
suggestion of a new empirical correlation more accurate than 
the previous. In contrast to the Newtonian fluids, the study of 
the bubble motion in non-Newtonian liquids has more variety 
and difficulty because of the complicated rheological behavior 
of these fluids [4, 5].

In most non-Newtonian studies, the same rheological model 
has been used and the effect of bubble type and its injection 
velocity has not been studied. Therefore in the present paper, a 
rising bubble behavior through a non-Newtonian fluid has 
been studied to find a more comprehensive drag coefficient 
correlation. Hence, gas bubbles of air, CO2 and O2 ascending 
in a viscoelastic fluid (aqueous solutions of polyacrylamide) 
have been studied. The experiments were carried out in 
different nozzle diameter and injection rates. The results lead to 
a new correlation conforming to the experimental results.

2- Methodology
The designed experimental set up is shown schematically in 

Fig. 1. The set-up was consists of a vertical Plexiglas column 
with a height of  , internal cross-section of   and thickness of   

which was filled up to a height of   by the liquid. The bubble 
diameter was controlled by the nozzle. The nozzles used in this 
experiment had an internal diameter of  ,  and . Experiments were 
carried out at various gas velocities of 0.4ml min , 0.4ml min
and 0.4ml min . 

An aqueous solution of Polyacrylamide (PAAm), a 
viscoelastic non-Newtonian shear-thinning liquid with weight 
percentages of 0.1% , 0.2% and 0.4% was used as a fluid. 
Geometric parameters, as well as single bubble location, are 
calculated by analyzing the collection of images obtained by 
image processing. 

The studies show that PAAm solutions exhibit shear-thinning 
and viscoelastic behavior. The rheological properties of the PAA 
solution were measured by Sosa et al. [6] by rheometer. The 
viscosity can be expressed by the Carreau-Yasuda equation:
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The drag coefficient is a function of three dimensionless 
quantities: Reynolds number, Archimedes number, and Eötvös 
number. In this study, the values of each parameter are determined 
and the effect on the drag coefficient has been studied. The first 
problem is the definition of Reynolds number and other non-
dimensional parameters, due to the change in viscosity of the 
fluid as a function of shear rate. Thus, with the definition of the 

average shear rate as 2 eqV d , the Reynolds number is obtained 
as follows:
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In addition, the Eötvös number is also calculated for the Carreau 
fluid as follows:
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3- Results and Discussion
3- 1- Bubble diameter equivalent

Fig. 2 shows the bubble equivalent diameter at different 
concentrations of PAAm. As can be seen, the diameter of the 
bubble varies in the range of 1.8 and 4.4 mm. The equivalent 
diameter of the bubble increases with the increasing the 
nozzle diameter and concentration of the solution.

3- 2- Terminal velocity of bubble
A new equation has been found to predict the limit velocity 

in the non-Newtonian fluid by the curve fitting and taking into 
account the liquid density, liquid viscosity and the diameter 
of the bubble as independent variables.
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The comparison of the predicted values of this equation 
and laboratory values are shown in Fig. 3. The maximum 
predicted error value by the equation is about 20%, which is 
related to the produced bubble with the smallest diameter of 
the nozzle ( 0.4mm ).

3- 3- Drag coefficient
Fig. 4 shows the relationship between the drag coefficient 

calculated in this study and the Reynolds number. According 
to Lee et al. [7], this trend can be attributed to the bubble 
deformation. Thus, for   the shape of the bubble is almost 
spherical with a diameter ratio of 0.9 to 1.1, while the bubble 
shape begins to change in flattening shape or spherical-cap 
shaped for Re 10> . 

Now, we will try to provide a new empirical equation for 
the drag coefficient in a non-Newtonian fluid according to the 
experimental results. According to the dimensional analysis 
results we have:

1.82973 0.23571 0.72825.461478ReDC Ar Eo  (5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

The equation constants are obtained by means of the curve 
fitting by the least squares method. The average error was 
3.26% between experimental data and predicted values. We 
also obtained a nonlinear correlation for the drag coefficient 
based on the Reynolds number, Archimedes number, and 
Eötvös number. Thus, another new equation for predicting 
the drag coefficient is arrived at on a single bubble rising in a 

Fig. 2. Bubble equivalent diameter at different concentrations of 
PAAm

Fig. 3. Validation of the proposed equation for predicting the 
terminal velocity

Fig. 4. Drag coefficient calculated for a single bubble rising in 
PAAm solution vs. Reynolds number

Fig. 1. Schematic of experimental apparatus, 1: Syringe 
pump, 2: LED lamp, 3: Diffuser, 4: One -way valve, 5: Image 

processing system, 6: Camera, 7: Ruler, 8: Bubble rising In the 
liquid column, 9: nozzle, 10: liquid column
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non-Newtonian fluid with a viscoelastic property as follows: 

1.9584 0.307511 0.64601

0.7782

24 Re1
Re 4240 2.868ReD

Ar EoC
   

       
 (6) 

 Comparison between the values predicted by this equation 
and the experimental data related to the PAAm solution at 
different concentrations indicate that the average relative 
error of the equation is 1.7%.

4- Conclusions
In this paper, the motion of a single bubble in a non-

Newtonian fluid with viscoelastic properties was investigated. 
The operational variables include liquid concentration, bubble 
type, bubble-producing nozzle diameter, and bubble-entry 
velocity to the liquid column. Two equations for predicting 
the drag coefficient of bubble rise in a non-Newtonian 
viscoelastic fluid are provided by analyzing experimental 
data. 
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پیش بینی ضریب دراگ برای حباب در حال صعود در یک سیال غیر نیوتونی
صفورا کریمی*1، مجتبی شفیعی1، آنا عبیری1، فرزاد قدم2
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خلاصه: در مطالعه ی حاضر به صورت آزمایشگاهی ضریب دراگ حباب تک در حال صعود در سیال غیرنیوتونی مورد مطالعه قرار 
گرفته است. برای این منظور محلول پلی آکریل آمید با غلظت های مختلف انتخاب شد. این محلول سیال غیرنیوتونی با خاصیت 
ویسکوالاستیک است. آزمایشات با قطر نازل های مختلف، برای حباب های گازی هوا، اکسیژن و دی اکسیدکربن و در دبی های 
تزریق مختلف انجام شده است. از این رو نتایج نسبت به مطالعات گذشته جامعیت بیشتری دارد. مقایسه ی بین نتایج به دست آمده 
با سایر معادلات نشان داد که هیچکدام از این روابط نمی توانند ضریب دراگ حباب در حال صعود درون سیال غیرنیوتونی با خاصیت 
ویسکوالاستیک را به خوبی پیش بینی کنند. از این رو به کمک تحلیل ابعادی، دو رابطه ی جدید برای پیش بینی ضریب دراگ برحسب 
اعداد بدون بعد رینولدز، ارشمیدس و اتوس ارائه شد. معادله ی اول که مستقیماً از آنالیز ابعادی به دست آمده است نسبت به معادله ی 

دوم ساده تر بوده و متوسط درصد خطای پیش بینی آن3/26 % است. این درحالی است که متوسط خطای پیش بینی معادله ی ارائه ی 

دوم که از لحاظ فرمولاسیون پیچیده تر می باشد در حدود 1/7 % به دست آمده است. علاوه بر آن معادلات جدیدی برای پیش بینی 
سرعت حد و همچنین بررسی رفتار حباب در حال صعود در سیال غیرنیوتونی ویسکوالاستیک ارائه شده است.
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مقدمه- 1
حرکت حباب در سیالات غیر نیوتونی در بسیاری از حوزه های عملیاتی 
مهندسی از جمله تصفیه پساب، تخمیر، فرآیندهای خلأزایی، ستون های حباب، 
سیستم های  و  پلاستیکی  فوم های  تولید  فرآیندهای  کامپوزیتی،  فرآیندهای 
و  تئوریک  مطالعات  تاکنون  می گیرد.  قرار  توجه  مورد  گاز-مایع  اختلاط 
آزمایشگاهی زیادی در راستای کسب درک جامعی از پدیده ی حرکت حباب 
به صورت  این مطالعات  از  نتایج حاصل  است. چرا که  انجام شده  در سیال 
نزدیکی با بازدهی فرآیندهای انتقال جرم و حرارت و نیز واکنش های شیمیایی 
و بیولوژیکی ارتباط دارد. در مقابل به دلیل پیچیدگی مکانیزم حرکت حباب و 
نیز اثر خواص رئولوژیکی سیال، یک تحلیل نظری کامل بر روی رفتار حباب 
همچنان غیر ممکن است. از این میان غالب مطالعات بر روی پارامترهایی چون 
شکل حباب، مسیر صعود حباب و سرعت نهایی حباب با اندازه های مختلف و 

سیال های غیر نیوتونی با خواص رئولوژیکی متفاوت صورت گرفته است. 
حباب  کننده ی حرکت  کنترل  نیروهای  مهمترین  از  یکی  دراگ  نیروی 

در سیال است. به منظور پیش بینی این ضریب در یک حباب در حال صعود 
و اندازه گیری سرعت حد آن، تحقیقات قابل توجهی با استفاده از روش های 
تجربی و عددی صورت گرفته است. در برخی از این تحقیقات با فرض کروی 
نیوتونی در محدوده ی مختلف  مایعات  در  میزان ضریب دراگ  بودن حباب، 
Re بیان و با داده های تئوری مقایسه شده است. در رایج ترین مدل های دراگ 

به دست آمده که در آن رفتار حباب کروی تک ارزیابی شده است از اعداد 
بررسی  برای   )Mo( )Eo( و مورتن  اتوس   ،)We( )Re(، وبر  رینولدز  بعد  بی 
ضریب دراگ استفاده شده است. بوگزانو و همکاران ]1[ یک معادله تجربی 
برای تخمین این ضریب در سیالات نیوتنی مختلف با ویسکوزیته های متفاوت 
پیشنهاد دادند. مقایسه بین داده های آزمایشگاهی و مدل های تئوری ارائه شده 
نشان می دهد که مدل پیشنهادی برای حرکت حباب در محدوه ی وسیعی از 
اعداد Mo و Eo و همچنین در محیط های بسیار ویسکوز توانایی بالایی دارد. 
لی و همکاران ]2[ نیز به اندازه گیری ضریب دراگ برای حباب های هوا که با 
هیدرات پوشش داده شده است پرداخته اند. کلبالیه و همکاران ]3[ در به دست 
آوردن معادلات تجربی ضریب دراگ برای یک ذره کروی جامد و حباب تغییر 
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الگوریتم  از  از یک روش مماسی که در آن  شکل-یافته به صورت جداگانه 
مارگورس1 استفاده شده است بهره گرفته اند. مدل ارائه شده تابعی از اعداد بی 
بعد Re، Mo، Eo و We می باشد. نکته حائز اهمیت در خصوص مطالعات انجام 
شده بر روی ضریب دراگ در سیال ساکن نیوتونی محدود بودن نوع گاز در این 
مطالعات می باشد. به طوری که در اغلب آنها حباب گازی به یکی از موارد هوا 
]6-4[، نیتروژن ]6 و 7[، متان ]2[، کربن دی اکسید ]6 و 8[ و هوای مرطوب 
]9[ محدود بوده و به ندرت از چند نوع گاز مختلف استفاده شده است. اخیراً 
نیز فو و همکاران ]10[ به منظور مطالعه دقیق تر حرکت حباب از چهار دوربین 
سرعت بالا بهره گرفته اند. نتایج آنها نشان می دهد که با استفاده از تکنیک 
مذکور می توان اثر دیواره بر روی زاویه چرخش حباب را مطالعه کرد. در این 
بررسی نیروهای همچون دراگ و بویانسی محاسبه نشده است. همچنین، اخیراً 
یان و همکاران ]11 و 12[ به صورت آزمایشگاهی حرکت حباب در سیال های 
نیوتنی آب و 2-اکتان را مورد مطالعه قرار دادند. نتایج حاصل از این مطالعات 
ارائه یک مدل های تجربی دقیق تر برای ضریب دراگ نسبت به کارهای گذشته 

می باشد.
دلیل  به  نیوتنی  غیر  سیالات  روی  بر  مطالعه  نیوتنی  سیالات  برخلاف 
پیچیدگی های ذاتی که رئولوژی این گونه سیالات در بر دارد از تنوع و گستردگی 
بیشتری برخوردار است. در برخی از این مطالعات تمرکز بر روی نوع سیال بوده 
و از سایر موارد مانند محاسبه ضریب دراگ چشم پوشی شده است. چابرا ]13[ 
در کتاب خود یک مرور کامل بر روی اثرات ویسکوالاستیستی سیال بر روی 
شکل حباب و سرعت آن داشته است. کمی ها و همکاران ]14[ با مطالعه عددی 
محلول پلی آکریل اسید2 اثر دنباله های ایجاد شده در پشت حباب را مورد توجه 
قرار داده اند. ژانگ و همکاران ]15[ با مطالعه ای که بر روی ترکیبات مختلف 
کربوکسی متیل سلولز3، پلی آکریل اسید  و هیدروکسی اتیل سلولز4  انجام دادند 
سعی کردند که مطالعات خود را از نظر نوع سیال نسبت به کارهای گذشته 
جامعیت دهند. مدل رئولوژی در نظر گرفته شده بر هر سه نوع سیال مدل کرو 
سه پارامتری می باشد. فرانک و همکاران ]16[ با مطالعه بر روی محلول های 
کربوکسی متیل سلولز و پلی آکریل اسید در غلظت های مختلف رفتار حباب را 
به روش عددی لتیس بولتزمن5  مدل سازی کردند. فان و یین ]17[ با استفاده 
از از تئوری فرکتال به مدل سازی حرکت حباب در محلول کربوکسی متیل 
سلولز پرداختند. زو و همکاران ]18[ رفتار حباب تک را در سیال غیر نیوتنی 

1  Marquardt
2  Polyacrylic Acid (PAA)
3  Carboxymethyl Cellulose (CMC)
4  Hydroxy Ethyl Cellulose (HEC)
5  Lattice Boltzmann (LB)

کربوکسی متیل سلولز هم به صورت آزمایشگاهی و هم به روش آنالیز ابعادی 
مطالعه کردند. نتایج ایشان منجر به ارائه ی یک رابطه ی نیمه تجربی برای 
تشریح حرکت و نیز تغییر شکل حباب در حال صعود شده است. پنگ و لو 
]19[ نیز به مطالعه عددی حرکت حباب در سیال با خاصیت رقیق شونده برشی 
پرداخته و اثر اعداد گالیه و اتوس را بر روی حباب بررسی کردند. در غالب این 
مطالعات مدل رئولوژی در نظر گرفته شده به دلیل سادگی آن، مدل قانون 
توانی می باشد. که از آن جمله می توان به کار دزیبینسکی و همکاران ]20[ 
در مطالعه حرکت حباب در محلول های کربوکسی متیل سلولز و پلی آکریل 
اسید اشاره کرد. لین و لین ]21[ نیز برای مطالعه حرکت حباب در محلول %40 
گلیسیرین و همچنین پلی آکریل اسید از مدل قانون توانی استفاده کردند. با 
این وجود در سال های اخیر محققان سعی در توسعه مطالعات خود از لحاظ 
انتخاب رئولوژی سیال داشته اند. یکی از مدل های جایگزین در توصیف رفتار 
سیالات غیر نیوتنی مورد بررسی، مدل کرو می باشد که نسبت به مدل قانون 
توانی از پیچیدگی بیشتری برخوردار است. به عنوان مثال اهُتا و همکاران ]22[ 
در مطالعه عددی خود از مدل کرو استفاده کرده اند. ژانگ و همکاران ]23[ نیز 
در مطالعه ای که به صورت آزمایشگاهی و عددی انجام داده اند از مدل توسعه 
یافته کرو-یاسودا برای مطالعه اثرات غیر نیوتنی محلول های کربوکسی متیل 
سلولز، هیدروکسی اتیل سلولز و صمغ زانتان6 استفاده کرده اند. مدل انتخابی 
فان و یین ]24[ در توصیف حرکت حباب نیتروژن در محلول کربوکسی متیل 
سلولز مدل کرو-یاسودا می باشد. پرملاتا و همکاران ]4[ نیز در مطالعه عددی 
که به روش حجم سیال7 انجام داده اند مدل کرو-یاسودا را جایگزین مدل های 

رئولوژیکی گذشته کرده اند. 
در توسعه مطالعاتی که بر روی حرکت حباب در سیالات غیر نیوتنی انجام 
شده است، برخی محققان به اندازه گیری و تعیین ضریب دراگ به عنوان یک 
پارامتر بسیار حائز اهمیت پرداخته اند. دهول و همکاران ]25[ با مطالعه عددی 
که بر روی حرکت حباب انجام داده اند، ضریب دراگ را به صورت تابعی از عدد 
رینولدز و شاخص قانون توانی ارائه کرده اند. ونیوان و همکاران ]26[ نیز برای 
بررسی حرکت حباب در محلول های کربوکسی متیل سلولز و پلی آکریل اسید از 
مدل رئولوژی قانون توانی بهره گرفته اند. نتایج آنها در نهایت منجر به ارائه مدل 
تجربی برای ضریب دراگ برای اعداد بدون بعد رینولدز، اتوس و ارشمیدس 
شده است. لی و همکاران ]27[ نیز برای مطالعه حرکت حباب هوا در محلول 
توانی، عدد  کرده اند. شاخص  استفاده  توانی  قانون  از  متیل سلولز  کربوکسی 
رینولدز و نیز نسبت ابعادی حباب متغیرهای مستقل انتخابی آنها در ارائه مدل 

6  Xanthan Gum  (XG)
7  Volume of Fluid (VOF)
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تجربی برای ضریب دراگ بوده است. سان و همکاران ]5[ نیز ضریب دراگ 
حباب هوای در حال صعود در جریان های غیر نیوتنی را بررسی کردند. آن ها 
مواد مختلف نمک1، صمغ زانتان و SDBS را برای تغییر چگالی، چسبندگی 
و کشش سطحی مایع انتخاب کردند. مدل رئولوژی انتخابی برای این دسته 
سیالات قانون توانی می باشد. اخیراً نیز سان و همکاران ]28[ به مطالعه عددی 
اثر قطر حباب و خواص رئولوژیکی مایع بر روی ضریب دراگ پرداخته اند. آن ها 
از روش حجم سیال و با فرض رقیق شونده برشی بودن سیال موفق به ارائه 

مدل عددی برای این دسته سیالات شده اند. 
همانطور که ملاحظه می شود در مطالعه بر روی سیالات غیر نیوتنی با 
وجود تفاوت های ذاتی مواد، در برخی موارد از یک مدل رئولوژی برای توصیف 
رفتار سیالات مختلف استفاده شده است. علاوه بر آن در محاسبه ضریب دراگ 
اثر نوع گاز و سرعت تزریق آن دیده نشده است. از این رو در مطالعه حاضر 
رفتار حباب در حال صعود در یک سیال غیر نیوتونی به منظور به دست آوردن 
یک مدل جامع تر در پیش بینی ضریب دراگ آن نسبت به مدل های موجود مورد 
مطالعه قرار گرفته است. برای این منظور ابتدا ضریب دراگ حباب های گازی 
هوا، کربن دی اکسید2 و اکسیژن3 در حال صعود در سیال ویسکوالاستیک 
)محلول پلی اکریل آمید( به کمک تجهیزات آزمایشگاهی و نیز پردازش داده ها 
محاسبه شده است.آزمایشات در قطر نازل های مختلف و نیز سرعت های تزریق 
گاز متفاوت انجام شده است. سپس ضریب دراگ اندازه گیری شده با مقادیر 
به دست آمده از مدل های موجود مقایسه و در نهایت رابطه ی جدید دراگ که 

منطبق با نتایج آزمایشگاهی می باشد، به دست آمده است.

روش انجام کار- 2
مجموعه آزمایشگاهی- 1- 2

( صورت گرفته  C19  کلیه آزمایشات در فشار اتمسفریک و دمای محیط )
است. مجموعه آزمایشگاهی طراحی شده برای این کار به صورت شماتیک در 
شکل 1 نشان داده شده است. این مجموعه شامل یک ستون عمودی از جنس 
 mm× 280 80 داخلی  مقطع  و سطح   mm500 ارتفاع  با  گلس  پلکسی 
است.  شده  پر  مایع  از   mm450 ارتفاع  تا  که  است   mm5 و ضخامت 
mm175 بالای کف ستون است که در آن حباب  محدوده ی مورد مطالعه 
به سرعت حد خود )سرعت ثابت( رسیده است. ستون به اندازه ای بزرگ در 
نظر گرفته شده است که اثرات دیواره بر روی حرکت حباب قابل صرف نظر 
کردن است. بالای ستون باز و در تماس با اتمسفر است. قطر حباب تولید شده 
1 NaCl
2 CO2
3 O2

توسط نازل کنترل می شود. نازل های مورد استفاده در انجام این آزمایش دارای 
/ می باشد. نازل از طریق  mm0 9 / و  mm0 7 ، / mm0 3 قطرهای داخلی 
یک لوله انعطاف پذیر به یک پمپ سیرینج4 متصل است که سرعت جریان گاز 

/ ml min0 4 ورودی را کنترل می کند. آزمایش در دبی های حجمی مختلف 
/ انجام شده است. این دبی ها به اندازه ای  ml min1 2 / ، و  ml min0 8

پایین هستند که در آنها اولًا توازن بین کشش سطحی و نیروی بویانسی تعیین 
کننده شکل حباب است، ثانیاً فاصله ی بین دو حباب به اندازه ای زیاد است عملًا 

برهمکنشی بین آنها صورت نمی گیرد. 
از یک دوربین مدل Hs Canon SX540 برای تصویربرداری با سرعت 
است.   شده  استفاده   pixel frame×1920 1080 و   frames s60

همانطور که در شکل 1 نیز نشان داده شده است دوربین در جلوی ستون تعبیه 
شده است. یکی از نکات حائز اهمیت در این آزمایش توازن نورپردازی است. از 
آن جایی که حباب های در حال صعود نور را منعکس و پخش می کنند، از پشت 
ستون باید نور را متوازن و منعکس کرد. علاوه بر آن به دلیل بالا بودن سرعت 
دیافراگم نور کافی باید به گونه ای تأمین شود که کنتراست تصاویر گرفته شده 
در سطح مشترک حباب و مایع بالا باشد. برای این منظور یک لامپ ال ای دی 
در فاصله ی مناسب از ستون نصب شده و یک دیفیوزر پارچه ای نیمه شفاف بین 
لامپ و ستون تعبیه شده است. از محلول پلی آکریل آمید در آب )پلی آکریل 
اسید( که یک سیال غیر نیوتونی ویسکوالاستیک با خواص رقیق شونده برشی5  

4  Syringe
5  Shear-thinning

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1. Schematic of experimental setup; 1: Syringe pump, 2: LED lamp, 
3: Diffuser, 4: One -way valve, 5: Image processing system, 6: Camera, 7: 
Ruler, 8: Rising bubble in the liquid column, 9: nozzle, 10: liquid column

شکل 1: شماتیک مجموعه آزمایشگاهی، 1: پمپ سیرینج، 2: لامپ ال ای دی، 3: 
دیفیوزر، 4: شیر یک طرفه، 5: سیستم پردازش تصویر، 6: دوربین، 7: خط کش، 8: حباب 

در حال صعود در ستون مایع، 9: نازل، 10: ستون حاوی مایع
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/ به عنوان  %0 4 / و  %0 2 ، / %0 1 است ]32-29[ با درصدهای وزنی 
سیال کار استفاده شده است. پلی اکریل آمید مورد استفاده از نوع آزمایشی تهیه 
شده از شرکت Sigma-Aldrich می باشد. درصد وزنی محلول با استفاده از 
نسبت وزن پلی آکریل آمید مورد استفاده به وزن کل محلول محاسبه شده 
است. در جدول 1 اطلاعات مربوط به مجموعه آزمایشات انجام شده که به 
روش تاگوچی به دست آمده است خلاصه شده است. لازم به ذکر است که به 
منظور به حداقل رساندن خطای آزمایشگاهی تعداد تکرار هر آزمایش حداقل 
3 بار تعیین شده است. لازم به توضیح است که به دلیل بالا بودن متغیرهای 
عملیاتی آزمایشات مذکور )4 فاکتور در سه سطح با سه تکرار( از روش تاگوچی 
برای طراحی آزمایشات استفاده شده است. تعداد آزمایشات مورد نیاز در این 
روش نسبت به سایر روش ها )فاکتوریل، RSM( بسیار کمتر است اما در مقابل 
روند نامنظم تری نسبت به روش هایی چون فاکتوریل در آنها مشاهده می شود.

پردازش تصویر- 2- 2
حباب  حرکت  نیوتونی  غیر  سیال  در  حباب  صعود  مطالعه ی  منظور  به 

توسط یک دوربین که در یک سمت ستون مایع تعبیه شده است ثبت می شود. 
پارامترهای هندسی و همچنین مکان یابی حباب تک به کمک آنالیز مجموعه 
تصاویر به دست آمده به کمک پردازش تصویر محاسبه می شود. بدین ترتیب 
که به منظور تعیین مرکز سطح، محیط و همچنین مساحت حباب بالارونده 
 Video در هر لحظه، ابتدا فیلم گرفته شده توسط دوربین به کمک نرم افزار
image master V1.2.5 به مجموعه عکس در زمان های مختلف تبدیل شده 
است. سپس به کمک نرم افزار Corel Draw V20 پس از برش کاری های 
لازم بر روی محدوده ی عکس، تصویر حاصله به حالت grayscale در آورده 
شده که در آن مرز بین حباب و سیال مشخص می شود. در نهایت به کد نوشته 
در نرم افزار مطلب تصویر به دست آمده فراخوانی و مساحت و همچنین مرکز 
سطح حباب محاسبه می شود. مراحل انجام شده برای پردازش تصویر به ترتیب 

در شکل 2 نشان داده شده است.

 محاسبه سرعت حد حباب- 3- 2
همانطور که در شکل 3 نشان داده شده است، حباب بالارونده در دو جهت 

Table 1. Design of experiments summary 

جدول 1: اطلاعات مربوط به مجموعه آزمایشات انجام شده

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2. The image processing steps for bubble detection and calculation of its characteristic, 1: initial image, 2: Grayscale mode, 3: Con-
verted image to binary form, 4: filling the inside of the bubble and 5: determine the bubble boundary

 binary، تبدیل تصویر به فرم :Grayscale، 3 شکل 2: مراحل پردازش تصویر برای تشخیص حباب و محاسبه مشخصات آن، 1: تصویر اولیه، 2: تبدیل به
4: پر کردن داخل حباب و 5: تعیین مرز حباب

ml) گاز دبی حجمی نوع گاز ( mm) قطر نازل (%wt) محلولدرصد وزنی  شماره آزمایش min ) 
1 0/1 0/4 Air 0/4 
2 0/1 0/7 2CO 0/8 
3 0/1 0/9 2O 1/2 
4 0/2 0.4 2CO 1/2 
5 0/2 0/7 2O 0/4 
6 0/2 0/9 Air 0/8 
7 0/4 0/4 2O 0/8 
8 0/4 0/7 Air 1/2 
9 0/4 0/9 2CO 0/4 
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x و y حرکت می کند که این حرکت توسط دوربین ثبت شده است. موقعیت 
حباب با استفاده از مختصات مرکز سطح حباب که از طریق پردازش تصویر به 
دست آمده است تعیین و همچنین مسیر حرکت حباب از طریق روی هم قرار 

دادن مجموعه تصاویر ثبت شده به دست می آید. 
( با استفاده از محاسبه  t∆ سرعت بالا رفتن حباب در هر بازه ی زمانی )

فاصله ی طی شده در بازه ی مورد نظر )معادلات )1( و )2(( به دست می آید:

(1)
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( ) ( )2 2
1 1i i i iL x x y y− −= − + −  
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) به ترتیب مختصات مرکز سطح  ),i ix y ) و  )1 1,i ix y− − که در آن 
t است. با توجه به اینکه در اغلب آزمایشات و  t+ ∆ t و  حباب در زمان های 
زمان ها حباب به شکل کروی نمی باشد، برای مشخص کردن اندازه حباب از 
قطر معادل استفاده می شود. طبق تعریف قطر معادل برابر است با قطر کره ای 

که مساحت آن برابر با مساحت حباب می باشد، بنابراین:

(3)
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A سطح تصویر شده حباب می باشد که به کمک قطر نازل بلافاصله  که در آن 
پس از خروج از نازل اندازه گیری می شود. 

می باشد،  پیکسل  یک  گیری  اندازه  خطای  بیشینه  آزمایشات  تمامی  در 
 / mm0 1 بنابراین میزان دقت در تعیین مختصات مرکز سطح حباب برابر 

می باشد. 

خواص رئولوژیکی سیال- 4- 2
به منظور مطالعه حرکت حباب در سیال غیر نیوتونی از محلول پلی آکریل 
آمید در آب )پلی آکریل اسید( که یک سیال غیر نیوتونی است استفاده شده است. 
مطالعات نشان می دهد که محلول های پلی آکریل اسید سیال ویسکوالاستیک 
با رفتار رقیق شونده برشی هستند. این در حالی است که غالب سیالات غیر 
نیوتونی مورد مطالعه مانند کربوکسی متیل سلولز  و همچنین صمغ زانتان 
تنها رفتار رقیق شونده برشی دارند]23 و 33[. خواص رئولوژیکی محلول پلی 
آکریل اسید که توسط سوسا و همکاران ]32[ به کمک یک رئومتر اندازه گیری 
شده است در شکل 4 نشان داده شده است. همانطور که در شکل 4 نشان 
داده شده است، محلول پلی آکریل اسید یک سیال ویسکوالاستیک است که 

ویسکوزیته ی آن را می توان به کمک معادله ی کرو-یاسودا بیان کرد.

(4)
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( ) ( ) ( )
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1 1

1

0 1
a

a a     
−

 
 = + − +   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∞µ به ترتیب مقدار ویسکوزیته در زمان نرخ برش برابر  0µ و  که در آن 

λ زمان مشخصه سیال و a1 و a2 پارامترهای بدون  صفر و بی نهایت هستند، 
بعدی هستند که مشخص کننده شیب منحنی تنش برشی بر حسب نرخ برش 
در محدوده ی رقیق شونده برشی می باشند. توجه داشته باشید که سیال نیوتونی 
λ است. نکته حائز  a و 0= =2 حالت خاصی از سیال کرو است که در آن 1
اهمیت دیگر آن است که معادله مربوط به ویسکوزیته کرو در شرایط خاصی 

 ( )aλγ 1 1

 قانون سیال توانی را نیز در بر می گیرد. به این ترتیب که زمانی که 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3. Schematic of the distance measurement method in calculating the 
terminal velocity

شکل 3: شماتیک روش اندازه گیری فاصله در محاسبه سرعت حد
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4. Polyacrylamide viscosity versus shear rate in various weight percent-
ages [32]

شکل 4: ویسکوزیته پلی آکریل آمید بر حسب نرخ برش در سه درصد وزنی مختلف ]32[
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) تقلیل  ) ( )a aµ γ µ λ γ− −= 2 21 1
0  ∞µ، معادله ی کرو به رابطه ی  و  0→

. مقادیر مربوط  aK µ λ −= 2 1
0 می یابد که معادل قانون سیال توانی است با 

به ثوابت کرو برای ترکیب سیال مورد استفاده در جدول 2 آورده شده است.
لازم به ذکر است که برای تمامی محلول ها مقدار کشش سطحی و چگالی 
 ]20[ 3/ kg m998 2 / و  N m−× 4726 7 10 ثابت و به ترتیب برابر 

در نظر گرفته شده است. 

 اندازه گیری ضریب دراگ- 5- 2
زمانی که یک حباب تک با سرعت ثابت در مایع حرکت می کند، نیروهای 
(، نیروی دراگ ) bF اصلی که به آن وارد می شود عبارتند از نیروی شناوری )

( و نیروی وزن که در تعادل با یکدیگر هستند. بنابراین معادله ی حرکت  DF

حباب به این صورت نوشته خواهد شد:

(5)
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Gρ به ترتیب چگالی مایع و چگالی گاز می باشد. با  Lρ و  که در آن 
صرف نظر کردن از چگالی گاز در مقایسه با چگالی مایع، ضریب دراگ از معادله 

بالا به دست می آید، به این ترتیب که:
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بر روی این مسأله تمرکز  در مطالعات اولیه بر روی ضریب دراگ غالباً 
داشته اند که رابطه ای بین ضریب دراگ و عدد رینولدز معرفی شود. این درحالی 
است که رفتار حباب در حال صعود تحت تأثیر پارامترهای مختلفی از جمله 
اندازه حباب، سرعت حباب، چگالی، ویسکوزیته و کشش سطحی بین گاز و 
مایع است. بنابراین پیش بینی می شود که در سیالات غیر نیوتونی ضریب دراگ 
تابعی از پارامترهای دیگری باشد که مشخص کننده خواص سیال می باشد. 
برای این منظور از تحلیل ابعادی برای به دست آوردن این پارامترها استفاده 

، ضریب  g lµ µ g و  lρ ρ شده است. به طور کلی با فرض آن که 
دراگ تابعی از مشخصه های حباب و پارامترهای فیزیکی مؤثر در شکل گیری 

حباب است. بنابراین:
(7)
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σ کشش سطحی بین  lµ ویسکوزیته مایع،  lρ چگالی مایع،  که در آن 

V سرعت حباب  g شتاب جاذبه و  eqd قطر معادل حباب،  مایع و حباب، 
می باشد. با استفاده از تئوری باکینگهام در تحلیل ابعادی این سیستم به دست 

خواهد آمد:

(8)
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بعد  تابع سه کمیت بدون  با توجه به معادله )8(، ضریب دراگ  بنابراین 

(، عدد ارشمیدس  Re l eq ld Vρ µ= می باشد که عبارتند از عدد رینولدز )

A (. ثوابت  2
l eqEo gdρ σ= ( و عدد اتُوس ) 2 3 2

l eq lAr gdρ µ= (
، از طریق برازش داده های آزمایشگاهی به معادله به دست  D B ، و  ، C

کننده حرکت  تعیین  که  است  بعدی  بدون  ارشمیدس عدد  آمد. عدد  خواهد 
نیروی های  از نسبت  این عدد  آنها می باشد.  تفاوت چگالی  به علت  سیالات 
خارجی )مانند وزن( به نیروهای ویسکوز به دست می آید. عدد اتُوس که عدد 
باند )Bo( نیز نامیده می شود، در دینامیک سیالات نشان دهنده اهمیت نیروهای 
گرانش نسبت به نیروهای کشش سطحی است. این عدد در ترکیب با اعداد 
مورتن )Mo( یا ارشمیدس تعیین کننده شکل حباب یا قطره در حال حرکت در 
یک سیال است. مطالعات نشان می دهد که برای تشریح دینامیک حباب های 
در حال صعود عدد اتُوس مناسب تر از اعداد رینولدز و وبر می باشد ]34[. در کار 
حاضر با توجه به غیر نیوتونی بودن سیال مقادیر هر کدام از این پارامترها در 
ادامه تعیین و میزان تأثیر گذاری هر کدام بر ضریب دراگ مورد مطالعه قرار 

Table 2. Constants of Carreau-Yasuda equation for Polyacrylamide at dif-
ferent weight percentage

جدول 2: ثوابت معادله ی کرو-یاسودا برای محلول آبی پلی آکریل آمید در درصدهای 
 وزنی مختلف

) پلی آکریل اسیددرصد وزنی  )Pa.s0 ( )Pa.s ( )s a1 a2 
0/1 0/210 0/007 5/321 2/007 0/464 
0/.2 3/201 0/013 24/991 1/795 0/372 
0/4 34/961 0/018 29/039 1/938 0/237 
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گرفته است. از آنجاییکه ویسکوزیته سیال به صورت تابعی از نرخ برش تغییر 
عدد  تعریف  دراگ  منحنی ضریب  آوردن  به دست  در  مسأله  اولین  می کند، 
رینولدز و سایر پارامترهای بدون بعدی می باشد که در برگیرنده ی ویسکوزیته 
سیال و سرعت حباب هستند. در ایده آل ترین فرمولاسیون عدد رینولدز بایستی 

موارد زیر در نظر گرفته شود:
1- اثر رقیق شونده برشی در عدد رینولدز دیده شود.

2- عدد رینولدز به دست آمده برای سیال با رقیق شونده برشی زمانی 
که اثر رقیق شونده حذف می شود باید برابر با عدد رینولدز سیال نیوتونی شود. 

  ]15[، عدد رینولدز به این 
eq

V
d
2 بنابراین با تعریف متوسط نرخ برش به صورت 

ترتیب به دست می آید:

(9)
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λ است، حرکت حباب را می توان مانند  a و 0= =2 که در آن زمانی که 1
سیال نیوتونی در نظر گرفت. علاوه بر آن عدد بدون بعد اتوس نیز برای سیال 

کرو به صورت زیر محاسبه می شود:

(10)
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لازم به توضیح است که با توجه به تعریف عدد ارشمیدس، ویسکوزیته 
سیال در آن تأثیر گذار نیست از این رو تعریف آن برای سیالات غیرنیوتنی 

مشابه سیالات نیوتنی خواهد بود.

نتایج- 3
آزمایش  این  همانطور که بخش 2 توضیح داده شد، متغیرهای مستقل 
عبارت اند از درصد وزنی مایع، قطر نازل، نوع گاز ورودی و همچنین دبی گاز 
ورودی که پس از انجام طراحی آزمایش به روش تاگوچی مجموعاً 9 دسته 
آزمایش انجام شده است. حداقل تعداد تکرار هر آزمایش 3 تعریف شده است. 
متغیرهای مربوط به هر کدام از این آزمایشات در جدول 1 آورده شده است. 
پیش از هر چیز به منظور صحت سنجی نتایج به دست آمده و نیز ارزیابی دقت 
بر روی سیستم آب و هوا  آزمایش مبنایی  پردازش تصویر،  آزمایشات و کد 

انجام شده و نتایج به دست آمده با نتایج ارائه شده توسط یان و همکاران ]11[ 
/ نشان می دهد که  mm3 1 مقایسه شده است. مقایسه نتایج برای قطر معادل 
( با نتایج  / mm s245 92 اختلاف سرعت حد به دست آمده در کار حاضر )
( کمتر از 2 درصد می باشد. این میزان  mm s250 یان و همکاران ]11[ )
اختلاف در مطالعات آزمایشگاهی قابل قبول و نشان دهنده صحت روش حاضر 

در استخراج نتایج و نیز پردازش تصاویر می باشد. 

قطر معادل حباب- 1- 3
شکل 5 قطر معادل حباب در غلظت های مختلف پلی آکریل اسید را نشان 
می دهد. همانطور که ملاحظه می شود قطر حباب در محدوده ی 1/8 و 4/4 
میلی متر متغیر است. قطر معادل حباب با افزایش قطر نازل و همچنین غلظت 
محلول افزایش می یابد. این مسأله را می توان از سه جنبه مورد ارزیابی قرار داد 

:]18[
1( ویسکوزیته ظاهری محلول با افزایش غلظت محلول افزایش می یابد و 
نیروی دراگ ویسکوز که توسط سیال اطراف اعمال می شود رشد و همچنین 

حرکت رو به بالای حباب را محدود می کند.
باعث  که  می یابد  کاهش  محلول کشش سطحی  غلظت  افزایش  با   )2

افزایش حجم حباب می شود.
3( کشش سطحی اعمال شده در نوک نازل با افزایش قطر داخلی نازل 
افزایش می یابد که منجر به کاهش مقاومت برای انبساط حباب می شود و در 

نتیجه در افزایش حجم حباب تأثیر گذار است. 
به طور کلی قطر معادل حباب در حال صعود در سیال ساکن غیرنیوتونی 

بستگی به خواص فیزیکی مایع و قطر داخلی نازل دارد.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5. Bubble equivalent diameter at different concentrations of PAA

شکل 5 : قطر معادل حباب در غلظت های مختلف پلی آکریل آمید
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مسیر صعود حباب- 2- 3
شکل 6 مسیر حرکت حباب در محلول های مختلف پلی آکریل اسید را 
نشان می دهد. همانطور که مشاهده می شود با تغییر قطر داخلی نازل و همچنین 
غلظت محلول این مسیر تغییر می کند. در تمام شکل های نشان داده شده مسیر 
صعود حباب تقریباً یک خط راست است. مقایسه نتایج با نتایج ارائه شده برای 
سیالات نیوتونی نشان می دهد که در سیال غیر نیوتونی مسیر صعود حباب از 
حالت زیکزاک که برای سیالات نیوتونی پیش بینی شده است به حالت خط 
راست تغییر یافته است. به عبارتی دامنه نوسانات حباب در سیال نیوتونی به 
مقدار بسیار قابل ملاحظه ای بیشتر از محلول ها با خاصیت رقیق شونده برشی 
مانند پلی آکریل اسید می باشد. این در حالی است که با افزایش غلظت نیز این 
دامنه نوسانات کمتر خواهد شد به طوری که در غلظت های بالا حباب دقیقاً 

مسیری که از نازل خارج شده است را در پیش خواهد گرفت. انحراف جزئی 
که در نتایج مربوط به آزمایشات 1، 2 و 3 دیده می شود ناشی از عدم دقت در 
نصب نازل در حین انجام آزمایشات است. به عبارتی زاویه نازل با کف ستون 
مایع از مقدار 90 درجه اندکی انحراف داشته است )کمتر از 1 درجه(. نتایج این 
سه آزمایش نشان می دهد که حرکت حباب تحت تأثیر دیواره نبوده و پس از 
خروج از نازل با همان زاویه به مسیر حرکت خود در خط راست ادامه داده است. 

سرعت حد حباب- 3- 3
برای اطمینان از این که سرعت محاسبه شده برای حباب همان سرعت 
حد آن می باشد، سرعت حباب به روشی که در بخش 2-3 گفته شد محاسبه 
شده است. در شکل 7 سرعت محاسبه شده در بازه های زمانی مختلف برای سه 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 6. The bubble trajectory in the set of experiments

شکل 6 : مسیر حرکت حباب در مجموعه آزمایشات انجام شده

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 7. Calculated bubble velocity at different times in experiments 1, 2, and 3

شکل 7: سرعت حباب محاسبه شده در بازه های زمانی مختلف در آزمایشات 1، 2 و 3 
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آزمایش شماره 1، 2 و 3 نشان داده شده است. همانطور که مشخص است در 
محدوده ی انتخابی برای محاسبه سرعت، سرعت های به دست آمده از بازه های 
مختلف تقریباً ثابت است. بنابراین می توان نتیجه گرفت که تصاویر مربوط به 
ناحیه ای بوده است که حباب به سرعت حد خود رسیده است. متوسط سرعت به 
دست آمده از این بازه های زمانی به عنوان سرعت حد حباب منظور شده است. 
تاکنون مطالعات زیادی بر روی پیش بینی سرعت حد حباب در حال صعود 
صورت گرفته است. طبق مطالعات کلیفت و همکاران ]35[ سرعت حد حباب 

توسط رابطه ی زیر داده می شود:
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که در آن Mo عدد مورتن است و:

(12)

12 
 

0.747

0.441

0.14

0.149

.

2 59.30.94
,

59.33.42

4 .
3

l

ref

HH
J

HH

H Eo Mo 


−

−

 
=  

 
=   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 / kg m.srefµ =0 0009 lµ ویسکوزیته سیال و  که در آن Eo عدد اتوس، 
است. 

مندلسون  ]36[ یک رابطه ی توانی برای سرعت صعود حباب کروی هوا 
در آب به صورت زیر ارائه کرده است:
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gρ به ترتیب چگالی سیال و  lρ و  σ کشش سطحی سیال،  که در آن 

eqd قطر حباب است. جامیالاهمادی1 و همکاران  g شتاب گرانش و  حباب، 
با در نظر گرفتن سرعت حباب در ناحیه  ]37[ رابطه مربوط به مندلسون را 

استوکس به این ترتیب بهبود دادند:
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در  کروی  حباب  سرعت   l gStokes
T eq

l

V gd
ρ ρ
µ
−

= 21
18

آن  در  که 
ناحیه ی استوکس می باشد. شکل 8 مقایسه ای بین سرعت حد به دست آمده 
و  توسط جامیالاهمادی  ارائه شده  معادله  با  آزمایش  برای محلول های مورد 

همکاران ]37[ را نشان می دهد. 
همانطور که در شکل 8 نشان داده شده است با وجود آنکه روند تغییرات 

1  Jamialahmadi

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 8. Comparison of the terminal velocity obtained for the prepared solutions and the Jamialahmadi et al. [37] equation in different bubble diameters

شکل 8 : مقایسه ی بین سرعت حد به دست آمده برای محلول های مورد آزمایش با معادله جامیالاهمادی و همکاران )1992( در قطرهای مختلف حباب
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سرعت حد در آزمایشات با روند پیش بینی شده توسط معادله تقریباً یکسان 
است اما مقدار سرعت حد به دست آمده برای سیالات غیر نیوتونی به صورت 
چشمگیری کمتر از مقادیر پیش بینی شده برای سیال نیوتونی است. به کمک 
برازش منحنی و با در نظر گرفتن چگالی مایع، ویسکوزیته مایع و همچنین قطر 
حباب به عنوان متغیرهای مستقل رابطه ی جدیدی برای پیش بینی سرعت حد 

در سیال غیر نیوتونی به دست آمده است. به طوری که:

(15)

15 
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برای تعیین رابطه مذکور ابتدا ویسکوزیته سیال با تعریف نرخ برش متوسط 

رابطه ی  از  با شروع  است. سپس  آمده  به دست   ]15[  eqV d2 به صورت 

حداقل  روش  به کمک   D و   A ، B ، C ثوابت   ،
eq

B C D
T l lV Ad ρ µ=

به  نسبت  را  است که حداقل خطای ممکن  تعیین شده  گونه ای  به  مربعات 
داده های آزمایشگاهی داشته باشد. مقادیر پیش بینی شده توسط رابطه )15( 
مقدار خطای  است. حداکثر  مقایسه شده  آزمایشگاهی در شکل 9  مقادیر  با 
پیش بینی توسط معادله ی مذکور حدود 20 درصد می باشد که مربوط به حباب 

( است.  / mm0 4 تولید شده با کوچکترین قطر نازل ) 

بررسی رفتار حباب- 4- 3
در بررسی رفتار حباب تک در حال صعود در سیال ساکن، مطالعات نشان 
، و همچین وبر،  Mo ، مورتن،  Re می دهد که سه پارامتر بدون بعد رینولدز، 
We، به خوبی می توانند این رفتار را نشان دهند. چراکه عدد رینولدز بر حسب 

سرعت صعود و قطر حباب به دست می آید، عدد مورتن تابعی از خواص سیال 
است و برای بررسی اثر رئولوژی و کشش سطحی مناسب است و در نهایت 

عدد وبر برای تشریح تغییر شکل حباب انتخاب شده است.
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Fig. 9. Validation of the proposed equation for predicting terminal velocity

شکل 9: اعتبار سنجی معادله ارائه شده برای پیش بینی سرعت حد

Table 3. Parameters of investigation the behavior of bubbles in the set of experiments

 جدول 3: پارامترهای مربوط به بررسی رفتار حباب در مجموعه آزمایشات انجام شده

We Mo  Re  ( قطر نازلmm)  شماره آزمایش  درصد وزنی مایع  

0/016916 5/46975E-06  2/241199967  0/4  0/1  1  

0/354145 2/15958E-06  17/08567335  0/7    2  

0/598588 2/09123E-06  24/23184814  0/9    3  

0/00088 6/82888E-05  0/279458792  0/4  0/2  4  

0/00807 
4/45233E-
05 

 1/255667847 
 0/7 

 
 

 5 
 

0/211993 4/54991E-06  12/12897273  0/9    6  

5/05E-06 0/015971403  0/006190149  0/4  0/4  7  

0/417968 2/82712E-06  19/12429586  0/7    8  

0/214897 5/3546E-06  12/20717321  0/9    9  
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eqd قطر  gρ به ترتیب چگالی مایع و چگالی حباب،  lρ و  که در آن ها 
lµ ویسکوزیته ی  σ کشش سطحی و  TV سرعت حد حباب،  معادل حباب، 
سیال می باشد. در اینجا با توجه به غیر نیوتونی بودن سیال از ویسکوزیته ظاهری 
در روابط استفاده شده است. در جدول 3 مقادیر مربوط به هر آزمایش مطالعه 

حاضر خلاصه شده است.
لژندر و همکاران ]38[ با بررسی داده های آزمایشگاهی مربوط به آب و 
گلیسیرین )هر دو سیال نیوتونی هستند( رابطه ای برای بررسی رفتار حباب ارائه 
کردند. آن ها دریافتند که داده های به دست آمده در توافق خوبی با رابطه ی زیر 

است:
(19)
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0.667 0.2Re 2.05We Mo −=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

پس از آن بوهم و همکاران ]39[ با بررسی رفتار حباب در حال صعود در 

سیال زانتان که یک سیال غیر نیوتونی با خاصیت رقیق شونده برشی است 
رابطه ی لژندر را اصلاح کردند. آن ها با درنظر گرفتن اثرات دیواره و همچنین 
رفتار رئولوژیکی سیال پیرامون حباب رابطه ی جدیدی ارائه کردند. به این ترتیب 

که:
(20)
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0.601 0.2Re 1.846We Mo −=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

سپس زو و همکاران ]18[ با مقایسه داده های آزمایشگاهی خود که بر روی 
سیال غیر نیوتنی کربوکسی متیل سلولز انجام شده است با دو معادله مذکور 
دریافتند که هیچکدام از این روابط نمی تواند به خوبی رفتار حباب در سیال 
کربوکسی متیل سلولز را تشریح کند. از این رو رابطه ی جدیدی برای داده های 

آزمایشگاهی خود ارائه کردند:
(21)
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0.745 0.251Re 0.8564We Mo −=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

مقایسه ی سه رابطه ی بالا نشان می دهد که نه تنها غیر نیوتونی بودن سیال 
در رفتار حباب تأثیر گذار است بلکه نوع ماده هم حائز اهمیت است و آزمایش 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 10. Comparison of PAA experimental results and the presented equations in the study of bubble behavior

شکل 10: مقایسه بین نتایج آزمایشگاهی پلی آکریل اسید با معادلات ارائه شده در بررسی رفتار حباب
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بایستی بر روی انواع مختلف سیالات انجام شده و نتایج آنها مقایسه شود. شکل 
10 مقایسه بین نتایج آزمایشگاهی حاضر را با سه رابطه ی اخیر نشان می دهد. 
متوسط اختلاف نتایج به دست آمده برای محلول پلی آکریل اسید در کار 
حاضر و رابطه ی لژندر و همکاران 31/3 % و متوسط اختلاف آن ها با روابط 
بوهم و زو به ترتیب 31/4 % و 59/7 % است. با توجه به بالا بودن خطای 
معادلات مذکور، به کمک روش رگرسیون رابطه ای برای نتایج آزمایشگاهی 

حاضر به صورت زیر به دست آمده است:
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رابطه ی به دست آمده مشابه رابطه ی بوهم و همکاران ]39[ می باشد و 
تنها تفاوت آن ضریب رابطه می باشد. با توجه به اینکه سیال به کار رفته در 
کار حاضر و همچنین کار بوهم و همکاران هر دو غیر نیوتونی بوده و دارای 
با  برای سیالات  را  زیر  تابعیت  برشی هستند می توان  رقیق شونده  خاصیت 

خاصیت مشابه ارائه کرد:
(23)
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محاسبه ضریب دراگ- 5- 3
و  حاضر  مطالعه  در  شده  محاسبه  دراگ  ضریب  بین  رابطه   11 شکل 
 Re <10 عدد رینولدز را نشان می دهد. همانطور که مشاهده می شود در 
 Re >10 Re ضریب دراگ کاهش می یابد درحالی که برای  با افزایش 
این روند کندتر است و حتی روند منظمی ندارد. این تغییر روند طبق گفته لی 

و همکاران ]27[ می تواند به تغییر شکل حباب مربوط شود. به این ترتیب که 
Re است شکل حباب تقریباً کروی شکل با نسبت قطرها  زمانی که 10>
Re شکل حباب شروع می کند  بین 0/9 تا 1/1 است. در حالی که برای 10<

به تغییر یافتن به شکل پهن و یا کلاهی شکل.
در ادامه سعی خواهیم کرد رابطه ی تجربی جدیدی برای ضریب دراگ در 
سیال غیر نیوتونی که منطبق بر نتایج آزمایشگاهی کار حاضر باشد ارائه کنیم. 
برای شروع کار از رابطه ی ارائه شده توسط کلیفت و گاوین ]40[ که برای 

سیالات نیوتونی ارائه شده است استفاده می کنیم:

(24)
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در این رابطه از تغییر شکل حباب صرف نظر شده است و حباب به صورت 
کروی در نظر گرفته شده است. علاوه بر آن سیال مورد بررسی غیر نیوتونی 
نبوده و همچنین ضریب دراگ تنها به صورت تابعی از رینولدز ارائه شده است. 
به عبارتی خواص رئولوژیکی و کشش سطحی سیال در آن دیده نشده است و 
عمده دلیل استفاده از آن که در بیشتر مطالعات غیر نیوتونی، ساده بودن رابطه از 
نظر فرمولاسیون و همچنین پیش بینی صحیح روند تغییرات است. برای حباب 
در حال صعود در سیال غیر نیوتونی دوسبرگ و همکاران ]41[ رابطه ی تجربی 

زیر را ارائه کردند:

(25)
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مدل ارائه شده توسط دوسبرگ و همکاران برای محلول کربوکسی متیل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 11: ضریب دراگ محاسبه شده برای صعود حباب تک در محلول پلی آکریل اسید 
بر حسب عدد رینولدز

Fig. 11. Calculated drag coefficient for a single rising bubble in PAA solu-
tion vs. Reynolds number

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 12. Estimation of Drag coefficient changes vs. Reynolds number by 
three semi-experimental equations and comparison with present experimen-

tal results

شکل 12: پیش بینی تغییرات ضریب دراگ بر حسب عدد رینولدز توسط سه رابطه ی 
نیمه تجربی و مقایسه آن با نتایج آزمایشگاهی حاضر
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سلولز می باشد که بر خلاف سیال مورد استفاده در مطالعه حاضر )پلی آکریل 
اسید( خاصیت ویسکوالاستیسیته ندارد و همچنین برای بیان رفتار رئولوژیکی آن 
از قانون توانی استفاده شده است. این در حالی است که محلول پلی آکریل اسید 
از مدل کرو-یاسودا پیروی می کند. اخیراً نیز ژانگ و همکاران ]15[ رابطه ای 

eqd و همچنین عدد  a
Ac

V
 

= 
 

2 برای ضریب دراگ بر حسب عدد شتاب 
، برای حباب پایدار و همچنین شتاب دار ارائه کردند: Ar ارشمیدس، 

(26)
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( )( )0.6 0.767 0.38116 1 0.12Re 1 0.196
ReDC Ac Ar= + +  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

حاضر  مطالعه  با  همکاران  و  ژانگ  توسط  شده  ارائه  مدل  مقایسه  در 
درمی یابیم که اولًا سیال مورد استفاده ژانگ و همکاران از مدل کرو پیروی 
می کند این در حالی است که سیال مورد استفاده در مطالعه حاضر از مدل کرو-

یاسودا پیروی می کند. ثانیاً با وجود تنوع در سیال مورد استفاده توسط ژانگ و 
همکاران حباب مورد استفاده تنها هوا می باشد. این در حالی است که مطالعه 
حاضر بر روی سه نوع حباب گازی، در دبی های تزریق مختلف و همچنین 
قطر نازل های مختلف صورت گرفته است. شکل 12 تغییرات ضریب دراگ بر 
حسب عدد رینولدز که توسط سه رابطه بالا ارائه شده است را نشان می دهد. 
همانطور که انتظار می رود مقدار ضریب به دست آمده از نتایج سیال پلی آکریل 
اسید به دلیل خاصیت ویسکوالاستیسیته به طور بسیار ملموسی بیشتر از مقادیر 

پیش بینی شده برای سایر سیالات می باشد. 
تا  شود  لحاظ  گونه ای  به  سیال  رئولوژیکی  خواص  بایستی  بنابراین 
مثال  عنوان  به  کرد.  ارائه  دراگ  ضریب  برای  دقیق تری  رابطه ی  بتوان 
کند  پیروی  توانی  قانون  که  نیوتونی  غیر  سیال  برای   ]27[ همکاران  و  لی 
، و  E ) رابطه ای بر حسب نسبت شعاع های حباب،  )( )nKµ γ γ −= 1

 

، به روش حداقل مربعات ارائه کرده اند: n همچنین شاخص جریان، 

(27)
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( ) ( )( )0.68100.44 0.752816 1 0.43Re 1 3.868 1
ReDC n E= + + −  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

بایستی رابطه ای یافت که  بنابراین مشابه رابطه ی لی و همکاران ]27[ 
منطبق بر داده های آزمایشگاهی سیالی باشد که از مدل رئولوژیکی کرو-یاسودا 
پیروی می کند. برای این منظور از روش تحلیل ابعادی گفته شده در بخش قبل 

بهره خواهیم گرفت که در آن:
(28)
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ثوابت معادله ی مذکور به کمک برازش منحنی به روش حداقل مربعات 
ضریب  پیش بینی  برای  جدیدی  معادله ی  نتیجه  در  است.  آمده  دست  به 

دراگ وارد بر یک حباب تک در حال صعود در سیال غیر نیوتونی با خاصیت 
ویسکوالاستیک به شکل زیر به دست می آید:

(29)

29 
 

 

1.82973 0.23571 0.72825.461478ReDC Ar Eo−=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

مقدار  شکل13  در  آمده،  دست  به  معادله ی  سنجی  اعتبار  منظور  به 
Re برای سیستم مورد مطالعه ی حاضر  / بر حسب  /

DC Ar Eo0 23571 0 7282

رسم شده است. متوسط خطای نسبی بین داده های آزمایشگاهی و مقادیر پیش 
بینی شده 3/26 % است. 

اخیراً نیز یان و همکاران در مطالعه ی خود بر روی ضریب دراگ حباب 
تک در حال صعود در آب ساکن معادله ای ارائه کردند که در واقع فرم تکمیل 
یافته ی معادله ی ژانگ و همکاران ]11[ می باشد. در این معادله اعداد بدون بعد 
رینولدز، اتوس و وبر به عنوان متغیرهای مستقل انتخاب شده اند. رابطه ی یان و 

همکاران به صورت زیر می باشد:

(30)

30 
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نیوتونی  سیال  یک  که  است  آب  در  حباب  صعود  به  مربوط  رابطه  این 
می باشد. با الهام از رابطه ی یان و همکاران و با توجه به تحلیل ابعادی انجام 
شده در مطالعه ی حاضر، به کمک رگرسیون غیر خطی رابطه ای برای ضریب 
به دست  اتوس  و  ارشمیدس  رینولدز،  بعد  بدون  پارامترهای  بر حسب  دراگ 
ضریب  پیش بینی  برای  دیگری  جدیدی  معادله ی  ترتیب  بدین  است.  آمده 
دراگ وارد بر یک حباب تک در حال صعود در سیال غیر نیوتونی با خاصیت 

ویسکوالاستیک به شکل زیر به دست می آید:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 13. Validation of the Equation for Drag coefficient related to the bub-
ble rising in the non-Newtonian PAA fluid

شکل 13: اعتبار سنجی معادله ی ارائه شده برای  ضریب دراگ مربوط به صعود حباب 
در سیال غیر نیوتونی پلی آکریل اسید
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داده های  و  معادله  این  توسط  شده  پیش بینی  مقادیر  بین  مقایسه ی 
آزمایشگاهی مربوط به محلول پلی آکریل اسید در غلظت های مختلف نشان 

می دهد که متوسط خطای نسبی رابطه ی مذکور 1/7 % است. 

جمع بندی - 4
خاصیت  با  نیوتونی  غیر  سیال  در  تک  حباب  حرکت  حاضر  مطالعه  در 
ویسکوالاستیک مورد مطالعه و بررسی قرار گرفت. متغیرهای عملیاتی عبارتند 
از غلظت مایع، نوع گاز، قطر نازل تولید کننده حباب و سرعت ورود حباب به 
ستون مایع. قطر معادل حباب، مسیر صعود آن و همچنین سرعت حد برای 
شرایط مختلف محاسبه و رفتار حباب فرموله شده است. سپس ضریب دراگ 
برای شرایط عملیاتی مختلف محاسبه شده است. به کمک تحلیل داده های 
آزمایشگاهی به دست آمده دو معادله برای پیش بینی ضریب دراگ صعود حباب 
در سیال غیر نیوتونی ویسکوالاستیک ارائه شده است )معادلات )29( و )31((. 
معادلات ارائه شده که در واقع بهبود یافته معادلات گذشته هستند شامل اعداد 
بدون بعد رینولدز، ارشمیدس و اتوس هستند که خواص رئولوژیکی سیال در 
محاسبه آنها منظور شده است. مقایسه ی بین داده های آزمایشگاهی به دست 
آمده و معادلات ارائه شده است نشان داد که معادلات در توافق بسیار خوبی با 
داده های آزمایشگاهی هستند. مقایسه بین دو معادله ارائه شده نشان می دهد 
که معادله ی )29( با وجود داشتن خطای بالاتر نسبت به معادله ی )31( از لحاظ 
فرمولاسیون ساده تر می باشد. اگر چه مقدار خطای آن نیز در محدوده ی قابل 
بر حسب عدد  بیشتری است  قبولی می باشد. معادله ی )31( که دارای دقت 
رینولدز غیر خطی است و از این رو فرمولاسیون آن پیچیده تر می باشد. نتایج به 
دست آمده از این مطالعه در پیش بینی ضریب دراگ حباب تک در حال صعود 
در سیالات غیر نیوتونی که دارای خاصیت ویسکوالاستیک هستند بسیار حائز 
اهمیت می باشد. علاوه بر آن معادلات جدیدی برای پیش بینی سرعت حد 
)معادله )15(( و همچنین بررسی رفتار حباب در حال صعود )معادله )22(( در 

سیال غیرنیوتونی ویسکوالاستیک ارائه شده است.
آوردن  به دست  در  ما  به  کار  این  در  آمده  به دست  مدل  کلی  به طور 
نتایج دقیق تر مورد نیاز شبیه سازی های دینامیک سیالات محاسباتی  که بر 
توجه  با  آن  بر  کرد. علاوه  خواهد  می شود کمک  انجام  حباب  روی حرکت 
به کاربرد وسیع سیال مورد استفاده یعنی پلی آکریل آمید در صنایع تصفیه 
آب )منعقدسازی ذرات معلق موجود در آب(، نفت )در بخش ازدیاد برداشت(، 

کشاورزی )بهبود شرایط خاک و توانایی کشت و آبیاری محصول در زمین های 
شیب دار(، کاغذ سازی )بخش خمیر کاغذ و نیز بهبود کیفیت و مقاومت کاغذ(، 
معدن )جداسازی ذرات و فلزات خاص( و حفاری )تسریع بخشیدن به فرایند مته 
زنی( نتایج حاصل از این تحقیق می تواند در بهبود طراحی سیستم های مذکور 

در بخش هایی که رفتار حباب غالب است بسیار حائز اهمیت باشد.

فهرست علائم - 5
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