
Amirkabir Journal of Mechanical Engineering

(5Amirkabir J. Mech. Eng., 52 ) (2020) 337-340
DOI: ﻿ 10.22060/mej.2019.14832.5954

Optimal Control Based on Minimum-Energy Trajectory Planning of a Quadrotor
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ABSTRACT: Quadrotors have high energy consumption, hence minimizing their energy consumption 
plays a crucial role in terms of enhancing their operational range and flight time. In this paper, optimal 
control based on a minimum-energy trajectory planning algorithm has introduced between two positions 
to maximize the operation time. To do this, first, dynamic equations of a quadrotor and brushless motor 
are derived. Energy consumption of quadrotor is introduced as a cost function and the minimum energy 
path is determined using the optimal control theory. All constraints are combined with the Hamiltonian 
equation using Lagrange multiplier. Finally, simulation results are compared with results of conventional 
trapezoidal velocity profile which shows energy saving up to 4%. Also, results reveal that the influence 
of operation time is far more than path length on energy consumption. In order to verify the validity of 
the simulation results, they are compared with the results of an experimental model which is consisting 
of brushless motor, sensor, and control board. As well as using simulation results in different situations, a 
mathematical equation was extracted among path length, operation time and energy consumption which 
can be useful to estimate the maximum flight range or operation time considering the amount of energy 
of the battery.
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1. INTRODUCTION
High energy consumption is one of the most important

challenges about quadrotors [1]. The trapezoidal velocity 
profile is a common method which is used widely in all types 
of robots. The major problem of such an approach is a severe 
dependency on acceleration/deceleration rates that leads to 
a decrease in the energy efficiency of quadrotor [2]. For this 
reason, the minimum energy trajectory is the best strategy to 
enhance the energy efficiency [3]. 

The paper aimed at minimum energy path planning and 
propose an optimal controller so that quadrotor can reach 
the goal as well as satisfying its constraints. Considering 
the detailed model of motor and its ingredients, verifying 
the validity of simulation results by experimental data and 
also deriving the mathematical relation among duration 
flight, maximum flight range and energy consumption are 
contributions of the paper.

2. METHODOLOGY
The dynamic model of the quadrotor is as following [4]:
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, ΩTi i represent thrust and rotational velocity of the i-
th propeller, respectively. As well as b, d represent thrust
and drag coefficient of the propeller and also addresses
arm length of the system. Angular acceleration in body
frame  , ,p q r and inertial frame  , ,   are not equal
to each other. For less variation of euler Euler angles from

zero position, it can be assumed that transmission function
( T ) is close to the identity matrix then: ( , , ) ( , , )p q r   

Motor The motor model should be added to the
quadrotor dynamics. So, the final form of the motor model
is as [5]:
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motors, the cost function is considered as:

(4)(k k  )1 2
T T

E u u w u dtW P  

(5)   6, , , , ,1 2 3 1 1 1 2 3
T

f u      

(6)1,2,3 , , , , , , , , , , ,,
P

w X Y Z X Y Z         

(7) 1  , 1, 2, 3, 4
i

u i 

Wherewhere
2

1
Vsk

R
 , 2

k N VEk
R

 , u and

w P are 4 1 vectors. To extract the optimal control inputs
which guarantee the minimum energy trajectory and 
satisfy the constraints, the Hamiltonian is constructed as:
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3. Laboratory prototype Prototype

To validate results and to compare it with experimental
data, a prototype was designed and used. Sensors data and
control commands are conveyed through an ATMega32A
microcontroller with sample time 0.02 seconds. The
produced thrust by the propeller is measured according to
the Pulse-width Width modulation Modulation (PWM)
signal applied to the motor. Because of the lack of
encoder, the rotational velocity of the propeller was
determined based on the mathematical model of motor-
propeller. Extractive experimental data of motor has been
presented in Table 1.

Table 1. The results of experimental data of motor

140120100806040PWM
145.11107.7180.3451.7631.0415.31Trust(gr)
1636.21409.71217.5977.2756.8531.5W(rad)

255240220200180160PWM
421.94378.94325.17274.56226.80182.97Trust(gr)
2790.12644.12449.42250.72045.61836.4W(rad)
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dynamics. So, the final form of the motor model is as [5]:
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140 120 100 80 60 40 PWM 
145.11 107.71 80.34 51.76 31.04 15.31 Trust(gr) 
1636.2 1409.7 1217.5 977.2 756.8 531.5 W(rad) 

255 240 220 200 180 160 PWM 
421.94 378.94 325.17 274.56 226.80 182.97 Trust(gr) 
2790.1 2644.1 2449.4 2250.7 2045.6 1836.4 W(rad) 

Table 2. The consumption energy in various conditions

Trapezoidal velocity 
profile ( j ) 

Min 
energy (j) f

Z
f

Y
f

X  s
f

t

556.80532.86 001010

554.56531.71 002010
549.08527.01 015010
558.44537.78 200010

1097.26 1062.7 002520
1102.69 1066.3 010020

Table 1. The results of experimental data of motor

Table 2. The consumption energy in various conditions

Fig 1. The energy consumption profile along the minimum energy path
Fig 1. The energy consumption profile along the minimum 

energy path
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is compatible with the simulation result which shows energy 
consumption 298 j.

There is no explicit relation among flight parameters. 
Having a defined function which links these parameters to 
each other could be profitable. Using simulation results for 
a wide range of different times and distances and also using 
fitting methods an equation was derived as:

Fig 2. Voltage and current obtained from sensorsFig 2. Voltage and current obtained from sensors

( ) 2
,   1063   19.38   26.95  19.13   1761 E t L t L t t L= + + − +  (9)

where t, E and L represent duration flight, energy 
consumption in optimal mode and distance between start and 
end points, respectively.

5. CONCLUSION
Results demonstrate that the most effective parameter

in energy consumption of a quadrotor is duration flight. 
They show that the relative difference between the energy 
consumption of optimal and trapezoidal profile decreases 
with increasing duration flight. Experimental results verify 
the validation of simulation results. Moreover, the presented 
mathematical relation reveals strict conformity with 
experimental data and therefore it can be used and cited for 
similar researches. Eventually, in a short time, the influence 
of the optimal path is more while Trapezoidal velocity profile 
is recommended for middle and long time.
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کنترل بهینه مبتنی بر برنامه‌ریزی مسیر حداقل انرژی برای یک کوادروتور
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خلاصه: کوادروتورها مصرف انرژی بالایی دارند و حداقل کردن انرژی مصرفی آن‌ها به سبب افزایش زمان و برد پروازی، 
حائز اهمیت می‌باشد. در این مقاله، به منظور بیشینه کردن زمان عملیاتی کوادروتور، کنترل بهینه مبتنی بر الگوریتم 
برنامه‌ریزی مسیر حداقل انرژی برای حرکت بین دو موقعیت ارائه می‌شود. برای نیل به این هدف، ابتدا معادلات دینامیکی 
کوادروتور و موتور استخراج شده، سپس با معرفی انرژی کل مصرفی باتری بعنوان تابع هزینه و استفاده از تئوری کنترل 
بهینه، مسیر حداقل انرژیِ تعیین می‌شود. قیود نیز از طریق ضرایب لاگرانژ به معادلات همیلتونین اضافه شد. در انتها 
نتایج شبیه‌سازی با نتایج پروفیل سرعت ذوزنقه‌ای مرسوم، مقایسه شده که ذخیره انرژی تا چهار درصد را نشان می‌دهد. 
نتایج نشان می‌دهند که مدت پرواز نسبت به طول مسیر تاثیر بیشتری در مصرف انرژی دارد. به منظور اعتبارسنجی، نتایج 
شبیه‌سازی با نتایج یک مدل آزمایشگاهی شامل موتور براشلس، سنسور و برد کنترلی مقایسه شده که نشان از نزدیکی 
نتایج شبیه‌سازی‌ها با مدل واقعی دارد. همچنین با استفاده از نتایج شبیه‌سازی‌ در وضعیت‌های مختلف، یک رابطه کمی 
بین طول مسیر و مدت پرواز با میزان مصرف انرژی استخراج شده که می‌تواند در تخمین حداکثر برد یا مدت پرواز با 

توجه به میزان انرژی باتری بسیار سودمند باشد. 
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مقدمه-11
كه  است  حركت  آزادي  درجه   6 با  پرنده  وسيله  يك  کوادروتور 
قابليت پرواز عمودي و انجام مانورهاي پيچيده را داراست. اين وسيله 
داراي ساختاری شبه صلیبی می باشد که چهار ملخ در چهار گوشه 
آن قرار داشته و با تغییر سرعت ملخ ها مي‌تواند حركات و مانورهاي 
مختلف را انجام دهد. این وسیله به سبب قابلیت نشست و برخاست 
عمودی در دسته عمود پروازها قرار می گیرد که به جهت برخی مزایا 
و ویژگی‌هایش مورد توجه قرار گرفته است. ظرفیت حمل بار، سادگی 
ساختار وسیله، قابلیت مانورپذیری بالا، داشتن قیود کم در حرکت، 
هزینه کم تعمیر و نگهداری از جمله این ویژگی‌هاست. البته مصرف 
از  بالا، رفتار به شدت غیرخطی، محدودیت برد و زمان پرواز  انرژی 
از کاربردهای  این وسیله می‌باشد.  از  چالش‌های پیش روی استفاده 
این وسیله می‌توان به بازرسی و کنترل مرزها، ماموریت‌های شناسایی، 
انتقال نفت  بازرسی خطوط  بازدید و  عکسبرداری، عملیات جستجو، 
محیط‌های  در  استفاده  سوزی‌ها،  آتش  کشف  قوی،  فشار  خطوط  و 

خطرناک و غیر قابل دسترس اشاره کرد ]1[.
انرژی  محدودیت  مساله  کوادروتورها،  کنترل  مباحث  بر  علاوه 
مصرفی در آن‌ها به سبب رابطه مستقیم آن با زمان و برد پروازی از 
اهمیت بالایی برخوردار است. از یک طرف برای افزایش زمان و برد 
پرواز به باتری‌های قوی‌تر که ناگزیر وزن بیشتری دارند، نیاز می‌باشد 
و از طرف دیگر با افزایش وزن کوادروتور، مصرف انرژی آن نیز افزایش 
خواهد یافت که این مساله، چالشی اساسی را پیش روی استفاده از آن 
قرار می‌دهد. استفاده از استراتژی‌های ذخیره‌سازی و کنترل مصرف 
انرژی برای این نوع سیستم‌ها می‌تواند باعث گسترش حوزه عملکردی 
آن‌ها در اجرای عملیات‌های پیچیده‌تر و طولانی‌تر گردد. بعلاوه بحث 
ارتباط تولیدات دارای دوره برگشت‌پذیری بالا در طبیعت با مسائل و 
معضلات زیست محیطی نیز استفاده از چنین استراتژی و رویکردی 

در مصرف انرژی را بیش از پیش برجسته می‌کند ]2[.
یک کوادروتور متشکل از اجزای مختلفی چون موتورها، درایور یا 
کنترل‌کننده‌ها  و  سنسورها  الکترونیکی  برد  باتری،  کنترلر‌ها،  اسپید 
تکنولوژی  در  گرفته  صورت  پیشرفت‌های  به  توجه  با  می‌باشد. 

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode


نشريه مهندسي مکانيک اميرکبير، دوره 52، شماره 5، سال 1399، صفحات 1349 تا 1364

1350

پیشتر  بالاتر  انرژی  کارآمدی  با  اجزای  شیمی،  و  قدرت  الکترونیک 
در  بیشتر  توسعه  و  بهبود  برای  کمی  فضای  و  شده‌اند  داده  توسعه 
آینده وجود دارد ]3-5[. بعلاوه بازدهی انرژی در صورت استفاده از 
خط سیرهای سرعت ذوزنقه‌ای که بطور گسترده بکار برده می‌شوند، 
به شدت وابسته به نرخ شتاب‌گیری/ ترمزگیری است و می‌تواند بسیار 
مسیرهای  تولید  که  است  شده  باعث  دلایل  این   .]6[ باشد  پایین 
مینیمم انرژی بعنوان بهترین استراتژی برای بهبود راندمان انرژی در 
نظر گرفته شود. همچنین بسیاری از محققان نشان دادند که خط سیر 

و مصرف انرژی بطور تنگاتنگی با هم مرتبط هستند ]7[.
را  رباتیک  انرژی در حوزه  بهینه و حداقل  اصولا مباحث کنترل 

می‌توان به سه بخش تقسیم کرد:
 1- برنامه‌ریزی مسیر: تولید یک مسیر آفلاین با توجه به شرایط 

ابتدایی و انتهایی موردنظر با یا بدون اجتناب از مانع
2- تولید خط سیر: اعمال منحنی سرعت برای تبدیل مسیر به 

خط سیر
دنبال  برای  مناسب  کنترل‌کننده  تعیین  سیر:  خط  ردیابی   -3

کردن خط سیر داده شده
در  زیادی  کارهای  دوم،  و  اول  بخش‌های  بودن  کلی  جهت  به 
تنگاتنگی  ارتباط  جهت  به  سوم  بخش  است.  شده  انجام  حوزه  این 
است  قرار گرفته  توجه  دارد کمتر مورد  نوع سیستم موردنظر  با  که 
نیز مربوط به ربات‌های  این زمینه  انجام شده در  و بیشتر تحقیقات 
زمینی می‌باشد. اختلاف اساسی ربات‌های پرنده بطور عام و کوادروتور 
بطور خاص با ربات‌های زمینی، به ذات سیستم آن‌ها برمی‌گردد. در 
موتورها  عملًا  موقعیت،  یک  در  ربات  ماندن  برای  زمینی  ربات‌های 
خاموش شده و هیچ انرژی مصرف نخواهد شد ولی در کوادروتور به 
منظور ماندن در یک موقعیت ایستا یا هاور، علاوه بر اینکه موتورها 
نباید خاموش باشند بلکه باید وزن کوادروتور نیز توسط نیروی تراست 
این یعنی در هر وضعیتی حتی حالت  تولیدی پره‌ها خنثی گردد و 
مسیر متداول  این معمولاً  بر  انرژی مصرف خواهد شد. علاوه  ایستا، 
منحنی  و  مستقیم  خطوط  شامل  زمینی  و  متحرک  ربات‌های  برای 
است ولی از آنجایی‌که این‌گونه ربات‌ها عمدتاً در خط مستقیم حرکت 
می‌کنند و میزان حرکت آن‌ها در مسیر‌های منحنی بسیار کم است، 
سهم  از  کوچکتر  بسیار  منحنی‌وار  خطوط  روی  انرژی  مصرف  سهم 
انرژی در خطوط مستقیم می‌باشد ]7 و 8[. در حالی‌که در  مصرف 

کوادروتورها به سبب نوع ساختار حرکتی لزوماً این‌گونه نیست.
این  انجام شده در  و تحقیقات  اعظم کارها  می‌توان گفت بخش 
اهمیت  با وجود  و  دارند  تمرکز  و کنترل وسیله  بر مدل‌سازی  حوزه 
مباحث مرتبط با برنامه‌ریزی مسیر حداقل انرژی و کنترل بهینه، در 
این زمینه کارهای کم و عمدتا پراکنده‌ای انجام گرفته است که این 
کمبود در مورد کوادروتورها شدیدتر می‌باشد. برای مثال در ]13-9[ 
سیستم‌های  از  دسته‌ای  برای  مسیر  برنامه‌ریزی  و  کنترل  روش‌های 
زمینی مورد مطالعه قرار گرفته است. در این تحقیقات، تمرکز اصلی 
لنگ1  است.  موانع  از  اجتناب  روی  بر  که  انرژی  مصرف  روی  بر  نه 
]10[، وو2 و ویلیامز3 ]12[ مسیرهایی را برای اجتناب از موانع تولید 
کردند. همچنین ایرل4 و دآندریا5 ]14[ علاوه بر حل مسائل کنترل و 
برنامه‌ریزی برای اجتناب از موانع، با بکارگیری روش برنامه‌ریزی عدد 
صحیح مختلط خطی6 یک مسیر بهینه زمانی را تولید نمودند. آن‌ها 
بدین منظور با صرف‌نظر کردن از نیروی کریولیس و دینامیک موتور 
از مدل ساده شده در کار خود بهره گرفتند. در پژوهش دیگری می7 و 
همکاران ]15[ یک مساله برنامه‌ریزی مسیر در فضای باز را با استفاده 
از تنها مدل سینماتیکی حل نمودند. آن‌ها از یک چندجمله‌ای مرتبه 
از  ابتکاری  بطور  که  کردند  استفاده  انرژی  مصرف  تابع  بعنوان   6
آزمایش‌ها استخراج شده بود و به همین دلیل مسیر تولیدی قابلیت 

بسط داده شدن بعنوان یک مسیر عام را نداشت.
در زمینه کنترل کوادروتور و ردیابی مسیر کارهای بیشتری انجام 
مختلفی  روش‌های  به  می‌توان  شده  انجام  کارهای  در  است.  شده 
 ،]17[ تطبیقی  تکنی‌کهای   ،]16[ تناسبی-مشتقی-انتگرالی  چون 
از طرف  نمود.  اشاره   ]19 و   18[ دوم خطی8  درجه  رگولاتور  روش 
دیگر از آنجایی‌که کوادروتور دارای یک مدل غیرخطی چند ورودی-

نایقینی  و  قطعیت  عدم  با  همراه  پارامترهای  دارای  چندخروجی 
می‌باشند، از این‌رو به منظور کنترل آن روش‌های کنترلی غیرخطی 
و   ]20[ مراجع  در  مثال  برای  می‌رسند.  نظر  به  مناسب‌تر  مقاوم  و 
]21[ از کنترل گام به عقب و در مراجع ]22[ تا ]26[ از روش مود 

1  Leng
2  Wu
3  Williams
4  Earl
5  D’andrea
6  Mixed Integer Linear Programming (MILP)
7  Mei
8  Linear Quadratic Regulator (LQR)
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لغزشی بطور مجزا و بصورت ترکیب با رویکردهای دیگر استفاده شده 
است. البته روش‌های دیگری مانند فیدبک دینامیکی، فیدبک بینایی، 
تکنی‌کهای فازی، شبکه‌های عصبی و .... نیز هر چند کمتر ولی در 

بحث کنترل کوادروتور از نظر دور نگاه داشته نشده‌اند ]30-27[.
هدف این مقاله ارائه الگوریتم برنامه‌ریزی مسیر کمترین انرژی و 
متعاقب آن استخراج کنترل‌کننده بهینه متناظر با آن است بطوری‌که 
کوادروتور از طریق آن علاوه بر ارضای قیود و نیل به اهداف موقعیتی، 
کمترین انرژی را نیز مصرف کند. بدین منظور مقاله دارای دو بخش 
اصلی می‌باشد. در بخش اول، مدل کوادروتور و همچنین مدل موتور 
در حضور اجزای مرتبط با آن مانند پره استخراج می‌شود. سپس در 
بخش دوم با تعریف تابع هزینه، مساله مسیر مینیمم انرژی با قیود 
با  موجود برای یک کوادروتور حل می‌گردد. این مساله مسیر بهینه 
استفاده از تئوری کنترل بهینه و از طریق تابع همیلتونین و ضرایب 
لاگرانژ مبتنی بر مدل دینامیک دقیق کوادروتور و موتورهای آن حل 
می‌گردد. یکی از محاسن اصلی کار حاضر این است که در این کار، 
مدل کامل موتور و متعلقات آن در تولید مسیر بهینه مینیمم انرژی 
لحاظ شده است و بنابراین ولتاژهای اعمالی بهینه به موتورها نیاز به 
بررسی امکان تعقیب چنین مسیر بهینه‌ای توسط کنترل کننده‌های 
ارائه  از دیگر اهداف کار حاضر استخراج و  از بین می‌برد.  مختلف را 
یک رویه چند‌بعدی است که ارتباط بین متغیرهای مهمی چون میزان 
مصرف انرژی باتری، طول مسیر و زمان طی مسیر را مشخص نماید که 
بدین منظور از برازش منحنی در این کار بهره گرفته شده است. این 
کار از جهت نوع سیستم مورد نظر و همچنین امکان عملیاتی کردن 
کارهای  در  اصولا  است.  نشده  بررسی  قبلی  مشابه  کارهای  در  آن، 
متحرک  ربات‌های  برای  بیشتر  مسیر  برنامه‌ریزی  الگوریتم  گذشته، 
بررسی  و  مطرح  چندمنظوره3  چرخ  سه  لغزشی2،  هدایت  چرخ‌دار1، 
و  بهینه  مسیر  تعیین  منظور  به  قبلی  کارهای  در  شده‌اند. همچنین 
کنترل مجموعه یا از مدل ساده شده کوادروتور استفاده شده و یا از 
مدل موتور در آن صرف‌نظر شده است در حالی‌که در کار حاضر تمامی 
این موارد لحاظ شده و در نظر گرفته شده‌اند. بعلاوه با توجه به عدم 
امکان حل تحلیلی این نوع سیستم در اینجا یک تابع ریاضی مرتبط 
کننده بین زمان، طول مسیر و مصرف باتری ارائه می‌شود که در نوع 

1  Wheeled Mobile Robot (WMR)
2  Skid-Steered Mobile Robot (SSMR)
3  Three-Wheeled Omnidirectional Mobile Robots (TOMR)

خود کم نظیر است و می‌تواند توانایی کوادروتور در اجرای ماموریت 
محوله را پیش‌بینی کرده و برد ممکن با توجه به زمان و میزان شارژ 

باتری را تعیین نماید.
ساختار این مقاله بدین ترتیب است: در بخش 2 مدل دینامیکی 
میزان  همچنین  و  موتور  مدل  کوادروتور،  مدل  شامل  مجموعه  کل 
انجام   3 بخش  در  مساله  فرمولاسیون  می‌شود.  ارائه  انرژی  مصرف 
می‌گیرد که شامل معرفی تابع هزینه، تئوری کنترل بهینه، همیلتونین 
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مینیمم انرژی با استفاده از اصل مینیمم پونتریاگین بیان می‌گردد. در 
بخش 4 نتایج شامل مسیرهای بهینه، میزان مصرف انرژی در مسیر 
انرژی مصرفی در مسیر بهینه و پروفایل سرعت  بهینه، مقایسه بین 
بین  نشان‌دهنده  ریاضی  رابطه  و  رویه  و همچنین  مرسوم  ذوزنقه‌ای 
طول و زمان مسیر با مصرف انرژی باتری ارائه می‌شود. در بخش 5 نیز 

نتیجه‌گیری و ارائه پیشنهادات آورده شده است.

2-مدل دینامیکی کوادروتور
مجموعه‌ای  ساده،  مکانیکی  سیستم  داشتن  وجود  با  کوادروتور 
آیرودینامیک  و  مکانیک  از حوزه‌های  ناشی  متعدد  فیزیکی  اثرات  از 
می‌باشد. مدل کوادروتور باید تمامی اثرات مهم را در بر داشته باشد. 
طور  به  را  کوادروتور  به  شده  وارد  اصلی  اثرات  از  لیستی   1 جدول 

خلاصه نشان می‌دهد.
به  مربوط  معادلات  روی  بر  کار  همچنین  و  درک  آنجایی‌که  از 
سرعت‌ها و شتاب‌های خطی مخصوصا در بحث بهینه‌سازی مسیر و 
تعقیب آن توسط کوادروتور در فریم مرجع اینرسی آسان‌تر و کاراتر 
از فریم متصل به جسم می‌باشد، با استفاده از ماتریس‌های انتقال و 
دوران، معادلات خطی در فریم اینرسی و معادلات زاویه‌ای در فریم 

متصل به کوادروتور بصورت رابطه )1( قابل بیان می‌باشد ]23[.  
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)2( تعریف شده‌اند:

  

3 
 

مچنين ميزان مدل ديناميکی کل مجموعه شاااامل مدل کوادروتور، مدل موتور و ه 2سااااختار اين مقاله بدين ترتيب اسااات: در بخش 
که شامل معرفی تابع هزينه، تئوري کنترل بهينه، هميلتونين  گيردمیانجام  3. فرمولاسيون مساله در بخش شودمیمصرف انرژي ارائه 

ر . دگرددیممسير مينيمم انرژي با استفاده از اصل مينيمم پونترياگين بيان  ريزيبرنامه. در انتهاي اين بخش باشدمیو ضرايب لاگرانژ 
ميزان مصرف انرژي در مسير بهينه، مقايسه بين انرژي مصرفی در مسير بهينه و پروفايل سرعت نتايج شامل مسيرهاي بهينه،  4بخش 
سوم  ايذوزنقه ضی رويههمچنين و مر شان و رابطه ريا صرف انرژي باتري ارائه  دهندهن سير با م  5. در بخش شودمیبين طول و زمان م

 ئه پيشنهادات آورده شده است.و ارا گيرينتيجهنيز 
 مدل دینامیکی کوادروتور -2

. باشدمیهاي مکانيك و آيروديناميك حوزهاي از اثرات فيزيکی متعدد ناشی از مجموعهکوادروتور با وجود داشتن سيستم مکانيکی ساده، 
وارد شده به کوادروتور را به طور خلاصه نشان  ليستی از اثرات اصلی 1 جدولمدل کوادروتور بايد تمامی اثرات مهم را در بر داشته باشد. 

 .دهدمی
مسير و تعقيب  سازيبهينههاي خطی مخصوصا در بحث شتابها و سرعتکه درک و همچنين کار بر روي معادلات مربوط به از آنجايی

انتقال و دوران،  هايماتريسبا استفاده از  ،باشدمیتر و کاراتر از فريم متصل به جسم آن توسط کوادروتور در فريم مرجع اينرسی آسان
   .[23] باشدمیقابل بيان ( 1اي در فريم متصل به کوادروتور بصورت رابطه )زاويهمعادلات خطی در فريم اينرسی و معادلات 

                                 
 
 

                                                                       (1) 

 
 اند:شده( تعريف 2ها، بصورت رابطه )ملخهاي کنترلی تابع سرعت وروديکه در آن 

(2) 

 
که نسبت به فريم اينرسی محاسبه   با شتاب زواياي اويلر در فريم بدنی متصل به کوادروتور ايزاويههاي شتاب

که ز آنجايی. ارودمیوزن بالا  سازيخنثیميزان مصرف انرژي براي  ،برابر نيستند. با فاصله گرفتن کوادروتور از وضعيت ايستا ،شوندمی
 توانمید. بنابراين يلر از وضعيت صفر اختلاف کمی داردر يك چنين مسيري زواياي او ،بهينه حداقل انرژي استهدف اين کار مسير 

در فريم متصل به کوادروتور را  ايزاويه هايسرعتدر فريم اينرسی و  ايزاويه هايسرعتکه ارتباط بين  فرض نمود ماتريس انتقال 

 , ,p q r , ,  

θT

 

 

 

1

1

1

2

3

4

sin  sin cos  sin  cos

cos  sin sin  sin  cos

g cos  cos

yy zz TP

xx xx xx

zz xx TP

yy yy yy

xx yy

zz zz

U
X

m
U

Y
m

U
Z

m
I I J U

p q r q
I I I

I I UJ
q r p p

I I I
I I U

r p q
I I

    

    

 

 

  

  


   


   


 

 
   
   
   

2 2 2 2
1 1 2 3 4 1 2 3 4

2 2
2 4 2 4 2

2 2
3 3 1 3 1

2 2 2 2
4 2 4 3 1 2 4 3 1

1 2 3 4

Ω
  

  

  

U T T T T b

U T T b

U T T b
d

U T T T T d
b

        

    

    

        

     

)2(

 ( ), ,p q r   شتاب‌های زاویه‌ای در فریم بدنی متصل به کوادروتور
) که نسبت به فریم اینرسی محاسبه  ), ,ϕ θ ψ  با شتاب زوایای اویلر 
ایستا،  از وضعیت  با فاصله گرفتن کوادروتور  برابر نیستند.  می‌شوند، 
میزان مصرف انرژی برای خنثی‌سازی وزن بالا می‌رود. از آنجایی‌که 
هدف این کار مسیر بهینه حداقل انرژی است، در یک چنین مسیری 
می‌توان  بنابراین  دارد.  کمی  اختلاف  صفر  وضعیت  از  اویلر  زوایای 
زاویه‌ای  بین سرعت‌های  ارتباط   که 
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در فریم اینرسی و سرعت‌های زاویه‌ای در فریم متصل به کوادروتور را 
تعیین می‌کند )رابطه )3(( در چنین مسیر بهینه‌ای به ماتریس همانی 
 ( و معادلات شتاب زاویه‌ای بطور مستقیم به 
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 èT 1≈ نزدیک است )
شتاب زوایای اویلر قابل ارجاع می‌باشد.
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بطور مستقيم  ايزاويه( و معادلات شتاب به ماتريس همانی نزديك است ) ايبهينهير ( در چنين مس(3))رابطه  کندمیتعيين 
 .باشدمیبه شتاب زواياي اويلر قابل ارجاع 

                                                                                    (3) 

 
 مدل موتور -3

بطور کلی بوسيله  جريان مستقيم. موتور کندمیيك عملگر است که انرژي الکتريکی را به مکانيکی تبديل  1جريان مستقيم موتور
. مقاومت موتور معرف اتلاف انرژي به سبب جريان عبوري از شودمیمدل  و يك مولد ولتاژ ، القاگراز مقاومت  ايمجموعه

کننده يك ولتاژ متناسب با سرعت تامين eو مولد  شودمیموتور مشخص  هايپيچسيم شکلمسی است. رفتار القاگر نيز از  پيچسيم
. از لحاظ تئوري مقاومت ديگري شودمیکنترل  ،دهدمیکه ورودي کنترلی . جريان موتور بوسيله يك مولد ولتاژ واقعیباشدمیموتور 

نابراين صرفب و شوندمیمولد پايين نگاه داشته  هاياتلافبايد به مولد ولتاژ اضافه شود که بيانگر اتلاف در درايور است. در يك کار خوب 
 ( نمايش داد:4بصورت رابطه ) توانمیدر مدل ممکن است. ديناميك موتور را با استفاده از روش اويلر  هاآننظر کردن از 

                                                                                                            (4) 
 

به ترتيب نشانگر گشتاور موتور و  و و ايزاويهمعرف شتاب  بيانگر ممان اينرسی کلی حول محور موتور، که در آن 
بنابراين  باشدمی است و ضريب تناسب اين دو iمتناسب با جريان الکتريکی  ر. گشتاور موتودنباشمیبار گشتاور خارجی 

 نوشت: توانمی
                                                                                                                   (5) 

 
از لحاظ مقداري با هم برابرند. دليل اين مورد به تساوي  ،گيرياندازه واحديرغم متفاوت بودن عل ولازم بذکر است که ضرايب
اين اجزا و بارهاي  1 شکل. در هاستپرهو  دندهجعبهاز خود موتور،  شکل. سيستم موتور واقعی متگرددبازمیتوان الکتريکی و مکانيکی 

 نشان داده شده است. هاآنوارده بر 
پره  ايزاويهنيز معرف سرعت  و به ترتيب بيانگر ممان اينرسی روتور حول محور موتور و محور پره است.  و،1 شکلدر 

ان داده شده نش MPTگشتاور وارد از موتور به پره با و  PMT. همچنين گشتاور وارد از پره به موتور باباشندمیو گشتاور مقاومتی پره 
فرض شود سازي لحاظ گردند. اگر بازده مکانيکی جعبه دنده است. براي رسيدن به يك مدل درست بايد تمامی اين اجزا در مدل

 ( نوشت:6فرم رابطه )ه رابطه بين توان مکانيکی ورودي )توان محور موتور( با توان خروجی )توان محور پره( را ب توانمی
                                                                                                            (6) 

 
 

 خواهيم داشت: دندهجعبهدر  ايزاويهشتاب -رابطه گشتاور و با در نظرگرفتن نسبت کاهندگی جعبه دنده

 
                                                           
1 Direct Current (DC) 
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3- مدل موتور
را  الکتریکی  انرژی  که  است  عملگر  یک  مستقیم1  جریان  موتور 

1  Direct Current (DC)

به مکانیکی تبدیل می‌کند. موتور جریان مستقیم بطور کلی بوسیله 
e مدل می‌شود.  L و یک مولد ولتاژ ، القاگر R مجموعه‌ای از مقاومت 
مقاومت موتور معرف اتلاف انرژی به سبب جریان عبوری از سیم‌پیچ 
مشخص  موتور  سیم‌پیچ‌های  شکل  از  نیز  القاگر  رفتار  است.  مسی 
موتور  با سرعت  متناسب  ولتاژ  تامین‌کننده یک   e مولد  و  می‌شود 
ورودی  νکه  واقعی ولتاژ  مولد  یک  بوسیله  موتور  جریان  می‌باشد. 
کنترلی می‌دهد، کنترل می‌شود. از لحاظ تئوری مقاومت دیگری باید 
به مولد ولتاژ اضافه شود که بیانگر اتلاف در درایور است. در یک کار 
خوب اتلاف‌های مولد پایین نگاه داشته می‌شوند و بنابراین صرف‌نظر 
کردن از آن‌ها در مدل ممکن است. دینامیک موتور را با استفاده از 

روش اویلر می‌توان بصورت رابطه )4( نمایش داد:

TM M M LJ w T T= −                                                    )4(

موتور، محور  حول  کلی  اینرسی  ممان  بیانگر   TMJ آن  در  که 
نشانگر گشتاور  ترتیب  به   LT و  MT و زاویه‌ای  معرف شتاب   Mw

MT متناسب با  موتور و بار گشتاور خارجی می‌باشند. گشتاور موتور
MK می‌باشد بنابراین  جریان الکتریکی i است و ضریب تناسب این دو

می‌توان نوشت:

   TM M M LJ w K i T= −                                                 )5(

EK علیرغم متفاوت بودن واحد  و MK لازم بذکر است که ضرایب
اندازه‌گیری، از لحاظ مقداری با هم برابرند. دلیل این مورد به تساوی 
توان الکتریکی و مکانیکی بازمی‌گردد. سیستم موتور واقعی متشکل 
از خود موتور، جعبه‌دنده و پره‌هاست. در شکل 1 این اجزا و بارهای 

وارده بر آن‌ها نشان داده شده است.
PJ به ترتیب بیانگر ممان اینرسی روتور حول  و  MJ در شکل 1،
PT نیز معرف سرعت زاویه‌ای  Pw و محور موتور و محور پره است.
پره  از  وارد  گشتاور  همچنین  می‌باشند.  پره  مقاومتی  گشتاور  و  پره 
MPT نشان داده  PMT و گشتاور وارد از موتور به پره با  به موتور با

 لیست نیروها و گشتاورهای موثر بر کوادروتور:  1 جدول

Table 1: Effective forces and torques of the quadrotor 

 
 اصطکاک اثرات ژیروسکوپی اثر گرانش گشتاور اینرسی اثرات آیرودینامیکی اثر

تغییر در سرعت چرخش ملخ  هاچرخش و فلپینگ ملخ منبع

 ها

موقعیت مرکز 

 جرم

صلب و صفحه  تغییر در جهت جسم

 ملخ

حرکت 

 کوادروتور

 
  

جدول 1: لیست نیروها و گشتاورهای موثر بر کوادروتور
Table 1: Effective forces and torques of the quadrotor
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شده است. برای رسیدن به یک مدل درست باید تمامی این اجزا در 
ηفرض شود  مدل‌سازی لحاظ گردند. اگر بازده مکانیکی جعبه دنده 
می‌توان رابطه بین توان مکانیکی ورودی )توان محور موتور( با توان 

خروجی )توان محور پره( را به فرم رابطه )6( نوشت:

M PP Pη =                                                                  )6(
 M PM P MPw T w Tη =

و رابطه  M

P

w
N

w
= با در نظرگرفتن نسبت کاهندگی جعبه دنده 

گشتاور-شتاب زاویه‌ای در جعبه‌دنده خواهیم داشت:

M M M PMJ w T T= −

P P MP PJ w T T= −                                                    
)7(

با جایگذاری رابطه )7( در رابطه )6(، رابطه )8( نتیجه خواهد شد:

( ) ( )

2  

M M M M P P P P

P P
M M M

w T J w w T J w

J T
J w T

N Nη η

− = +

+ = −
 
 
 

 



                         

)8(

گشتاور  که  داده‌اند  نشان  آیرودینامیکی  محاسبات  همچنین 
اصطکاکی پره با مجذور سرعت دورانی آن متناسب است:

2
2

2
   M

P P
d wT d w

N
= =                                              )9( 

همراه  به  موتور  دینامیکی  مدل   ،)9( تا   )4( معادلات  تجمیع  با 
متعلقات به صورت رابطه )10( درمی‌آید ]31[:  

( )2 2 2 
        E M M

P M P P P

K K K
J N J w N w d w N

R R
η η η ν+ = − − +

  )10( 

4- تعیین تابع مصرف انرژی کوادروتور
انرژی کشیده شده از باتری‌ برای راندن موتورها به انرژی مکانیکی 
دست  از  آرماتور  مقاومت  در  گرمایی  اتلاف  بصورت  و  شده  تبدیل 

باتری،  داخلی  مقاومت  بوسیله  انرژی  کوادروتور،  یک  در  می‌رود. 
مقاومت تقویت‌کننده درایور موتورها، مقاومت آرماتورها و اصطکاک 
باتری، موتور و  ویسکوز موتورها تلف می‌شود. شکل 2 دیاگرام مدار 

داریور آن را نشان می‌دهد. 
برای کنترل سرعت موتور، کنترل‌کننده مدولاسیون پهنای پالس1 
به جهت تولید گرمای کم، بر سایرین ترجیح داده می‌شود. این روش 
در مقایسه با تنظیم خطی از لحاظ انرژی موثرتر است. فرض بر این 
 2 پل-اچ  نوع  از  ای  پالس  پهنای  مدولاسیون  تقویت‌کننده  که  است 
به‌عنوان درایور موتورها بکار برده می‌شوند که می‌توان آن را بوسیله 
مقاومت تقویت‌کننده Ramp و نرخ کار مدولاسیون پهنای پالس که با 

)  نشان داده می‌شوند، مدل کرد. ,..., )iu i =1 4
مقاومت  با  مقایسه  در  باتری  داخلی  مقاومت  کوچکی  جهت  به 
آرماتور موتور و همچنین مصرف توان پایین درایورهای موتور نسبت 
انرژی کل  این‌رو  از  نادیده گرفت.  را  به خود موتورها، می‌توان آن‌ها 

، را می‌توان توسط رابطه )11( نشان داد. WE مصرفی باتری،

T T
W sE i Vdt V i udt= ∫ = ∫                                       )11(

ورودی  ولتاژ  نشان‌دهنده   1 2 3 4      V V V V V=    آن  در  که 
بیانگر   1 2 3 4      

s

V
u u u u u

v
= =    و  باتری  از  موتورها  به  اعمالی 

ورودی مقیاس‌گذاری شده نسبت به ولتاژ بیشینه باتری Vs می‌باشد. 
بالاتر  باتری  ولتاژ  از  نمی‌توانند  هیچ‌گاه  موتورها  ولتاژ  آنجایی‌که  از 
باشند، یک قید روی ولتاژ موتورها وجود دارد که توسط رابطه )12( 

1  Pulse-Width Modulation (PWM)
2  H-Bridge

 
 

 اجزای متصل به موتور:  1 شکل 

Fig. 1: The coupled components of motor 

  

شکل 1 : اجزای متصل به موتور

Fig. 1: The coupled components of motor

 
 

 
 [32]، درایورها و موتورهای کوادروتور یباتردیاگرام مدار :  2 شکل 

Fig. 2: The schematic of battery, drivers and motors circuits  

شکل 2 : دیاگرام مدار باتری‌، درایورها و موتورهای کوادروتور ]32[
 Fig. 2: The schematic of battery, drivers and motors

circuits
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نشان داده شده است.
( )1  ,   1, 2,3, 4iu i≤ =                                       )12(

باتری  از  می‌توان جریان کشیده شده   )13( رابطه  از  استفاده  با 
ناشی از بار وارد بر موتور را تعیین نمود:

( ) ( )
    

          
M

P

wN w
E M E Pv K w v N K wi iR R

=
− −= ⇒ =

  )13( 

WE می‌تواند در ترم‌های  با جایگذاری رابطه )13( در رابطه )11(،
بازنویسی   )14( رابطه  بصورت   Pw پره سرعت  و   u کنترلی  ورودی 

شود:

1 2(   )T T
W PE k u u k w u dt= ∫ −                                )14( 

. لازم بذکر است که u و 2

  Ek N V
k

R
=  و

2

1
sVk R= که در آن 

Pw بردارهای 4 مولفه‌ای هستند که هر مولفه آن معرف وضعیت هر 

موتور می‌باشد. رابطه )14( در اصل تابع هزینه برای مساله را مشخص 
می‌کند.

برای  انرژی  مینیمم  مسیر  برنامه‌ریزی  مساله  تعریف 
دو  بین  فاصله   ft زمان  در  می‌خواهد  کوادروتور  یک  کوادروتور: 
بطوری‌که  نمایید  طی  را   ( )fP t انتهایی  و  ( )0P t ابتدایی  موقعیت 
مسیر حرکتی آن مسیر مینیمم انرژی باشد. هدف تعیین مسیر بهینه، 
این هدف  به  نیل  برای  و ورودی‌های کنترلی  موتورها  بهینه  سرعت 

می‌باشد.

5- مسیر حداقل انرژی

یک مسیر حرکت معمولا شامل خطوط مستقیم و کمان‌هاست. در 
اکثر موارد کوادروتور یا در خط مستقیم حرکت می‌کند و یا در حالت 
ایستا قرار دارد. ویژگی خاص کوادروتور این است که حتی در حالت 
ایستا و توقف در یک موقعیت نیز انرژی قابل توجهی مصرف می‌کند 
که علت آن کارکردن موتورها برای خنثی کردن اثر وزن کوادروتور 
شد  ذکر  بهینه  مسیر  مساله  صورت  در  پیشتر  همانطورکه  می‌باشد. 
هیچ‌گونه قیدی روی مسیر کوادروتور وجود ندارد بعبارت دیگر فرض 
شده که بین دو نقطه ابتدا و انتها مانعی وجود ندارد. حل مساله در 
این حالت انجام می‌شود و قطعا نتایج حاصل از حل، در صورت وجود 
مانع در مسیر در حالت کلی صادق نیست. مساله را از لحاظ ریاضیاتی 

می‌توان به صورت رابطه )15( نوشت:

0 0
1 2min       f ft tT T

W Pt t
E k u u dt k w u dt= −∫ ∫                )15(

بطوری‌که: 
( )1 2 3 16 1 1 2 3 , , ,, ,f uℵ ℵ ℵ ×  = ℵ ℵ ℵ 

                         )16(

  

6 
 

                                                                    (13) 

 
( بازنويسی 14بصورت رابطه ) و سرعت پره uورودي کنترلی  هايترمدر  تواندمی (،11)رابطه ( در 13با جايگذاري رابطه )

 شود:
                                                                                   (14) 

 

هستند که هر مولفه آن معرف وضعيت هر  ايمولفه 4بردارهاي  و u. لازم بذکر است که و که در آن 
 .کندمی( در اصل تابع هزينه براي مساله را مشخص 14. رابطه )باشدمیموتور 

فاصله بين دو موقعيت ابتدايی  در زمان  خواهدمیيك کوادروتور مسیر مینیمم انرژی برای کوادروتور:  ریزیبرنامهتعریف مساله 
ه نه، سرعت بهينکه مسير حرکتی آن مسير مينيمم انرژي باشد. هدف تعيين مسير بهيرا طی نماييد بطوري و انتهايی 
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( )1  ,   1, 2,3, 4iu i≤ =                                      )19(

رابطه )16( مدل دینامیکی کوادروتور-موتور و روابط )17( و )18( 
به ترتیب وضعیت اولیه و نهایی مورد نظر را بیان می‌کنند. لازم بذکر 
3ℵ به ترتیب بیانگر  2ℵ و  معرف سرعت دوران پره‌ها و  1ℵ است 

ترم‌های وضعیت و سرعت کوادروتور می‌باشند.
چنین  برای  انرژی  حداقل  بهینه  مسیر  کردن  پیدا  منظور  به 
سیستمی با مدل دینامیکی و قیود معلوم، روش حساب تغییرات بکار 
 [ ]1 16, . . . , λ λ λ= گرفته می‌شود. با در نظر گرفتن ضریب لاگرانژ 
برای مدل دینامیکی سیستم )رابطه )16((، همیلتونین H بصورت زیر 

تعریف می‌شود:

( )1 2 1 2 3H    , , ,T T T
Pk u u k w u f uλ= − + ℵ ℵ ℵ         )20(

یا طول مسیر در مساله  لازم بذکر است گاهی که قید موقعیت 
λ انجام  وجود دارد نمایش ضرایب این نوع قیود با پارامتری غیر از
λ تنها برای داخل کردن مدل دینامیکی  α( و ضریب  می‌شود )مثلًا 
مساله جاری  در  آنجایی‌که  از  ولی  برده می‌شود  بکار  در همیلتونین 
عملًا قیدهای مساله توسط خود متغیرهای موجود در مدل دینامیکی 
پوشش داده می‌شوند، نیازی به نمایش دوگانه ضرایب نیست. روابط 
u* بصورت  لازم برای مسیر و سرعت بهینه و همچنین ورودی کنترلی
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رابطه‌های )21( و )22( می‌باشد:
* *

1 2
H 2  0Pk u k wu
∂ = − =∂                                 )21(

1

2

3

H

H H

H

λ

 ∂
∂ℵ 

 ∂ ∂= = − ∂ℵ ∂ℵ 
∂ 

∂ℵ  



                                    
)22( 

  

به  نسبت   H اسکالر  تابع  از  مشتق‌گیری  به جهت  بالا  روابط  در 
ℵ به ترتیب 4 معادله جبری و 16 معادله دیفرانسیل  بردارهای u و
کوپل شده به یکدیگر تولید می‌شود. از آنجایی‌که این معادلات حل 
تحلیلی ندارند، برای حل آن‌ها باید به سراغ روش‌های عددی رفت. 
در اینجا برای حل مساله مقدار مرزی مذکور، روش رانگ کوتا مرتبه 

چهار مورد استفاده قرار گرفته است.

6- نمونه آزمایشگاهی
نتایج  امکان مقایسه  نتایج شبیه‌سازی و  به منظور صحت‌سنجی 
با داده‌های آزمایشگاهی یک نمونه آزمایشگاهی طراحی و پیاده‌سازی 
موتور،  کنترل  اسپید  براشلس،  موتور  یک  شامل  نمونه  این  گردید. 
برد الکترونیکی به همراه میکروکنترلر و سنسور جریان می‌باشد که 

مشخصات اجزای فوق در جدول 2 بیان شده اند. 
ترازوی  یک  کمک  به  و  آزمایشگاهی  نمونه  این  از  استفاده  با 
سیگنال‌های  ازای  به  پره  توسط  تولیدی  تراست  میزان  دیجیتال 
یک  از  می‌شود.  اندازه‌گیری  مختلف  پالس  پهنای  مدولاسیون 
توسط  شده  کشیده  جریان  میزان  ارزیابی  برای  جریان  سنسور 
و  سنسور  داده‌های  است.  شده  استفاده  مختلف  دورهای  در  موتور 

با  میکروکنترلر  یک  طریق  از  موتور  به  کنترلی  دستور  همینطور 
رزولیشن  جهت  به  می‌شود.  منتقل  ثانیه   0/02 نمونه‌گیری  زمان 
10 بیتی مبدل آنالوگ به دیجیتال میکروکنترلر، خروجی سنسورها 
اعدادی بین صفر تا 1023 خواهند بود. در این نمونه آزمایشگاهی 
را  بازی کرده بدین صورت که اطلاعات  را  رابط  میکروکنترلر نقش 
همچنین  و  می‌کند  ارسال  کامپیوتر  به  و  کرده  دریافت  سنسور  از 
دستورات کنترلی را از کامپیوتر دریافت و به موتور اعمال می‌کند. 
برای دریافت، ارسال و تجزیه و تحلیل اطلاعات از زبان ویژوال سی 

شارپ استفاده شده است. 
همانطورکه در شکل 3 نشان داده شده استف با اعمال سیگنال 
مدولاسیون پهنای پالس از صفر تا 255 به موتور، تراست تولیدی توسط 
از آنجایی‌که به  اندازه‌گیری شده است.  پره بوسیله ترازوی دیجیتال 
جهت فقدان انکودر امکان اندازه‌گیری مستقیم سرعت زاویه‌ای موتور 
ریاضی  مدل  از  استفاده  با  موتور  دورانی  سرعت  میزان  نبود،  میسر 
موتور-پره محاسبه گردید. جدول 3 نتایج داده‌های آزمایشگاهی تست 

موتور را نشان می‌دهد.  
ولتاژ  فرم  به  شبیه‌سازی  اصلی  خروجی  که  است  ذکر  به  لازم 
سیگنال  بودن  مشخص  به  نیاز  عملی  تست  برای  حالی‌که  در  بوده 
داده‌های جدول فوق  از  نظیر آن می‌باشد.  پالس  پهنای  مدولاسیون 
می‌شود.  استفاده  دو  این  بین  خطی  رابطه  یک  استخراج  منظور  به 
این دو متغیر را نشان می‌دهد که در  ارتباط کمی بین  رابطه )23( 
 Vbat ،بیانگر تعداد بیت‌های پایه مدولاسیون پهنای پالس کنترلر r آن

معرف ولتاژ باتری می‌باشد.

2
Batr

PWM
V ν= − ×                                               )23(  مشخصات نمونه آزمایشگاهی:  2 جدول

Table 2: Prototype characteristics 

 
 مشخصات شرکت سازنده اسم نام جزء

آمپر 30 ای.ماکسBL2215 1 موتور  

آمپر 30 ای.ماکس - درایور موتور  

8×5/4 ملخ  - - 

سلول 3آمپرساعت، میلی Li-Po  2000 باتری  

 - - ATMeg32A میکروکنترلر

آمپر 30سنسور جریان   سنسور جریان  ACS712  

ولت بر آمپرمیلی 185حساسیت:  آلایگرو2   

 

  

                                                           
1 EMAX 
2 Allegro 

جدول 2 : مشخصات نمونه آزمایشگاهی
Table 2: Prototype characteristics
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7- نتایج 
و  زمان‌ها  برای  انرژی  مینیمم  بهینه  مسیر  استخراج  منظور  به 
انرژی توسط  ارزیابی میزان ذخیره  موقعیت‌های مختلف و همچنین 
سرعت  پروفایل‌های  به  نسبت  انرژی  مینیمم  مسیر  در  کوادرتور 
ذوزنقه‌ای مرسوم شبه بهینه شبیه‌سازی‌ها انجام شد. در جدول‌های 
در  استفاده  مورد  کوادروتور  و  موتور  مشخصات  ترتیب  به   5 و   4

شبیه‌سازی‌ها نمایش داده شده است.
ازای  به  انرژی  مینیمم  بهینه  مسیر  شبیه‌سازی  از  استفاده  با 
این  در  انرژی  بهینه  مصرف  میزان  مختلف،  موقعیت‌های  و  زمان‌ها 

حالات بدست آمد که نتایج در جدول 6 ارائه شده است. 
همانطور که از جدول 6 قابل مشاهده است، بر خلاف ربات‌های 
زمینی دو چرخ و سه چرخ که با افزایش زمان، میزان مصرف انرژی 
زمان  افزایش  با  کوادروتور  در  می‌یابد  کاهش  بهینه  حالت  در  آن‌ها 
نیز  پیشتر  که  همانطور  است.  یافت  افزایش  بهینه  مصرفی  انرژی 
ذکر شد، علت این امر به مصرف شدن انرژی برای خنثی‌سازی وزن 

نشان  همچنین  نتایج  می‌گردد.  باز  ایستا  حالت  در  حتی  کوادروتور 
می‌دهد که میزان مصرف انرژی وابستگی بالایی به طول زمان پرواز 
از  ناشی  مصرفی  انرژی  بعلاوه سهم  دارد.  مسیر  با طول  مقایسه  در 

تغییرات زوایا در انرژی مصرفی کل ناچیز است.
نتایج  مرسوم،  مسیرهای  در  مصرفی  انرژی  ارزیابی  منظور  به 
پروفایل  و  بهینه  مسیر  پروفایل  از  ناشی  انرژی  مصرف  مقایسه‌ای 

  

 گیرنده نیروی تراست )راست( و برد الکترونیکی )چپ(اندازهنمایی از مجموعه :  3 شکل 

Fig.3: View of the thrust measurement section (right) and the electronic circuit (left) 

  

شکل 3 : نمایی از مجموعه اندازه‌گیرنده نیروی تراست )راست( و برد الکترونیکی )چپ(
(Fig.3: View of the thrust measurement section (right) and the electronic circuit (leftموتوری آزمایشگاهی تست هادادهنتایج  : 3 جدول 

Table 3: The experimental results of motor 

 

PWM 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 255 

Trust(gr) 31/15 04/31 76/51 34/80 71/107 11/145 79/182 80/226 56/274 17/325 94/378 94/421 

W(rad) 5/531 8/756 2/977 5/1217 7/1409 2/1636 4/1836 6/2045 7/2250 4/2449 1/2644 1/2790 

 

  

جدول 3 : نتایج داده‌های آزمایشگاهی تست موتور
Table 3: The experimental results of motor

 مشخصات عملگر الکتریکی کوادروتور:  4 جدول

Table 4: The quadrotor actuator’s characteristics 

 
 مقدار پارامتر مقدار پارامتر

d  PJ  

EK  MJ  

MK /  36 3 10  N 6/5 

R 6/0  9/0 

 

  

/  61 1 10/  672 8 10

/  36 3 10/  61 1 10

جدول 4 : مشخصات عملگر الکتریکی کوادروتور
Table 4: The quadrotor actuator’s characteristics
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سرعت مرسوم ذوزنقه‌ای در جدول 7 نشان داده شده است. منظور از 
پروفایل سرعت ذوزنقه‌ای مرسوم، فرآیند حرکتی سه مرحله‌ای است 
که در آن ابتدا سرعت از صفر با شتاب ثابت شروع به افزایش کرده 
با سرعت  دوم جسم  مرحله  در  برسد سپس  به سرعت مشخصی  تا 
ثابت  با شتاب  پایانی سرعت  ادامه داده و در مرحله  را  ثابت حرکت 
منفی شروع به کاهش نموده تا سرانجام در انتهای زمان مورد نظر به 
از کلیت مساله در تمامی  صفر برسد. لازم بذکر است بدون کاستن 

شبیه‌سازی‌ها، شرایط اولیه بصورت:

( ) [ ]
( ) [ ]
( ) [ ]

1

2 0

3 0

0 0, 0, 0, 0

0 0, 0, 0, 0, 0, 0

0 0, 0, 0, 0, 0, 0

P

V

ℵ

ℵ

ℵ

=

= =

= =







                                     )24(

کوادروتور  اولیه  سکون  معنای  به  که  است  شده  گرفته  نظر  در 
3ℵ نیز مشابه شرایط اولیه است. 1ℵ و  می‌باشد. شرایط انتهایی

زمان  یک  در  که  است  قضیه  این  نشان‌دهنده   7 جدول  نتایج 

 فیزیکی کوادروتورمشخصات :  5 جدول

Table 5: The quadrotor characteristics 

 

m xxI yyI zzI  b 
1 /  38 1 10  /  38 1 10  /  314 2 10  24/0 /  654 2 10  

 

  

جدول 5 : مشخصات فیزیکی کوادروتور
Table 5: The quadrotor characteristics

 زمانی و موقعیتی در مسیر بهینه مینیمم انرژیمیزان مصرف انرژی برای شرایط مختلف :  6 جدول

Table 6: The amount of optimal energy consumption for different positional and time situations 

 
مینیمم 
 انرژی )

J ) 
 degf

 

 degf  

 degf  

  mfZ

 

  mfY
 

  mfX

 

  sft

 

532/86 0 0 0 0 0 10 10 

531/71 0 0 0 0 0 20 10 

527/01 0 0 0 0 15 0 10 

237/78 0 0 0 20 0 0 10 

565/42 0 0 0 30 10 15 10 

1062/7 0 0 0 0 0 25 20 

1066/3 0 0 0 0 10 0 20 

1067/1 0 0 0 25 0 0 20 

1062/7 0 0 0 15 15 20 20 

795/82 0 0 30 10 10 15 15 

793/70 0 30 0 20 0 10 15 

792/78 30 0 0 10 20 15 15 

519/31 0 15 30 0 0 10 10 

533/73 15 30 0 5 10 0 10 

570/17 30 0 20 10 20 15 10 

530/17 30 10 20 20 15 5 10 
 

  

جدول 6 : میزان مصرف انرژی برای شرایط مختلف زمانی و موقعیتی در مسیر بهینه مینیمم انرژی
Table 6: The amount of optimal energy consumption for different positional and time situations



نشريه مهندسي مکانيک اميرکبير، دوره 52، شماره 5، سال 1399، صفحات 1349 تا 1364

1358

انرژی  صرفه‌جویی  میزان  مقصد،  و  مبدا  فاصله  افزایش  با  مشخص 
پروفایل سرعت ذوزنقه‌ای کاهش  به  انرژی نسبت  در مسیر مینیمم 
می‌یابد. همچنین با افزایش زمان، اختلاف بین میزان مصرف انرژی 
افزایش  عموماً  ذوزنقه‌ای  پروفایل سرعت  و  انرژی  مینیمم  مسیر  در 
می‌یابد. البته میزان صرفه‌جویی بسته به زمان و شرایط انتهایی متغیر 
نشان  را  انرژی  تا حدود %4 صرفه‌جویی در مصرف  نتایج  ولی  است 
بهینه  نمودارهای سرعت مسیر  ارتفاع،  تنها  تغییر  مورد  در  می‌دهد. 
و پروفایل سرعت ذوزنقه‌ای به یکدیگر شبیه شده که متعاقباً مصرف 

انرژی در هر دو نیز بهم نزدیک می‌شود.
از آنجایی‌که در این مقاله امکان نمایش مسیر، سرعت انتقالی و 
دورانی کوادروتور، سرعت دوران پره‌ها، نمودار مصرف انرژی و سایر 
نمودارهای مرتبط برای تمامی وضعیت‌ها وجود ندارد، در اینجا تنها 
بسنده می‌شود.  پرکاربرد  از وضعیت‌های  یکی  نمودارهای  نمایش  به 
شکل‌های 4 تا 7 نتایج شبیه‌سازی برای وضعیت مشخص در جدول 

8 را نشان می‌دهند.
در شکل‌های 4 و 5 نمودارهای سرعت انتقالی و دورانی کوادروتور 

در یک وضعیت نمایش داده شده است.
بهینه  پروفیل سرعت در حالت  برای  ایجاد شده  حالت سهموی 
تا  بابت  این  از  و  بوده  هموارتر  مرسوم  ذوزنقه‌ای  پروفیل  به  نسبت 

حدودی کنترل کوادروتور را نیز بهبود می‌بخشد. 
به  نیل  برای  کوادروتور  پره‌های  چرخش  سرعت  همچنین 
سرعت‌های انتقالی و دورانی مورد نظر )شکل‌های 4 و 5( در شکل 6 

ارائه شده است. در شکل 7 نیز میزان مصرف انرژی در طول مسیر 
بهینه نمایش داده شده است. همانطور که در شکل 7 مشاهده می 
در  گرفته  صورت  ثابتی  روند  با  تقریبا  انرژی  مصرف  میزان  شود، 
حالی‌که در پروفیل ذوزنقه‌ای، مصرف انرژی در طول مسیر روند ثابتی 

را طی نمی‌کند. 
آزمایشگاهی،  نمونه  از  استفاده  با  نتایج  ارزیابی  منظور  به 
سیگنال مدولاسیون پهنای پالس متناظر با ولتاژهای بدست آمده از 
شبیه‌سازی به موتور اعمال شده که نتایج در شکل 8 نشان داده شده 
است. از آنجایی‌که هر کوادروتور دارای چهار موتور می‌باشد، اطلاعات 
را  است  موتور  یک  تنها  شامل  که  آزمایشگاهی  نمونه  از  استخراجی 

توسعه داده و برای هریک از ولتاژها آزمایش انجام شده است.  
تست‌های  از  آمده  بدست  ولتاژ  و  جریان  داده‌های  از  استفاده  با 
انرژی مصرفی کوادروتور محاسبه گردید که در  آزمایشگاهی، میزان 
حدود 304 ژول می‌باشد. این میزان مصرف با نتایج شبیه‌سازی که 
بنابراین  دارد.  مناسبی  همخوانی  می‌دهد  نشان  را  ژول   298 حدود 
می‌توان نتایج شبیه‌سازی را بسط داده و در شرایط مختلف از آن‌ها 

استفاده نمود. 
از آنجایی‌که رابطه مشخصی بین میزان مصرف انرژی کوادروتور در 
طول عملیات با مدت زمان عملیات و فاصله موقعیت‌های اولیه و نهایی 
وجود ندارد امکان پیش‌بینی برُد پروازی کوادروتور با توجه به میزان 
شارژ باتری میسر نیست. داشتن یک تابع مشخص که این متغیرهای 
مهم را بهم مربوط سازد می‌تواند در عملکرد و برنامه‌ریزی‌های عملیاتی 

 مقایسه مصرف انرژی برای شرایط مختلف زمانی و موقعیتی:  7 جدول

Table 7: Comparison of energy consumption for different positional and time situations 

 
 پروفایل

 ای )ذوزنقه
J ) 

مینیمم 
 انرژی )

J ) 
 degf degf  

 degf  

  mfZ

 

  mfY

 

  mfX

 
  sft

 

556/80 532/86 0 0 0 0 0 10 10 

554/56 531/71 0 0 0 0 0 20 10 

549/08 527/01 0 0 0 0 15 0 10 

558/44 537/78 0 0 0 20 0 0 10 

1097/26 1062/7 0 0 0 0 0 25 20 

1102/69 1066/3 0 0 0 0 10 0 20 

1102/37 1067/1 0 0 0 25 0 0 20 
 

  

جدول 7 : مقایسه مصرف انرژی برای شرایط مختلف زمانی و موقعیتی
Table 7: Comparison of energy consumption for different positional and time situations
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از  با استفاده  برای کوادروتور بسیار کم‌ککننده باشد. در این بخش 
نتایج شبیه‌سازی‌های انجام شده برای طیف گسترده‌ای از زمان‌ها و 
فاصله موقعیتی بین نقطه شروع و پایان، یک رویه استخراج شده است. 
البته با توجه به تعداد بالای متغیرهای موجود و همچنین پرکاربرد 

بودن بعضی وضعیت‌ها نسبت به سایرین، این رویه برای وضعیت‌های 
فاصله  معرف  که  شده  ترسیم   [ ], , X ′ 00 انتهایی و   [ ], , X 00 ابتدایی
L بین نقطه شروع و پایان می‌باشد. در شکل  X X= ′ − موقعیتی

9 این رویه نشان داده شده است.

 
 

 تغییرات سرعت انتقالی کوادروتور در هر سه راستای اصلی در طول مسیر:  4 شکل 

Fig. 4: Translational velocity profile of the quadrotor 

  

شکل 4 : تغییرات سرعت انتقالی کوادروتور در هر سه راستای اصلی در طول مسیر
Fig. 4: Translational velocity profile of the quadrotor

 
 

 کوادرتور در طول مسیر یاهیزوا یهاسرعتتغییرات :  5 شکل 

Fig. 5: Angular velocity profile of the quadrotor 

  

شکل 5 : تغییرات سرعت‌های زوایه‌ای کوادرتور در طول مسیر
Fig. 5: Angular velocity profile of the quadrotor
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به کمک  و  از شبیه‌سازی‌ها  آمده  بدست  داده‌های  از  استفاده  با 
روش‌های فیتینگ، می‌توان یک تابع مرتبه 2 برای بیان رویه )شکل 
9( بدست آورد. بررسی خطاهای معادلات تا مرتبه 5 نشان از وجود 
کمترین خطا در مرتبه 2 داشت و بر همین اساس یک تابع مرتبه 2 

برای بیان رویه استفاده شد. رابطه )25( چنین تابعی را بیان می‌کند 
که در آن میزان مصرف انرژی بر حسب مدت زمان عملیات و فاصله 

موقعیتی نقاط شروع و پایان مشخص شده است:
( ) 2,  1 063  1 9.38   26.95  19.13  1 761 E t L t L t t L= + + − +  )25(

 
 

 کوادروتور یهاپرهسرعت دوران :  6 شکل 

Fig. 6: Rotational velocity of propellers 

  

شکل 6 : سرعت دوران پره‌های کوادروتور
Fig. 6: Rotational velocity of propellers

 
 

 میزان مصرف انرژی در طول مسیر:  7 شکل 

Fig. 7: The energy consumption profile along the minimum energy path 

  

شکل 7 : میزان مصرف انرژی در طول مسیر
Fig. 7: The energy consumption profile along the minimum energy path
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 شرایط نهایی و مدت زمان پرواز کوادروتور:  8 جدول

Table 8: Final condition and flight duration of the quadrotor 

 

 degf  degf  degf   mfZ   mfY   mfX 

0 0 0 15 15 20 

 deg/sf  deg/sf  deg/sf   m / sfZ   m / sfY   m / sfX 

0 0 0 0 0 0 

𝑡𝑡𝑓𝑓 (s)  4 rpmPw  3 rpmPw  2 rpmPw  1 rpmPw 

5 0 0 0 0 

 

جدول 8 : شرایط نهایی و مدت زمان پرواز کوادروتور
Table 8: Final condition and flight duration of the quadrotor

 

 
 

 ررسیتغییرات ولتاژ و جریان دریافتی از سنسور طی مسیر مورد ب:  8 شکل 

Fig. 8: Voltage and current obtained from sensors for quadrotor’s motor 

شکل 8 : تغییرات ولتاژ و جریان دریافتی از سنسور طی مسیر مورد بررسی
Fig. 8: Voltage and current obtained from sensors for quadrotor’s motor
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8- نتیجه‌گیری
عملًا  آنچه  است،  مشاهده  قابل   6 جدول  نتایج  از  که  همانطور 
میزان مصرف انرژی را مشخص می‌کند نه طول مسیر بلکه مدت زمان 
ربات‌های  مانند  ربات‌ها  بر خلاف سایر  بعلاوه  پروازی است.  عملیات 
زمینی دو چرخ و سه چرخ که در آن با افزایش زمان طی مسیر میزان 
طی  زمان  افزایش  با  کوادروتورها  در  می‌یابد،  کاهش  انرژی  مصرف 
مسیر، میزان مصرف انرژی افزایش می‌یابد. علت این موارد به ساختار 
در  تقریباً  اینکه  جهت  به  کوادروتورها  برمی‌گردد.  کوادروتور  ذات  و 
تمامی وضعیت‌ها حتی حالت ایستا یا هاور به منظور غلبه بر نیروی 
وزن دارای موتور روشن هستند میزان مصرف انرژی‌شان بیشتر تابع 
مدت زمان پرواز می‌باشد. اگر به معادله رویه و شکل 9 دقت نمایید 
رویه بدست آمده از برازش داده‌ها نیز بسیار نزدیک به یک سطح است 
که باز هم تاثیر بالای زمان نسبت به طول مسیر را نمایان می‌کند. 
انرژی مصرفی حالت  نتایجی که می‌توان ذکر نمود اختلاف  از دیگر 
حدودا  کاهش  از  حاکی  که  بوده  ذوزنقه‌ای  پروفایل سرعت  و  بهینه 
با  که  داد  نشان  نتایج  می‌باشد. همچنین،  انرژی  مصرف  درصدی   4
افزایش زمان، درصد اختلاف نسبی این دو با هم کاهش می‌یابد چرا 
پروفایل  به  بهینه  سرعت  پروفایل  شکل  پرواز،  زمان  افزایش  با  که 
کلی  نتیجه  یک  بعنوان  بنابراین  می‌شود.  نزدیک  ذوزنقه‌ای  سرعت 

می‌توان گفت در زمان‌های کوتاه اثربخشی مسیر بهینه بالا است اما در 
زمان‌های متوسط و بزرگ استفاده از پروفایل سرعت ذوزنقه‌ای توصیه 
می‌شود. نتایج حاصل از تست‌های آزمایشگاهی نیز نشان داد که نتایج 
شبیه‌سازی تا حدود زیادی به واقعیت نزدیک بوده و می‌توان از آن 
برای کارهای مشابه استفاده نمود. همچنین رابطه ریاضی ارائه شده 
با داده‌های آزمایشگاهی انطباق خوبی را نشان می‌دهد و از این لحاظ 
اضافه  با  آتی می‌توان  تحقیقات  در  گیرد.  قرار  استناد  مورد  می‌تواند 
کنترل  مساله  سه‌بعدی  و  دوبعدی  موانع  مانند  دیگری  قیود  کردن 

بهینه را حل نمود. 

فهرست علائم
علائم انگلیسی

IXX    ممان اینرسی کوادروتور حول محورهای بدنی 

JTP  ممان اینرسی سیستم حول محور پروانه

  طول بازوی کوادروتور

)kg( جرم  m

p,q,r  سرعت‌های زاویه‌ای در دستگاه بدنی

Ti  نیروی تراست پروانه i ام

Ui  ورودی کنترلی i ام

 
 

 ابتدا و انتهارویه انرژی مصرفی نسبت به زمان و فاصله موقعیتی بین نقطه :  9 شکل 

Fig. 9: Surface obtained from simulation results 

 

 

شکل 9 : رویه انرژی مصرفی نسبت به زمان و فاصله موقعیتی بین نقطه ابتدا و انتها
Fig. 9: Surface obtained from simulation results
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u,v,w  سرعت‌های انتقالی در دستگاه بدنی

FB  بردار نیرو در دستگاه بدنی 

علائم یونانی

Bτ  بردار گشتاور در دستگاه اینرسی
,  زوایای اویلر  ,ϕ θ ψ
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