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Modeling of Hyperelastic Incompressible Behavior of Functionally Graded Material 
under Bending Load
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ABSTRACT: In this paper, the behavior of inhomogeneous functionally graded rubber with large 
deformations and under bending loading is modeled by assuming an incompressible hyper-elastic 
material. For modeling the nonlinear behavior of the material, hyperelastic theory and strain energy 
functions were used. The strain energy is a function of the left Cauchy-Green deformation tensor 
invariants. The constants of strain energy are considered as power and in direction of curvature radius. 
Also, the generalized Mooney-Rivlin function was used for modeling the nonlinear behavior. Supposing 
the power constants of strain energy is convenient for description of material behavior. Also the results of 
the analytical solution are compared to those of Finite Element method and there is acceptable accuracy.
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1- Introduction
Different groups of materials, such as foams, elastomers, 
biological tissues, and polymers are the nonlinear hyperelastic 
materials. Reversibility is the most important physical 
property of hyperelastic materials. Natural rubber sometimes 
stretches up to eight times its original length and then comes 
back to its original state. Typical Natural rubbers are bitumen, 
turtle outer cover, animal’s antler, and gum trees and artificial 
rubber such as polybutadiene, styrene-butadiene, nitrile, 
butyl, etc. Different types of materials, such as rubber, are 
reversible in large deformation. The maximum value of the 
stretch is usually between 5-10 (the ratio of the current length 
to the initial length) and the stress-stretch curve is non-linear. 
So the material does not follow Hooke’s law. To modeling on 
the behavior of these materials, the material is considered as a 
continuous environment, and a strain energy density function 
is obtained, which is usually in terms of the deformation 
invariant [1].

2- Methodology
The geometry of the section before and after deformation 
shown in Fig. 1. The displacement fields are:

f ( ), , .θ
ρ

= = =Yr X z Z � (1)

which , ,r zθ  and X, Y, Z are Cartesian and cylindrical 
coordinates, respectively.

Fig. 1. The rectangular section before deformation and the 
circular section after deformation [2]

Using the Rivlin method [3], the constitutive method 
for incompressible and isotropic hyperelastic materials is 
expressed as follows:

1

1 2

2 2 −∂ ∂
= − + −

∂ ∂
W Wp
I I

T I B B � (2)

where p is hydrostatic pressure depends on the 
incompressibility constraint, T is the Cauchy stress and I is 
the unit matrix. ( )1 2,=W W I I  , is the strain potential energy 
function, which is based on ( )1 3−I and ( )2 3−I . Mooney-
Rivlin strain energy is the classical stress energy density for 
homogeneous incompressible rubber:

( ) ( )MR
1 1 2 2W = C I - 3 +C I - 3 , � (3)
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which 1 2,C C  are the constants of the Mooney-
Rivlin energy function. For functionally graded 
materials, the Mooney-Rivlin energy function is 

, which µ indicates the shear 
modulus of the material in the deformed configuration. 
 For the functionally graded inhomogeneous material, 

 which n and m are 

inhomogeneous coefficients of material. Therefore, the 
generalized Mooney-Rivlin strain energy function for 
inhomogeneous functionally graded materials is:

� (4)

3- Solving method
The equilibrium equations along the radius and in the absence 
of volumetric forces are simplified as follows [2]:

( )1 0,   0,   0θθ
θθ θ

∂∂ ∂
+ − = = =

∂ ∂ ∂
rr zz

rr
TT TT T

r r z
� (5)

To calculate the main stresses, Eq. (5) is integrated and after 
simplifying, the Cauchy stress relations for inhomogeneous 
functionally graded materials are obtained:

� (6)

� (7)

� (8)

4- Results and Discussion
The results of the exact solution are compared with those of 
modeling in ABAQUS software. CPE8RH element has been 
used in ABAQUS modeling. The comparison between exact 
solution and numerical solution for stresses along radius of 

the section are shown in Figs. 2 to 4 for radial, circumferential 
and axial stresses respectively.
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Fig. 2. Comparison of theoretical and numerical solution 
results for radial Cauchy stress
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Fig. 3. Comparison of theoretical and numerical solution 
results for circumferential Cauchy stress

0.42 0.425 0.43 0.435 0.44 0.445 0.45
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2
x 10

4

r (m)

T
zz

 (
P

a
)

 

 

Exact Solution
Abaqus

Fig. 4. Comparison of theoretical and numerical solution 
results for axial Cauchy stress

As a result, new equations are obtained for describing the 
behavior of the incompressible hyperelastic rectangular cross-
section of inhomogeneous isotropic under bending using 
analytical solution. By comparing the exact solution method 
used in this paper to the numerical model, it is concluded 
that these relations have good accuracy. Therefore, it can be 
concluded that simplifying assumptions such as zero shear 
stress, are good and correct assumptions. The advantage of 
this article is that it integrates into equilibrium equations as 
direct and there are no errors due to numerical methods.

5- Conclusions
In this research, the modeling of the hyperelastic behavior 
of inhomogeneous functionally graded rubber under bending 
loading and extracting the Cauchy stress relations of the 
cross-sectional by this loading has been made. For modeling, 
the generalized Mooney-Rivlin energy function has been 
used and the properties were changing into radius. Also the 
property was inhomogeneous. Finally, the analytical results 
are compared to those of the numerical results and it is 
shown that the functions are described the behavior of the 
hyperelastic materials under pure bending.
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مدل سازی رفتار مواد هایپرالاستیک تراکم ناپذیر مدرج تابعی تحت بارگذاری خمشی

غلامحسین رحیمی*، محمد مهدی معماریان، یاور عنانی ، شهرام حسینی چالشتری

دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه تربیت مدرس، تهران، ایران

خلاصه: در این مقاله رفتار لاستیک‌های ناهمگن مدرج تابعی با تغییر شکل‌های بزرگ و تحت بارگذاری خمشی و با فرض 
ماده هایپرالاستیک تراکم‌ناپذیر مدل سازی شده است. برای مدل کردن رفتار غیر خطی ماده از تئوری هایپرالاستیسیته 
و توابع انرژی کرنشی که تابعی از نامتغیرهای تانسور تغییر شکل چپ کوشی- گرین هستند، استفاده می‌شود. برای اینکه 
بتوان توابع انرژی موجود را برای مواد ناهمگن مدرج تابعی به کار برد، باید در آنها تغییراتی صورت گیرد. بنابراین برای 
تصحیح کردن ثوابت مربوط به توابع انرژی ذکر شده، با توجه به ناهمگن بودن ماده مدرج تابعی، این ثابت‌ها به صورت 
توانی و در راستای شعاع انحناء پس از خمش، فرض شده است. برای مدل سازی از تابع انرژی مونی-ریولین تعمیم یافته 
استفاده شده است. از مهمترین نتایج به دست آمده از تحقیق حاضر می‌توان به، فرض توانی بودن ثابت‌های تابع انرژی 
کرنشی جهت مدل‌سازی رفتار ماده در روش تحلیلی، که این فرض رفتار ماده را به خوبی مدل کرده است، اشاره کرد. 
همچنین مدل سازی ماده مدرج تابعی غیر همگن به صورت لایه لایه‌ای در نرم افزار اجزاء محدود مدل شده است، که 

این روش نیز به خوبی رفتار ماده را توصیف کرده و با نتایج تحلیلی همپوشانی خوبی دارد. 
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1- مقدمه
بافت‌های  الاستومرها،  فوم‌ها،  قبیل  از  مواد  از  مختلفی  گروه‌های 
را  هایپرالاستیک  بزرگ  تغییر شکل‌های  قابلیت  پلیمرها  و  بیولوژیکی 
دارند. مهم‌ترین و بارزترین مشخصه فیزیکی لاستیک‌ها و موادی از این 
دسته، این است که در اثر کشیده شدن، کش آمده و پس از رهاشدن به 
حالت اولیه خود باز می‌گردد. لاستیک‌های طبیعی گاه تا هشت برابر طول 
اولیه خود کش آمده و سپس به حالت اول خود بر می‌گردند، همچنین 
لاستیک‌ها توانایی کشش‌پذیری بالایی در برابر تنش‌های کوچک دارند. 
از جمله لاستیک‌های طبیعی می‌توان به قیر، پوشش خارجی لاک پشت، 
شاخ حیوانات و صمغ درختان و لاستیک‌های مصنوعی به پلی بوتادین1، 

استایرن بوتادین2، نیتریل3، بوتیل4 و غیره اشاره کرد. 

1  Polybutadiene
2  Styrene Butadiene
3  Nitryl
4  Butyl

مهم‌ترین کاربرد لاستیک‌ها در ساخت انواع تایر و تیوب اتومبیل‌ها، 
ساخت کفش، تیوب توپ‌های ورزشی، تسمه و نوارهای نقاله ، روکش 
این  از  لوله‌ها و سایر وسایل لاستیکی است. همچنین  کابل و سیم، 
گیر  ضربه  لاستیک‌های  لوله‌ها،  و  مخازن  پوشش  در  ارزشمند  ماده 
واشرهای  و  یاتاقان‌ها، ساخت قطعات مکانیکی  اطراف  و صداگیر در 
صنایع،  در  رفته  کار  به  بوشی‌های  می‌شود.  استفاده  مدور  و  مسطح 
شیرهای کنترلی، درز بندهای به کار رفته در صنایع، پوشش داخلی 
پمپ‌ها، شیرها، لوله‌ها، خرطومی‌های به کار رفته در صنایع مختلف 
از جمله کاربردهای اساسی این مواد می‌باشند. سوندهای به کار رفته 
در صنایع پزشکی نیز جزء موارد استفاده از این مواد هستند. از دیگر 
مواد  کارخانجات  تجهیزات  و  داخلی  لوله‌های  در  آن  استفاده  موارد 
همچنین  می‌باشد.  گاز  حامل  تانکرهای  آب‌بندی  مثلًا  شیمی‌آیی 
لاستیک‌ها به صورت فراوان به عنوان عایق ارتعاشی، قطعات ذخیره 
کننده انرژی در صنایع خودرو، سپر و محافظ در قطعاتی که در برابر 

بارهای ضربه‌ای قرار دارد به کار می‌روند.

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode
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از جمله کاربردهای مواد مدرج تابعی1 با رفتار هایپرالاستیک در 
صنعت، می‌توان به لاستیک‌های مسابقات فرمول یک، که تحت تنش و 
حرارت بسیار بالا قرار دارند؛ و همچنین بالن‌های هواشناسی و اینترنت 
بالن‌ها که در ارتفاع بسیار بالا، تحت فشار و دماهای بسیار متغیر، مورد 
استفاده قرار می‌گیرند، اشاره کرد. از ديگر مواد مدرج تابعی‌ كه رفتار 
بدن موجودات  بافت‌هاي  نشان مي‌دهند،  از خودشان  هايپرالاستكي 
زنده است. پوست بدن برخي موجودات زنده و ماهيچه‌ها و رباط‌هاي 
مي‌دهد.  نشان  خود  از  هايپرالاستكي  کاملًا  رفتار  زنده،  موجودات 
هايپرالاستكي  رفتار  با  رفتارشان  نيز  قلب  دريچه‌هاي  جگر،  و  شش 
مدل‌سازي مي‌شود. مثانه موجودات زنده، سرخرگ‌ها و دهليز و بطن 
قلب آن‌ها نيز، رفتاري شبيه مخازن تحت فشار هايپرالاستكي از خود 

نشان مي‌دهند.  
به  تابعی مي‌تواند  ماده مدرج  رفتار  تغيير شكل‌هاي كوچك،  در 
تئوريهاي پلاستيسيته  از  يا كيي  الاستيسيته  تئوري خطي  با  خوبي 
بيان گردد و تئوري‌هاي مناسبي موجود و معمول است. روند طراحي 
براي مواد الاستكي غيرخطي در گام‌هاي ابتدايي‌تري نسبت به آنچه 
در بالا اشاره شد، قرار دارد. در اين مورد تئوري بسط يافته‌اي كه از 
دليل  به همين  و  ندارد  باشد، وجود  قبول  مورد  كاربرد عملي  منظر 
پيشرفت كمي در جمع‌آوري اطلاعات و توسعه روندهاي عملي طراحي 
صورت گرفته است. نمي‌توان گفت كه تئوري غيرخطي الاستكي براي 
بيشتر در حوزه مكانكي  امر  اين  ولي  ندارد  تابعی وجود  مواد مدرج 
نظري بوده و كمتر جنبه كاربردي داشته است. با افزايش كاربرد مواد 
و سازه‌های غيرخطي و پيشرفته در صنايع مختلف و نياز به تحليل 
رفتار آن‌ها، تحليل‌هاي غيرخطي نيز مورد توجه اغلب محققين قرار 
به  دسترسي  عدم  و  حاكم  معادلات  غيرخطي  طبيعت  است.  گرفته 
معادله رفتاري ماده- كه بتواند رفتار ماده را به درستي توصيف نمايد- 
دو مشكل عمده در حل مسائل مقدار مرزي غير خطي مي‌باشند .با 
توسعه و گسترش كامپيوترها و پيشرفت روز افزون روش‌هاي عددي 
از جمله روش اجزاء محدود، مشكل اول تا حدودي بر طرف شده است 

ولي مشكل دوم همچنان باقي مانده است.
تغيير  قابليت  لاستیک‌ها،  مثل  مواد  از  مختلفي  دسته‌هاي 
شكل‌هاي بزرگ الاستكي را دارند. ماكزيمم مقداركشش معمولاً در 
محدوده10-5 )نسبت طول ثانويه به طول اوليه( مي‌باشد و منحني 

1  Functionally graded material

تنش-كشش غيرخطي است، لذا ماده از قانون هوك تبعيت نمی‌کند. 
برای مدل سازی رفتار این مواد، ماده به صورت یک محیط پیوسته در 
نظر گرفته می‌شود و یک تابع چگالی انرژی کرنشی به دست می‌آید 
که معمولاً بر حسب ناورداهای تغییر شکل است ]1[. براي كشش‌هاي 
كوچك مي‌توان شيب منحني را به عنوان مدول الاستيسيته تعريف 
مدول  و  زياد  كشش‌پذيري  است.  مگاپاسکال  حدود1   در  كه  كرد 
فلزات  مثل  جامداتي  با  مقايسه  در  لاست‌كيها  پايين  الاستيسيته 
ماكزيمم  گیگاپاسکال و   200 حدود  آن‌ها  الاستيسيته  مدول  كه 
اختلاف  تا  مي‌شود  باعث  است   1/01 حدود  آن‌ها  كشش‌پذيري 
چشمگيري بين لاست‌كيها و جامدات سختي مثل فلزات وجود داشته 
رفتار  كردن  مدل  براي  هايپرالاستكي،  مواد  ساختاري  باشند. روابط 
مواد الاستكي، در تغيير شكل‌هاي بزرگ به كار مي‌رود. در واقع اين 
روابط براي مدل‌سازي رفتار غيرخطي مواد و تغيير شكل‌هاي بزرگ 
مواد  رفتار  كردن  مدل  تئوري،  اين  كاربرد  عمده‌ترين  دارد.  كاربرد 
بيولوژكي  بافت‌های  و  مانند  فوم  پليمرهاي  مانند،  پليمري لاستكي 
حالت  دارند.  پذير  برگشت  و  بزرگ  شكل‌هاي  تغيير  كه  مي‌باشد 
الاستكي غيرخطي مواد، با رفتار همانند لاستكي، می‌تواند با استفاده 
از توصيف فيزكيي اثر متقابل مولكول‌ها با استفاده از تئوري‌هايي مثل 
تئوري كلاسكي گوسي، تئوري باندهاي لغزشي، تئوري شبكه ماكرو 
مولكولي، كه توسط افرادي چون ترلور ]2[، بويس و ارودا ]3[، گوس 
و جیمز ]4[، فلوری ]5[، وال ]6[، الکساندر لاین ]7[، ون دایک و 
هوگر ]8[، ميسنر و ماتجكا ]9[ و آتارد ]10 و 11[ بحث شده است، 
توصيف شود و يا با استفاده از روش‌هايي كه مبتني بر پديده‌شناسي 
روش‌هاي  از  استفاده  با  كه  انرژي  توابع  گردد.  توصيف  مي‌باشند، 
مولكولي فرمول‌بندي مي‌شوند معمولاً پيچيده بوده و مخصوص ماده 
خاصي مي‌باشند. ولي در روش‌هاي مبتني بر پديده شناسي، ماده به 
انرژي  تابع چگالي  كي  و  می‌شود  فرض  پيوسته  محيط  كي  صورت 
تغيير  نامتغیر2هاي  حسب  بر  معمولاً  كه  می‌گردد  استخراج  كرنشي 
انرژي  توابع  معروف‌ترين  و  معمول‌ترين  از  تعدادي  مي‌باشند.  شكل 
یئوه6.  و  آگدن5  مونی-ریولین4،  نئوهوکین3،  انرژی  تابع  از  عبارتند 
جهت نشان دادن رفتار غيرخطي ماده معمولاً به چندين ثابت مادي 

2  Invariant
3  Neo-Hookean
4  Mooney-Rivlin
5  Ogden
6  Yeoh
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نياز است. اين ثوابت با استفاده از نتايج آزمايشگاهي و تست‌هاي انجام 
شده روي ماده تعيين مي‌گردند كه اين ثابت‌ها با استفاده از روش‌هاي 
عددي، به دست مي‌آيند. با استفاده از برخي از توابع انرژي ذکر شده، 

رفتار سازه‌های هايپرالاستكي مورد بررسي قرار گرفته است.
ترلور،  لاستیک‌ها،  هایپرالاستیک  رفتار  بررسی  خصوص  در 
آزمایش‌های متعددی از جمله، کشش تک محوره، دو محوره و برش 
داده  انجام  مانند لاستیک طبیعی1،  مواد مختلفی  روی  بر  را  خالص 
است. با توجه به داده‌های تجربی به دست آمده از این تست‌ها، و با 
توجه به معادلات تنش-کشیدگی برای این نوع بارگذاری‌ها، ثابت‌های 
خصوص  در   .]12[ می‌باشند  محاسبه  قابل  مختلف  انرژی  توابع 
مدل‌سازي رفتار سازه‌هاي هايپرالاستكي، اتارد ]13[ در سال 2003 
رفتار تير تيموشنكو با تغيير شكل بزرگ، تحت بارگذاری کششی را 
با در نظر گرفتن تابع انرژي نئوهويكن تعميم يافته، مورد بررسي قرار 
داده است. وي ]14 و 15[ همچنين كمانش و كمانش عرضي2 ميله 
نيز مورد مطالعه  بارگذاري محوري و عرضي را  هايپرالاستكي تحت 
به  و  بررسی کرده است  را  تغییر شکل‌های برشی  اثرات  و  قرار داده 
استخراج روابط ساختاری و معادلات کمانش پرداخته است. نقدآبادي 
بارگذاري  ميله ويسكو-هايپرالاستكي تحت  رفتار  نيز  عناني ]16[  و 
داده‌اند.  قرار  بررسي  مورد  را  بزرگ  شكل‌هاي  تغيير  در  محوري 
استفاده از مواد هايپرالاستكي براي افزايش شكل‌پذيري مهاربندهاي 
قرارگرفته  توجه  مورد   ]17[ همكاران  و  كافي  توسط  نيز  هم‌محور 
و  عرضي  بارگذاري  تحت  هايپرالاستكي  فرمول‌بندي صفحات  است. 
پذيرفته  ]18[ صورت  جلنيچ  و  سيج  توسط  محدود  المان  روش  به 
است .دقت فوق العاده و راندمان بالای روش ارائه شده، با مثال‌های 
عددی نشان داده شده است. کاربرد روش حاضر برای آنالیز سازه‌های 
هایپرالاستیک، تحت نیروهای غیرمحافظه‌کارانه استاتیکی نشان داده 
شده و بعضی نتایج بارهای بحرانی برای ناپایداری دینامیکی در حالت 
لرزان ارائه شده است. همينطور آلتنباخ و ارميف ]19[ سختي مؤثر 
صفحات هايپرالاستكي تحت بارگذاري خمشي را بررسي كرده و آن 
را محاسبه كرده‌اند. در این پژوهش آن‌ها معادلات ساختاری دو بعدی 
برای یک صفحه ارائه کرده‌اند. همچنین تأثیر تنش‌های اولیه در حجم 
غشاهاي  خصوص  در  کردند.  مطرح  نیز  را  صفحه  رفتار  روی  ماده، 
هايپرالاستكي نيز، تنش‌هاي تماسي دو صفحه كروي هايپرالاستكي 

1  Natural Rubber
2  Lateral buckling

توسط كومار و داس گوپتا ]20[ به دست آمده است. آن‌ها مشاهده 
کردند که حالت چروکیدگی در حال پیدایش، در محدوده تماس رخ 
می‌دهد. بر این اساس، حداقل کشش اولیه مورد نیاز برای جلوگیری 
از چروک شدن در هر نقطه از غشاء را مشخص کردند. همينطور جيل 
درنظر  با  و  متوسط  کرنش‌های  با  هايپرالاستكي  غشاء  رفتار   ،]21[
گرفتن تنش پسماند را تحليل نموده است. ایشان یک فرمول کامل 
برای تحلیل ساختار غیرخطی غشاهای تقویت شده، برای حل مشکل 
هندسه غیرخطی آن‌ها، ارائه کرده است به طوری که نتایج عددی به 
خوبی فرمول‌بندی فوق را تأیید می‌کنند. در مقاله‌ای ديگر نيز جيل به 
همراه بونت ]22[، چرويكدگي غشاء هايپرالاستكي تحت كرنش‌هاي 
متوسط و با درنظر گرفتن تنش پسماند را مورد بررسي قرار داده است. 
تحت  هايپرالاستكي  كربني  تيوب‌هاي  نانو  خصوص  در  طور  همين 
كشش نيز، مطالعاتي با استفاده از روش اجزاء محدود، توسط فلورس 
و همكاران ]23[ صورت گرفته است. مدل ارائه شده توسط آن‌ها از 
مقایسه  در  که  طوری  به  است،  برخوردار  خوبی  بینی  پیش  قابلیت 
نتایج  خوبی  به  شده  ارائه  عددی  سازی  مدل  شده،  منتشر  نتایج  با 
برای  نیز معادلات ساختاری  بیلگیلی ]24[  تأیید می‌کند.  را  حاصله 
مواد هایپرالاستیک مدرج تابعی را ارائه داد و به صورت آزمایشگاهی 
تا  کردند  مطالعه تلاش  این  در  ایشان  پرداخت.  مواد  این  به ساخت 
شکاف موجود در کمبود اطلاعات دردسترس، راجع به رفتار مکانیکی 
لاستیک‌های ساخته شده را از طریق مدل‌سازی ریاضی از بین ببرند. 
باترا ]25[  ناپذير غيرخطي،  تراكم  در خصوص مخازن جدار ضخيم 
به مطالعه عددي مخزن استوانه‌اي با استفاده از روش المان محدود 
پرداخت. وي تغيير شكل مخزن را متقارن در نظر گرفت و ماده تشيكل 
دهنده مخزن را موني-ريولين با دو ثابت كه به آرامي در راستاي شعاع 
تغيير ميك‌نند، فرض كرد. نتایج به دست آمده از مدل‌سازی ایشان، با 
نتایجی که به صورت تحلیلی محاسبه شده‌اند، به طور مناسب و بسیار 
و  برشي  شكل  تغيير   ]26[ بيلگيلي  دارد.  خوبی  همخوانی  نزدیکی 
محوري مخزن استوانه‌اي ساخته شده از جنس لاستكي را در دو حالت 
دما ثابت و غير دما ثابت در نظر گرفت و با اين فرضيات به حل مسئله 
پرداخت و باترا ]27[ طراحي مخازن مدرج تابعی كروي و استوانه‌اي 
ناپذير  تراكم  غيرخطي  الاستكي  مواد  از  شده  ساخته  ضخيم  جدار 
تغییر شکل‌های  برای  را  فرم بسته  راه حل‌های  ایشان  نمود.  ارائه  را 
استوانه توخالی مدرج  شعاعی کرنش صفحه‌ای متقارن محوری یک 
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تابعی و همچنین انبساط و انقباض یک کره توخالی بارگذاری شده 
در سطح داخلی و خارجی تحت فشار هیدرواستاتیک یکنواخت، ارائه 
کرده‌اند. نتایج تحلیلی ارائه شده در این مقاله، معیار خوبی برای تأیید 
و مقایسه با نتایج به دست آمده از روش‌های عددی می‌باشد. ني و باترا 
جدار ضخيم  مخزن  دهنده  تشيكل  ماده  بهينه  ]30-28[ سازگاري 
باترا ]31[ سازگاري بهينه مخازن  ارائه دادند.  را  استوانه‌اي و كروي 
جدار ضخيم مدرج تابعی ساخته شده از جنس مواد لاستكي-مانند و 
روابط ساختاري كلي آن را بيان نموده است. همچنین ایشان مقطع 
هایپرالاستیک تحت پیچش را در سال 2013 انجام داده است ]32[. 
فوم‌ها  و  رفتار ویسکو-هایپرالاستیک لاستیک‌ها  بررسی  در خصوص 
در بارگذاری کشش تک محوره، دو پژوهش توسط عنانی و همکاران 
]33 و 34[ انجام شده است. همچنین معرفی معادلات میدانی و راه 
از  متشکل  محوری،  متقارن  ضخیم  جدار  پوسته  برای  عمومی  حل 
مواد هایپرالاستیک تراکم ناپذیر مدرج تابعی، توسط رحیمی و عنانی 
]35[ ارائه گردیده است. کنر ]36[ نیز به بررسی رفتار هایپرالاستیک 
تیرهای مستطیلی لاستیک‌مانند تحت خمش پرداخته است. با توجه 
به پژوهش‌های صورت گرفته ذکر شده بالا، در این مقاله مدل‌سازی 
رفتار هایپرالاستیک لاستیک‌های ناهمگن مدرج تابعی تحت بارگذاری 
خمشی و استخراج روابط تنش کوشی حاکم بر سطح مقطع، ناشی 
از این بارگذاری صورت گرفته است. برای مدل سازی از تابع انرژی 
مونی-ریولین تعمیم یافته استفاده شده و فرض توانی بودن ثابت‌های 
تابع انرژی کرنشی جهت مدل‌سازی رفتار ماده، در نظر گرفته شده 
است. همچنین تغییر خواص در راستای شعاعی پس از خمش، در نظر 
گرفته شده و تغییرات ناهمگنی نیز بررسی و ارائه می‌گردد. در پایان 
از مواد به صورت ناهمگن هستند، استفاده  از آن جایی که بسیاری 
از فرض مواد ناهمگن مدرج تابعی یکی از کاربردی‌ترین روش‌هاست. 

2- مبانی تئوریک
زیر  شرح  به  آن  هندسه  که  شکل،  تغییر  از  بعد  و  قبل  مقطع 
می‌باشد، مطابق شکل 1 نشان داده شده است. میدان جابه‌جایی تغییر 

شکل ذکر شده به صورت زیر است:
                                                                                                                    �

)1(
( ), , .θ= = =

ρ
Yr f X z Z

θ و z مختصات استوانه‌ای و Y ،X و Z مختصات کارتزین   ،r که
هندسه  یک  مقطع،  سطح  هندسه  شکل،  تغییر  از  قبل  می‌باشند. 

مستطیلی است و به صورت زیر تعریف می‌شود:
                                                                                                 �

)2(, , C− ≤ ≤ − ≤ ≤ − ≤ ≤A X A B Y B C Z

که B ،A و C همانطور که در شکل 1 مشخص است، ابعاد سطح 
مقطع و ارتفاع آن می‌باشند.

تانسور گرادیان تغییر شکل برای این نوع بارگذاری به صورت زیر 
تعریف می‌شود]36[:

                                                                                                                                  �
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که این رابطه با توجه به معادله 
که است.  آمده  دست  به  می‌باشند،  ماده  مادی  و  فضایی  مختصات 
ρ شعاع انحناء یا میانگین هندسی بوده و برای ماده هایپرالاستیک 
1 تعریف می‌گردد.که برای مواد تراکم ناپذیر  2r r همگن به صورت

 
 [63] مقطع مستطیلی قبل از تغییر شکل و دایروی بعد از تغییر شکل:  1 شکل 

Fig. 1. The rectangular section before deformation and circular section after deformation [36] 

  

شکل 1: مقطع مستطیلی قبل از تغییر شکل و دایروی بعد از تغییر شکل 
]36[

Fig. 1. The rectangular section before deformation and 
circular section after deformation [36]
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دترمینان F برابر با یک است بنابراین خواهیم داشت:

1
ρ

   =  
  

df f
dX

                                                                                                                                         )4(

با انتگرال‌گیری از رابطه )4( خواهیم داشت:

                                                                                                                           �)5(( ) 2ρ β= = +f X r X

از شرط مرزی  استفاده  با  و  بوده  انتگرال‌گیری  ثابت عمل  β که
هندسی به دست می‌آید. هندسه بعد از تغییر شکل به صورت قطاعی 
از دایره تبدیل می‌شود و به صورت شکل 1 می‌باشد. با توجه به روابط 
r2 به ترتیب شعاع  و r1 )5( و )2(، رابطه زیر حاصل خواهد شد که

داخلی و خارجی دایره می‌باشند:

                                                                                �)6(
 

2 2   , β ρ β ρ θ
ρ ρ

− ≤ ≤ + = − ≤ ≤1 2
B Br = A r A r

تغییر  شکل،  تغییر  از  بعد  نیز   Z و  Aβ ρ ρ= +4 2 24 که
نمی‌کند.

تعریف    B=FFT  صورت به  کوشی-گرین  چپ  تانسورکشیدگی 
بیان  زیر  به صورت  و  تغییر شکل می‌باشد  گرادیان    F که  می‌شود 

می‌شوند:
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کشش‌های اصلی می‌باشند. 3 2 1, ,λ λ λ که 
همچنین برای یک ماده ایزوتروپ، ناورداهای تانسور B به صورت 

زیر بیان می‌شوند:

                                                                                                                             �)8(2 2 2
1 1 2 3= = + +I tr λ λ λB

                                                                                         �
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2 1 2 2 3 1 3
1
2
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                                                                                                                                �)10(2 2 2
3 1 2 3= =I det λ λ λB

فرض   ( )I det= =3 1B ناپذیر، تراکم  هایپرالاستیک  مواد  در 
می‌شود و با استفاده از روش ریولین ]37[، رابطه ساختاری برای مواد 

هایپرالاستیک تراکم ناپذیر و همسانگرد به صورت زیر بیان می‌شود:

                                                                                                                �)11(1

1 2

2 2 −∂ ∂
= − + −

∂ ∂
W Wp
I I

T I B B

 T ،ترم فشار هیدرواستاتیک وابسته به قید تراکم ناپذیری p که
، تابع انرژی  ( ),W W I I= 1 2 تنش کوشی و I ماتریس همانی است.
 ( )I −1 3 پتانسیل کرنشی است که به صورت چند جمله‌ای بر اساس
انرژی کرنشی کلاسیک  ) در نظرگرفته می‌شود و چگالی  )I −2 3 و
برای لاستیک تراکم ناپذیر همگن، انرژی کرنشی مونی-ریولین1 است 

و به صورت زیر تعریف می‌شود: 

                                                                                                           �)12(
  

( ) ( )MR
1 1 2 2W = C I - 3 +C I - 3 , 

C ثوابت تابع انرژی مونی ریولین می‌باشند.                                     2 C1 و  که 
صورت به  مونی-ریولین  انرژی  تابع  تابعی،  مدرج  مواد  برای 

بیانگر  µ  در نظرگرفته می‌شود، که
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مدول برشی ماده در پیکربندی تغییر شکل یافته است. در این جا برای مواد 
 در نظر گرفته 
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ناهمگن مدرج تابعی، 
m ضرایب ناهمگنی ماده می‌باشند. بنابراین تابع انرژی مونی  n و می‌شود که

ریولین تعمیم یافته برای مواد ناهمگن مدرج تابعی برابر است با:

                                                                                             �)13(( ) ( )10 1 01 23 3µ µ
   

= − + −   
   

n m

2 2

r rW I I
r r

C می‌باشند که ثابت تابع انرژی برای  2 C1 و  µ01 و µ10 همان  که
ماده همگن بوده و با توجه به داده‌های تجربی استخراج شده از سه 

1  Mooney-Rivlin
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تست کشش تک محوره، دو محوره و برش خالص، و همچنین روابط 
تئوری تنش-کشیدگی حاکم بر یک جسم هایپرالاستیک همگن تحت 
مربعات خطاها  کردن  روش حداقل  از  استفاده  با  و  بارگذاری‌ها  این 
رابطه  به  توجه  با   µ10 و   µ01 یعنی  ثابت  دو  این  به دست می‌آیند. 
، با مدول برشی ماده نسبت مستقیم داشته و با  ( )µ µ µ= +10 012

افزایش و کاهش آن‌ها، ماده سخت‌تر و یا نرم‌تر می‌شود.

3- روش حل و فرضیه‌ها
با توجه به رابطه )11( و تعریف تانسور s ،تنش‌های اصلی کوشی 

برابر است با:
                                                                                                                 �

)14(
2 2

1 22 22 2ρ
ρ

= − + −rr
rT p W W

r

                                                                                                                �)15(
 

2 2

1 22 22 2θθ
ρ

ρ
= − + −

rT p W W
r

                                                                                                                              �)16(1 22 2= − + −zzT p W W

�
که به ترتیب معرف تنش شعاعی، محیطی و محوری می‌باشند.

                                                                                                                                   �)17(
  

0= = =r rz zT T Tθ θ

)به  خمش  تحت  مقطع  در  محوری  تقارن  وجود  دلیل  به  که 
عبارتی، وجود تقارن هندسی در سازه تحت خمش( و همچنین نوع 
صفر  برشی  تنش‌های  است،  خالص  خمش  صورت  به  که  بارگذاری 

فرض می‌شوند )رابطه )17((.
 ، بنابراین 
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) و )    ,i
i

WW i
I

∂
= =
∂

1 2 همچنین
روابط )14( و )15( به صورت زیر خواهند شد:

                                                                                           �)18(
2 2

10 012 22 2ρ µ µ
ρ

   
= − + −   

   

n m

rr
2 2

r r rT p
r r r

                                                                                             �
)19(

 

2 2

10 012 22 2θθ
ρµ µ

ρ
   

= − + −   
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n m
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r r rT p
r r r

معادلات تعادل در راستای شعاع و در غیاب نیروهای حجمی به 

صورت زیر ساده می‌شوند]36[:

                                                                                             �)20(
 

( )1 0,   0,   0∂∂ ∂
+ − = = =

∂ ∂ ∂
rr zz

rr
TT TT T

r r z
θθ

θθ θ
�

با استفاده از معادله تعادل،  حال برای محاسبه تنش‌های اصلی، 
روابط )18( و )19( را در رابطه )20( جایگزین کرده و پس از ساده 
روابط  به  مرزی،  شرایط  اعمال  و  طرفین  از  انتگرال‌گیری  و  سازی 
تنش‌های کوشی برای مواد ناهمگن مدرج تابعی می‌رسیم. با دانستن 
از  بعد  بارگذاری ،سطوح جانبی مقطع  نوع  دلیل  به  این موضوع که 
می‌باشند،  کشش  نیروی  بدون  و  کششی  تنش  از  عاری  بارگذاری 

شرایط مرزی برای تیر تحت خمش به صورت زیر خواهد بود:

                                                                                                                    �)21(rr 1 2T = 0  at  r = r   &  r = r

دادن  قرار  و   ،))20( )رابطه  تعادل  رابطه  از  انتگرال‌گیری  با 
مؤلفه‌های تنش در آن، تنش شعاعی به صورت زیر به دست می‌آید:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

10 01 10 01 10
2 2

2 2 2 2 2µ ρ µ µ µ ρ µ ρ
ρ ρ

= − + + − +m+2 n+2 m- 2 n- 2
rr 1n m n m n

2 2 2 2 2

T r r r r r
n - 2 r m + 2 r n + 2 r m - 2 r n - 2 r

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2
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2 2

2 2 2 2 2µ ρ µ µ µ ρ µ ρ
ρ ρ
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T r r r r r
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− + −m+2 m- 2 n+2
1 1 1m m 2 n
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r r r
m + 2 r m - 2 r n + 2 r r

که با ساده سازی و عمل فاکتورگیری، تنش شعاعی به صورت زیر 
ساده خواهد شد:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
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2 2
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ρ ρ
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012 .µ ρ
+ m- 2 m- 2
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r - r
m - 2 r

محاسبه  زیر  صورت  به   p فشار   ،)23( و   )18( رابطه  مقایسه  با 
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می‌شود:

( ) ( )
2

10 01 10
2 2

2 2 2µ ρ µ µ
ρ ρ

   
= + +   

   

n- 2 m+2n- 2 m+2
n- 2 m+2 n+2 n+21 1

1n m n
2 2 2

r rr rp r + - -r + - r - r
r n - 2 n - 2 r m + 2 m + 2 n + 2 r

( ) ( )
2

10 01 10
2 2

2 2 2µ ρ µ µ
ρ ρ

   
= + +   

   

n- 2 m+2n- 2 m+2
n- 2 m+2 n+2 n+21 1

1n m n
2 2 2

r rr rp r + - -r + - r - r
r n - 2 n - 2 r m + 2 m + 2 n + 2 r

                    
                                                                                                                     �

)24(

( ) ( )
2

012 .µ ρ
+ m- 2 m- 2

1m
2

r - r
m - 2 r

سایر مؤلفه‌های تنش نیز با مقایسه روابط )15( و )16( با رابطه 
)23( به دست می‌آیند:
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جایگذاری  از  استفاده  با  می‌باشد،  انحناء  شعاع  ،که  ρ همچنین
) )رابطه )23((، برابر است با: )rrT r شرط مرزی دوم در رابطه

                                                                     �)27(
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4- مدل سازی المان محدود
افزار  نرم  در  خمش  تحت  تیر  سازی  شبیه  به  قسمت  این  در 

بررسی  و  خالص  خمش  اعمال  برای  می‌شود.  پرداخته  آباکوس1 
نمونه تحت خمش چهار  بر سازه مورد نظر،  وارده  تنش‌های کوشی 
نقطه قرار داده شده است؛ به این صورت که تکیه گاه‌ها در طرفین 
نمونه، ثابت و به فاصله 0/06 متر از لبه‌ها قرار دارند و دو سنبه که 
به فاصله 0/02 متر از لبه‌ها و در بالای نمونه هستند، به طرف پایین 
جابه جا می‌شوند. طول این جابجایی 0/005 متر می‌باشد. با جابجایی 
نظر، خمش خالص  پایین و خم شدن سازه مورد  به سمت  سنبه‌ها 
ایجاد شده بین دو تکیه‌گاه در نظر گرفته شده و به بررسی تنش‌ها 
در این محدوده پرداخته می‌شود. در ادامه به نحوه مدل سازی نمونه 
در نرم افزار اشاره می‌شود. برای مدل سازی نمونه، مقطع سازه، تکیه 
می‌شوند.  مدل   2 همانند شکل  جداگانه  به صورت  سنبه‌ها  و  گاه‌ها 
برای مدل‌سازی مقطع، از فضای دو بعدی و حالت تغییر شکل پذیر2 
استفاده شده است. ابعاد مقطع مدل سازی شده به این صورت است، 
به  مقطع  و  است  متر   0/02 آن  وعرض  متر   0/2 برابر  مقطع  طول 
صورت کرنش صفحه‌ای مدل می‌شود. برای مدل سازی مقطع مدرج 
تابعی به این صورت عمل می‌شود که مقطع مورد نظر را در راستای 
تقسیم  یا 5 لایه مساوی  پارتیشن 3به 5 قسمت  با دستور  طول آن 
تکیه  داده می‌شود.  به خودش  به هر لایه خواص مخصوص  و  کرده 
گاه‌ها و سنبه‌های اعمال جابجایی نیز با مقطع دایروی و با قطر 0/01 
متر و به صورت صلب در نظر گرفته شده است. در شکل 3 نمونه مدل 

شده قابل مشاهده می‌باشد.
 برای مدل‌سازی مواد هایپرالاستیک در نرم افزار به کمک توابع 
انرژی کرنشی، نیاز به وارد کردن ثوابت این توابع است که این ثابت‌ها 
می‌شوند.  مربوط  ماده  برشی  مدول  به  مشخص  روابط  سری  یک  با 
تجربی تست‌های کشش  داده‌های  به  نیاز  ثابت‌ها  این  برای محاسبه 
تک محوره، دو محوره و برش خالص بر روی مواد است، که در این 
مقاله که از دو ماده لاستیک طبیعی و سیلیکون استفاده شده است، 
از داده‌های تجربی ترلور برای لاستیک طبیعی و منییر برای سیلیکون 
استفاده شده است ]12 و 38[. جدول 1 مقادیر این ثابت‌ها را نشان 

می‌دهد.
که   

 متن مقالهارائه معادلات دارای اشکال به همراه شماره معادله در : ججدول 
 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله مورد

1 
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رابطه  به  توجه  با 
برای هر  آباکوس  افزار  نرم  ، در   ( ) ( ),, µ µ µ µ

   
= =   

   

n m
r rr r
r r10 01

2 2

1  ABAQUS
2  Deformable
3  Partition  
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C10 نشان  C01 و  با  ) که به ترتیب  ) ( ),,r rµ µ لایه باید دو مقدار 
داده شده است، مشخص شوند. برای این کار ابتدا به محاسبه مقادیر 

n و m پرداخته می‌شود:
با توجه به این که لایه پایینی سازه از جنس  طبق رابطه )28( 
برقرار  بالایی آن، لاستیک طبیعی است، رابطه زیر  سیلیکون و لایه 

است:

                                                             �)28(3 3
10( ) ( ) 190e , ( ) 140eµ µ µµ
     

= ⇒ = =     
     

n n n

2 2 1

r r rr r r
r r r

لاستیک  ماده  ثابت  برابر   ( )rµ باشد  =r r2 اگر  که  طوری  به 
) برابر ثابت ماده سیلیکون خواهد  )rµ r= باشد،  r1 طبیعی و اگر 

شد. برای محاسبه n خواهیم داشت:
                                                             �

)29(

3 3 3
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 /n = 6 546 که با یک ln گیری ساده از طرفین مقدار n برابر با 
m/ می‌باشد. = −9 162 خواهد شد. به روش مشابه 

برای  داخلی  شعاع  و  خارجی  شعاع  محاسبه  به  نیاز  همچنین، 
اختصاص دادن خواص به هر لایه می‌باشد. لایه درونی مقطع بعد از 
خمش از جنس سیلیکون و لایه بیرونی آن از جنس لاستیک طبیعی 
است و خواص ماده به تدریج از سیلیکون به لاستیک طبیعی تغییر 

 
 هاها و سنبهسازی مقطع نمونه، تکیه گاهمدل:  2 شکل 

Fig. 2. Modeling of sample section, supports and pins  

  

شکل 2: مدل‌سازی مقطع نمونه، تکیه گاه‌ها و سنبه‌ها
Fig. 2. Modeling of sample section, supports and pins

 
 نمونه مدل شده:  6 شکل 

Fig. 3. Modeling of the sample  

  

شکل 3: نمونه مدل شده
Fig. 3. Modeling of the sample

 و ماده لاستیک طبیعی و سیلیکوندریولین برای -ی تابع انرژی مونیهاثابتمقادیر  : 1 جدول

Table 1. The values of the constants of the Moony-Rivlin energy function for the two materials of the natural rubber 
and silicon 

 سیلیکون لاستیک طبیعی تابع انرژی
/                ریولین-مونی MPa

/ MPa






10

01

0 19
0 015                / MPa

/ MPa






10

01

0 14
0 023 

  
  

جدول 1: مقادیر ثابت‌های تابع انرژی مونی-ریولین برای دو ماده لاستیک طبیعی و سیلیکون
 Table 1. The values of the constants of the Moony-Rivlin energy function for the two materials of the natural rubber

and silicon
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به  تابعی،  برای محاسبه شعاع داخلی و خارجی ماده مدرج  می‌یابد. 
ماده  دو  خارجی  و  داخلی  شعاع  ابتدا  که  می‌شود  عمل  صورت  این 
همگن لاستیک طبیعی و سیلیکون به صورت جداگانه محاسبه شده 
و سپس میانگین این دو شعاع به عنوان شعاع داخلی و خارجی ماده 
و  داخلی  شعاع  محاسبه  برای  می‌شود.  گرفته  نظر  در  تابعی  مدرج 
ماده  برای  که  سازی  مدل  همان  از  دقیقاً  همگن،  ماده  دو  خارجی 
مدرج تابعی در نظر گرفته شده بود، استفاده می‌شود. پس از اعمال 
جابه‌جایی  مقادیر  همگن،  ماده  دو  برای  مقطع  خمش  و  بارگذاری 
عمودی لبه بالایی و پایینی مقطع، را محاسبه کرده و با استفاده از 
نرم افزار اکسل منحنی این جابه‌جایی و همچنین معادله حاکم بر آن 
محاسبه می‌شود. با استفاده از رابطه شعاع انحناء، که به صورت رابطه 
 می‌باشد، برای محاسبه شعاع داخلی و خارجی ، از این 

( )ρ
′′

′
=

+

y

y
3

2 2

1

1
از  اندازه طول قسمتی  بر  انتگرال‌گیری کرده و مقدار حاصله،  رابطه 
می‌شود.  تقسیم  محاسبه شد،  آن  نقاط  عمودی  جابجایی  که  مقطع 

جدول 2 خواص ارائه شده به آباکوس را نشان می‌دهد:
مدل  صلب  صورت  به  جابجایی  اعمال  سنبه‌های  و  تکیه‌گاه‌ها 
این صورت  به  بارگذاری،  سنبه  مرزی  شرایط  تبیین  برای  می‌شوند. 
عمل شده است که با تعریف یک نقطه به عنوان مرجع و نسبت دادن 
کل سنبه بارگذاری به آن نقطه و نهایتاً تعریف قید حرکت برای آن 
نقطه، شرایط مرزی سنبه بارگذاری مدل شده است. قید حرکت به 
به  اعمال خمش(  )راستای  راستا  یک  در  فقط  که  است  این صورت 
اندازه 0/005 متر حرکت می‌کند و در سایر جهات محدود می‌شود. 
تکیه‌گاه‌ها در تمام راستا مقید شده‌اند )صفر درجه آزادی(. برای اینکه 
بر مقطع  مقطع روی تکیه‌گاه‌ها حرکت نکند، صفحه میانی و عمود 
)و در راستای اعمال جابجایی(، مقید شده است تا فقط در راستای 
جابجایی سنبه حرکت کند. در شکل 4 نحوه اعمال جابجایی و شرط 

مرزی روی تکیه‌گاه‌ها نشان داده شده است.
بدون  تماس  از  و سنبه‌ها  گاه‌ها  تکیه  با  مقطع  بین  اتصال  برای 

 خواص ارائه شده به نرم افزار:  2 جدول

Table 2. Defined properties for numerical Software 

ارائه شده به نرم افزار  Pa C01 ارائه شده به نرم افزار      Pa C10 هاشماره لایه   

 لایه اول 722.1021.1 9.82022..

 لایه دوم 72.2812820 .72.8..9.

 لایه سوم 78.9182728 782182880

 لایه چهارم 71.7172.87 719102900

 لایه پنجم ..78.18820 721722.28

 

جدول 2: خواص ارائه شده به نرم افزار
Table 2. Defined properties for numerical Software

 
 هاگاهتکیهنحوه اعمال جابجایی و شرط مرزی روی :  4 شکل 

Fig. 4. Imposing the displacement and boundary condition on the supports  

  

شکل 4: نحوه اعمال جابجایی و شرط مرزی روی تکیه‌گاه‌ها
Fig. 4. Imposing the displacement and boundary condition on the supports
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اصطکاک استفاده شده است. مقطع با استفاده از المان چهار وجهی1 
المان بندی شده است. المان از نوع 8 نوده چهار ضلعی کرنش صفحه‌ای 
مرتبه چهارم هیبریدی کاهش یافته2 می‌باشد.  برای به دست آوردن 
سایز مناسب مش‌ها مطالعه همگرایی مش3 صورت گرفته است که در 
ادامه به آن پرداخته خواهد شد. اندازه یا سایز مش 0005/ 0در نظر 
گرفته شده است. همچنین برای المان بندی تکیه‌گاه‌ها و سنبه‌ها از 
المان 2 نوده خطی دو بعدی صلب4 استفاده شده است. در شکل 5 

نحوه مش‌بندی نشان داده شده است.
همان طور که در شکل 6 قابل مشاهده است، سایز مش از 0/01 
تا 0/0005 در نظر گرفته شده و با توجه به شکل، نمودار از سایز مش 

0/003 به بعد تقریباً همگرا شده است.
در نهایت با تعریف یک job  در ماژول job ، مدل نهایی ایجاد 
شده برای تحلیل به نرم افزار ارائه می‌شود و نتایج با نتایج به دست 

1  Quad-dominated
2   An 8-node biquadratic plane strain quadrilateral, hybrid, 
reduced integration (CPE8RH)
3   Mesh convergence study
4   A 2-node 2-D linear rigid link (R2D2)

آمده از حل تحلیلی مقایسه خواهد شد. در شکل 7 نحوه خمش مقطع 
بعد از اعمال جابجایی، نشان داده شده است.

5- نتایج روش تحلیلی و عددی
در ابتدا مقایسه‌ای بین نتایج حل دقیق و نرم افزار در حالت همگن 
برای  افزار  نرم  نشان می‌دهد که روش استفاده شده در مدل سازی 
حالت مدرج تابعی، با توجه به این که در حالت همگن، مدل‌سازی تا 
حدود زیادی با حل دقیق مطابقت دارد، صحیح می‌باشد. در شکل‌های 
8 تا 10، مقایسه بین روش حل دقیق و نرم افزار در حالت همگن، 
به ترتیب برای تنش‌های کوشی شعاعی، محیطی و محوری بر حسب 

شعاع مقطع، نشان داده شده است.
همگن  حالت  در  دقیق  حل  نتایج  بین  مقایسه‌ای  همچنین 
درجه  اگر  چنانچه  که  می‌دهد  نشان  تابعی(،  )مدرج  غیرهمگن  و 
ناهمگنی )n,m(، در رابطه تنش کوشی شعاعی به دست آمده برای 
نشان دهنده  نتیجه حاصله  قرار گیرد،  برابر صفر  تابعی،  ماده مدرج 
رابطه تنش کوشی شعاعی برای مواد همگن می‌باشد ]36[، که این 

 
 بندی نمونهنحوه مش:  5 شکل 

Fig. 5. Meshing of the model 

  

شکل 5: نحوه مش‌بندی نمونه
Fig. 5. Meshing of the model

 
 نمودار همگرایی مش 3 شکل 

Fig. 6. Mesh Convergence graph 
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شکل 6: نمودار همگرایی مش
Fig. 6. Mesh Convergence graph
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موضوع نیز خود تاکیدی بر درستی روابط حاکم بر مواد مدرج تابعی 
می‌باشد. رابطه )30( به بررسی این موضوع می‌پردازد.
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 ( )µ µ µ= +10 012 مدول برشی ماده همگن بوده و برابر با  µ که
می‌باشد]36[. 

 ،r در شکل 11 به بررسی تغییرات تنش کوشی شعاعی بر حسب
با n ‌های مختلف، برای حالت حل دقیق یا تحلیلی پرداخته شده است. 
ماکزیمم مقدار   ،n افزایش  با  همان طور که در شکل دیده می‌شود 

تنش کوشی شعاعی، کاهش یافته و همچنین این ماکزیمم مقدار در 
قسمت‌های داخلی‌تر سطح مقطع نمایان می‌شود. چنانچه نسبت تنش 
n در نقطه میانی  محاسبه شود حدود 1/2 بوده  = 5 n و  برای 1=
که بیانگر کاهش تنش با افزایش n می‌باشد و این بدان معنی است 

که با افزایش n ماده مقاوم‌تر شده، در نتیجه تنش کاهش می‌یابد.
 n در شکل 12 به بررسی تغییرات شعاع انحناء نسبت به افزایش
n حدود 0/9  = 5 n و  =1 برای   ρ پرداخته شده است. نسبت
 ،n افزایش  با  پس  می‌باشد   n افزایش  با   ρ افزایش بیانگر  که  بوده 
شعاع انحناء زیاد شده که بیانگر افزایش مقاومت ماده در برابر خمش 
و تغییر شکل مقطع است. بنابراین با افزایش n مقاومت ماده در برابر 
تغییر شکل بیشتر، لذا تغییر شکل ماده کمتر می‌شود در نتیجه تنش 

کمتری به ماده در راستای اعمال جابجایی وارد می‌شود.
در شکل‌های 13 تا 15 به ترتیب، مقایسه بین تنش‌ها بر حسب 

 
 نحوه خمش مقطع بعد از اعمال جابجایی:  7 شکل 

Fig. 7. Bending of the cross section after applying the displacement 

  

شکل 7: نحوه خمش مقطع بعد از اعمال جابجایی
Fig. 7. Bending of the cross section after applying the displacement

 
 نش کوشی شعاعیدر حالت همگن برای ت حل عددیمقایسه بین روش حل دقیق و :  8 شکل 

Fig. 8. Comparison between Exact Solution and numerical Solution in Homogeneous Mode for Radial Cauchy Stress 
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شکل 8: مقایسه بین روش حل دقیق و حل عددی در حالت همگن برای تنش کوشی شعاعی
Fig. 8. Comparison between Exact Solution and numerical Solution in Homogeneous Mode for Radial Cauchy Stress
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مدرج  حالت  برای  نرم‌افزاری  حل  و  دقیق  حل  حالت  دو  در  شعاع، 
تابعی، نشان داده شده است.

درصد خطای ایجاد شده بین دو روش حل دقیق و حل نرم‌افزاری 
به طور میانگین  برای سه تنش کوشی شعاعی، محیطی و محوری، 

کمتر از 10 درصد می‌باشد.
در مدل‌سازی المان محدود همان طور که قبلًا اشاره شد، تیر به 
صورت 5 لایه مدل شد. در شکل 16 و 17 یک مقایسه بین حالت 
از  است که حاکی  انجام شده  و 20 لایه  5 لایه، 10 لایه، 15 لایه 
توجیه  و  است  مدل‌ها  در  شعاعی  تنش  مقادیر  بین  ناچیز  اختلاف 
از  یکی  می‌باشد.  مقاله  این  در  لایه   5 مدل  از  استفاده  علت  کننده 
تابعی، لایه لایه  روش‌های مرسوم برای مدل‌سازی رفتار مواد مدرج 
در نظر گرفتن آن‌هاست )کرنش صفحه‌ای یا تنش صفحه‌ای( ]39[، 
هر چه تعداد لایه‌ها افزایش یابد، رفتار ماده به رفتار مواد مدرج تابعی 
موجب  لایه‌ها  تعداد  تغییر   ،16 به شکل  توجه  با  می‌شود.  نزدیک‌تر 
تغییر در تنش‌های شعاعی می‌شود. اما این تغییرات در حدود 0/34 

درصد بوده که مقدار ناچیزی برای تغییرات می‌باشند. بنابراین می‌توان 
به این نتیجه رسید که با دقت قابل قبولی تعداد 5 لایه می‌تواند نتایج 
مطلوب را حاصل کند. در شکل 16، مقدار ماکزیمم تنش شعاعی بین 

چند لایه‌های مذکور نشان داده شده است.
در شکل 18 به بررسی اثر تغییر ضخامت، در تنش وارد شده به 
سطح مقطع پرداخته می‌شود. همانطور که در شکل دیده می‌شود با 
افزایش ضخامت سطح مقطع، با توجه به اینکه میزان خمش در هر 
سه مقطع یکسان می‌باشد، تنش نیز افزایش می‌یابد. واضح است که 
در مقاطع جدار نازک، تغییرات تنش اندک است ولی در مقاطع جدار 

ضخیم اینگونه نیست. 
شکل 19 به بررسی تغییر خواص در راستای ضخامت به صورت 
توانی می‌پردازد. مدل استفاده شده برای تغییر خواص در این مقاله 
به صورت خطی بوده و در این جا همانطور که اشاره شد، یک مقایسه 
برای توان‌های مختلف صورت گرفته است. معادله به کار برده شده 
 )31( رابطه  صورت  به  توانی،  صورت  به  خواص  تغییر  بررسی  برای 

 
 در حالت همگن برای تنش کوشی محیطی حل عددیمقایسه بین روش حل دقیق و :  9 شکل 

Fig. 9. Comparison between Exact Solution and numerical Solution in Homogeneous Mode for Circumferential 
Cauchy stress 
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شکل 9: مقایسه بین روش حل دقیق و حل عددی در حالت همگن برای تنش کوشی محیطی
 Fig. 9. Comparison between Exact Solution and numerical Solution in Homogeneous Mode for Circumferential Cauchy

stress

 
 در حالت همگن برای تنش کوشی محوری حل عددیمقایسه بین روش حل دقیق و :  11 شکل 

Fig. 10. Comparison between Exact Solution and numerical Solution in Homogeneous Mode for Axial Cauchy stress 
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شکل 10: مقایسه بین روش حل دقیق و حل عددی در حالت همگن برای تنش کوشی محوری
Fig. 10. Comparison between Exact Solution and numerical Solution in Homogeneous Mode for Axial Cauchy stress
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 های مختلف n، با rبررسی تغییرات تنش کوشی شعاعی بر حسب  11 شکل 

Fig. 11. Investigation of the variation of the radial Cauchy stress in r for different n 
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شکل 11: بررسی تغییرات تنش کوشی شعاعی بر حسب r، با n ‌های مختلف
Fig. 11. Investigation of the variation of the radial Cauchy stress in r for different n

 
 nبررسی تغییرات شعاع انحناء نسبت به  12 شکل 

Fig. 12 Investigation of the curvature radius changes relative to n 
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 مقایسه نتایج حل تئوری و عددی برای تنش کوشی شعاعی:  16 شکل 

Fig. 13. Comparison of theoretical and numerical solution results for radial Cauchy stress 
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شکل 13: مقایسه نتایج حل تئوری و عددی برای تنش کوشی شعاعی
Fig. 13. Comparison of theoretical and numerical solution results for radial Cauchy stress

 
 طیمقایسه نتایج حل تئوری و عددی برای تنش کوشی محی:  14 شکل 

Fig. 14. Comparison of theoretical and numerical solution results for circumferential Cauchy stress 
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شکل 14: مقایسه نتایج حل تئوری و عددی برای تنش کوشی محیطی
Fig. 14. Comparison of theoretical and numerical solution results for circumferential Cauchy stress
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6- نتایج و بحث
با استفاده از روش به کار گرفته شده در فرمول‌بندی روابط ساختاری 
در این مقاله، معادلات جدیدی برای توصیف رفتار مقطع مستطیلی 
هایپرالاستیک تراکم ناپذیر ایزوتروپ ناهمگن تحت خمش به دست 
می‌آید. با مقایسه روش حل دقیق به کار گرفته شده در این مقاله با 
مدل عددی، نتیجه گرفته می‌شود که این روابط دقت خوبی دارند. 
از جمله  کننده‌ای  ساده  فرضیات  که  گرفت  نتیجه  می‌توان  بنابراین 
صفر بودن تنش‌های برشی، فرضیات خوب و صحیحی هستند. در حل 
عددی، از دو فرم قوی معادلات مثل روش ریتز که از سری‌ها کمک 
گرفته می‌شود؛ و فرم ضعیف معادلات مانند المان محدود در آباکوس 
که در آن از انتگرال‌گیری بهره گرفته می‌شود، استفاده می‌شود، که 
ایجاد  در هر دو روش تقریب وجود دارد و طبیعتاً در جواب‌ها خطا 

می‌کند. اما مزیت کار این مقاله، در این است که از معادلات تعادل 
مستقیم انتگرال‌گیری کرده و هیچ خطایی ناشی از روش عددی در 

آن وجود ندارد.
همان طور که در بالا اشاره شد، با توجه به اشکال 13 تا 15 و 
مقایسه دو روش مشخص می‌شود که یک هم پوشانی تقریباً مناسبی 
بین دو روش تحلیلی و عددی وجود دارد و با توجه به اینکه در روش 
از روش جایگزین ساده‌تری  افزار  نرم  نویسی در  به جای کد  عددی 
برای مدل سازی ماده غیر همگن استفاده شده است، نتایج حاصل از 

نرم افزار تقریباً با نتایج حل دقیق متناسب می‌باشند.

7- نتیجه‌گیری
در این پژوهش، مدل سازی رفتار هایپرالاستیک لاستیک‌های 
ناهمگن مدرج تابعی تحت بارگذاری خمشی و استخراج روابط تنش 
کوشی حاکم بر سطح مقطع، ناشی از این بارگذاری صورت گرفته 
است. برای مدل سازی از تابع انرژی مونی-ریولین تعمیم یافته استفاده 
شده و تغییر خواص در راستای شعاعی در نظرگرفته شده و تغییرات 

 
 مقایسه نتایج حل تئوری و عددی برای تنش کوشی محوری:  15 شکل 

Fig. 15. Comparison of numerical and theoretical solution results for axial Cauchy stress 
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شکل 15: مقایسه نتایج حل تئوری و عددی برای تنش کوشی محوری
Fig. 15. Comparison of numerical and theoretical solution results for axial Cauchy stress

 
 لایه 21لایه و 15لایه،  11یه، لا 5 یهامدلمقایسه مقدار تنش شعاعی ماکزیمم، بین :  13 شکل 

Fig. 16. Comparison of maximum radial stress values between 5 layers, 10 layers, 15 layers and 20 layers 
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شکل 16: مقایسه مقدار تنش شعاعی ماکزیمم، بین مدل‌های 5 لایه، 10 لایه، 15 لایه و20 لایه
Fig. 16. Comparison of maximum radial stress values between 5 layers, 10 layers, 15 layers and 20 layers
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 لایه 21لایه و 15لایه،  11یه، لا 5 یهامدلمقایسه مقدار تنش شعاعی ماکزیمم، بین :  13 شکل 

Fig. 16. Comparison of maximum radial stress values between 5 layers, 10 layers, 15 layers and 20 layers 
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شکل 17: مقایسه مقدار تنش شعاعی، بین مدل‌های 5 لایه، 10 لایه، 15 لایه و20 لایه
Fig. 17. Comparison of radial stress values between 5 layers, 10 layers, 15 layers and 20 layers

 

 بررسی اثر تغییر ضخامت در تنش وارده به سطح مقطع:  18 شکل 

Fig. 18. Effect of the change of the thickness in the stress applied to the cross-section 
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شکل 18: بررسی اثر تغییر ضخامت در تنش وارده به سطح مقطع
Fig. 18. Effect of the change of the thickness in the stress applied to the cross-section

 

 ی تغییر خواص در راستای ضخامت به صورت توانیبررس:  19 شکل 

Fig. 19. Changing of the properties along the thickness in power mode 
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شکل 19: بررسی تغییر خواص در راستای ضخامت به صورت توانی
Fig. 19. Changing of the properties along the thickness in power mode
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ناهمگنی نیز بررسی و ارائه گردید. در نهایت نتایج تحلیلی به دست 
آمده با نتایج عددی مقایسه شده و مشخص گردیده که توابع به کار 

برده شده، با تقریب بسیار خوبی رفتار ماده را توصیف می‌کنند.
با توجه به نتایج به دست آمده، موارد زیر نتیجه‌گیری می‌شود:

خمشی  رفتار  بررسی  و  تحلیل  جهت  شده  استفاده  روش  	v
ماده مدرج تابعی و استخراج روابط تنش‌های کوشی، با تقریب نسبتاً 

خوبی رفتار ماده را با توجه به نتایج عددی توصیف می‌کند.
نحوه مدل کردن مواد مدرج تابعی در نرم افزار آباکوس به  	v
صورت لایه لایه‌ای و معین کردن خواص هر لایه به صورت تدریجی، 
می‌تواند تا حدود زیادی مدل‌سازی مناسب این گونه مواد را در نرم 

افزار، امکان‌پذیر کند.
آباکوس،  افزار  نرم  در  تابعی  مدرج  مواد  سازی  مدل  با  	v
مشخص شد که افزایش تعداد لایه‌ها برای مدل کردن این گونه مواد، 

تأثیر چندانی در افزایش دقت تحلیل این نرم افزار ندارد.

فهرست علائم
علائم انگلیسی

Bتانسور کوشی-گرین چپ
B-1معکوس تانسور کوشی گرین چپ

C1,C2Pa ،ثوابت تابع انرژی مونی-ریولین تعمیم یافته
   F        تانسور گرادیان تغییر شکل

    I          تانسور یکه )ماتریس همانی(
I1, I2, I3   ناورداهای اصلی تانسور کوشی گرین چپ

  n,m     درجه ناهمگنی ماده
Pa ،فشار هیدرواستاتیک        p    

m ،شعاع مقطع پس از خمش        r    
m ،شعاع داخلی و خارجی مقطع پس از خمش      r1, r2  

   T       تانسور تنش کوشی
Pa ،تنش کوشی شعاعی       Trr   

  Pa،تنش کوشی محیطی       Tθθ  
Pa ،تنش کوشی محوری       Tzz  

  W      تابع انرژی
X,Y,Z مختصات کارتزین

r,θ,z    مختصات استوانه‌ای

علائم يونانی
λ کشیدگی

 , λ3 1λ, λ2   کشش‌های اصلی
Pa ،مدول برشی ماده         µ   

Pa ،01 ثوابت تابع انرژی مونی-ریولین , µ10µ 
m ،شعاع انحناء          ρ   
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