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Geometric Optimization of Highly Conductive Inserts with Variable Thickness 
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ABSTRACT: In the present study, it is proposed to reduce the thermal resistance of a straight fin by 
embedding highly conductive routes with variant thickness into a fin. Due to economic constraints, 
only a limited fraction of fin’s volume can be devoted to these materials. Therefore, in this research, 
an optimal geometric structure for the inserts is presented. The purpose of optimization is to maximize 
the heat transfer from the fin by increasing the degrees of the freedom-to-morph under the constraint of 
the fixed volume fraction of the inserts. The geometric structure of conductive materials is presented by 
distributing the inserts with variable thicknesses or a linear distribution. The effects of several parameters 
such as the aspect ratio of the fin, Biot number, the volume fraction of highly conductive materials and 
the thermal conductivity ratio on the optimization results are presented in detail. It is shown that the 
increment in the number of insert branches with different thicknesses results in higher heat transfer. It is 
also indicated that the linear distribution performs the best.
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1. Introduction
For enhancing the heat transfer in micro-scale mediums, 

it is required to optimize the cooling process. Fins are 
widely used for cooling purposes. However, their conductive 
resistance is a penalty. Therefore, highly conductive materials 
might be used in order to reduce the thermal resistance. The 
limitation of the use of these highly conductive materials 
requires an optimization problem so that the geometric 
configuration of these materials is designed in an optimum 
manner. 

Many research works have been carried out to use 
highly conductive inserts and fins [1-3]. For example, 
Hajmohammadi and Ahmadian [4] investigated the effect of 
using these materials to enhance the thermal performance of 
a straight fin. They indicated that the use of highly conductive 
inserts in the internal structure of the fin could greatly reduce 
the thermal resistance of the fin and increases its thermal 
performance. They investigated a simple geometric structure, 
the structure in which the highly conductive insert has a 
constant thickness. In the present paper, it tried to design 
the highly conductive inserts with variable thickness to 
achieve more thermal improvement by adding the degrees 
of freedom-to-morph. For this purpose, two, four, or eight 
highly conductive branches with different thicknesses are 
placed in the fin. Then, the thickness of each branch is 
optimized for several values of  physical parameters, such 

as the Biot number (Bi), the ratio of the thickness of the fin 
to its length ( ), the volume fraction of highly conductive 
materials ( ), and the ratio of the thermal conductivity of the 
highly conductive insert to the fin ( ).

2. Description of the Physical System
For a Two-Dimensional (2D) fin intruded by N number 

of highly conductive materials with different thicknesses, the 
geometry description is shown in Fig. 1. The volume of the 
fin and the insert is considered fixed. The volume fraction 
of high conductivity materials ( ) is assumed constant. The 
thermal conductivity of fin, kf and that of the highly conductive 
materials are considered invariant with temperature. The 
contact resistance is neglected. The left side of the rectangular 
fin is considered at fixed temperature and the right side and 
bottom side are assumed insulated. Heat transfer occurs by 
convection between top surface and the surroundings. The 
heat transfer coefficient, h, is uniform along the top surface. 
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Heat transfer enhances by the high conductive materials with 
constant thermal conductivity, ki. 

3. Equations
The following Partial Differential Equations (PDE) of the 

conduction equation must be solved to deliver the temperature 
field,

where

The boundary conditions are:

The objective is to maximize the heat transfer in the fin by 
optimizing the thickness of each insert. Dimensionless heat 
transfer is defined:

In the case where the highly conductive thickness is 
constant (N = 1), the direct search method is used, since only 
one optimization variable exists. In the next steps, the highly 
conductive structure becomes more advanced, a highly 
conductive with variable thickness is embedded in the fin. 

Then this material is embedding linearly into the fin. The 
number of optimization variables is increased (Table1) and 
due to the high time cost, the pattern search optimization 
method [5] is used. 

The numerical code benefits from the MATLAB PDE Tool 
Box. The results obtained by the present code are compared 
with those reported by Almogbel and Bejan [6] in Table 2. 
The maximum relative error of 0.83 % indicates that the 
present code is well-validated.  

4. Results and Discussion
The effect of the number of highly conductive branches on 

maximum heat transfer is indicated in Fig. 2 for several 
when  and . Fig. 2 shows that an increment 
in the number of highly conductive branches results in 
enhancing the heat transfer from the fin. For example, when 
eight number of highly conductive branches, heat transfer 
from the fin is increased about 6% compared to the case 
of one highly conductive branch (with uniform thickness). 
The optimum geometric configuration of highly conductive 
materials with one, two, four and eight branches together with 
the highly conductive pathway with the linear variation of the 
thickness are shown in Fig.3 when Bi = 0.1, l ,  
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Table 2. The comparison of the maximum dimensionless temperature in a square-shaped body that is reported 
by Almogbel [6]. 
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5. Conclusions
In this paper, the optimal design of highly conductive 

pathways with variable thickness embedded in a straight fin 
is considered. The following conclusion can be drawn from 
this numerical work:

•For highly conductive branches, there is an optimal 
thickness for every branch of the highly conductive materials.

•By increasing the degrees of freedom of the geometric 
structure of the material, the total heat transfer from the fin 
is increased, so that the variable-thickness highly conductive 
branch is much better than the fixed-thickness highly 
conductive branch.

•In the optimum geometric configuration, the thickness of 
the branches decreases in the heat flow direction in the fin.

•By increasing the Biot number, the optimal shape of the 
branches tends to be elongated.   
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and . As it is observed, in the optimum geometric 
configuration, the thickness of the branches decreases in the 
heat flow direction in the fin. The optimum configurations in 
a similar case but with Bi = 0.01, are displayed in Fig. 4. As 
it is shown, by increasing the Biot number, the optimal shape 
of the branches tends to be elongated.
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بهینه‌سازی ساختار هندسی مواد ابررسانا با ضخامت‌ متغیر درون پره با هدف بیشینه‌سازی 
عملکرد گرمایی 

دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی امیرکبیر، تهران، ایران

محمد احمدیان علمی، محمدرضا حاج محمدی*، سید سلمان نورآذر

خلاصه:  در مطالعه‌ حاضر افزایش انتقال حرارت از پره با قراردادن موادی با ضریب هدایت گرمایی بسیار بالا )ابررسانا( در 
داخل یک پره مستقیم، مورد بررسی قرار گرفته است. با توجه به ملاحظات اقتصادی، تنها بخشی از ساختار پره را می‌توان به 
این مواد اختصاص داد. بنابراین، یک ساختار هندسی مناسب و تا جای ممکن بهینه‌شده برای این مواد ارائه می‌گردد. هدف 
از بهینه‌سازی، بیشینه‌سازی انتقال گرما از پره، با تغییر هندسه ساختار مواد ابررسانا تحت قیدهایی نظیر ثابت بودن نسبت 
حجمی مواد ابررسانا می‌باشد. ساختار هندسی مواد ابررسانا با توزیع شاخه‌هایی با ضخامت‌های متغیر و توزیع خطی ارائه 
می‌گردد. تأثیر پارامترهای هندسی و فیزیکی مختلف، مانند عدد بایوت، نسبت ضخامت پره به طول آن، نسبت حجمی مواد 
ابررسانا به پره و نسبت ضریب هدایت گرمایی ابررسانا به پره بر نتایج بهینه‌سازی گزارش می‌شود. نتایج نشان می‌دهد که 
برای شاخه‌های ابررسانا، یک هندسه بهینه وجود دارد، به گونه‌ای که برای آن هندسه بهینه، انتقال گرما از پره به بیش‌ترین 
مقدار ممکن افزایش می‌یابد. این افزایش انتقال گرما با افزایش درجه آزادی‌های ساختار هندسی مواد ابرسانا بیش‌تر می‌شود. 
مقدار افزایش انتقال گرما و همچنین ساختار بهینه مواد ابررسانا، وابسته به پارامترهایی نظیر عدد بایوت، نسبت ضخامت پره 
به طول آن، نسبت حجمی مواد ابررسانا به پره و نسبت ضریب هدایت گرمایی ابررسانا به پره می‌باشد. به طوری‌که با افزایش 
عدد بایوت، نسبت حجمی مواد ابررسانا به پره، کاهش نسبت ضخامت پره به طول آن و افزایش نسبت ضریب هدایت گرمایی 

ابررسانا به پره، کارایی مواد ابررسانا در ازدیاد انتقال گرما بیش‌تر و مشهودتر می‌گردد.
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کنترل  توانایی  معنای  به  واقع  در  گرما  مدیریت  است.  شده  تبدیل 
علوم  بر  مبتنی  تکنولوژی‌هایی  از  استفاده  با  سامانه  یک  دمای 
انتقال  دیگر، سامانه‌های  از سوی  است.  گرما  انتقال  و  ترمودینامیک 
گرما از اهمیت زیادی در زندگی انسان برخوردارند، بنابراین دستیابی 
به بیشینه عملکرد این سامانه‌ها ضروری است. به همین دلیل امروزه 
بهینه‌سازی سامانه‌های انتقال گرما بسیار مورد توجه قرارگرفته است 

و اخیرا تحقیقات زیادی در این زمینه انجام شده است ]1-5[.
 یکی از روش‌های متداول افزایش انتقال گرما استفاده از سطوح 
گرمای  هدایت  ضریب  دارای  پره‌ها  اگرچه  می‌باشد.  )پره(  گسترده 
بالایی هستند، لیکن استفاده بهینه از آن‌ها در کمترین فضای اشغال 
به عنوان مثال در سال 2000،  بوده است.  شده همواره مورد توجه 
بجان و المقبل ]6[ بهینه‌سازی ساختار هندسی پره‌های T شکل را 
مطرح کردند. آن‌ها توانستند یک پره ‌T شکل را با در نظر گرفتن دو 

قید هندسي حجم اشغال شده و ماده‌ پره بهینه‌سازی کنند، به‌گونه‌ای 
 ،2005 سال  در  باشد.  داشته  را  گرمايی  مقاومت  کمترین  پره  ‌که 
 ‌T المقبل ]7[ ساختار درختي را که در واقع حاصل اتصال چند پره
شکل به یک‌دیگر بود، به‌عنوان طرحي جدید برای پره پیشنهاد داد. 
این پره از یک تنه‌ اصلي و چند زوج شاخه‌ فرعي تشکیل ‌شده بود. 
المقبل دریافت که هر اندازه تعداد زوج شاخه‌ها بیش‌تر شود، عملکرد 
پره )انتقال گرما از پایه( بهتر است. هم‌چنین او دریافت که اگر طي 
فرآیند بهینه‌سازی نسبت طول و ضخامت شاخه‌ها به طول و ضخامت 
تنه نیز ثابت بماند، در این صورت تعداد زوج شاخه‌ها دارای یک مقدار 
بهینه است. در سال 2006، لورنزیني و روچا ]8[ که در جستجوی 
ساختار بهینه‌تری از ساختار ‌T شکل بودند، ساختار ‌Y شکل را پیشنهاد 
داده و نشان دادند که عملکرد گرمايی پره Y ‌ شکل بهینه‌شده، 55 
سال 2009،  در  است.  بهینه‌سازی شده  ‌T شکل  پره  از  بهتر  درصد 
لورنزیني و روچا ]9[ که در پي بهبود هرچه بیش‌تر طرح قبلي خود 
 T-Y را پیشنهاد دادند. پره T-Y بودند، ساختار جدیدی تحت عنوان پره
شباهت زیادی به پره ‌T شکل دارد، با این تفاوت که در فاصله‌ بین دو 
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شاخه‌ آن یک حفره مستطیلي ایجاد شده است. لورنزیني و روچا نشان 
دادند که پره T-Y مي‌تواند تا هشت درصد عملکردی بهتر )مقاومت 

گرمایي کمتر( نسبت به پره ‌Y شکل داشته باشد. 
پره‌هایي که تا بدین جا به آن‌ها اشاره شد، به‌منظور افزایش انتقال 
گرما، در سطح خارجي جسم و در تماس با آن قرار مي‌گرفتند. علاوه 
بر دسته‌ یاد شده دسته‌ای دیگر از پره‌ها تحت عنوان پره‌های وارونه1 
نیز وجود دارند. این پره‌ها درواقع حفره‌هایي با اشکال مختلف هستند 
که درون جسم تعبیه مي‌شوند. مزیت پره‌های وارونه در عدم اشغال 
فضا در خارج از جسم است. مزیت دیگر آن‌ها این است که برای ایجاد 
آن‌ها ماده‌ای مصرف نمي‌شود؛ بلکه از سطح دروني خود جسم به‌‌عنوان 
سطح انتقال گرما استفاده مي‌شود. لذا در شرایطي که فضای اشغال‌ 
شده برای طراح بسیار حائز اهمیت بوده و امکان ایجاد پره وارونه در 
این  باشد.  باشد، پره وارونه مي‌تواند گزینه‌ خوبي  عمل وجود داشته 
ایده برای اولین بار در سال 2004، توسط بیسرني و همکاران ]10[ 
مطرح شد. آن‌ها دو ساختار هندسی شکل ‌C شکل و ‌T شکل را برای 
پره‌های وارونه پیشنهاد داده و به کمک نظریه ساختاری2 و با در نظر 
و حجم حفره ساختار هندسی  قید هندسي حجم جسم  دو  گرفتن 
را بهینه‌سازی کردند. بیسرني و همکاران ]11[ بعدها ساختار  آن‌ها 
ساختار  این  که  رسیدند  نتیجه  بدین  و  دادند  پیشنهاد  را  شکل   ‌H
عملکردی بسیار بهتر نسبت به حالت‌های C و ‌T شکل از خود نشان 
تحت  هندسی جدیدی  ساختار   ]12[ همکاران  و  لورنزیني  مي‌دهد. 
برتری  اگرچه  دادند.  پیشنهاد  وارونه  پره  برای  را  شکل   ‌TY عنوان 
عملکرد این شکل از پره وارونه نسبت به ساختار ‌C شکل قابل ‌توجه 
نداشت.  رقابت  توان  شکل   ‌H مانند  ساختارهایي  مقابل  در  اما  بود، 
سرانجام در سال 2017، حاج‌محمدی ]13[ طرح ‌ψ شکل را پیشنهاد 
داده و نشان داد که این طرح مي‌تواند عملکرد بهتری نسبت به سایر 

طرح‌های هندسی موجود برای پره‌های وارونه داشته باشد.
تا بدین جا، اهمیت بهینه‌سازی ساختار بیرونی سامانه‌های انتقال 
گرما مورد بحث بوده است. اگرچه، همواره انتقال گرما در یک فضای 
کوچک برای طراحان تراشه‌های الکترونیکی که روز به‌ روز به سوی 
امر  این  است.  بوده  بزرگ  دغدغه‌ای  می‌روند،  پیش  کوچک‌ترشدن 
مستلزم این است که به‌ جای تغییر هندسه‌ خارجی ابزار‌های انتقال 
گرما، خنک‌کننده‌ها و مسیرهایی که انتقال گرما را میسرتر می‌کنند، 

1   Inverted Fins (Cavities)
2   Constructal Theory

این مشکل، طراحی  به درون سامانه‌ها بروند. یک رویکرد برای حل 
شبکه‌ای  ساختار  که  موادی  است.  گرمایی  ابررسانای  مواد  توسعه  و 
آن‌ها شبیه به گرافیت و یا الماس بوده و دارای ضریب هدایت گرمایی 
بسیار بالا است ]14[. از آنجایی‌که استفاده از این مواد، هزینه‌ بسیار 
استفاده  زمینه  در  شگرفی  تحولات  اخیر  سال‌های  در  دارد،  بالایی 
از این مواد در خنک‌کاری قطعات الکترونیکی و بهینه‌سازی ساختار 
هندسی آن‌ها انجام شده است. به عنوان مثال، المقبل و بجان ]15[ 
به طراحی بهینه مواد ابررسانا با ساختار هندسی ‌I شکل در یک قطعه‌ 
تولیدکننده‌ گرما پرداختند. هدف مطالعه‌ آن‌ها، کمینه کردن دمای 
بیشینه کل سامانه )دمای نقطه داغ3(، بود. آن‌ها حجم قطعه و جرم 
ابررسانای مصرفی را به عنوان قیود مساله ثابت نگه‌ داشتند. لورنزینی 
و همکاران ]16 و 17[ بهینه‌سازی ساختار هندسی ‌X شکل را برای 
قرار دادن ده  با  قرار دادند و نشان دادند  ابررسانا مورد مطالعه  مواد 
درصد حجمی ماده ابرسانا، استفاده از ساختار هندسی ‌X شکل، دمای 
بیشینه را تا 56 درصد در مقایسه با ساختار ساده‌تر ‌I شکل، کاهش 
با  ابررسانا  مواد  از  استفاده   ]18[ همکاران  و  حاج‌محمدی  می‌دهد. 
ساختار هندسی چنگالی‌‌شکل4 در قطعه تولیدکننده گرما را پیشنهاد 
دادند و نشان دادند استفاده از این ساختار هندسی نتایج را در مقایسه 

با X تا 45 درصد بهبود می‌بخشد.
با تکیه به کاربرد و ضرورت بهینه‌سازی ساختاری مواد ابررسانا، 
حاج‌محمدی و همکاران ]19[ برای اولین بار تاثیر استفاده از این مواد 
ابررسانا را برای تقویت عملکرد گرمایی یک پره مستقیم بررسی کرده 
و نشان دادند استفاده از مواد ابررسانا در ساختار داخلی پره می‌تواند 
عملکرد  افزایش  و  پره  گرمایی  مقاومت  کاهش  در  تاثیر چشمگیری 
را  ساده  هندسی  ساختار  یک  آن‌ها  لیکن،  باشد.  داشته  آن  گرمایی 
ابررسانا دارای  بررسی کردند، یعنی ساختاری که در آن شاخه مواد 
شده  داده  سیستم  به  آزادی  درجه  یک  فقط  و  باشد  ثابت  ضخامت 
باشد. مواد ابررسانا به‌صورت تک‌شاخه و ضخامت ثابت اعمال شده‌اند و 
با توجه به قیود و پارامترهای بهینه‌سازی به ساختاری بهینه )بهترین 
داشته  پی  در  را  حرارت  انتقال  بیشترین  که  ممکن  منظری  ضریب 
درجه  مقاله حاضر  در  است.  یافته شده  مواد دست  این  برای  باشد( 
آزادی سیستم افزایش داده شده است و سعی شده است که ساختار 
و شکل ابررسانا تغییر یابد و به آرایشی بهینه‌تری از حالت تک‌شاخه 

3   Hot Spot
4   Fork-Shaped
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دست یابیم. بدین منظور شاخه‌های ابررسانا با ضخامت‌های متفاوت 
به صورت دو، چهار و هشت شاخه در پره قرار داده شده است. در این 
و  قرارگیری  ممکن  حالت‌های  تمامی  که  است  گردیده  سعی  حالت 
آرایش این شاخه‌ها بررسی گردد و به بهترین آرایش ساختاری که به 
ازای آن مقدار انتقال حرارت در بیشترین مقدار خود است، دست یافته 
شود. از آنجایی‌که بر پایه نظریه ساختاری ]6[ بالا بردن درجه آزادی 
در ساختار هندسی می‌تواند تاثیر چشمگیری در ارتقای عملکرد یک 
سامانه داشته باشد، در مطالعه حاضر سعی می‌شود تا ساختار هندسی 
ابررسانا در پره با تکیه بر طراحی شاخه‌های ابررسانا با ضخامت‌های 
با  ابررسانا  تعدادی شاخه  از  ابتدا  منظور  بدین  گردد.  بهینه  متفاوت 
)ضخامت‌های(  منظری  نسبت  و  استفاده شده  متفاوت  ضخامت‌های 
هر یک بهینه می‌گردد و در انتها یک توزیع بهینه خطی برای ضخامت 
شاخه ابررسانا ارایه می‌شود. نهایتاً، تأثیر پارامترهای فیزیکی مختلف 
 ،)ϕ نظیر عدد بایوت )Bi(، نسبت مساحت ابررسانا به مساحت پره )
( و نسبت منظری 

f

i

k
k نسبت ضریب هدایت گرمای ابررسانا به پره )

( بر نتایج بهینه‌سازی ارایه می‌گردد.
L
H پره )

2-شرح مسئله
با یک  ابررسانا  همان‌طور که در شکل 2 مشاهده می‌شود، مواد 
حجم مشخص در مرزهایی از پره که در مجاورت با محیط هستند و 
از یک طرف به پای پره متصل هستند، قرار داده می‌شود. علت این 
جانمایی اولیه ایجاد بیشترین دسترسی بین پای پره و محیط پیرامون 
است. مواد ابررسانای گرمایی حجم ثابت و محدودی از پره را پوشش 

می‌دهند.
 پای پره در دمای ثابت بوده و انتقال گرمای جابجایی با محیط 
عایق  نیز  پره  انتهای  می‌گیرد.  صورت  پره  پایینی  و  بالایی  مرز  در 
و  بوده  ایزوتروپیک  مواد  از  ابررسانا  و  پره  جنس  است.  شده  فرض 
 .]6[ می‌شود  فرض  دما  از  مستقل   ،k آن‌ها،  گرمایی  هدایت  ضریب 
همچنین فرض می‌شود که مقاومت تماسی بین ابررسانا و پره ناچیز 
 باشد که این فرض با پیشرفت‌هایی که در زمینه طراحی تراشه‌های 

1 
 

 
 .(باشدیم)اعداد زیر اشکال شماره مرجع  شکلC ،T ،TY ،Y ،X ،Hهای پره: به ترتیب از راست به چپ، 1شکل 

 Fig.1: Right to left respectively; C, T, TY, Y, X, H shaped Fin) The numbers below the figures are the 1 شکل 
reference number( 

[10] [10] 

[8] [10] [ 11 ] 

[ 21 ] 

شکل 1. به ترتیب از راست به چپ، پره‌های ‌C، T، TY، Y، X، H شکل )اعداد زیر اشکال شماره مرجع می‌باشد.(
Fig. 1. Right to left respectively; C, T, TY, Y, X, H shaped Fin (The numbers below the figures are the reference number)t
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بسیار کوچک در قرن اخیر انجام شده فرضی قابل قبول است ]6[. 
مطابق شکل 2، ابعاد خارجی پره، 2H و L است و طول و ضخامت 
مواد ابر‌رسانا، Hi و Li است. به علت تقارن در راستای محور y تنها 
نیمی از مساله موردنظر مدل‌سازی می‌شود. مدل‌های هندسی بررسی 
شده در شکل‌های 3 و 4 نمایش داده شده است. در شکل 2، تعداد 
با ضخامت متفاوت درنظر گرفته شده و در شکل  ابررسانا  N شاخه 
4، ضخامت ابررسانا به صورت خطی در نظر گرفته می‌شود. هدف از 
تعیین ساختار  با  پره  از  انتقال گرما  بیشینه  به  رسیدن  بهینه‌سازی، 
هندسی بهینه شاخه‌های ابررسانا در شکل 3 و یا شکل 4 می باشد. 

متغیرهای بهینه‌سازی با توجه به شکل جسم، تعیین می‌گردند و 

برای چند نمونه در جدول 1 لیست شده‌اند. 

3-قیدها و معادلات حاکم
مشخص  نسبت  حاضر،  مساله  در  شده  درنظرگرفته  اساسی  قید 
را  آن  که  است   ،φ پره،  به حجم کل  رسانا  ابر  مواد  )محدود( حجم 

به‌صورت زیر می‌توان نمایش داد:
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که در آن، A مساحت پیشانی بوده و زیروندهای f و i به‌ترتیب 
مساحت  کل  مجموع   ،Ai هستند.  ابررسانا  مواد  و  پره  نمایان‌گر 
شاخه‌های ابررسانا و Af، مساحت پره می‌باشد. معادله دوبعدی گرما 
معادله  یک  ابررسانا،  و  پره  برای  گرما  تولید  بدون  و  پایا  شرایط  در 

دیفرانسیلی پاره‌ای به ‌صورت رابطه )2( است:
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که در آن:
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شرایط مرزی لازم برای حل معادله )2( در شکل 2 نمایش داده‌ 
شده است و به‌صورت بی‌بعد به‌صورت زیر نوشته می‌شود: 
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 متغیر در پره )حالت چهار شاخه( یهاضخامتابررسانا با  یهاشاخه: قراردادن 3شکل              

 Fig. 3: Highly conductive branches with variable thickness embedded in a fin 3 شکل 
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 : حالت خطی ابررسانا4شکل 

Fig. 4: Highly conductive branch with linear variation of the thickness 
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جدول 1. متغیرهای بهینه‌سازی
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هاشور بیانگر شرط عایق است. مستطیل با رنگ  -ابررسانا یهاشاخه)انتقال حرارت در فین مستقیم با  هندسه و شرایط مرزی مسئله: 2شکل 
 قی ناحیه مربوط به ماده اولیه پره است.(ابررسانا و ماب یهاشاخهتیره، نمایشگر 

 Fig. 2: Geometry and boundary conditions of the problem 2 شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 h,T∞ 

h,T∞ 

qfin 

 Tb 

2H 

Li 

Hi 

 پره

 مواد ابررسانای حرارتی

L 

شکل 2. هندسه و شرایط مرزی مسئله )انتقال حرارت در فین مستقیم با شاخه‌های 
ابررسانا- هاشور بیانگر شرط عایق است. مستطیل با رنگ تیره، نمایشگر شاخه‌های 

ابررسانا و مابقی ناحیه مربوط به ماده اولیه پره است.(
 Fig. 2. Geometry and boundary conditions of the problem
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این  شوند،  جای‌گذاری  پره  در  گرمای  ابررسانی  مواد  زمانی‌که   
انتقال گرما به شکل زیر تغییر می‌یابد.
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و نهایتاً انتقال گرما بی‌بعد از تقسیم این دو عبارت بر یکدیگر به 
دست می‌آید،
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معادله حاکم )2( و شرایط مرزی آن به صورت عددی و با استفاده 
شبکه‌بندی  متلب1، حل می‌شود.  نرم‌افزار  در  المان محدود  از روش 
در راستای x و y به صورت نامنظم و غیریکنواخت انجام می‌پذیرد. 
اندازه‌ شبکه‌ها به صورت متوالی کوچک‌‌تر می‌شود تا زمانی‌که همگرایی 
مورد نظر ارضا شود. بدین منظور، نمونه‌ای از استقلال نتایج از شبکه، 
مطالعه  اعتبارسنجی  برای  همچنین،  است.  شده  ارایه   2 جدول  در 
المقبل  و  بجان  توسط  انجام ‌شده، مساله‌ای مشابه مساله حاضر که 
و  بجان  مطالعه  در  می‌شود.  گرفته  درنظر  گرفته،  قرار  مطالعه  مورد 
المقبل ]15[، اثر یک ابررسانا بر دمای بیشینه بی‌بعد در نسبت‌های 
مختلفی از ضریب رسانش گرمایی ابررسانا به قطعه، بررسی شده است. 
در جدول 3، نتایج حاضر از مدل عددی مورد استفاده در کار حاضر 

1   Matlab PDE Toolbox
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با نتایج گزارش ‌شده توسط بجان و المقبل ]15[ مقایسه شده است. 
قابل قبولی  این جدول نشان می‌دهد که تطابق  نتایج درج ‌شده در 

بین نتایج وجود دارد.
به  توجه  با   ،)N=1( است  ثابت  ابررسانا  ضخامت  که  حالتی  در 
جستجوی  روش  از  دارد،  وجود  بهینه‌سازی  متغیر  یک  تنها  این‌که 
نسبت  از  وسیعی  محدوده  که  به‌گونه‌ای  شده،  استفاده  مستقیم 
مراحل  در  می‌گردد.  انتخاب  آن  بهترین  و  شده  آزموده  منظری‌ها 
بعدی، ساختار ابررسانا پیشرفته‌تر می‌شود، ابررسانا با ضخامت متغیر 
وارد پره و در حالت نهایی به صورت خطی وارد ابررسانا می‌شود. در 
این حالت، تعداد متغیرهای بهینه‌سازی بیشتر می‌شود و به دلیل به 
صرفه نبودن از نظر هزینه‌ زمانی، از روش بهینه‌سازی جستجوی الگو1 

1   Pattern Search

]20[ استفاده می‌شود.
ابررسانا،  شاخه‌های  تعداد  و  آزادی  درجه  تعداد  افزایش  با 
متغیرهای  افزایش  با  می‌یابد.  افزایش  بهینه‌سازی  متغیرهای  تعداد 
به صرفه  زمانی  لحاظ  از  مستقیم  روش‌های  از  استفاده  بهینه‌سازی، 
نمی‌باشد، لذا از روش جستجوی الگو استفاده می‌گردد. در شکل 5، 
یک نمونه از روند همگرایی الگوریتم جستجوی الگو در حالت ابررسانای 
 ( / , , / , / )i

f

k HBi
k L

φ= = = =0 1 10 0 1 0 05 چهار شاخه و در حالتی‌که 
روند  است،  است. همان‌طورکه در شکل 5 مشهود  ترسیم گردیده   ،
به  نیاز  الگو  الگوریتم جستجوی  می‌گردد.  حاصل  مطلوبی  همگرایی 
حدس اولیه برای نقطه شروع جستجو دارد. در هر حالت بهینه‌سازی 
شروع  نقطه  عنوان  به  قبل  مرحله  پاسخ‌های  از  است  گردیده  سعی 

مرحله جدید استفاده گردد؛
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شده  و حاصل [15] بجان و المقبل گزراش شده توسطتولید گرما  با: مقایسه مقدار حداکثر دمای بدون بعد در یک جسم مربعی 3جدول 
  مورداستفاده در کارحاضر عددی توسط کد

Table 3: The comparison of the maximum dimensionless temperature in a square-shaped body with heat 
generating reported by Bejan and Almogbel [15] and the present numerical code 

l

i

k
k

 
  بعدبیدمای بیشینه 

 (اضرکار ح)
  بعدبیدمای بیشینه 

 ([15] بجان و المقبل)
 

 درصد اختلاف

10 37227/0  37539/.  83/0  

100 15388/0  152994/0  58/0  

300 13517/0  081354/0  17/0  

1000 12888/0  128979/0  08/0  

 
 

 

 

{ 

جدول 3. مقایسه مقدار حداکثر دمای بدون بعد در یک جسم مربعی با تولید گرما گزراش شده توسط بجان و المقبل ]15[ و حاصل شده توسط کد عددی مورداستفاده در 
کارحاضر  

 Table. 3. The comparison of the maximum dimensionless temperature in a square-shaped body with heat generating reported by
Bejan and Almogbel [15] and the present numerical code
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) کهحالتیشاخه در  چهارابررسانای  همگرایی روند: 5شکل  / , , / , / )i
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Fig. 5: Convergency diagram for the case of i
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ابررسانای چهار شاخه  ایهندسهتکامل  روند: 6کل ش  

Fig. 6: Evolution of the optimum geometry 
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شکل 6. روند تکامل هندسه‌ای ابررسانای چهار شاخه 
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شاخه  دو  حالت  برای  آمده  دست  به  پاسخ‌های  مثال  عنوان  به 
شده  گرفته  نظر  در  شاخه  چهار  حالت  برای  شروع  نقاط  عنوان  به 
است )گام اول در شکل 6(. این حدس اولیه به الگوریتم بهینه‌سازی 
جستجوی الگو که در نرم‌افزار متلب پیاده‌سازی می‌شود، داده می‌شود 
و سپس همان‌طور که در شکل 6 نمایش داده شده، نمونه‌های هندسی 
مختلفی که در آن ضخامت تمامی شاخه‌های ابررسانا متفاوت است 
توسط این الگوریتم تولید می‌شود تا ضمن ثابت ماندن نسبت حجمی 

مواد ابررسانا به حجم کل پره، نهایتاً هندسه بهینه تولید گردد.

4-نتایج
 در حالات ساختاری مختلف بر 

f

i

k
k در شکل 7 روند تأثیر پارامتر  

مقدار انتقال گرما ماکزیمم نشان داده شده است. در حالت شبیه‌سازی 
فرض  ثابت  خاصی  مقادیر  در  بهینه‌سازی،  دیگر  پارامتر  سه  شده، 
 /  , /  , /HBi

L
φ= = =0 1 0 05 0 1 ( می‌پذیرد  صورت  بهینه‌سازی  و  شده‌اند 

 ،)N=1( ثابت  ضخامت  حالت‌های  برای  بهینه‌سازی  این  نتایج   .)
 )N=8( هشت پله ،)N=4( چهار شاخه ،)N=2( ابررسانای دو شاخه
پیش‌بینی  که  همان‌گونه  است.  شده  داده  نشان   )Linear( و خطی 
ضریب  به  ابررسانا  گرمای  هدایت  ضریب  نسبت  افزایش  با  می‌شود، 
هدایت گرمای پره، مقدار ماکزیمم انتقال گرما به مقدار قابل توجهی 
که  شود  استفاده  ابررسانایی  مواد  از  اگر  که  به‌گونه‌ای  یابد؛  افزایش 
ضریب هدایت گرمای آن‌ها20 برابر ضریب هدایت گرمای پره باشد، 

از 200 درصد نسبت به حالت  انتقال گرما را بیش  می‌توان بیشینه 
بدون ابررسانا افزایش داد. شکل 7 کارایی تغییر ساختاری را نیز به 
تعداد  هرچه  پیداست،  نمودار  از  که  همانطور  می‌کند.  بیان  خوبی 
شاخه‌ها بیش‌تر شود، ماکزیمم انتقال گرما افزایش می‌گردد. نکته‌ی 
قابل توجه در نمودار، بهترین حالت ساختاری می‌باشد که مربوط به 
ابررسانای خطی است. از دقت در نمودار نیز می‌توان فهمید، با افزایش 
تعداد شاخه‌ها، پاسخ‌ها به هم نزدیک‌تر می‌گردد. دلیل افزایش کارآیی 
یا افزایش تعداد شاخه ها این است که با افزایش تعداد شاخه‌ها، تعداد 
درجه آزادی‌های سیستم بیشتر شده و سیستم مورد نظر انعطاف و 
توانایی بیشتری برای نزدیک نزدیک‌تر شدن به حالت بهینه را دارد 

.]6[
شکل‌8 تأثیر پارامتر Bi  بر انتقال گرما ماکزیمم در پره را نشان 
انتقال گرما نیز افزایش  با افزایش عدد بایوت، مقدار بیشینه  می‌هد. 
می‌یابد؛ به‌طوری‌که میزان انتقال حرارت بیشینه با تغییر مقدار بایوت 
از 0/01 تا 0/1 در حالی‌که نسبت ضریب هدایت حرارتی ابررسانا به 
ضریب هدایت حرارتی پره 10، نسبت مساحت ابررسانا به مساحت پره 
0/1 و نسبت منظری پره 0/05 باشد، از 1/38 به 1/82 تغییر می‌کند 
و میزان انتقال حرارت بیشینه را 32 درصد بهبود می‌بخشد. به‌ وضوح، 
است.  مشاهده  قابل  ابررسانا  شاخه‌های  افزایش  روش  سودمندی 
بهترین حالت ساختاری، حالت خطی است. در هرکدام از شکل‌های 
 9 و 10 یکی از پارامترها تغییر داده می‌شود تا روند تأثیرگذاری بهتر 
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درک گردد.
آرایش  تغییر  با  ماکزیمم،  گرمای  انتقال  بهبود  گویای   9 نمودار 
ابررسانا در نسبت‌های منظری مختلف پره است. مطابق انتظار، افزایش 
شاخه‌های ابررسانا )با ثابت ماندن مساحت کل ابررسانا( باعث بهبود 
بهینه‌سازی گردیده شده است و مزیت استفاده از این تکنیک را نشان 
می‌دهد. هرچه این نسبت کاهش یابد، یعنی مستطیل پره باریک‌تر 
گردد، ماکزیمم انتقال حرارت صورت گرفته افزایش می‌یابد و کارایی 
استفاده از مواد ابررسانا را اثبات می‌کند. دلیل این‌که با باریک‌تر شدن 
باریک  با  که  است  این  زیاد می‌شود  ابررسانا  از  استفاده  کارایی  پره، 

شدن پره و کاهش ضخامت آن، مقاومت گرمایی پره که موجب کاهش 
ابررسانا  شاخه‌های  از  استفاده  لذا  و  شده  زیادتر  می‌شود،  پره  بازده 
که وظیفه کاهش مقاومت گرمایی را عهده‌دار هستند نمود بیشتری 

می‌یابد.

بهینه  نقطه  بر   ϕ تأثیر  بررسی  به  آنالیز  از  بخش  آخرین  در 
پرداخته می‌شود. همان‌طور که از شکل 10 پیداست و همچنین قابل 
انتقال  میزان  یابد،  افزایش  ابررسانا  مساحت  هرچه  است،  پیش‌بینی 
گرما به میزان چشم‌گیری بهبود می‌یابد. سودمندی تکنیک افزایش 
تعداد شاخه‌های ابررسانا در افزایش ماکزیمم انتقال گرما پره و کارایی 
مشاهده  قابل  اشکال  این  در  پره  به  ابررسانا  مواد  کردن  اضافه  مؤثر 
مواد  از  استفاده  حالت  بهترین  است،  مشخص  که  همانطور  است. 

ابررسانا به صورت خطی می‌باشد.
 برای درک بهتر تأثیر افزایش تعداد شاخه‌های ابررسانا )با ثابت 
این شکل  در  است.  ترسیم شده  ابررسانا( شکل‌ 11  ماندن مساحت 
کار  به  ابررسانای  مساحت  نسبت  و  پره  منظری  نسبت  بایوت،  عدد 
رفته به مساحت پره ثابت نگه داشته شده و بهینه‌سازی به ازای سه 
انجام  پره  به  ابررسانا  گرمای  هدایت  نسبت ضریب  از  مختلف  مقدار 
گرفته است. مشاهده می‌گردد که با افزایش تعداد شاخه‌های ابررسانا، 
اضافه  روش  کارایی  و  یافته  افزایش  ماکزیمم  حرارت  انتقال  مقدار 
درحالتی‌که  مثال  عنوان  به  می‌گردد.  بیش‌تر  پره  به  ابررسانا  کردن 
ابررسانای  مواد  افزودن   ( /  ,  , /  , / )i

f

k HBi
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حرارتی به پره به صورت ضخامت ثابت )N=1(، میزان انتقال حرارت 
بیشینه را 116 درصد بهبود می‌بخشد. با اعمال شاخه‌های ابررسانا با 
ضخامت‌های متفاوت و یافتن بهترین و بهینه‌ترین حالت ممکن، در 
وارد می‌شود )N=2(، 9 درصد  به صورت دوشاخه  ابررسانا  حالی‌که 
شیب  شکل‌ها،  این  در  دیگر  توجه  قابل  نکته‌  می‌یابد.  بهبود  نتیجه 
تند ابتدایی آن‌هاست؛ به‌طوری‌که با زیاد شدن تعداد شاخه‌ها، درصد 
شاخه  هشت  و  شاخه  چهار  حالت  در  می‌یابد.  کاهش  نتایج  بهبود 
نسبت به حالت قبل، نتایج به ترتیب سه و چهار درصد بهبود می‌یابند

بهینه‌سازی صورت  پارامترهای  بهینه‌سازی در حضور  بدین‌جا  تا 
پارامتر  هر  که  شد  ثابت  شد.  یافته  دست  مهمی  نتایج  به  و  گرفت 
چگونه بر نقطه بهینه تأثیر می‌گذارد و سپس سودمندی تغییر آرایش 

ابررسانا و افزایش تعداد شاخه‌های آن به اثبات رسید. 
تأثیرگذاری  بهتر  درک  و  بهینه‌سازی  از  بخش  آخرین  عنوان  به 
ترسیم  تا 14  بهینه‌، شکل‌های 12  نقطه‌  بر  بهینه‌سازی  پارامترهای 
و  می‌گیرد  انجام  مختلف  حالت  سه  در  شبیه‌سازی  است.  شده 
تغییرات ساختاری ابررسانا نشان داده می‌شود. شکل 12 درحالتی‌که  
شبیه‌سازی شده است. در این شکل روند افزایش شاخه‌های ابررسانا 
)پله پله شدن( به خوبی دیده می‌شود. شاخه‌ها در مقادیر بهینه خود 
ترسیم گردیده‌اند. نکته‌ شایان توجه روند تغییرات شاخه‌ها به سمت 
شکل ابررسانای خطی است؛ به طوری‌که طی هر مرحله، شکل‌های 
بهینه شاخه‌ها به سمت خطی شدن حرکت می‌کنند. به عبارت دیگر 

می‌توان فهمید که اگر تعداد شاخه‌های ابررسانا بی‌نهایت شود، شکل 
نهایی قرار گیری آن‌ها مشابه حالت خطی می‌گردد؛ یعنی حالت خطی 
تأثیرکاهش  ابررسانا در یک حالت خاص می‌باشد.  بهینه‌ترین شکل 
عدد بایوت بر شکل هندسی ابررسانا در شکل 13 به نمایش گذاشته 
شده است. در این حالت عدد بایوت نسبت به شکل 12 کاهش می 
‌یابد )Bi=0/01(. کاهش عدد بایوت باعث کاهش نسبت ضخامت به 
طول بهینه خواهد شد و مستطیل ابررسانا کشیده‌ و باریک می‌گردد. 
می‌باشد.  پره  منظری  نسبت  در شکل 14،  بررسی  مورد  پارامتر   
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در این حالت نسبت منظری پره نسبت به شکل 12 کاهش می‌یابد 

منظری  نسبت  پره،  طول  به  نسبت ضخامت  کاهش  با   .) /H
L
=0 05 (

بهینه در ابررسانا کاهش یافته و شاخه‌های ابررسانا به صورت عمودی 
قرار می‌گیرد و ناحیه‌ بیشتری از تماس با منبع گرم را در بر می‌گیرد.

5-نتیجه‌گیری

در مطالعه حاضر سعی شد با قرار دادن موادی با ضریب هدایت 
مقاومت  از  پره مستقیم،  داخل یک  در  )ابررسانا(  بالا  بسیار  گرمایی 
افزایش  آن  از  حرارت  انتقال  و  عملکرد  تا  شود  کاسته  پره  گرمایی 
بخشی  تنها  مواد،  تامین  اقتصادی جهت  به ملاحظات  توجه  با  یابد. 
از ساختار پره را می‌توان به این مواد اختصاص داد. بنابراین در این 
مطالعه، یک ساختار هندسی مناسب برای این مواد ارائه گردید. هدف 
هندسه  تغییر  با  پره،  از  حرارت  انتقال  بیشینه‌سازی  بهینه‌سازی،  از 
ساختار هندسی مواد تحت قیدهایی نظیر ثابت بودن شکل هندسی 
پره، نسبت حجمی مواد ابررسانا به پره می‌باشد. تغییر ساختار هندسی 
مواد رسانا از ساده‌ترین شکل به صورت یک شاخه ابررسانا با ضخامت 
شاخه‌های  مانند  پیچیده‌تر  ساختارهایی  ارائه  تا  و  شده  شروع  ثابت 
ابررسانا با توزیع ضخامت متغیر )پله‌ای( و خطی تکامل می‌یابد. تاثیر 
نسبت  بایوت،  عدد  مانند  مختلف،  فیزیکی  و  هندسی  پارامترهای 
منظری پره، نسبت حجمی مواد ابررسانا به پره و نسبت ضریب هدایت 

گرمایی ابررسانا به پره بر نتایج بهینه‌سازی گزارش شده است. 
هندسه‌ مساله شامل دو ناحیه حل دوبعدی، یعنی پره و ابررسانا 
بوده است و در هریک، معادله هدایت دوبعدی و پایا به همراه شرایط 
مرزی به صورت عددی و با استفاده از روش المان محدود حل شده 
محاسبه  پره  حرارت  انتقال  نرخ  و  حالت  هر  در  دما  توزیع  تا  است 
اندازه‌های  با  غیرساختاریافته  مش‌های  از  ناحیه،  دو  هر  برای  گردد. 
تعیین  برای  بهینه‌سازی  فرآیند  در  می‌شود.  استفاده  غیریکنواخت 
نسبت منظری یک ابررسانا با ضخامت ثابت داخل پره، تنها یک متغیر 
به  متغیر،  ضخامت  با  پره  بهینه‌سازی  برای  دارد.  وجود  بهینه‌سازی 
الگو  بهینه‌سازی جستجوی  روش  از  بیشتر،  متغیرهای  داشتن  دلیل 

استفاده می‌شود.
دارد،  وجود  بهینه  هندسه  یک  ابررسانا،  شاخه‌های  برای   )1
به‌گونه‌ای که برای آن هندسه بهینه، انتقال حرارت از پره به بیشترین 

مقدار ممکن افزایش می‌یابد.

ساختار  آزادی‌های  درجه  افزایش  با  حرارت  انتقال  افزایش   )2
ابررسانا با  ابرسانا بیشتر می‌شود، به گونه‌ای که شاخه  هندسی مواد 
ضخامت متغیر، به مراتب از شاخه ابررسانا با ضخامت ثابت بهتر است.

مواد  بهینه  ساختار  و همچنین  انتقال حرارت  افزایش  مقدار   )3
ابررسانا، وابسته به پارامترهایی نظیر عدد بایوت، نسبت ضخامت پره 
به طول آن، نسبت حجمی مواد ابررسانا به پره و نسبت ضریب هدایت 
گرمایی ابررسانا به پره می‌باشد. با افزایش عدد بایوت، نسبت حجمی 
مواد ابررسانا به پره و نسبت ضریب هدایت گرمایی ابررسانا به پره و 
کاهش نسبت ضخامت پره به طول آن، کارایی مواد ابررسانا در ازدیاد 

انتقال حرارت بیشتر و مشهودتر می‌شود.

فهرست علائم

علائم انگلیسی

Am2 ،مساحت
Biعدد بایوت

Hm ،ضخامت
h W/ m2K،ضریب انتقال گرما جابجایی

kW/mK ،ضریب هدایت گرمای

Lm ،طول

nm ،مختصات در جهت عمود بر مرزهای مشترک پره و ابررسانا

qW ،مقدار انتقال گرما

TK ،دما

Vm3 ،حجم

Wm ،عرض

x, ym ،مختصات کارتزین

علائم يونانی

φنسبت حجمی ابررسانا به پره
ϴدمای بی‌بعد

زيرنويس

bپایه
fپره
iمواد ابررسانای گرمای
mبیشینه
niبدون ابررسانا
optبهینه
totمجموع
wiبا ابررسانا
محیط∞
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