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Analytical Solution of the Heat Transfer in Heterogeneous Composite Conical Shells 
with Temperature Dependent Conduction Coefficients
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ABSTRACT: This paper presents an analytical solution for heat transfer in heterogeneous composite 
conical shells with temperature dependent conduction coefficients for the first time. The geometry of 
the shell is completely conical shaped and the fibers are winded around the laminate in the desired 
direction. In order to achieve the most general solution, the general boundary condition is considered 
at the basis of shell and the effect of heat convection resulted from flow motion around the body and 
different kinds of non-axisymmetric radiative heat flux at the outer side of the shell is modeled. The 
heterogeneous effect in this case is the results of the dependency in conduction heat transfer coefficient 
on temperature. Therefore, the heat transfer equation should first be transformed using the Kirchhoff 
transform to a solvable equation using integral transformation, then, the partial differential equation 
becomes an ordinary differential equation Fourier transformation. Finally, the transformed differential 
equation can be solved Green’s functions. In the end, the reversal integral transformation and reversal 
Kirchhoff conversion are applied to obtain heterogeneous temperature distribution. Validation of this 
analytical solution is performed by comparing the analytical results with the solution of second-order 
finite difference method and some applied cases are considered to investigate the capability of current 
solution for solving the industrial problems in the production of composite conical pressure vessels.
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1- Introduction
In different industrial branches, conical geometry is very 

applicable, but because of the complex geometry that cone 
has, there are just few analytical solutions on heat transfer in 
composite conical shells [1, 2]. On the other hand, the study 
on the heat transfer in composite materials provides valuable 
knowledge in analyzing fiber placement in the production 
process and also preventing thermal fracture [3, 4]. 

In this study, we focus on the two-dimensional heat transfer 
in x and φ directions in composite conical shells with the 
linear dependency of conductivity on temperature. The shell 
is considered to have a full conical shape and the fibers are 
winded around it. The geometry and boundary conditions of 
conical shell are presented in Fig. 1. The general boundary 
conditions at the base of the cone are considered to cover the 
entire heat transfer mechanisms. For validation of the present 
analytical solution, the analytical results compared with the 
solution of second-order finite difference method. In order to 
investigate the capability of this analytical solution for solving 
the industrial problems, some applied cases in production of 
composite conical pressure vessels are considered.

2- Methodology
By applying the energy balance in a conical element, one 

can derive the heat conduction partial differential equations as 
presented by Norouzi and Rahmani [1]:

where T represents temperature, u ′′′  the rate of heat 
generation,q ′′ the external heat flux,T

∞
 the ambient 

temperature, h the heat convection coefficient, δ  the thickness 
of the conical shell, γ the half of cone apex angle and 

ijk  the 
conduction coefficient in the off-axis coordinate. Also, φ and x 
are spatial variables.

*Corresponding author’s email: mmshahmardan@yahoo.com
Fig. 1. Direction of fibers plus coordinate system and boundary 

conditions of composite conical shell [1]
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For the sake of simplicity, the modified temperature is defined 
as: 
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With using of Eq. (2), The modified heat conduction Partial 
Differential Equation (PDE) can be written as: 
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The general boundary condition is applied at the base of cone 
in order to cover wide range of thermal conditions. The below 
relation is considered for this linear boundary condition:

Herein we consider solar radiation distribution for external 
heat flux   and solar radiation on the composite conical shell is 
defined as [5]:
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In order to solve the heat conduction PDE presented in 
Eq. (3), first, we use Kirchhoff transformation and then the 
integral transform method with respect to angular direction φ 
is applied. By using this transformation, the heat conduction 
PDE becomes an Ordinary Differential Equation (ODE). The 
resulted ODE by using green functions method can be solved. 
Finally, by applying the inverse integral transform and by means 
of an inverse Kirchhoff transform the temperature distribution in 
heterogeneous composite conical shell is obtained. 

3- Results and Discussion
This section is focused on the capability of present 

analytical solution for solving the industrial problems in the 
production process of composite conical pressure vessels. 
Table 1 presents the properties of two typical types of carbon-
carbon composite materials which are used commonly in 
industry. Herein we consider reference temperature as 295 K 
and also thermal coefficient, known as β is equal to 0.001 
1/K.

In order to validate the present analytical solution, a 
numerical calculation based on the second-order finite 
difference is provided. Fig. 2 depicted the validation results. 
It shows the temperature variations of composite conical shell 
versus x and φ directions for material 1. The results show 

Fig. 2. Temperature variations of composite conical shell which 
the fiber’s angle is 45° and composite material is material 1; a) in 

Fig. 3. Mean temperature distribution versus fiber’s angle 
variations for Material 1

Fig. 4. Maximum temperature distribution versus fiber’s angle 
variations for Material 1

Table 1. Specifications of polymeric composite materials [6]

Material Density 
(g/cm3) 

Heat 
Capacity 

(J/gk) 

k011 

(W/mk) 
k022 

(W/mk) 

1 1.770 0.687 54.85 5.193 
2 1.547 0.690 24.66 4.795 
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that the analytical solution is in good agreement with the 
numerical data.

In Fig. 3 the mean temperature versus fiber angle values is 
depicted for material 1. It shows that with an increase in fiber 
angle values, the mean temperature is increased. 

In Fig. 4 the maximum temperature versus different values 
of the fiber angle is depicted for material 1 and results show 
that the lowest values of the maximum temperature occurs at 
the higher values of the fiber angle.

4- Conclusions
In this paper, the effect of the fiber angle was specifically 

examined. The results show that by increasing the fiber angle, 
the mean temperature in the composite conical pressure vessel 
increases, and the zero value for fiber angle is recommended 
as the most efficient choice. However, by increasing the fiber 
angle, the maximum temperature in the composite conical 
pressure vessel is reduced and the higher value of fiber angle 
was proposed as the most efficient choice. Therefore, we 
recommend that in designing these types of pressure vessel, 
both the mean temperature and maximum temperature 
parameters should be considered to choose the most efficient 
value of the fiber angle.
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حل تحلیلی انتقال حرارت در پوسته‌های مخروطی کامپوزیتی ناهمگن با ضرایب هدایت وابسته به 
دما

بابک عرفان منش، محمد‌محسن شاه‌مردان*، محمود نوروزی

دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی شاهرود، شاهرود، ایران

خلاصه: در این مقاله، برای اولین بار یک حل تحلیلی برای انتقال حرارت در پوسته‌های مخروطی کامپوزیتی ناهمگن وابسته به دما 
ارائه ‌شده است. هندسه پوسته به‌طور کامل مخروطی شکل فرض شده است و الیاف به دور جسم، در جهات دلخواه پیچانده شده‌اند. 
به‌منظور دستیابی به کلی‌ترین حل، شرایط مرزی حرارتی اعمال‌شده به‌صورت کلی در پایه‌ پوسته و همچنین اثرات انتقال حرارت 
هدایتی، جابجایی با جریان سیال اطراف و تشعشع )صورت تقریبی تشعشع( در مرزها مدل شده‌اند. ناهمگن بودن در مسئله حاضر ناشی 
از وابستگی ضریب انتقال حرارت هدایتی به دما است. بنابراین می‌بایست، معادله انتقال حرارت را ابتدا با استفاده از تبدیل کیرشهف 
به معادله قابل‌حل به کمک سری انتگرالی محدود تبدیل کرد، سپس به کمک این تبدیل، معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی به یک 
معادله دیفرانسیل معمولی مبدل می‌گردد. درنهایت معادله دیفرانسیل حاصل به کمک روش توابع گرین قابل‌حل است. در آخر با اعمال 
معکوس تبديل انتگرالی محدود و معکوس تبدیل کیرشهف توزيع دمای ناهمگن بدست آید. حل حاضر بر اساس مقایسه نتایج حل 
تحلیلی با حل عددی به روش مرتبه دوم تفاضلات محدود اعتبارسنجی شده است. مفروضات این مسئله به‌گونه‌ای انتخاب گردیده که 

قابلیت حل حاضر برای رفع مشکلات صنعتی درزمینه‌ تولید مخازن تحت‌فشار مخروطی کامپوزیتی مشخص گردد. 
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مقدمه-11
از زمان به‌کارگیری اولین کامپوزیت‌ها توسط مصریان باستان تا معرفی 
کامپوزیت‌های پیشرفته در نیمه دوم قرن بیستم میلادی، تقریباً 6000 سال 
سپری‌شده است. پیشرفتی که درزمینه استفاده از مواد کامپوزیتی در پنجاه 
 6000 به  نزدیک  دیرینه  سابقه  از  عظیم‌تر  بسیار  گرفته  اخیر صورت  سال 
ساله این صنعت است ]1[. دلیل این امر خواص منحصربه‌فرد این‌گونه مواد 
که شامل نسبت بالاي مقاومت به دانسيته، نسبت بالاي سفتي به دانسيته، 
انبساط حرارتی نزدیک به صفر، عمر خستگی استثنایی، مقاومت بالا در برابر 
ضربه، مقاومت بالا در برابر خوردگی، مقاومت بالا در برابر نفوذ و پلاسيسته 
می‌باشد. این خواص بی‌همتا باعث کاربردهای گسترده این مواد در صنعت، 
ازجمله مخازن انبارش، مبدل‌های حرارتی، پین فین‌ها، لوله‌ها، محفظه‌های 
احتراق و غیره شده است. با اینکه تحقیقات فراوانی درزمینه خواص مکانیکی 
این‌گونه مواد صورت گرفته اما مطالعات کمی در راستای بررسی رفتار انتقال 
مواد  در  حرارت  انتقال  پدیده  روی  بر  تحقیق  است.  موجود  آنان  حرارتی 

الیاف  جایگذاری  آنالیز  نظیر  زمینه‌هایی  در  ارزشی  با  اطلاعات  کامپوزیتی 
در فرآیند تولید ]2-4[، جلوگیری از شکست حرارتی ]7-5[ و کنترل انتقال 

حرارت را دارا می‌باشد. 
مواد  در  هدایتی  حرارت  انتقال  بررسی  زمينه  در  انجام‌شده  تحقیقات 
دلیل  به  است.  شده  محدود  عددی  حل  روش‌های  به  عمدتاً  كامپوزيتی 
حرارت  انتقال  به  مربوط  مسائل  فیزیک  در  ناهمسانگردی1  خاصیت  وجود 
در مواد کامپوزیتی و نیز همچنین پیشرفت‌های صورت گرفته درزمینه علوم 
انتقال  محاسباتی، روش‌های حل عددی به ابزاری مؤثرتر برای مدل‌سازی 
حرارت تبدیل‌شده است ]10-8[. با این‌حال حل‌های تحلیلی، درک مستقیمی 
پارامترهای  تأثیر  ارائه می‌دهند و همچنین چگونگی  از فرآیندهای فیزیکی 
این  که  می‌کنند،  کنترل  و  مشخص  را  آن  حرارتی  رفتار  روی  بر  سیستم 

موضوع برای طراحی و بهینه‌سازی سیستم‌ها ضروری است ]11[. 
محیط‌های  در  حرارت  انتقال  برای  دقيق  حل  يک   ]12[ اونیجکوه 
حل  یک  است.  داده  ارائه  مرزی  انتگرال  تئوری  از  استفاده  با  كامپوزيتی 

1   Anisotropy
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پیش‌بینی  قابلیت  حل  این  که  شد  ارائه   ]13[ ویور  و  میلر  توسط  تحلیلی 
را  جابجایی  و  تشعشعی  مرزی  تحت شرایط  چندلایه  مواد  برای  دما  توزیع 
دارد. سینگ و جین ]14[ یک حل تحلیلی برای انتقال حرارت دوبعدی در 
محیط‌های چندلایه ارائه نموده‌اند. حل آن‌ها بر پایه روش جداسازی متغیرها 
همکاران  و  کیهانی  می‌دهد.  پوشش  را  همگن  مرزی  شرایط  تنها  و  بوده 
]15[ یک حل تحلیلی انتقال حرارت هدایتی پایا در لمینیت‌های کامپوزیتی 
 ( ),r z استوانه‌ای تحت شرایط مرزی کلی در جهت‌های شعاعی و طولی 
را مورد بررسی قرار دادند. آن‌ها از تئوری اشتروم- لیوویل1 برای یافتن تبدیل 
فوریه مناسب برای مسئله خود بهره بردند و به کمک آن توزیع دما را به‌دست 
معتبر  دائم  حالت  و  زیاد  زمان‌های  گذشت  برای  تنها  موجود  حل  آوردند. 
است. امیری دلویی و همکاران ]16[ برای انتقال حرارت متقارن محوری در 
ناپایا، یک حل دقیق تحلیلی برای لمینیت‌های چند لایه کامپوزیتی  حالت 
استوانه‌ای ناهمسانگرد ارائه کردند. آن‌ها ابتدا با اعمال تبدیل لاپلاس مسئله 
از  بهره‌گیری  با  سپس  و  کردند  منتقل  فرکانس  حوزه  به  زمان  حوزه  از  را 
تئوری اشتروم- لیوویل به ساخت تبدیل فوریه مناسب و حل مسئله پرداختند. 
تبدیل  از  استفاده  با  را  فرکانس  حوزه  در  آمده  به‌دست  جواب  نیز  انتها  در 
لاپلاس معکوس به حوزه زمان منتقل کردند. حل دقیقی برای حالت پایا در 
الیاف کامپوزیتی تقویت شده‌اند توسط نوروزی و  با  یک کره‌ چند لایه که 
همکاران ]17[ نیز ارائه شده است. انتقال حرارت در جهات زاویه‌ای و شعاعی 
کره  خارج  و  داخل  در  مرزی  شرایط  و  گرفت  قرار  بررسی  مورد   ( ),r θ

به‌صورت کلی فرض شد. به منظور دستیابی به حل دقیق، روش جداسازی 
متغیرها استفاده گردید و سپس دستگاه معادلات مرتبط با ضرایب ثابت سری 
توماس حل شدند.  بازگشتی  الگوریتم  از  استفاده  با  دما  توزیع  فوریه-لژاندر 
امیری دلویی و نوروزی ]18[ حل دقیق تحلیلی انتقال حرات هدایتی ناپایا 
در لمینیت‌های کامپوزیتی کروی چند لایه تقویت شده با الیاف کامپوزیتی 
را ارائه کردند. در این حل پس از اعمال تبدیل لاپلاس از روش جداسازی 
متغیرها استفاده شد و پس از حل دستگاه معادلات مرتبط با ضرایب ثابت 
محاسبه  به‌منظور  مرومرفیک2  توابع  تکنیک  از  انتها  در  فوریه-لژاندر  سری 
لاپلاس معکوس بهره گرفتند. تقریباً اکثر مقالاتی که تاکنون نوشته شده‌اند 
سعی در حل مسئله انتقال حرارت در هندسه‌هایی نظیر: کره، استوانه و کانال 
را داشته‌اند. اما هندسه‌های مهم و کاربردی دیگری نیز متصور می‌باشند که 
کاربردهای اساسی در صنایع مختلف نیز دارند، در این میان یکی از این موارد 
به‌دلیل پیچیدگی که در هندسه مخروط  اما  هندسه مخروطی شکل است، 

1   Strum–Liouville Theorem
2   Meromorphic Function

وجود دارد پیدا کردن دستگاه مختصات مناسب و نیز روش حل برای مسئله 
انتقال حرارت مخروط بسیار دشوار است. ماهیشی و همکاران ]19[ یک حل 
برای انتقال حرارت غیردائمی در دماغه‌های کامپوزیتی، تحت شرایط حرارتی 
آئرودینامیکی ارائه دادند که حل آن‌ها با استفاده از روش المان محدود انجام 
شده بود. انتقال حرارت هدایتی در پوسته مخروطی ناقص کامپوزیتی همگن 
از دو روش  توسط ری و همکاران ]20[ بررسی شد. آن‌ها در تحقیق خود 
نیمه‌تحلیلی و عددی استفاده کردند. نوروزی و رحمانی ]21[ در تحقیق خود 
یک حل تحلیلی برای انتقال حرارت هدایتی در پوسته مخروطی کامپوزیتی، 
تحت شرایط مرزی کلی ارائه دادند. آن‌ها ابتدا معادله انتقال حرارت را به فرم 
کانونیکالی تبدیل کردند و سپس با استفاده از روش جداسازی متغیرها معادله 
را برای حالت عمومی و چند حالت خاص حل کرده و درنهایت حل تحلیلی 
خود را با حل عددی اعتبارسنجی کردند. همچنین نوروزی و رحمانی ]22[ 
انتقال حرارت غیردائمی در مخروط  برای  بار یک حل تحلیلی  اولین  برای 
ناقص کامپوزیتی ارائه کردند. آن‌ها در حل خود ابتدا از روش تبدیل انتگرالی 
متغیرها  جداسازی  روش  از  حل  ادامه  در  سپس  و  کردند  استفاده  محدود 
با حل عددی مرتبه دوم تفاضلات محدود  بهره بردند. در آخر حل خود را 

اعتبارسنجی کردند. 
جهت‌های  در  دوبعدی  پایای  حرارت  انتقال  روی  حاضر  مقاله  در 
ناهمگن3  کامپوزیتی  مخروطی  پوسته‌های  در   ( ),x ϕ زاویه‌ای  و  طولی 
وابستگی  از  ناشی  مسئله  در  بودن  نا‌همگن  کرده‌ایم.  تمرکز  ناهمسانگرد  و 
کامل  به‌طور  پوسته  هندسه  است.  دما  به  هدایتی  حرارت  انتقال  ضریب 
مخروطی شکل است و الیاف به دور جسم پیچانده شده‌اند به‌طوری‌که زاویه 
الیاف قابل تغییر است. همچنين، شرايط مرزی به‌صورت كلی در نظر گرفته 
دهد  پوشش  را  حرارت  انتقال  مكانيزم  تمامی  نياز  در صورت  تا  است  ‌شده 
.تبدیل کیرشهف4 بر روی معادله انرژی اعمال‌شده تا مسئله از حوزه ناهمگن 
به همگن انتقال یابد سپس معادله ديفرانسيل جزئی حاصل با استفاده از يک 
تبديل انتگرالی محدود5 در جهت زاویه‌ای به يک معادله معمولي ساده‌ شده 
بهره  گرین6  توابع  روش  از  مرزی  اعمال شرایط  با  آن  برای حل  که  است 
آورده‌ایم.  به دست  به‌طور مستقیم  را  و جواب عمومی و خصوصی  برده‌ایم 
درنهایت با اعمال معکوس تبديل انتگرالی محدود و تبدیل کیرشهف توزيع 
دما به‌دست‌آمده است. مفروضات مسئله به‌گونه‌ای انتخاب گردیده که قابلیت 
تولید مخازن تحت  فرآیند  درزمینه  رفع مشکلات صنعتی  برای  حل حاضر 
3   Heterogeneous
4   Kirchhoff Transformation
5   Integral Transformation
6   Green’s Function
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فشار کامپوزیتی مشخص گردد. همچنین به جهت اعتبارسنجی حل تحلیلی 
حاضر با حل عددی به روش مرتبه دوم تفاضلات محدود1 مقایسه شده است. 

معادلات حاکم-22
کامپوزیتی  مخروطی  پوسته  در  حرارت  انتقال  معادله  تعيين  جهت 
ناهمگن، بايستی المانی بر روی پوسته در نظر گرفته شود، سپس با اعمال 
پایا  دوبعدی  انتقال حرارت  معادله  المان،  این  روی  بر  انرژی  موازنه  معادله 
در پوسته مخروطی به دست خواهد آمد. بدین منظور دانش انتقال حرارت 
هدایتی در زمینه‌های ناهمسانگرد بسیار ضروری است. در شکل 1 هندسه‌ 
θ و شرایط مرزی عمومی نمایش  پوسته مخروطی کامپوزیتی، با زاویه الیاف 

داده ‌شده است. 
کامپوزیتی  مواد  در  هدایتی  خواص  دلخواه،  الیاف  زاویه  یک  فرض  با 
متفاوت  بسیار  مختلف  دماهای  و  جهت‌ها  در  الیاف  زاویه  میزان  اساس  بر 
است ]21[. با در نظر گرفتن رابطه فوريه برای انتقال حرارت در محیط‌های 
ناهمسانگرد و ناهمگن رابطه )1( برای پوسته مخروطی کامپوزیتی ناهمگن 

ارائه می‌گردد: 

1   Second Order Finite Different Method
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�

 x l≤ ≤0 ϕ متغیرهای مختصاتی بیانگر فاصله که  و  x در رابطه )1(، 
R شعاع یک قطاع حلقوی از پوسته  q شار حرارتی، ، π ϕ π− ≤ ≤ و 
 22 ( )k T  ، 11( )k T T معرف دما است. همچنین ضرایب  مخروطی و
12 با توجه به ضرایب انتقال حرارت هدایتی در جهت متناظر با  ( )k T و 
، و همچنین  22 ( )k T ، راستای عمود بر الیاف،  11( )k T راستای الیاف، 

میزان زاویه الیاف فرمول‌بندی می‌شوند. 
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ln نشان داده‌شده  sin با  ( )θ lm و  cos با  ( )θ در روابط )2(، 
θ نیز زاويه الیاف تعريف می‌شود.  است. همچنین 

جهت تعيين معادله انتقال حرارت در پوسته مخروطی کامپوزیتی ناهمگن، 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1. Direction of fibers plus coordinate system and boundary conditions of composite conical shell

شکل 1: جهت‌گیری الیاف با سیستم مختصاتی و شرایط مرزی در پوسته مخروطی کامپوزیتی ]21[
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اثرات انتقال حرارت جابجایی با جریان سیال محیط، انتقال حرارت تشعشعی 
اعمال معادله  با  انرژی درون پوسته، مدل شده‌اند، سپس  خارجی و چشمه 
موازنه انرژی و استفاده از روابط )1( و )2( معادله انتقال حرارت دوبعدی پایا 

در پوسته مخروطی به‌صورت زیر به دست خواهد آمد ]21[: 
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به‌صورت  اصلاح‌شده  دمای  توزیع   ،)3( رابطه  ساده‌سازی  جهت 
بیان‌گر   T∞ )ˆ تعریف می‌گردد. که در آن  , ) ( , )x T x Tθ ϕ ϕ ∞= −

دمای محیط است. در اين صورت، معادله انتقال حرارت دوبعدی )3( به‌صورت 
زير )رابطه )4(( اصلاح می‌گردد: 
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پوسته  ضخامت   δ مخروط،  نوک  زاویه  نصف   γ  ،)4( رابطه  در 
بیانگر   h و  حجم  واحد  بر  تولیدی  حرارت  انتقال  نرخ   u ′′′ مخروطی، 
q نیز معرف شار حرارتی خارجی که  ′′ ضریب انتقال حرارت جابجایی است.
) بسته به  )q ′′ بر پوسته مخروطی اعمال‌شده می‌باشد. شار گرمایی خارجی 
کاربردهای مختلف تعاریف مختلفی دارد. این شار می‌تواند به‌صورت تابعی 
است که شار  زمانی  برای  تعریف  این  بیان گردد.   ( )ϕ زاویه‌ای  از جهت 

گرمایی تابشی به یک سمت مخروط اعمال شود ]23[. 
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شرط مرزی خطی درکلی‌ترین شكل خود در نظر گرفته ‌شده است. که 
این شرایط مرزی محدوده وسیعی از شرایط مرزی پرکاربرد را دربرمی گیرد. 

برای این شرط مرزی رابطه‌ای به‌صورت زیر قابل‌بیان است: 
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باشد. ثابت‌های  تابع دلخواهی  ) می‌تواند هر  )f ϕ که در رابطه )6(، 
يعنی  جابجايی،  حرارت  انتقال  مشابه ضريب  ابعادی  ترتيب  به   ω و   σ
W دارند. پارامتر  mK 2W و ضريب انتقال حرارت هدايتی، يعنی  m K

x می‌باشد، به‌صورت فاصله نوک مخروط تا پایه آن  l نیز که مؤلفه‌ای از 
معرفی می‌شود. 

ارائه حل تحلیلی برای توزیع دما-33
مواد جامد ناهمگن به دلیل داشتن محدوده وسیع دمایی، دارای اهمیت 
عددی  روش‌های  از  ناهمگن  مسائل  حل  برای  معمولًا  می‌باشند.  ویژه‌ای 
بود.  متصور  آنان  برای  هم  تحلیلی  حل‌های  می‌توان  اما  می‌شود،  استفاده 
یکی از این روش‌های تحلیلی که بسیار هم پرکاربرد بوده استفاده از تبدیل 
کیرشهف است. در اين قسمت، يک حل تحليلی دائمی از پخش دما تحت 
شرايط مرزی كلی برای پوسته مخروطی ارائه ‌شده است. ابتدا معادله انتقال 
حرارت ناهمگن را با استفاده از تبدیل کیرشهف به معادله قابل‌حل به کمک 
تبدیل  از  استفاده  با  سپس  می‌کنیم،  تبدیل  محدود  انتگرالی  سری‌های 
روش  از  استفاده  با  آن  از  بعد  و  کرده  حل  را  دما  معادله  محدود،  انتگرالی 
توابع گرین جواب حاصل را به دست آورده و درنهایت از تبدیلات، معکوس 
تا توزیع دما را به دست آوریم. تبدیلات کیرشهف به‌صورت زیر  می‌گیریم 

تعریف می‌شود ]24[: 
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ضرایب  برمی‌آید،  ب(   -7( و  الف(   -7( معادلات  از  که  همان‌گونه 
انتقال حرارت هدایتی به‌صورت خطی با دما تغییر می‌کنند. در این معادلات 
انتقال   ضرایب  بیانگر  که  است   022 22 (0)k k= و   011 11(0)k k=
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راستای  با  متناظر  در جهت  )دمای محیط(  در دمای مرجع  حرارت هدایتی 
β نیز ضریب دمایی انتقال  الیاف و راستای عمود بر الیاف می‌باشند. ثابت 
حرارت هدایتی نامیده می‌شود. با اعمال تبدیل کیرشهف روابط )7( بر معادله 

)4(، معادله‌ای به شکل زیر ساخته خواهد شد: 
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 ( )( )ˆ ,xβ ϕ β− + + Θ1 1 2 همان‌طور که مشخص است عبارت غیر خیلی 
ادامه روند حل به خطی‌سازی این  در معادله )8( ظاهرشده است، لذا برای 
عبارت نیاز داریم. یکی از روش‌های مرسوم خطی‌سازی استفاده از بسط تیلور 
عمل  در   β ضریب  آزمایشگاهی،  دقیق  داده‌های  بررسی  طبق  می‌باشد. 
تیلور  بسط  به‌کارگیر ی  با  درنتیجه  پس   ،]25[ است  کوچک  بسیار  عددی 
به ازای دو جمله اول، حول نقطه صفر با دقت بسیار خوبی می‌توان عبارت 

غیرخطی را به‌صورت خطی زیر تقریب زد: 
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حال با جایگذاری رابطه )9( در معادله )8( به یک معادله خطی به شکل 
زیر دست خواهیم یافت: 
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برای حل معادله با مشتقات جزئی بالا در مرحله اول باید این معادله را 
) به یک معادله  )ϕ با استفاده از تبدل انتگرالی محدود در جهت زاویه‌ای 
ساده‌تر تبدیل کرد. حالت عمومی تبدیل انتگرالی محدود در جهت زاویه‌ای 

ϕ به‌صورت زیر قابل‌بیان است ]22[: 
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واضح مشخص  به‌طور  می‌باشد.  n عددی صحیح  و   2i = −1 که 
 ϕ Θ در جهت زاویه‌ای  است که معادله )11- الف( تبدیل انتگرالی تابع 
بوده و معادله )11- ب( نیز نشان‌دهنده معکوس این تبدیل می‌باشد. با اعمال 
تبدیل انتگرالی محدود رابطه )11- الف( و نیز معادله )5( و بر روی معادله 

)10(، معادله‌ای به‌صورت زیر تشکیل خواهد شد: 
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n, در سمت راست تساوی و  = −11 در معادله )12( به ازای مقادیر 
در قسمت مخرج آن دارای ابهام ریاضیاتی بوده، برای جلوگیری از این ابهام 
n, را به‌صورت جداگانه حساب کرد. در این  = ریاضیاتی باید جملات 11−
صورت به ازای این دو جمله جواب‌هایی جداگانه به دست می‌آید که درنهایت 
 n =0 ازای  به  معادله  این  در  همچنین  می‌گردد.  جمع  جملات  سایر  با 
درنتیجه  پس  داشت.  خواهد  متفاوت  مقداری  تساوی  راست  سمت  عبارت 
با سایر  باید به‌صورت جداگانه حساب کنیم، و درنهایت  نیز  جمله صفرم را 
جملات جمع کنیم. برای ساده‌سازی، بعضی از مقادیر معادله را به شکل زیر 

تعریف می‌کنیم: 
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در ادامه روند حل از روشی موسوم به توابع گرین استفاده خواهیم کرد، 
این روش برای تعیین جواب خصوصی معادلاتی که مستقل از زمان هستند، 
کاربرد دارد. توابع گرین برای معادلات معمولی خطی، مرتبه دو به شکل زیر 

تعریف می‌گردد ]26[: 
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] (الف) ] ( ),L y f x a x b    

) (ب) ) ( )d dL p x q x
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1 (ج) 2 1 2( ) ( ) , 0,a y a a y a a a     
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qy تابعی  ξ یک پارامتر است. اگر  x متغیر مستقل و  در تابع گرین،
باشد که در شرایط مرزی صدق کند، آن‌گاه: 
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1 در  qy y y= + بگیریم  اگر  زیرا  رابطه )15( جواب مسئله است. 
1y جواب مسئله زیر است:  این صورت 

((1(
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با جایگذاری معادلات )13- الف(، )13- ب(، )13- ج( و )13- د( در معادله 
)12( می‌توان معادله‌ای به شکل زیر را ساخت: 
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را  آن  می‌توان  کند.  مرزی صدق  شرایط  در  که  باشد  تابعی   qΘ اگر 
به‌صورت زیر تعریف کرد: 
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) همان  )F n در معادلات )18- الف(، )18- ب( و )18- ج( عبارت 

با جایگذاری  یعنی معادله )6( می‌باشد.   ، ( )f ϕ یافته شرط مرزی  تبدیل 

مقادیر معادلات )18- الف(، )18- ب( و )17( در معادله )16(، معادله‌ای با 

شرایط مرزی همگن به‌صورت زیر ساخته می‌شود: 
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جواب عمومی معادله )19( به‌صورت زیر خواهد شد: 
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ν هستند.  Jν توابع بسل اصلاح‌شده از مرتبه  Y و  ν در رابطه )20(، 

a =0 با اعمال شرط مرزی دما محدود در نوک مخروط یعنی نقطه 

] به‌صورت زیر  ),ξ0 بازه  تابع گرین روی  ، کلیه جواب‌های ممکن برای 

خواهد شد: 
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 ،b l= با اعمال شرط مرزی همگن شده در پایه مخروط یعنی نقطه 

] عبارتند از:  ), lξ کلیه جواب‌های ممکن برای تابع گرین روی بازه 
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λ در معادله بالا به‌صورت زیر تعریف می‌شود:  که ضریب 

((2(

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(23) ( )
( )

Y l
J l




 
 


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

2C در معادلات )21( و )22( ضرایب مجهولی هستند  1C و  ضرایب 
x و  ξ= نقطه  در  تابع گرین  پیوستگی  برقراری شرط  از  استفاده  با  که 
x محاسبه  ξ= همچنین با اعمال شرط مقدار جهش در مشتق در نقطه 

می‌گردند. و در نهایت مقدار آن‌ها به‌صورت زیر به‌دست می‌آید: 
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در نهایت تابع گرین به‌صورت زیر تعریف می‌گردد: 
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با جایگذاری معادلات )18- الف(، )18- ج( و )25- الف( در معادله )15(، 
جوابی به‌صورت زیر به دست می‌آید: 
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2C در معادله )26( قبلًا در معادلات )24- الف( و )24-  1C و  ضرایب 
ب( محاسبه شده‌اند. حال برای به دست آوردن جواب نهایی معادله انتقال 
حرارت، ابتدا از معادله )26( باید تبدیل انتگرالی معکوس بگیریم، پس ‌از آن با 
به‌کارگیری معکوس تبدیل کیرشهف، توزیع دما به شکل زیر به دست می‌آید:
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) قبلًا در معادله )26( محاسبه  , )x nΘ که در معادله بالا مقدار عبارت 
شده است.

نتایج و بحث-44
توانايی  عملی  نمونه‌های  ارائه  با  كه  است  شده  سعی  بخش،  اين  در 
حل ارائه ‌شده در بررسی مسائل مربوط به پوسته‌های مخروطی کامپوزیتی 

ناهمگن برای آرایش‌های مختلف الياف نشان داده شود. 
در  استفاده  برای  بالا  گرمایی  حفاظت  خواص  با  موادی  یافتن  امروزه 
پین  برای خنک‌کاری  درواقع  است.  کاربردی  و  مهم  بسیار  مختلف  صنایع 
فین‌ها، مخازن انبارش، ناحیه دماغه و کلاهک‌ها، خروجی موتورها و اگزوزها 
به موادی با خواص هدایت گرمایی بالا نیاز داریم. مواد کامپوزیتی کربن- 
با حفاظت گرمایی بالا پیشنهاد می‌شوند. زیرا این  کربن1 برای کاربردهای 
مواد علاوه بر این‌که دارای وزن سبکی هستند در دماهای بالا نیز استحکام 
خود را به‌خوبی حفظ می‌کنند و ضریب هدایت گرمایی بالا و مناسبی هم 
دارند، این ویژگی‌ها باعث می‌شوند که این مواد برای کاربردهای حفاظت‌های 
پیشرفته گرمایی کاندید شوند ]25[. جدول 1 خواص دو نوع از کامپوزیت‌ها 

که در حل حاضر به‌کاربرده شده‌اند، را نشان می‌دهد. 
کامپوزیتی  مخروطی  پوسته  در  حرارت  انتقال  مسئله  مقاله  این  در 
ناهمگن برای کاربرد مخزن تحت فشار مورد بررسی قرارگرفته است. جدول 
2 هندسه و شرایط مرزی حاکم بر مسئله برای کاربرد مخزن تحت فشار را 

نشان می‌دهد. 
تغییر کند،  الیاف می‌تواند،  زاویه  ارائه ‌شده جنس و  آنجا که در حل  از 
تأثیر این دو فاکتور به‌طور خاص در نتایج حل برای نمونه‌های صنعتی در نظر 
گرفته‌ شده است. همچنین در این نمونه‌های عملی شرایط مرزی به‌صورت 
در  کامپوزیتی  مخروطی  پوسته  منظور  این  برای  گردیده،  بررسی  نامتقارن 
معرض تابش آفتاب قرارگرفته است. شار تشعشعی خورشید که در نزدیکی 
1   Carbon-Carbon
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با  برابر  سطح زمین به پوسته مخروطی کامپوزیتی می‌رسد، به‌طور متوسط 
2W در نظر گرفته شده است ]27[. توزیع این شار روی  / mq ′′ =1357
 ( ) sinq ϕ ϕ′′ =1357 تابع  به‌صورت  مخروطی  پوسته  خارجی  سطح 
فرض شده است. که این شار به نیمه‌ای از پوسته مخروطی وارد می‌گردد که 

در معرض تابش مستقیم خورشید است ]23[.

راستی‌آزمایی حل تحلیلی-44-44
در این حل به‌منظور راستی‌آزمایی، درستی جواب تحلیلی با حل عددی 
است.  اعتبارسنجی شده  تفاضلات محدود  دوم  مرتبه  به روش   ،)3( معادله 
همان‌طور که در شکل 2 مشخص است نتایج حل تحلیلی فعلی منطبق بر 

حل عددی به روش مرتبه دوم تفاضلات محدود است. 

سایر نتایج -44-44
الياف،  زوايای مختلف  در  دما  توزيع  الگو‌های مختلف  بررسی  به‌منظور 
كانتورهای توزيع دمای پوسته مخروطی کامپوزیتی گسترش یافته1 به ازای 
ضرایب هدایتی مختلف رسم شده است. چنانچه از شکل 3 برمی‌آید، تغییر 
حرارت  درجه  توزیع  الگوهای  قابل‌ملاحظه‌ای  به‌طور  می‌تواند  مواد  جنس 
11 بیشتر باشد،  22k k پوسته مخروطی را تغییر دهد. یعنی هرچه نسبت 
نرخ خنک‌کاری در پوسته بیشتر می‌شود و میزان توزیع دما در پوسته مخروطی 
الیاف  زاویه‌های  توزیع دما در  یافت. در شکل 3 کانتورهای  کاهش خواهد 
0 برای ماده کامپوزیتی کربن- کربن 1 و کربن-  ,30 ,60 ,90θ =    

افزایش  با  که  می‌دهند  نشان  کانتورها  این  می‌باشد.  قابل‌ملاحظه   2 کربن 
زاویه الیاف، ماکزیمم دما به‌صورت کلی کاهش می‌یابد. این در حالیست که 
دمای میانگین با افزایش زاویه الیاف در حال افزایش است. به‌طورکلی توزیع 
درجه حرارت در پوسته کامپوزیتی همواره بین دو حالت حدی، یعنی زاویه 
الیاف صفر و نود درجه قرار دارد. بر اساس این شکل‌ها همچنین میزان نفوذ 
π(، با  ϕ π≤ ≤ 2 شار حرارتی خورشید به سمت دیگر پوسته مخروطی )
افزایش زاویه الیاف و افزایش ضرایب انتقال حرارت هدایتی گسترش می‌یابد. 
با  که  است  این  می‌آید  به‌دست  کانتورها  این  بررسی  از  که  دیگری  نتیجه 
افزایش زاویه الیاف تاثیرات شرایط مرزی پایه مخروط کاهش می‌یابد. دلیل 
این امر به‌صورت عمده به‌خاطر مقدار بالای ضریب انتقال حرارت هدایتی در 
جهت الیاف نسبت به جهت عمود بر آن است. علاوه بر این اندازه و مکان 
زاویه  هر  در  دمایی،  بالای  مقادیر  که  نشان می‌دهد  مختلف  دمایی  نواحی 
الیاف متفاوت است. با افزایش زاویه الیاف رژیم‌های با دمای بالا به سمت 

مرزهای پایینی )پایه مخروط( حرکت می‌کنند.
یکی از پارامترهای مهم، نرخ انتقال حرارت جابجایی بین مخزن تحت 
فشار و جریان سیال محیط است. اگرچه فاکتورهای مختلفی نظیر هندسه و 

1   Spread

 مرجع دما جنس ماده
 K 

 چگالی

 3g cm 
 ظرفیت گرمایی

 J gK 
011k 

 W mK 
022k 

 W mK 

 

 1 K 

 001/0 191/5 850/54 787/0 770/1 592 1کربن  -کربن

 001/0 795/4 777/24 790/0 547/1 592 2کربن  -کربن
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 2: هندسه و شرایط مرزی پوسته مخروطی

جدول 1: خواص کامپوزیت‌های پلیمری ]25[

Table 2. Geometrical parameters and boundary conditions of the coni-
cal shell

Table 1. Specifications of polymeric composite materials

 

 

 

 

  5 (m)یال طول 

 05/0 (m)هضخامت پوست

)نصف زاویه نوک مخروط  ) 20  
  295 (K)دمای محیط 

W)2جابجایی ضریب  m K) 15  

W)2حرارتی شار  m ) 1157  

W)3چشمه حرارتی  m ) 0  

)می شرط مرزی عمو )f 295 
)شرط مرزی عمومی  ) 1 

)شرط مرزی عمومی  ) 0 
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نوع ماده در نرخ انتقال حرارت جابجایی تأثیرگذار است، اما در این تحقیق 
تأثیر فاکتور زاویه الیاف مورد بررسی قرارگرفته است. بدین منظور در شکل 4 به 
بررسی تأثیر زاویه الیاف بر نرخ انتقال حرارت جابجایی بین پوسته مخروطی 
کامپوزیتی و هوا در ماده کربن-کربن 1 پرداخته‌ شده است. با افزایش زاویه 
مخروطی  پوسته  در  متوسط  دمای  و  جابجایی  حرارت  انتقال  نرخ  الیاف، 

افزایش خواهد یافت. 
پوسته  دمای  متوسط  بر  الیاف  زاویه  تأثیر  نشان‌دهنده  نیز   5 شکل 

مخروطی کامپوزیتی می‌باشد و مطلب ذکر شده در بالا را تصدیق می‌کند. 
0θ می‌باشد و با  =  90θ بیشتر از حالت  =  دمای متوسط در حالت 
افزایش زاویه الیاف دمای متوسط در پوسته مخروطی افزایش خواهد یافت. 
شکل 6 بیانگر تاثیر و نفوذ پارامتر زاویه الیاف بر دمای ماکزیمم پوسته 
مخروطی کامپوزیتی برای ماده کربن-کربن 1 می‌باشد. دمای ماکزیمم در 
افزایش  با  بنابراین  می‌باشد.   90θ =  حالت  از  بیشتر   0θ =  حالت 
ϕ(، شار گرمایی به دیگر  ضریب انتقال حرارت هدایتی در راستای زاویه‌ای )
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Fig. 2. Temperature variations of composite conical shell versus x and φ directions which the fiber’s angle is 45° and composite material 
is carbon-carbon 1

شکل 2: توزیع دمای پوسته مخروطی کامپوزیتی ناهمگن در جهت‌های طولی و زاویه‌ای در زاویه الیاف °45 برای نمونه کربن- کربن 1
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 Fig. 3. Temperature contours for different fiber’s angles for two different composite materials

شکل 3: کانتورهای توزیع دما برای آرایش الیاف مختلف برای دو ماده کامپوزیتی مختلف
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Fig. 5. Mean temperature distribution versus fiber’s angle variations for carbon-carbon 1

Fig. 4. Heat convection rate versus fiber’s angle variations for carbon-carbon 1

شکل 4: نرخ انتقال حرارت جابجایی بر حسب زاویه الیاف برای نمونه کربن- کربن 1

شکل 5: تغییرات دمای میانگین بر حسب زاویه الیاف برای نمونه کربن-کربن 1
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Fig. 7. Mean temperature distribution versus heat flux coefficient for carbon–carbon 1 at four different fiber’s angles

Fig. 6. Maximum temperature distribution versus fiber’s angle variations for carbon-carbon 1

شکل 7: تغییرات دمای میانگین بر حسب شار گرمایی برای نمونه کربن-کربن 1 در چهار زاویه الیاف مختلف

شکل 6: تغییرات دمای ماکزیمم بر حسب زاویه الیاف برای نمونه کربن-کربن 1
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π( نفوذ می‌کند و درنتیجه با افزایش  ϕ π≤ ≤ 2 سمت پوسته مخروطی )
زاویه الیاف دمای ماکزیمم در پوسته مخروطی کاهش می‌یابد. 

تولید مخازن تحت فشار، دمای ماکزیمم و دمای  در فرآیند طراحی و 
تغییرات  مورد  در  پژوهش  و  بسیار مهمی محسوب می‌شود  پارامتر  متوسط 
نقش  مختلف،  گرمایی  شارهای  بر حسب  ماکزیمم  دمای  و  متوسط  دمای 
ایفا می‌کند. شکل 7 نشان‌دهنده  مهمی در فرآیند طراحی این‌گونه مخازن 
برای ماده کربن-کربن 1  نمودار متوسط دما برحسب شار حرارتی گرمایی 
0 می‌باشد. از نمودار شکل 7  ,30 ,60 ,90θ =     در چهار زاویه الیاف 
می‌توان رابطه خطی بین متوسط دمای پوسته مخروطی کامپوزیتی و ضریب 
شار حرارتی گرمایی را نتیجه گرفت. همچنین این نمودار نشان می‌دهد که با 
افزایش زاویه الیاف دمای متوسط در پوسته مخروطی افزایش خواهد یافت و 

نتایج شکل 5 را تصدیق می‌کند. 
گرمایی  حرارتی  شار  برحسب  دما  ماکزیمم  نمودار  بیانگر  نیز   8 شکل 
 0 ,30 ,60 ,90θ =     برای ماده کربن-کربن 1 در چهار زاویه الیاف 
پوسته  دمای  ماکزیمم  بین  خطی  رابطه  می‌توان  شکل  این  از  می‌باشد. 
مخروطی کامپوزیتی و ضریب شار حرارتی گرمایی را نتیجه گرفت. همچنین 
این نمودار نشان می‌دهد که با افزایش زاویه الیاف دمای ماکزیمم در پوسته 

مخروطی کاهش می‌یابد و نتایج شکل 6 را تصدیق می‌کند. 

نتیجه‌گیری-55
حرارت  انتقال  برای  تحلیلی  حل  یک  بار  اولین  برای  حاضر،  مقاله  در 
هدایتی در پوسته‌های مخروطی کامپوزیتی ناهمسانگرد و ناهمگن با ضرایب 
هدایت وابسته به دما ارائه ‌شده است. از نتایج مطالعه حاضر در فرآیند طراحی 
حرارتی،  آنالیز شکست  شامل  که  کامپوزیتی  مخروطی  فشار  تحت  مخازن 
تنش‌های  تحلیل  کامپوزیتی،  مخازن  عایق‌بندی  الیاف،  جایگذاری  آنالیز 
برد.  بهره  می‌توان  آن‌ها،  داخل  یافته  انبارش  مواد  دمای  کنترل  و  حرارتی 
نتایج  گرفت.  قرار  بررسی  مورد  ویژه  به‌طور  الیاف  زاویه  تأثیر  حل،  این  در 
نشان می‌دهند که با افزایش زاویه الیاف، دمای متوسط در مخزن مخروطی 
کامپوزیتی افزایش می‌یابد، و زاویه الیاف صفر درجه به‌عنوان بهترین حالت 
پیشنهاد می‌شود. این درحالیست که با افزایش زاویه الیاف، ماکزیمم دما در 
پوسته مخروطی کاهش می‌یابد و زاویه الیاف نود درجه را به‌عنوان بهترین 
توصیه می‌کنند که در طراحی  نویسندگان  درنتیجه  پیشنهاد می‌کند.  حالت 
این نوع مخازن به هر دو پارامتر دمای متوسط و دمای ماکزیمم جهت یافتن 

بهینه‌ترین حالت زاویه الیاف به‌طور ویژه دقت شود. 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 8. Maximum temperature distribution versus heat flux coefficient for carbon–carbon 1 at four different fiber’s angles

شکل 8: تغییرات دمای ماکزیمم بر حسب شار گرمایی برای نمونه کربن-کربن 1 در چهار زاویه الیاف مختلف
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فهرست علائم -66

  

 

 علائم انگلیسی

C  ،ظرفیت گرماییJ/gK 

J  نوع اول شدهاصلاحتابع بسل  

ijk  W/mKاصلی،  ضرایب هدایت 

0ijk  W/mKاصلی در دمای مرجع،  ضرایب هدایت 

ijk  W/mKضرایب هدایت فرعی،  

0ijk  W/mKضرایب هدایت فرعی در دمای مرجع،  

l ،طول یال مخروط m 

ln  sin θمقدار  

lm  cos θمقدار  

q  ،نرخ انتقال حرارتW 

T  Kدمای محیط )دمای مرجع(،  

u   3W/mچشمه انرژی،  

Y  نوع دوم شدهاصلاحتابع بسل  

 علائم یونانی

ρ  ،3چگالیg/cm 
δ ضخامت پوسته مخروطی 

̂  شدهاصلاحدمای ،T -T 
β  ،1ضریب دمایی/K 
θ  قرارگیری الیافزاویه 
γ نصف زاویه نوک مخروط 
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