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Prediction and Control of Chaos in Nonlinear Rectangular Micro-Plate on the Elastic 
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ABSTRACT: In this study, nonlinear dynamics of non-classical Kirchhoff microplate is analyzed 
and chaotic behavior is predicted and controlled by designing the robust adaptive fuzzy controller. 
Virtual displacement principle is employed to derive the governing equation of micro-plate resting 
on a nonlinear elastic foundation. In the governing equation, von-Karman geometric nonlinearity 
and couple stress theory are considered. Then eigenvalue governing equation is solved for fully 
simply supported boundary conditions and results are validated. In the next step, considering 
harmonic excitation of the first mode, the micro-plate forced vibration equation is derived using 
the Galerkin method. Regardless of modal interaction, the chaos threshold is then investigated. 
Homoclinic orbits of the unperturbed system are plotted and stable and unstable manifold 
transversely cut that is criteria to predict chaos according to Melnikov’s method are studied. 
Using the maximum Lyapunov exponents numerical method, size-dependent chaos is also locally 
identified. Phase portrait, Poincare mapping and time response are plotted for different values of 
size ratios and the significant effect of size on the chaotic behavior of micro-plats is presented. 
Subsequently, designing the robust adaptive fuzzy controllers, chaotic vibrations are completely 
eliminated from the system and the robust adaptive fuzzy controller is introduced as an effective 
method for controlling chaos in these systems.
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1. INTRODUCTION
In the field of nanotechnology, mention to long-range

applications of Micro-Nano-Electromechanical Systems 
(M-NEMS) there are massive engineering papers dedicated to 
studying these systems. 

Reducing the size of M-NEMS in the scale of micro and 
nano causing high natural frequency makes more sensitivity 
and performance of M-NEMS in the role of sensors and other 
applications that is desired by the designer. The high frequency 
of systems hence needs a higher energy level in excitation 
yielding more nonlinear behavior such as frequency bending, 
dynamic jump and chaotic vibration. In conclusion, it is essential 
to study nonlinear dynamics and chaos in M-NEMS that is the 
aim of this paper.

The researchers have presented the chaotic behavior of the 
classical structure in numerous papers. Awrejcewicz et al. [1-3] 
studied the route of transition into chaos in plates and shells on 
triple articles.

The essence of heteroclinic loops and extremely complicated 
dynamical behavior of plates as chaotic vibration, symmetry 
breaking, and Smale horseshoes phenomena are also studied 
before [4, 5].

In the referred articles, classical elasticity theories are used 
to analysis of structures, whereas the classical theories don’t 

valid on the scale of micro and nano illustrated by experimental 
research [6]. The modified couple stress theory as one of the 
none-classical elasticity theories is widely used to invest micro-
structures [7, 8]. The forced vibration of Kirchhoff’s nonlinear 
microplate was numerically studied based on The modified 
couple stress theory by Ghayesh and Farokhi [7]. In other paper, 
they hence did a similar search on imperfect microplate [8].

In this paper, the governing equations on the nonlinear 
dynamics of the microplate resting on the nonlinear elastic 
foundation are derived based on the coupling stress theory 
and the size-dependent chaotic behavior of the microplate 
will be studied using numerical and analytical methods. 
Then, the chaotic vibration of microplate will be controlled. 

2. METHODOLOGY
The proposed system contains a rectangular microplate

with dimensions b a×  and cross-section height h resting on 
nonlinear elastic foundation with nonlinear stiffness nlk ,  
linear stiffness lk  and shear stiffness sk  that is made by 
epoxy ( 1.44Gpa,E = 0.38ν = ) and l is length scale parameter. 
The nonclassical material constant in modified couple stress 
theory which has been measured by experimental test [6].

The governing equation of Kirchhoff’s microplate with 
von-Karman geometric nonlinearity [9] is derived based on 
modified couple stress theory [10] via virtual displacement 
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principle as the nondimensional equation:
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Using variables separation, dynamic deflection of a 
microplate can be represented as ( ) ( ) ( )‚ ‚ ‚w X Y t X Y q tϕ= , 
where ( )q t and ( )‚X Yϕ  is time part and space mode shapes, 
respectively. Substituting dynamic deflection equation yield 
to eigenvalue equation. After solving this equation, natural 
frequency and linear mode shapes are obtained.

In order to analyze chaos in a microplate, Galerkin 
method is employed using the first linear mode shape of 
the microplate. This way, the nonlinear equation in the state 
space form can be expressed as:

, chaosChaos

Introduction
In the field of nanotechnology, mention to long long-

range applications of microMicro-nanoNano-
electromechanical Electromechanical systems Systems
(M-NEMS) there are massive engineering papers
dedicated to studying these systems.

Reducing the size of M-NEMS in the scale of micro 
and nano causing high natural frequency makes more 
sensitivity and performance of M-NEMS in the role of 
sensors and other applications that is desired by the 
designer. The high frequency of systems hence needs a 
higher energy level in excitation yielding more nonlinear
behavior such as frequency bending, dynamic jump and 
chaotic vibration. In conclusion, it is essential to study
nonlinear dynamics and chaos in M-NEMS that is the aim
of this paper.

The researchers have presented the chaotic behavior
of the classical structure in numerous papers. 
Awrejcewicz et al. [1-3] studied the route of transition
into chaos in plates and shells on triple articles.

The essence of heteroclinic loops and extremely
complicated dynamical behavior of plates as: chaotic 
vibration, symmetry breaking, and Smale horseshoes
phenomena are also studied before [4, 5].

In the referred articles, classical elasticity theories are 
used to analysis of structures, whereas the classical
theories don't valid on the scale of micro and nano 
illustrated by experimental research [6]. The modified 
couple stress theory as one of the none-classical elasticity
theories is widely used to invest micro-structures [7, 8].
The forced vibration of Kirchhoff's nonlinear microplate
was numerically studied based on The modified couple
stress theory by Ghayesh and Farokhi [7]. In other paper,
they hence did a similar search on imperfect microplate
[8].

In this paper, the governing equations on the
nonlinear dynamics of the microplate resting on the 
nonlinear elastic foundation are derived based on the 
coupling stress theory and the size size-dependent
chaotic behavior of the microplate will be studied using 
numerical and analytical methods. Then, the chaotic 
vibration of microplate will be controlled.

Methodology
The proposed system contains of a rectangular micro
plate with dimensions b a and cross cross-section height 
h resting on nonlinear elastic foundation with nonlinear
stiffness nlk , linear stiffness lk and shear stiffness sk

that is made by epoxy ( 1.44Gpa,E  0.38  ) and l is 
length scale parameter. The nonclassical material

constant in modified couple stress theory which has been 
measured by experimental test [6].

The governing equation of Kirchhoff's microplate
with von von-karman Karman geometric nonlinearity [9]
is derived based on modified couple stress theory [10] via 
virtual displacement principle as the nondimensional
equation:

(1)
4 2 3

2

2

1
l

l s nl
D w k w k w k w
D

w F
Dt

 
       

 


 


2 22 2

2 2
2max

2

1 1
2 2

12( )

w w w w
X Yw X Y

h w w w
X Y Y X

                               
   
     

(2) 

 

4 3

2

2

, ,
12 1

6 1 ( )

ˆ, ,

l

y x ma Eh
Y X t t D

b a D

D l

D h





   


 

Using variables separation, dynamic deflection of a 
microplate can be represented as
     ‚ ‚ ‚w X Y t X Y q t , where  q t and  ‚X Y is 

time part and space mode shapes, respectively. 
Substituting dynamic deflection equation yield to eigen
value equation. After solving this equation, natural 
frequency and linear mode shapes are obtained.

In order to analyze chaos in a microplate, Galerkin
method is employed using the first linear mode shape of
the microplate. This way, the nonlinear equation in the 
state space form can be expressed as:

 3 cos Ω

q v

v q q q f t   



   
 

(3)

Where where   is the small scale parameter. The
unperturbed system will be obtained by setting 0  . The 
homoclinic orbits of the unperturbed system is are used
by Melnikov's method and size dependent chaos
threshold function is then yielded as:
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Results and Discussion
The size size-dependent chaos threshold is plotted for
different values of size ratio (h/l) in Fig. 1. Accordingly,
if the value of size ratio (h/l) changes to micro scale beam,
the chaos threshold will be increased dramatically.
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3. RESULTS AND DISCUSSION
The size-dependent chaos threshold is plotted for different 

values of size ratio (h/l) in Fig. 1. Accordingly, if the value 
of size ratio (h/l) changes to microscale beam, the chaos 
threshold will be increased dramatically.

In Figs. 2 and 3, Lyapunov exponents and phase portrait 
of the microplate is respectively depicted for tow values of 
size ratio (h/l). Mention to these figures, the microplate size 
has a significant effect on chaotic behavior.

Next, the chaotic vibration of the nonclassical microplate 
is controlled by designing robust adaptive fuzzy controller 
[11]. In Fig. 4, time response of microplate before and after 
activating controller is illustrated. It can be observed the 
robust adaptive fuzzy controller is an effective controlling 
method for nonclassical microplate.

Fig. 1. Homoclinic bifurcation diagram and chaos threshold of the system for different values of size ratio (h/l)
Fig. 1. Homoclinic bifurcation diagram and chaos threshold of 

the system for different values of size ratio (h/l)

Fig. 2. Lyapunov exponents of the system for different values of size ratio (h/l)
Fig. 2. Lyapunov exponents of the system for different values of 

size ratio (h/l)

 

Fig. 3. Phase portrait of the microplate for different values of size ratio (h/l)

Fig. 3. Phase portrait of the microplate for different values of 
size ratio (h/l)
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Fig. 4. Time history response of the microplate with the controller before and after activating controller at 170t sFig. 4. Time history response of the microplate with the controller before and after activating controller at 170=t s

4. CONCLUSIONS
In this paper, the size-dependent chaotic behavior of the

microplate was studied based on the coupling stress theory 
using numerical and analytical methods. The homoclinic 
orbits equations of the unperturbed system were obtained. 
To investigate the homoclinic bifurcation of the system, 
the Melnikov method was used. The relationship between 
the critical force of the chaos threshold and microplate size 
has been predicted by Melnikov method. According to the 
Melnikov analysis, the scale of the microplate has a significant 
effect on the critical force of chaos threshold. Subsequently, 
the largest Lyapunov exponent as a numerical criterion was 
used to evaluate the sensitivity to the initial conditions and 
predictability of the system and the identification of chaos 
was performed for different size scale of the microplate. 
Results showed that in smaller size ratios, the largest 
Lyapunov exponent changed, thus the chaotic behavior of 
system also varied. Next, Phase portrait, Poincaré section 
and time response for different values of the size ratio were 
plotted and the impressive size effect has been displayed in 
the chaotic behavior of microplate. 

After the chaos analysis, designing robust adaptive fuzzy 
controller, chaotic vibrations of the microplate are completely 
suppressed and the robust adaptive fuzzy controller is 
introduced as a powerful method of chaos controlling in 
nanoelectromechanical systems.
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پیش‌بینی و کنترل آشوب در میکروصفحه مستطیلی غیرخطی بر روی بستر الاستيک

عطیه اندخشیده* ، حسین کارامد

دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی قوچان، قوچان، ایران

آشوبناک  رفتار  محدوده  تحلیل،  کیرشهف  غیرکلاسیک  میکروصفحه  غیرخطی  دینامیک  پژوهش،  این  در  خلاصه: 
پیش‌بینی و با طراحی کنترلر مقاوم تطبیقی فازی، کنترل می‌شود. معادله حاکم بر میکروصفحه بر روی بستر الاستیک 
غیرخطی، با درنظر گرفتن غیرخطی هندسی فون-کارمن و براساس تئوری‌ تنش کوپل اصلاح شده، با استفاده از اصل 
جابجایی مجازی استخراج میگردد. معادله مقدار ویژه حاصل برای شرایط مرزی ساده حل شده و نتایج ‌بدست آمده 
اعتبار‌سنجی می‌گردد. در گام بعد، با فرض تحریک هارمونیک مود اول، روش گلرکین بکار برده می‌شود و معادله ارتعاشات 
اجباری میکروصفحه بدست می‌آید. سپس آستانه آشوب با صرف‌نظر از برهم‌کنش مودها تحلیل می‌گردد. مدارهای 
هموکلینیک سیستم بدون اغتشاش رسم شده و برخورد منیفلدهای پایدار و ناپایدار که معیاری برای پیش‌بینی آشوب 
است، با استفاده از روش ملنیکف بررسی می‌شود. همچنین، با استفاده از روش عددی حداکثر نمای لیاپانوف، آشوب 
وابسته به ابعاد، به‌صورت موضعی شناسایی می‌گردد. نمودارهای صفحه فاز، نگاشت پوانکاره و پاسخ زمانی برای مقادیر 
مختلف نسبت ابعادی رسم شده و تاثیر چشمگیر ابعاد در رفتار آشوبناک میکروصفحه نمایش داده می‌شود. در ادامه، با 
طراحی کنترلر مقاوم تطبیقی فازی، ارتعاشات آشوبناک به‌کلی از سیستم حذف می‌شود و کنترلر مقاوم تطبیقی فازی 

به‌عنوان یک روش کارآمد برای کنترل آشوب در این سیستم‌ها معرفی می‌گردد. 
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1- مقدمه
در حوزه نانوتکنولوژی، مدل‌سازی ریاضی و تحلیل رفتار مکانیکی 
این  است.  برخوردار  ویژه‌ای  اهمیت  از  نانو  و  میکرو  ابعاد  در  سازه‌ها 
نانوالکترومکانیکی  از جمله سیستم‌‌های  موارد وسیعی  نانوسازه‌ها در 
نانوالکترومکانیکی  سیستم‌‌های  کاربردی  برتری  می‌شوند.  برده  بکار 
باعث شده‌ است تا در مهندسی روز به‌طور چشمگیری مورد استفاده 
با  عملگرها  نظیر  متنوعی  ابزارهای  در  سیستم‌ها  این  گیرند.  قرار 
شاک  سنسورهای   ،]2[ شتاب‌سنج‌ها   ،]1[ الکترواستاتیکی  تحریک 
]3[، میکروسکوپ اتمی ]4 و 5[ و ابزارهای پردازش سیگنال و ارتباطی 
سیستم‌‌های  بردن  بکار  و  طراحی  از  پیش  می‌شوند.  برده  بکار   ]6[
سیستم‌ها،  این  اجزای  مکانیکی  رفتار  مدل‌سازی  نانوالکترومکانیکی، 
که در ابعاد میکرو و نانو می‌باشند، یک ضرورت اساسی و از مباحث 

روز تحقیقات مهندسی است و در این مقاله به آن پرداخته می‌شود.

کاهش هرچه بیشتر ابعاد برای اجزای این سیستم‌ها در بسیاری 
افزایش  باعث  ابعاد  کاهش   .]7[ است  طراحان  مطلوب  کاربردها  از 
سنسور  به‌عنوان  را  آن‌ها  حساسیت  و  می‌شود  نانوسازه‌ها  فرکانس 
بهبود می‌دهد. گرچه کوچکتر کردن اندازه این سازه‌ها تا ابعاد میکرو 
تازه‌ای  چالش‌های  آمدن  بوجود  باعث  خود  اما  است،  مطلوب  نانو  و 
مناسب  انرژی  به  رسیدن  چالش،  مهم‌ترین  شد.  خواهد  طراحی  در 
در خروجی است که برای سیستم‌های نانوالکترومکانیکی یک مسئله 
کاربردی با اهمیت است. برای افزایش سطح انرژی در خروجی باید 
از نیروی تحریک قوی استفاده شود ]8 و 9[. تحریک خارجی قوی، 
رفتار غیرخطی را افزایش می‌دهد و با افزایش رفتار غیرخطی، احتمال 
آشوب در سیستم بیشتر خواهد شد ]10[. در نتیجه یکی از ملزومات 
اساسی برای طراحی نانو سازه‌ها، شناسایی و کنترل رفتار آشوبناک 
این  از  هدف  باشند.  داشته  را  مطلوب  عملکرد  تا  است  سازه‌ها  این 

پژوهش نیز شناسایی و کنترل رفتار آشوبناک نانوصفحات است.

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode
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سازه‌های  در  آشوب  و  غیرخطی  دینامیک  تحلیل  و  مدل‌سازی 
کلاسیک، تاریخچه طولانی داشته و مطالعات بی‌شماری در این حوزه 
انجام گرفته ‌است. در ادامه به چند مورد از این مقالات که با روش بکار 

رفته در پژوهش جاری نزدیکی بیشتری دارد، اشاره می‌کنیم. 
آرجویچ و همکاران ]13-11[ در مقالات سه‌گانه‌ای مسیر انتقال 
آوردند.  بدست  را  پوسته‌ها  و  نظیر صفحات  سازه‌هایی  در  آشوب  به 
دینامیک آشوبناک در صفحات مستطیلی توسط یانگ و سسنا ]14 
و  متقارن  بریدگی  هتروکلینیک1،  مدارهای  و  شد  مطالعه   ]15 و 
 ]16[ همکاران  و  آرجویچ  گرفت.  قرار  بحث  مورد  اسبی  نعل  پدیده 
و  کرده  بررسی  را  انعطاف‌پذیر  صفحات  در  آشوب  دینامیک  تحلیل 
آغاز خواهد  از دومین دوشاخگی هپف2  دادند که آشوب پس  نشان 
شد. توز و همکاران ]17[ مسیر انتقال به آشوب در صفحات دایروی 
پژوهش،  این  در  کردند.  مطالعه  را  عرضی  تحریک  تحت  ناکامل 
بدست  تحلیلی  روش  از  استفاده  با  ارتعاشی  ماندگار  پاسخ  ابتدا  در 
زده ‌شد.  تخمین  از روش عددی  استفاده  با  آشوبناک  ناحیه  و  آمده 
امابیلی و همکاران ]18[ آشوب در پوسته‌های استوانه‌ای دایروی را 
تحلیل کردند. در این تحلیل، فرکانس تحریک ثابت بوده و با تغییر 
دامنه تحریک نمودار دوشاخگی بدست آمد و پاسخ‌های پریودیک و 
شبه‌پریودیک3 بررسی شد. هاو و همکاران ]19[ ارتعاشات آشوبناک 
صفحه مستطیلی را تحت تحریک همزمان عرضی و درون صفحه‌ای، 
بررسی نمودند. معادلات دینامیکی صفحه‌ ساخته‌ شده از ماده تابعی 
مدرج را با استفاده از اصل همیلتون استخراج نمودند و روش گلرکین 
بوجود  و شرایط  بردند  بکار   1:1 داخلی  تشدید  گرفتن  نظر  در  با  را 
صفحه  در  را  آشوبناک  و  پریودیک  شبه  پریودیک،  پاسخ‌های  آمدن 

مورد نظر بدست آوردند.
در مقالات اشاره شده، برای تحلیل سازه‌ها از تئوری‌های کلاسیک 
الاستیسیته استفاده شده است. در حالی‌که، نتایج آزمایشگاهی نشان 
می‌دهند که در سازه‌هایی با ابعاد میکرو و نانو، تغییرشکل‌های وابسته 
محیط  کلاسیک  تئوری‌های  توسط  که  داشت  خواهد  وجود  ابعادی 
پیوسته قابل پیش‌بینی نیست ]22-20[ و رفتار مکانیکی نانوسازه‌ها 
نانوسازه‌ها  مکانیک  تحلیل  جهت  در ‌نتیجه  است.  ابعاد  به  وابسته 
ضروری است که از تئوری‌های غیرکلاسیک الاستیسیته استفاده شود.

1  Heteroclinic Orbits
2   Hopf Bifurcation
3   Quasi-Periodic

در میان تئوری‌های غیرکلاسیک، تئوری تنش کوپل اصلاح‌شده 
تحلیل  برای  که  می‌باشد  بالایی  مرتبه  تئوری‌های  جمله  از   ،]23[
ابعادی در رفتار مکانیکی، ظهور پیدا کرده‌ و مورد  مسائل وابستگی 
تحلیل  برای  شده  اصلاح  کوپل  تنش  تئوری  می‌گیرد.  قرار  استفاده 
از  نمونه  چند  ذکر  به  ادامه  در  دارد.  کاربرد  میکرو  ابعاد  در  سازه‌ها 
پژوهش‌های صورت گرفته با استفاده از این تئوری، خواهیم پرداخت. 
پارک و ژائو ]24[ خواص استاتیکی میکروتیر را براساس تئوری 
نتایج بدست آمده  تنش کوپل اصلاح‌شده تحلیل نموده و به تفسیر 
و  اندخشیده  پرداختند.  اپوکسی  از جنس  میکروتیر  تست خمش  از 
همکاران ]25[ وابستگی ابعادی در ارتعاشات غیرخطی آزاد و اجباری 
و  مختلف  مرزی  شرایط  برای  را  غیریکنواخت  مقطع  با  میکروتیر 
براساس تئوری کوپل تنش اصلاح شده مطالعه کردند و نشان دادند 
که با کاهش ابعاد، انحنا در منحنی پاسخ فرکانسی کاهش پیدا می‌کند 
و اختلاف فرکانس غیرخطی و فرکانس خطی کمتر خواهد شد. در 
پژوهشی دیگر، صالحی و همکاران ]26[ ارتعاشات آزاد و اجباری نانو 
با  را   پاسترناک  ویسکوالاستیک  بستر  بر  واقع  ویسکوالاستیک  ورق 
این  نتایج  تئوری تنش کوپل اصلاح‌شده، تحلیل نمودند.  از  استفاده 
پژوهش نشان داد که پارامتر مقیاس طول ماده باعث پدیده تشدید 
در فرکانس‌های تحریک بالاتر و کاهش اختلاف فاز می‌گردد. قایش 
کیرشهف  غیرخطی  میکروصفحه  اجباری  ارتعاشات   ]27[ فرخی  و 
ایشان  نمودند.  مطالعه  را  یافته  بهبود  کوپل  تنش  تئوری  براساس 
همچنین، پژوهش مشابهی را برای میکروصفحه کیرشهف غیرخطی 

ناکامل هندسی انجام دادند ]28[. 
همانطور که قبلا ذکر شد، رفتار آشوبناک در سازه‌های کلاسیک 
]19-11[ و نانو ]31-29[ در مقالات متعددی مورد مطالعه قرار گرفته 
‌است، در ادامه پژوهش‌های گذشته، در این مقاله، دینامیک غیرخطی 
رفتار آشوبناک  میکروصفحه غیرکلاسیک کیرشهف تحلیل، محدوده 
غیرکلاسیک  تئوری  براساس  تحلیل،  این  می‌شود.  پیش‌بینی  آن  در 
میکرو  محدوده  در  ابعاد  و  می‌شود  انجام  اصلاح‌شده  کوپل  تنش 
می‌باشد، برای استخراج معادله حاکم بر میکروصفحه کیرشهف واقع 
استفاده شده  مجازی  جابجایی  اصل  از  غیرخطی،  الاستیک  بستر  بر 
است. معادله حاکم، با در نظر گرفتن غیرخطی هندسی فون-کارمن و 
براساس تئوری‌ الاستیسیته تنش کوپل اصلاح‌شده، استخراج می‌گردد. 
پس از استخراج معادلات، با فرض تفکیک متغیرها، یک معادله مقدار 
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ویژه برای بخش خطی معادلات، حاصل خواهد شد. معادله مقدار ویژه 
حاصل برای شرایط مرزی ساده حل شده، فرکانس طبیعی خطی و 
شکل مودهای خطی میکروصفحه، بدست می‌آید. سپس، نتایج بدست 
آمده از حل معادلات غیرکلاسیک، با فرض نسبت ابعادی صفر، با نتایج 
حل دقیق تئوری کلاسیک در سایر پژوهش‌ها مقایسه و اعتبار‌سنجی 
بر روی مود اول  با فرض تحریک هارمونیک  بعد،  خواهد شد. درگام 
ارتعاشی، روش گلرکین بکار برده می‌شود و معادله دینامیک غیرخطی 
اجباری میکروصفحه بدست می‌آید. سپس آستانه آشوب میکروصفحه 
با صرف‌نظر نمودن از برهم‌کنش مودها مورد تحلیل قرار خواهد گرفت. 
در این راستا، ابتدا معادله مدارهای هموکلینیک1 سیستم بدون اغتشاش 
را بدست آورده و برخورد منیفلدهای2 پایدار و ناپایدار که معیاری برای 
پیش‌بینی آشوب در سیستم است ]32[ با استفاده از روش ملنیکف3 
بررسی می‌شود. در ادامه، با استفاده از الگوریتم ارائه شده در مرجع 
ابعادی،  برای مقادیر مختلف نسبت  لیاپانوف4 را  حداکثر نمای   ]33[
محاسبه نموده و آشوب وابسته به ابعاد، به صورت موضعی شناسایی 
می‌گردد. نمودارهای صفحه فاز، مقطع پوانکاره5 و پاسخ زمانی برای 
مقادیر مختلف نسبت ابعادی رسم شده و تاثیر چشمگیر ابعاد در رفتار 
آشوبناک سیستم نمایش داده می‌شود. علاوه بر این، کنترل آشوب در 

میکروصفحه غیرکلاسیک نیز بررسی خواهد شد. 
مقالات  در  نانوالکترومکانیکی  سیستم‌های  در  آشوب  کنترل 
به‌منظور  مقاله،  این  در   .]34-36  ،31[ شده ‌است  مطالعه  متعددی 
الگوریتم  از  سیستم،  در  آشوب  نمودن  حذف  و  ارتعاشات  کنترل 
در   .]37[ می‌شود  استفاده  مقاوم6  تطبیقی  فازی  قدرتمند  کنترلی 
لغزشی  مود  براساس  که  پارامتری  توسط  فازی  کنترلر، سیستم  این 
الگوریتم  این  تنظیم می‌گردد.  آنلاین  به صورت  طراحی شده ‌است، 
و  فازی  کنترلی  روش  دو  هر  به  نسبت  ویژه‌ای  برتری‌های  کنترلی 
مود لغزشی دارد ]37[. با طراحی و بکار بردن کنترلر مقاوم تطبیقی 
فازی، ارتعاشات آشوبناک به‌کلی از سیستم حذف می‌شود و کنترلر 
مقاوم تطبیقی فازی به‌عنوان یک روش کارآمد برای کنترل آشوب در 

سیستم‌های نانوالکترومکانیکی معرفی می‌گردد.

1  Homoclinic Orbits
2  Manifold
3  Melnikov’s Method
4  Lyapunov Exponent
5  Poincaré Section
6  Adaptive Robust Fuzzy Controller

2- معادلات حاکم
b، طول سیستم مورد نظر، یک میکروصفحه مستطیلی به عرض
h می‌باشد که برروی  ρ و با مقطع عرضی به ارتفاع a، چگالی جرم
بستر الاستیک غیرخطی  قرار دارد )شکل 1(. بستر الاستیک دارای 
K است که سختی طولی  sk و سختی طولی ضرایب سختی برشی
می‌باشد.  lk و سختی خطی  nlk خود شامل ضرایب سختی غیرخطی 
تعادل  معادله  میکروصفحه،  در  آشوب  کنترل  و  تحلیل  جهت 
از  استفاده  با  آن،  مرزی  شرایط  و  غیرخطی  میکروصفحه  دینامیکی 
اصل جابجایی مجازی7 استخراج خواهد شد. چگالی انرژی تغییر شکل 
، تابعی از تانسور کرنش )مزدوج با تنش نیرو( و تانسور 

 ) (ij ij ij ijV
U m dVδ σ δε δχ= مجازی∫+

متقارن انحنا )مزدوج با تنش کوپل( است. بنابراین برای انرژی کرنشی 
V، می‌توان نوشت ]23[: مجازی کل ماده ایزوتروپ خطی در ناحیه

 ) (ij ij ij ijV
U m dVδ σ δε δχ= +∫ �)1(

ijε ، تانسور تنش کوپل،  ijm ، تانسور تنش نیرو،   ijσ در اینجا 
چرخش  بردار   ، iθ و  انحنا  متقارن  تانسور   ، ijχ کرنش،  تانسور   ،
می‌آیند  بدست  زیر  روابط  از  به‌ترتیب  آن‌ها  مولفه‌های  که  می‌باشند 

:]23[

( ) 2ij ij ijtr Iσ λ ε µε= + �)2(

7  Virtual Displacement

 
 

Fig. 1: Non-classical Kirchhoff microplate resting on nonlinear elastic foundation 
 : میکروصفحه کیرشهف غیرکلاسیک بر روی بستر الاستیک غیرخطی1 شکل

  

شکل 1: میکروصفحه کیرشهف غیرکلاسیک بر روی بستر الاستیک 
غیرخطی

Fig. 1: Non-classical Kirchhoff microplate resting on 
nonlinear elastic foundation
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22ij ijm Gl χ= �)3(

l  ثابت غیر  æλ  ثوابت لامه و در رابطه )3(،  µ و  æλ µ در رابطه )2(
کلاسیک مقیاس اندازه است ]23[.

( )1 1
2 2

j i
ij j i i j

i j

u u u u
x x

ε
 ∂ ∂

= + = ∂ + ∂  ∂ ∂ 
�)4(

( )1 1
2 2

j i
ij j i i j

i jx x
θ θχ θ θ

 ∂ ∂
= + = ∂ + ∂  ∂ ∂ 

�)5(

( )1 curl
2i iuθ = �)6(

چرخش  و  جابجایی  میدان  کیرشهف،  صفحه  تئوری  براساس 
مقطع، به صورت زیر فرض می‌شوند ]38[:

 

4 
 

(7)   ‚ ‚ ‚ ‚ ‚   xu x y z t z x y t  

(8)   ‚ ‚ ‚ ‚ ‚yv x y z t z x y t  

(9)   ‚ ‚ ‚ ‚ ‚w x y z t w x y t 

(10)   ‚ ‚‚
‚ ‚x

w x y t
x y t

x






 

(11)   ‚ ‚
‚ ‚y

w x y t
x y t

y






 

 

باشند. می y و x چرخش حول محور y و xو  z و x ، yدر جهت به ترتیب جابجایی  wو  u ،vدر روابط فوق، 
گویند  نرا غیرخطی هندسی فون کارم باشدمی کرنش کوچک و چرخش متوسطکه در آن  حالت خاصی از غیرخطی هندسی
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منتجه   xyY و نیرو  منتجه   ijN ممان، منتجه   ijM اینجا در 
تنش کوپل هستند که از رابطه )26( بدست می‌آیند:
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1 1

       
1 1

       
1212 1 12 1

E EQ Q Q A Q G

Eh EhA A A A A Gh

Eh Eh GhD D D D D

υυ
υ υ

υυ
υ υ

υυ
υ υ

= = = =
− −

= = = =
− −

= = = =
− −

بالا  مرتبه  ثابت‌های   ijB ماده، الاستیک  ثابت‌های   ijQ روابط  این  در 
ijD سفتی خمشی می‌باشند. ijA سفتی کششی و غیرکلاسیک ماده،

با جایگذاری رابطه )32( در رابطه )30(، معادله ارتعاشات میکروصفحه به 
صورت رابطه )33( می‌شود:

( )

2
4 2 3

2

22 2
2

2

2 2 2 2

2

1

112) (

ˆ

)
2 2

1 1 (
2 2

l

l s nl

max

D m w Fw k w k w k w
D D t D

w w w w
h x y x

w w w w w w
y x y x y y x

υ

υ υ

  ∂
+ ∇ + − ∇ + = +  ∂ 

  ∂ ∂ ∂  + +    ∂ ∂ ∂    
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + + + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

  

�)33(

 lD
D

. بنابراین نسبت 
( )

2

2 1
l EhlD

υ
=

+
 ،

( )
3

212 1
EhD

υ
=

−

در این رابطه، ضریب 
معادل است با:

( ) 21 1 6 1 ) (
l lD D D l

D D h
ν+

= + = + − �)34(

ابعاد  به  مربعی  نظر،  مورد  میکروصفحه  شد،  پیش‌تر گفته  همانطورکه 
از  میکروصفحه  این  می‌باشد.   h مقطع  ارتفاع  و   mma b= =10
از: مدول یانگ  جنس اپوکسی ساخته شده ‌است و خواص آن عبارت ‌است 
 /ν =0 38 پواسون  نسبت   ، 3 kg / mρ =1220 چگالی   ، / GpaE =1 44



نشريه مهندسي مکانيک اميرکبير، دوره 52، شماره 5، سال 1399، صفحات 1285 تا 1300
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غیرکلاسیک  ثابت  که   
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 سفتی ijDسفتی کششی و ijAمرتبه بالا غیرکلاسیک ماده، یهاثابت ijBالاستیک ماده، یهاثابت ijQدر این روابط 
 .باشندیمخمشی 

 شود:می (33)صورت رابطه ه معادله ارتعاشات میکروصفحه ب ،(30) رابطهدر  (32)با جایگذاری رابطه        
(33) 

 

 

2
4 2 3

2

22 2
2

2

2 2 2 2

2

1

112) (

ˆ

)
2 2

1 1 (
2 2

l

l s nl

max

D m w Fw k w k w k w
D D t D

w w w w
h x y x

w w w w w w
y x y x y y x



 

  
          

                 
                         

 

در این رابطه، ضریب 
 

3

212 1
EhD





 ،

 
2

2 1
l EhlD





نسبت  بنابراین .

lD
D

 است با: معادل 

(34)  
   21 1 6 1 ) (

l lD D D l
D D h


     

mmaابعاد گفته شد، میکروصفحه مورد نظر، مربعی به  ترپیشهمانطورکه  b 10  و ارتفاع مقطعh این  .باشدمی
/ ست از: مدول یانگاو خواص آن عبارت  است اپوکسی ساخته شدهمیکروصفحه از جنس  GpaE 1 چگالی ، 44

3 kg / m 1220 نسبت پواسون ،/ 0 /پارامتر مقیاس طول و همچنین  38 μml 17 بت غیرکلاسیک ثاکه  6
معادله  (36)رابطه  بعدبیبا تعریف پارامترهای . است شده یریگاندازهاز طریق آزمایش  [24]در مرجع  و باشدمیمیکروصفحه 
 : شودمیبازنویسی  (35ل )حاکم به شک

  (35)  

 

2
4 2 3

2

2 22 2 2
2

2 2

1

1 112) (
2 2

l

l s nl

max

D w Fw k w k w k w
D t D

w w w w w w w w
h X X Y Y X Y Y X

  
          

                                        

 

 (36)  
           

     

4
4 4 2, , ,

cos Ω sin si

ˆ ,

n

, ,l l nl nl s s
y x maY X t t k a k k a k k a k
b a D

F f t Y X 

     


  

صورت را به  میکروصفحهمعادله ارتعاشات  توانمیفرض تفکیک متغیرها،  با      ‚ ‚ ‚w X Y t X Y q t ظر گرفت که درن
در این رابطه،  ‚X Y و  شکل مود ارتعاش q t  معادله تفکیک متغیرها، پس از . کندیمبخش وابسته به زمان پاسخ را بیان

ساده،  گاهتکیهمعادله مقدار ویژه را با فرض تمامی شرایط مرزی از نوع تبدیل خواهد شد. این  ه مقدار ویژهبه یک معادل (33)(35)

حل نموده و فرکانس طبیعی خطی به صورت     22 2 2 21 6 1 ) / ( /l h m n a b         آیدمیبدست ،

خواهد بود.  (37)صورت رابطه شکل مودهای خطی حاکم به  همچنین
(37) 

      ‚
1 1

‚ sin sinn m
n m

X Y W n Y m X  
 

 

 

طول  مقیاس  پارامتر  همچنین  و 
اندازه‌گیری شده  آزمایش  از طریق  و در مرجع ]24[  میکروصفحه می‌باشد 
به شکل )35(  معادله حاکم  رابطه )36(  بی‌بعد  پارامترهای  تعریف  با  ‌است. 

بازنویسی می‌شود: 

�	
)35(

2
4 2 3

2

2 22 2 2
2

2 2

1

1 112) (
2 2

l

l s nl

max

D w Fw k w k w k w
D t D

w w w w w w w w
h X X Y Y X Y Y X

  ∂
+ ∇ + − ∇ + = +  ∂ 

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    + + +          ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       


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 سفتی ijDسفتی کششی و ijAمرتبه بالا غیرکلاسیک ماده، یهاثابت ijBالاستیک ماده، یهاثابت ijQدر این روابط 
 .باشندیمخمشی 

 شود:می (33)صورت رابطه ه معادله ارتعاشات میکروصفحه ب ،(30) رابطهدر  (32)با جایگذاری رابطه        
(33) 

 

 

2
4 2 3

2

22 2
2

2

2 2 2 2

2

1

112) (

ˆ

)
2 2

1 1 (
2 2

l

l s nl

max

D m w Fw k w k w k w
D D t D

w w w w
h x y x

w w w w w w
y x y x y y x



 

  
          

                 
                         

 

در این رابطه، ضریب 
 

3

212 1
EhD





 ،

 
2

2 1
l EhlD





نسبت  بنابراین .

lD
D

 است با: معادل 

(34)  
   21 1 6 1 ) (

l lD D D l
D D h


     

mmaابعاد گفته شد، میکروصفحه مورد نظر، مربعی به  ترپیشهمانطورکه  b 10  و ارتفاع مقطعh این  .باشدمی
/ ست از: مدول یانگاو خواص آن عبارت  است اپوکسی ساخته شدهمیکروصفحه از جنس  GpaE 1 چگالی ، 44

3 kg / m 1220 نسبت پواسون ،/ 0 /پارامتر مقیاس طول و همچنین  38 μml 17 بت غیرکلاسیک ثاکه  6
معادله  (36)رابطه  بعدبیبا تعریف پارامترهای . است شده یریگاندازهاز طریق آزمایش  [24]در مرجع  و باشدمیمیکروصفحه 
 : شودمیبازنویسی  (35ل )حاکم به شک

  (35)  

 

2
4 2 3

2

2 22 2 2
2

2 2

1

1 112) (
2 2

l

l s nl

max

D w Fw k w k w k w
D t D

w w w w w w w w
h X X Y Y X Y Y X

  
          

                                        

 

 (36)  
           

     

4
4 4 2, , ,

cos Ω sin si

ˆ ,

n

, ,l l nl nl s s
y x maY X t t k a k k a k k a k
b a D

F f t Y X 

     


  

صورت را به  میکروصفحهمعادله ارتعاشات  توانمیفرض تفکیک متغیرها،  با      ‚ ‚ ‚w X Y t X Y q t ظر گرفت که درن
در این رابطه،  ‚X Y و  شکل مود ارتعاش q t  معادله تفکیک متغیرها، پس از . کندیمبخش وابسته به زمان پاسخ را بیان

ساده،  گاهتکیهمعادله مقدار ویژه را با فرض تمامی شرایط مرزی از نوع تبدیل خواهد شد. این  ه مقدار ویژهبه یک معادل (33)(35)

حل نموده و فرکانس طبیعی خطی به صورت     22 2 2 21 6 1 ) / ( /l h m n a b         آیدمیبدست ،

خواهد بود.  (37)صورت رابطه شکل مودهای خطی حاکم به  همچنین
(37) 

      ‚
1 1

‚ sin sinn m
n m

X Y W n Y m X  
 

 

 

�)36(

به  را  میکروصفحه  ارتعاشات  معادله  می‌توان  متغیرها،  تفکیک  فرض  با   
رابطه،  این  در  که  گرفت  درنظر  ( ) ( ) ( )‚ ‚ ‚w X Y t X Y q tϕ= ‌صورت  
را  پاسخ  زمان  به  وابسته  بخش   ( )q t و  ارتعاش  مود  شکل   ( )‚X Yϕ

مقدار  معادله  یک  به   )35( معادله  متغیرها،  تفکیک  از  پس  می‌کند.  بیان 
شرایط  تمامی  فرض  با  را  ویژه  مقدار  معادله  این  شد.  خواهد  تبدیل  ویژه 
از نوع تکیه‌گاه ساده، حل نموده و فرکانس طبیعی خطی به صورت  مرزی 
) بدست می‌آید، همچنین  ) ( )( )22 2 2 21 6 1 ) / ( /l h m n a bω ν π  = + − + 

شکل مودهای خطی حاکم به ‌صورت رابطه )37( خواهد بود. 

( ) ( ) ( )‚
1 1

‚ sin sinn m
n m

X Y W n Y m Xϕ π π
+∞ +∞

= =

=∑∑  �  )37(

به منظور تحلیل آشوب در میکروصفحه، روش گالرکین1 برای شکل مود 
برای  اصلاح‌شده  کوپل  تنش  تئوری  به ‌این‌که  توجه  با  می‌رود.  بکار  خطی 
تحلیل استفاده شده ‌است، شکل مود خطی تحت تاثیر اندازه نخواهد بود و 
معادل با شکل مود خطی کلاسیک است. با فرض بارگذاری خارجی برروی 
بود و روش  ارتعاشی غالب خواهد  اول، مود  ارتعاشی، شکل مود  اولین مود 
برده  بکار  اول  مود  برای  مودها،  برهم‌کنش  از  نمودن  صرف‌نظر  با  گلرکین 
جهت  محتاطانه‌ای  بسیار  روش  ملنیکوف،  روش  به ‌اینکه  توجه  با  می‌شود. 
کاهش  مودها،  برهم‌کنش  از  نمودن  صرف‌نظر  است،  آشوب  آستانه  تحلیل 

چشمگیری در حجم معادلات خواهد داشت.
معادله   maxw

h
=1 نظرگرفتن  در  و  گالرکین  روش  از  استفاده  از  پس 

 ε دیفرانسیل اولیه با متغیر زمان به‌ صورت )38( بدست می‌آید که در اینجا 
پارامتر بی‌بعد مقیاس کوچک است.
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تئوری تنش کوپل  کهاین. با توجه به رودبرای شکل مود خطی بکار می 1به منظور تحلیل آشوب در میکروصفحه، روش گالرکین
نخواهد بود و معادل با شکل مود خطی کلاسیک  زهاندا، شکل مود خطی تحت تاثیر استشده برای تحلیل استفاده شده اصلاح

است. با فرض بارگذاری خارجی برروی اولین مود ارتعاشی، شکل مود اول، مود ارتعاشی غالب خواهد بود و روش گلرکین با 
 ایمحتاطانه روش ملنیکوف، روش بسیار اینکهبا توجه به  .شودیمبرده بکار مودها، برای مود اول  کنشبرهمنمودن از  نظرصرف

مودها، کاهش چشمگیری در حجم معادلات خواهد داشت. کنشبرهمنمودن از  نظرصرفتحلیل آستانه آشوب است، جهت 

maxwروش گالرکین و در نظرگرفتن  استفاده ازاز پس 
h

1 بدست  (38)صورت  معادله دیفرانسیل اولیه با متغیر زمان به
 مقیاس کوچک است. بعدیبپارامتر  که در اینجا  دیآیم
(38) 

  
¨

3 cos Ωq q q q f t       

در  fو بارگذاری خارجی و   بعدیب یهاثابتو  (39)از رابطه  lK برای میکروصفحه کلاسیک سختی خطیضریب 
  :شوندیممحاسبه  (42)و  (41)، (40) ترتیب از روابط هب (38) رابطه

(39) 
 

1 14 2

0 0
1 12 2

0 0

l l s

dX dX
K k k

dX dX

   

 

 
   

 
 

(40) 
 

1 4
2 0

1 2

0

6 1 ) (l

dXlK
h dX

 
 




   


 

(41) 1 1 1 14 ' 2 '' ' 2 '' ' ' ''

0 0 0 0
1 12 2

0 0

) ( ) ( 2
6

x xx x xx x y yx
nl

dX dX dX dX
k

dX dX

         


 

 
    

 
 

(42) 1 2

0
1 2

0

f dX ff
DD dX




 


 

های غیرخطی است، سازی میرایی نیرو در سیستمترین شیوه برای مدلکه مرسوم 2همچنین با در نظر گرفتن ضریب میرایی ریلی
 داریم:  برای ثابت

(43) 2 / l lC K   
 .باشدمی کلاسیکصفحه میکرومود اول برای خطی فرکانس طبیعی  lیک ثابت کوچک و  Cدر این رابطه

دو معادله دیفرانسیل کوپل شده تفکیک شکل  به وفضای حالت  مدلدر  توانمیحاکم را  3معادله دیفرانسیل غیرخطی دافینگ
 . است ارائه شده (44)کرد، این دو معادله در رابطه 

(44) 
    3 cos Ω

q v
v q q q f t   



   
 

 در اینجا با درنظر گرفتن 0  خواهد شد (45)رابطه به فرم  4ون اغتشاشبدسیستم. 

                                                            
1 Galerkin Method 
2 Rayleigh 
3 Duffing Equation 
4 Unperturbed System 

�)38(

lK از رابطه )39( و  ضریب سختی خطی برای میکروصفحه کلاسیک 

f در رابطه )38( به  γ و بارگذاری خارجی α و  ثابت‌های بی‌بعد 
‌ترتیب از روابط )40(، )41( و )42( محاسبه می‌شوند: 

1  Galerkin Method

1 14 2

0 0
1 12 2

0 0

l l s

dX dX
K k k

dX dX

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

∇ ∇
= + −∫ ∫

∫ ∫
  �)39(

( )
1 4

2 0
1 2

0

6 1 ) (l

dXlK
h dX

ϕ ϕ
α ν

ϕ

∇
= + − ∫

∫
�)40(

1 1 1 14 ' 2 '' ' 2 '' ' ' ''

0 0 0 0
1 12 2

0 0

) ( ) ( 2
6

x xx x xx x y yx
nl

dX dX dX dX
k

dX dX

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ
γ

ϕ ϕ

+ +
= +∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 �)41(

1 1 1 14 ' 2 '' ' 2 '' ' ' ''

0 0 0 0
1 12 2

0 0

) ( ) ( 2
6

x xx x xx x y yx
nl

dX dX dX dX
k

dX dX

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ
γ

ϕ ϕ

+ +
= +∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫


1 2

0
1 2

0

f dX ff
DD dX

ϕ

ϕ
= =∫

∫





�)42(

همچنین با در نظر گرفتن ضریب میرایی ریلی2 که مرسوم‌ترین 
است،  غیرخطی  سیستم‌های  نیرو در  میرایی  مدل‌سازی  برای  شیوه 

µ  داریم: برای ثابت

2 / l lC Kµ ω= �)43(

lω فرکانس طبیعی خطی  C یک ثابت کوچک و  در این رابطه
برای مود اول میکروصفحه کلاسیک می‌باشد.

را می‌توان در مدل  معادله دیفرانسیل غیرخطی دافینگ3 حاکم 
فضای حالت و به شکل دو معادله دیفرانسیل کوپل شده تفکیک کرد، 

این دو معادله در رابطه )44( ارائه شده ‌است. 
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تئوری تنش کوپل  کهاین. با توجه به رودبرای شکل مود خطی بکار می 1به منظور تحلیل آشوب در میکروصفحه، روش گالرکین
نخواهد بود و معادل با شکل مود خطی کلاسیک  زهاندا، شکل مود خطی تحت تاثیر استشده برای تحلیل استفاده شده اصلاح

است. با فرض بارگذاری خارجی برروی اولین مود ارتعاشی، شکل مود اول، مود ارتعاشی غالب خواهد بود و روش گلرکین با 
 ایمحتاطانه روش ملنیکوف، روش بسیار اینکهبا توجه به  .شودیمبرده بکار مودها، برای مود اول  کنشبرهمنمودن از  نظرصرف

مودها، کاهش چشمگیری در حجم معادلات خواهد داشت. کنشبرهمنمودن از  نظرصرفتحلیل آستانه آشوب است، جهت 

maxwروش گالرکین و در نظرگرفتن  استفاده ازاز پس 
h

1 بدست  (38)صورت  معادله دیفرانسیل اولیه با متغیر زمان به
 مقیاس کوچک است. بعدیبپارامتر  که در اینجا  دیآیم
(38) 

  
¨

3 cos Ωq q q q f t       

در  fو بارگذاری خارجی و   بعدیب یهاثابتو  (39)از رابطه  lK برای میکروصفحه کلاسیک سختی خطیضریب 
  :شوندیممحاسبه  (42)و  (41)، (40) ترتیب از روابط هب (38) رابطه

(39) 
 

1 14 2

0 0
1 12 2

0 0

l l s

dX dX
K k k

dX dX

   

 

 
   

 
 

(40) 
 

1 4
2 0

1 2

0

6 1 ) (l

dXlK
h dX

 
 




   


 

(41) 1 1 1 14 ' 2 '' ' 2 '' ' ' ''

0 0 0 0
1 12 2

0 0

) ( ) ( 2
6

x xx x xx x y yx
nl

dX dX dX dX
k

dX dX

         


 

 
    

 
 

(42) 1 2

0
1 2

0

f dX ff
DD dX




 


 

های غیرخطی است، سازی میرایی نیرو در سیستمترین شیوه برای مدلکه مرسوم 2همچنین با در نظر گرفتن ضریب میرایی ریلی
 داریم:  برای ثابت

(43) 2 / l lC K   
 .باشدمی کلاسیکصفحه میکرومود اول برای خطی فرکانس طبیعی  lیک ثابت کوچک و  Cدر این رابطه

دو معادله دیفرانسیل کوپل شده تفکیک شکل  به وفضای حالت  مدلدر  توانمیحاکم را  3معادله دیفرانسیل غیرخطی دافینگ
 . است ارائه شده (44)کرد، این دو معادله در رابطه 

(44) 
    3 cos Ω

q v
v q q q f t   



   
 

 در اینجا با درنظر گرفتن 0  خواهد شد (45)رابطه به فرم  4ون اغتشاشبدسیستم. 

                                                            
1 Galerkin Method 
2 Rayleigh 
3 Duffing Equation 
4 Unperturbed System 

�)44(

ε سیستم بدون اغتشاش4 به فرم  در اینجا با درنظر گرفتن 0=
رابطه )45( خواهد شد.

q v=  �)45(
3v q qα γ= −

با توجه به روابط ارائه شده، هامیلتونین5 و همچنین تابع پتانسیل 

2   Rayleigh
3  Duffing Equation
4  Unperturbed System
5   Hamiltonian
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برای سیستم بدون اغتشاش به ترتیب مطابق با روابط )46( و )47( 
خواهند شد.

( )
2

2
vH V q= + �)46(

( )
4 2

4 2
q qV q γ α

= − �)47(

نقطه  که  است  تعادل  نقطه  سه  دارای  اغتشاش  بدون  سیستم 
تعادل  نقطه   ( )/ ‚α γ± 0 نقاط  و  زینی  نوع  از  تعادل  نقطه   ( )‚00
) دو مدار  )/ ‚α γ± 0 از نوع مرکز می‌باشند. در اطراف نقاط مرکز 
 ( )‚00 هموکلینک متقارن وجود دارد که شروع و پایان آن، نقطه زینی 
است. مدار هنگامی به پایان می‌رسد که زمان به بینهایت میل می‌کند.

با توجه به روابط )46( و )47(، با در نظر گرفتن هامیلتونین صفر 
v از رابطه )48(  برای سیستم بدون اغتشاش، سرعت این سیستم، 
قابل محاسبه می‌باشد و با انتگرال‌گیری از سرعت می‌توان رابطه )49( 

را بدست آورد. 
2 4

2
2 4

dq q qv
dt

α γ 
= = − 

 
�)48(

0 2

2

dqt t
qq γα

− = ∫
 

− 
 

�)49(

انتگرال‌گیری است. سرانجام مدارهای  ثابت   0t رابطه )49(،  در 
هموکلینیک سیستم بدون اغتشاش به فرم روابط )50( و )51( بدست 

می‌آیند.

( )( )*
0

2 sech  q t tα α
γ

= ± − �)50(

( )( ) ( )( )*
0 0

2 tanh  sechv t t t tα α α
γ

= ± − − �)51(

به ‌صورت  برداری  فرم  به  را  حاکم  دینامیکی  معادلات  می‌توان 
و   ( )h q


 روابط،  این  در  که  کنیم  بازنویسی   )52( و   )53( روابط 
) به ‌ترتیب در روابط )54( و )55( ارائه شده‌اند. )‚g q t 

1

2

q q
q

q q
   

= =   
  





 �)52(

( ) ( )
ÿ

‚q h q g q tε= +


       �     )53(

( ) 2
3

1 1

q
h q

q qα γ
 

=  − + 



   � )54(
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(55) 
    o ˆ

0
‚

c s Ω
g q t

f t q




 
  

  
 

. تابع ملنیکف فاصله بین [39]در سیستم استفاده کنیم ی هموکلینیک دوشاخگاز روش ملنیکف جهت تحقیق  توانمیحال      
. این تابع متناسب با تغییرات مرتبه اول فاصله بین کندمیگیری منیفولدهای پایدار و ناپایدار را در مقطع پوانکاره اندازه

دار مق 0tکه در زمان . هنگامیباشدمیهتروکلینیک( یا منیفولدهای پایدار و ناپایدار مدار هموکلینیک ) 0M t برابر با صفر 

)  شود غیرمضاعف 0M t  0 ،)و  هموکلینیک رخ داده دوشاخگی در نتیجه ،است مدار هموکلینیک تحت اغتشاش حفظ شده
 ،تابع ملنیکفتغییر علامت در است.  اتفاق افتادهدلالت بر این دارد که رفتار آشوبناک  0M t،  شرط لازم برای حرکت آشوبناک

 . [39] آیدمیبدست  (56). تابع ملنیکف برای معادله دافینگ اجباری از رابطه [32] باشدمی
(56)     * * * *

0 ) ‚ˆ ( ‚M t h q v g q v dt



  

hدر اینجا  g  باشدمیمعادل با رابطه زیر. 
(57)    * * * *

1 2 2 1‚ ‚h q v g q v h g h g   

 توانمیدرنتیجه  0M t  صورت هبرا      0 1 0 2 0M t M t M t  .در اینجا که  تفکیک نمود 1 0M t  و 2 0M t 
 .آیدمیبدست  (59)و  (58)ابط واز ر

        (58)                                  * * 2 2
1 0

2 4  tan h  sech
3

M t v v dt t t dt    
 

 

 
    

(59)
             

 

*
2 0 0 0

0

2cos Ω tanh   sech sin Ω cos Ω

Ω 2 Ω                                                    sech cos Ω
2

M t v f t t dt t t f t t dt

f t

  


 
 

 

 
  

 
  

 

 
 . 

 با محاسبه 1 0̂M t  و 2 0̂M t ،خواهد شد (60)رابطه  مطابقنهایت تابع ملنیکف  در. 

 
(60)     

1.5

0 0
4 Ω 2 Ω sech cos Ω

3 2
M t f t  

  
 

   
 

 

که مقدار  دهدمیملنیکف آشوب تنها زمانی رخ  روشمطابق با  ،ذکر شدتر پیشهمانطور که  0M t  غیر  برابر با صفر
بحرانی بار این اساس مقدار  بر .شود مضاعف / crf  از رابطه زیر  ،زای آن ممکن است آشوب در سیستم روی دهدکه به ا
 .آیدمیبدست 

 
(61)   

1.5 2 2 Ωcosh 
3 Ω 2

crf  
  

 
  

 
 

 
 ارائه نتایج و بحث -3

 سیستم هایویژهغیرکلاسیک، از بردار  کیرشهفمیکروصفحه  قبلی اشاره گردید، جهت تحلیل آشوب در هایبخشانطور که در هم
سنجی شوند. در این صحت هاویژه. لذا پیش از ارائه نتایج، ضروری است که این بردار شودمیگالرکین استفاده  روشخطی در 

حل دقیق در از  حاصل نتایج با مقایسه این مقادیر به جاری، دقت مقادیر ویژه بدست آمده در پژوهش منظور بررسی راستا، ابتدا به

� )55(

در  هموکلینیک  دوشاخگی  تحقیق  جهت  ملنیکف  روش  از  می‌توان  حال 
سیستم استفاده کنیم ]39[. تابع ملنیکف فاصله بین منیفولدهای پایدار و ناپایدار 
را در مقطع پوانکاره اندازه‌گیری می‌کند. این تابع متناسب با تغییرات مرتبه اول 
هتروکلینیک(  )یا  هموکلینیک  مدار  ناپایدار  و  پایدار  منیفولدهای  بین  فاصله 
) برابر با صفر غیرمضاعف شود   )0M t 0t مقدار  می‌باشد. هنگامی‌که در زمان 
نتیجه  در  است،  شده  اغتشاش حفظ  تحت  هموکلینیک  مدار   ،) ( )0M t ′ ≠0(
اتفاق  آشوبناک  رفتار  که  دارد  این  بر  دلالت  و  داده  رخ  هموکلینیک  دوشاخگی 
برای حرکت  ، شرط لازم  ( )0M t تابع ملنیکف،  تغییر علامت در  افتاده است. 
آشوبناک می‌باشد ]32[. تابع ملنیکف برای معادله دافینگ اجباری از رابطه )56( 

بدست می‌آید ]39[. 

( ) ( )* * * *
0 ( ‚ˆ ) ‚M t h q v g q v dt

+∞

−∞
= ∧∫  �  )56(

h معادل با رابطه زیر می‌باشد. g∧ در اینجا 

( ) ( )* * * *
1 2 2 1‚ ‚h q v g q v h g h g∧ = − �)57(

 ( ) ( ) ( )0 1 0 2 0M t M t M t= − به ‌صورت  را   ( )0M t می‌توان  درنتیجه 
) از روابط )58( و )59( بدست  )2 0M t ) و  )1 0M t تفکیک نمود. که در اینجا 

می‌آید.

( ) ( )( )

( )( )

* * 2
1 0

2

2  tan h  

4sec h
3

M t v v dt t

t dt

αµµ α
γ

µα αα
γ

+∞ +∞

−∞ −∞
= =

=

∫ ∫
	      )58(
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(59)

      
      

 

*
2 0 0

0

0

2cos Ω tanh  

sech sin Ω cos Ω

Ω 2 Ω sech cos Ω
2

M t v f t t dt t

t f t t dt

f t

 




 
 

 

 
  

 
  

 

 
 

با محاسبه  1 0̂M t  و 2 0̂M t ،خواهد شد (60)رابطه  مطابقنهایت تابع ملنیکف  در. 

(60)   
1.5

0 0
4 Ω 2 Ω sech cos Ω

3 2
M t f t  

  
 

   
 

 

که مقدار  دهدمیملنیکف آشوب تنها زمانی رخ  روشمطابق با  ،ذکر شدتر پیشهمانطور که  0M t  غیر مضاعف برابر با صفر 
بحرانی بار این اساس مقدار  بر .شود / crf  از رابطه زیر بدست  ،که به ازای آن ممکن است آشوب در سیستم روی دهد
 .آیدمی

(61)
1.5 2 2 Ωcosh 

3 Ω 2
crf  
  

 
  

 
 

 
 ارائه نتایج و بحث -3

سیستم  هایویژهغیرکلاسیک، از بردار  کیرشهفمیکروصفحه  قبلی اشاره گردید، جهت تحلیل آشوب در هایبخشانطور که در هم
سنجی شوند. در این صحت هاویژه. لذا پیش از ارائه نتایج، ضروری است که این بردار شودمیگالرکین استفاده  روشخطی در 

حل دقیق در از  حاصل نتایج با مقایسه این مقادیر به جاری، ر پژوهشدقت مقادیر ویژه بدست آمده د منظور بررسی راستا، ابتدا به
تبدیل  به یک معادله مقدار ویژه (35)معادله تفکیک متغیرها از پس . همانطور که قبلا نیز اشاره شد، پردازیممی [40]مقاله لیسا 

ساده، حل نموده و فرکانس طبیعی )مقادیر ویژه  گاهتکیهمعادله مقدار ویژه را با فرض تمامی شرایط مرزی از نوع خواهد شد. این 
 (37)صورت رابطه  متناظر با مقادیر ویژه( برای شرایط مرزی ذکر شده به هایویژهمودهای حاکم )بردار  شکلسیستم خطی( و 

، (34)، ولی با عنایت به رابطه باشدمیغیرکلاسیک  کیرشهف . حل انجام شده در مقاله حاضر برای میکروصفحهآیدمیبدست 
جهت  توانمیلذا  نتایج این مقاله را معادل با نتایج صفحه کلاسیک دانست. ،lبا صفر قرار دادن پارامتر مقیاس طول،  توانمی

، چهار فرکانس منظور این، مقایسه نمود. به [40]آزمایی، نتایج بدست آمده را با نتایج متناظر صفحه کلاسیک در مقاله لیسا راستی
نتایج متناظر در مقاله با  ،lدادن پارامتر مقیاس طول، را با صفر قرار  کیرشهفمیکروصفحه حاصل از آن در مودهای  شکلاولیه و 

 صفحهطبیعی خطی برای  هایفرکانس. در مقاله لیسا استارائه شده  1 جدولدر . این مقایسه نتایج نماییممیمقایسه  [40]لیسا 
، مقادیر ویژه بدست آمده 1 جدولانجام شده در  آزماییراستی. با توجه به استبا استفاده از روش حل دقیق بدست آمده  کلاسیک

شایان . همچنین، باشدمیگالرکین، مجاز  روشحاصل در  هایویژهدر مقاله حاضر، از دقت مطلوبی برخوردارند. لذا استفاده از بردار 
 کلاسیک و غیرکلاسیک معادل با یکدیگر هستند. کیرشهف( صفحه مودها شکل) هایویژهبردار ذکر است که در تئوری تنش کوپل 

. شودمیمشاهده  مودهای خطی اول تا چهارم میکروصفحه کیرشهف شکل ،.Error! Reference source not found در
در خطی قابل مشاهده مودهای  شکلاز . در این تحلیل باشندمی 1 جدولشده در ارائه  هایفرکانسمتناظر با مودها  شکلاین 

Error! Reference source not found. .استفاده خواهد شد 
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رابطه  مطابق  ملنیکف  تابع  نهایت  در   ، ( )2 0̂M t و   ( )1 0̂M t محاسبه  با 
)60( خواهد شد.
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که مقدار  دهدمیملنیکف آشوب تنها زمانی رخ  روشمطابق با  ،ذکر شدتر پیشهمانطور که  0M t  غیر مضاعف برابر با صفر 
بحرانی بار این اساس مقدار  بر .شود / crf  از رابطه زیر بدست  ،که به ازای آن ممکن است آشوب در سیستم روی دهد
 .آیدمی

(61)
1.5 2 2 Ωcosh 

3 Ω 2
crf  
  

 
  

 
 

 
 ارائه نتایج و بحث -3

سیستم  هایویژهغیرکلاسیک، از بردار  کیرشهفمیکروصفحه  قبلی اشاره گردید، جهت تحلیل آشوب در هایبخشانطور که در هم
سنجی شوند. در این صحت هاویژه. لذا پیش از ارائه نتایج، ضروری است که این بردار شودمیگالرکین استفاده  روشخطی در 

حل دقیق در از  حاصل نتایج با مقایسه این مقادیر به جاری، ر پژوهشدقت مقادیر ویژه بدست آمده د منظور بررسی راستا، ابتدا به
تبدیل  به یک معادله مقدار ویژه (35)معادله تفکیک متغیرها از پس . همانطور که قبلا نیز اشاره شد، پردازیممی [40]مقاله لیسا 

ساده، حل نموده و فرکانس طبیعی )مقادیر ویژه  گاهتکیهمعادله مقدار ویژه را با فرض تمامی شرایط مرزی از نوع خواهد شد. این 
 (37)صورت رابطه  متناظر با مقادیر ویژه( برای شرایط مرزی ذکر شده به هایویژهمودهای حاکم )بردار  شکلسیستم خطی( و 

، (34)، ولی با عنایت به رابطه باشدمیغیرکلاسیک  کیرشهف . حل انجام شده در مقاله حاضر برای میکروصفحهآیدمیبدست 
جهت  توانمیلذا  نتایج این مقاله را معادل با نتایج صفحه کلاسیک دانست. ،lبا صفر قرار دادن پارامتر مقیاس طول،  توانمی

، چهار فرکانس منظور این، مقایسه نمود. به [40]آزمایی، نتایج بدست آمده را با نتایج متناظر صفحه کلاسیک در مقاله لیسا راستی
نتایج متناظر در مقاله با  ،lدادن پارامتر مقیاس طول، را با صفر قرار  کیرشهفمیکروصفحه حاصل از آن در مودهای  شکلاولیه و 

 صفحهطبیعی خطی برای  هایفرکانس. در مقاله لیسا استارائه شده  1 جدولدر . این مقایسه نتایج نماییممیمقایسه  [40]لیسا 
، مقادیر ویژه بدست آمده 1 جدولانجام شده در  آزماییراستی. با توجه به استبا استفاده از روش حل دقیق بدست آمده  کلاسیک

شایان . همچنین، باشدمیگالرکین، مجاز  روشحاصل در  هایویژهدر مقاله حاضر، از دقت مطلوبی برخوردارند. لذا استفاده از بردار 
 کلاسیک و غیرکلاسیک معادل با یکدیگر هستند. کیرشهف( صفحه مودها شکل) هایویژهبردار ذکر است که در تئوری تنش کوپل 

. شودمیمشاهده  مودهای خطی اول تا چهارم میکروصفحه کیرشهف شکل ،.Error! Reference source not found در
در خطی قابل مشاهده مودهای  شکلاز . در این تحلیل باشندمی 1 جدولشده در ارائه  هایفرکانسمتناظر با مودها  شکلاین 

Error! Reference source not found. .استفاده خواهد شد 

�)60(

همانطور که پیش‌تر ذکر شد، مطابق با روش ملنیکف آشوب تنها 
)  برابر با صفر غیر مضاعف شود.  )0M t زمانی رخ می‌دهد که مقدار 
) که به ازای آن ممکن است  )/ crf µ بر این اساس مقدار بار بحرانی 

آشوب در سیستم روی دهد، از رابطه زیر بدست می‌آید.
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 ارائه نتایج و بحث -3

سیستم  هایویژهغیرکلاسیک، از بردار  کیرشهفمیکروصفحه  قبلی اشاره گردید، جهت تحلیل آشوب در هایبخشانطور که در هم
سنجی شوند. در این صحت هاویژه. لذا پیش از ارائه نتایج، ضروری است که این بردار شودمیگالرکین استفاده  روشخطی در 

حل دقیق در از  حاصل نتایج با مقایسه این مقادیر به جاری، ر پژوهشدقت مقادیر ویژه بدست آمده د منظور بررسی راستا، ابتدا به
تبدیل  به یک معادله مقدار ویژه (35)معادله تفکیک متغیرها از پس . همانطور که قبلا نیز اشاره شد، پردازیممی [40]مقاله لیسا 

ساده، حل نموده و فرکانس طبیعی )مقادیر ویژه  گاهتکیهمعادله مقدار ویژه را با فرض تمامی شرایط مرزی از نوع خواهد شد. این 
 (37)صورت رابطه  متناظر با مقادیر ویژه( برای شرایط مرزی ذکر شده به هایویژهمودهای حاکم )بردار  شکلسیستم خطی( و 

، (34)، ولی با عنایت به رابطه باشدمیغیرکلاسیک  کیرشهف . حل انجام شده در مقاله حاضر برای میکروصفحهآیدمیبدست 
جهت  توانمیلذا  نتایج این مقاله را معادل با نتایج صفحه کلاسیک دانست. ،lبا صفر قرار دادن پارامتر مقیاس طول،  توانمی

، چهار فرکانس منظور این، مقایسه نمود. به [40]آزمایی، نتایج بدست آمده را با نتایج متناظر صفحه کلاسیک در مقاله لیسا راستی
نتایج متناظر در مقاله با  ،lدادن پارامتر مقیاس طول، را با صفر قرار  کیرشهفمیکروصفحه حاصل از آن در مودهای  شکلاولیه و 

 صفحهطبیعی خطی برای  هایفرکانس. در مقاله لیسا استارائه شده  1 جدولدر . این مقایسه نتایج نماییممیمقایسه  [40]لیسا 
، مقادیر ویژه بدست آمده 1 جدولانجام شده در  آزماییراستی. با توجه به استبا استفاده از روش حل دقیق بدست آمده  کلاسیک

شایان . همچنین، باشدمیگالرکین، مجاز  روشحاصل در  هایویژهدر مقاله حاضر، از دقت مطلوبی برخوردارند. لذا استفاده از بردار 
 کلاسیک و غیرکلاسیک معادل با یکدیگر هستند. کیرشهف( صفحه مودها شکل) هایویژهبردار ذکر است که در تئوری تنش کوپل 
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3- ارائه نتایج و بحث
همانطور که در بخش‌های قبلی اشاره گردید، جهت تحلیل آشوب 
سیستم  ویژه‌های  بردار  از  غیرکلاسیک،  کیرشهف  میکروصفحه  در 
نتایج،  ارائه  از  پیش  لذا  می‌شود.  استفاده  گالرکین  روش  در  خطی 
ضروری است که این بردار ویژه‌ها صحت‌سنجی شوند. در این راستا، 
پژوهش  در  آمده  بدست  ویژه  مقادیر  دقت  بررسی  منظور  به  ابتدا 
با نتایج حاصل از حل دقیق در مقاله  جاری، به مقایسه این مقادیر 
لیسا ]40[ می‌پردازیم. همانطور که قبلا نیز اشاره شد، پس از تفکیک 
شد.  خواهد  تبدیل  ویژه  مقدار  معادله  یک  به   )35( معادله  متغیرها 
این معادله مقدار ویژه را با فرض تمامی شرایط مرزی از نوع تکیه‌گاه 
و  ویژه سیستم خطی(  )مقادیر  فرکانس طبیعی  و  نموده  ساده، حل 
برای  ویژه(  مقادیر  با  متناظر  ویژه‌های  )بردار  حاکم  مودهای  شکل 

حل  می‌آید.  بدست   )37( رابطه  صورت  به‌  شده  ذکر  مرزی  شرایط 
انجام شده در مقاله حاضر برای میکروصفحه کیرشهف غیرکلاسیک 
دادن  قرار  صفر  با  می‌توان   ،)34( رابطه  به  عنایت  با  ولی  می‌باشد، 
نتایج صفحه  با  معادل  را  مقاله  این  نتایج   ، l مقیاس طول،  پارامتر 
کلاسیک دانست. لذا می‌توان جهت راستی‌آزمایی، نتایج بدست آمده 
را با نتایج متناظر صفحه کلاسیک در مقاله لیسا ]40[، مقایسه نمود. 
به ‌این ‌منظور، چهار فرکانس اولیه و شکل مودهای حاصل از آن در 
، با  l میکروصفحه کیرشهف را با صفر قرار دادن پارامتر مقیاس طول، 
نتایج متناظر در مقاله لیسا ]40[ مقایسه می‌نماییم. این مقایسه نتایج 
در جدول 1 ارائه شده ‌است. در مقاله لیسا فرکانس‌های طبیعی خطی 
با استفاده از روش حل دقیق بدست آمده ‌است.  برای صفحه کلاسیک 
با توجه به راستی‌آزمایی انجام شده در جدول 1، مقادیر ویژه بدست 
آمده در مقاله حاضر، از دقت مطلوبی برخوردارند. لذا استفاده از بردار 
ویژه‌های حاصل در روش گالرکین، مجاز می‌باشد. همچنین، شایان 
مودها(  )شکل  ویژه‌های  بردار  کوپل  تنش  تئوری  در  که  است  ذکر 

 
Table 1: Comparison and verification of obtained results for four primary natural frequencies of 

microplate 
 : مقایسه و اعتبارسنجی نتایج بدست آمده برای چهار فرکانس اول میکروصفحه1 جدول

 

1 مرجع نوع شرایط مرزی 2 فرکانس اول  3  فرکانس دوم 4 فرکانس سوم   فرکانس چهارم 
چهار انتها از نوع تکیه 

 گاه
7392/19 [40]لیسا   3480/49  9568/78  6960/98  

7392/19 پژوهش حاضر  3480/49  9568/78  6960/98  
 

جدول 1: مقایسه و اعتبارسنجی نتایج بدست آمده برای چهار فرکانس اول میکروصفحه
Table 1: Comparison and verification of obtained results for four primary natural frequencies of microplate

 
 

Fig. 2: First to fourth linear mode shapes of Kirchhoff microplate 
 : شکل مودهای خطی اول تا چهارم میکروصفحه کیرشهف2 شکل

  

شکل 2: شکل مودهای خطی اول تا چهارم میکروصفحه کیرشهف
Fig. 2: First to fourth linear mode shapes of Kirchhoff microplate
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با یکدیگر هستند.  صفحه کیرشهف کلاسیک و غیرکلاسیک معادل 
در شکل 2، شکل مودهای خطی اول تا چهارم میکروصفحه کیرشهف 
ارائه شده  با فرکانس‌های  مشاهده می‌شود. این شکل مودها متناظر 
قابل  مودهای خطی  از شکل  تحلیل  این  در  در جدول 1 می‌باشند. 

مشاهده در شکل 2 استفاده خواهد شد.
lk و  = −1 در این بخش با درنظرگرفتن فنر خطی نرم شونده 
سیستم  هموکلینیک  مدارهای   ،γ =1 شونده  غیرخطی سخت  فنر 
بدون اغتشاش، منحنی آستانه آشوب و نمودارهای: صفحه فاز، مقطع 
و  رسم  ابعادی  نسبت  مختلف  مقادیر  برای  زمانی  پاسخ  و  پوانکاره 

تحلیل خواهند شد.
  همانطور که ذکر شد، سیستم بدون اغتشاش دارای نقطه تعادل 
 ( )/ ‚α γ± 0 نوع مرکز   از  تعادل  نقطه  و دو   ( )‚00 نوع زینی  از 
بدون  سیستم  هموکلینیک،  مدار  مقادیر  گرفتن  درنظر  با  می‌باشد. 
اغتشاش در شکل 3 رسم شده ‌است. در شکل 3 مشاهده می‌شود که 
) دو مدار هموکلینک متقارن وجود دارد  )‚±10 در اطراف نقاط مرکز 

) است. )‚00 که نقطه شروع و پایان آن نقطه زینی 
برخورد  آن  ازای  به  که  بحرانی  نیروی  مقدار   ،)60( رابطه  در 
منیفلدهای پایدار و ناپایدار رخ می‌دهد و معیاری برای پیش‌بینی آشوب 
در سیستم است، با استفاده از روش ملنیکف بررسی شد. با توجه به 
( می‌باشد، در  / (h l α وابسته به نسبت ابعادی  رابطه )39( مقدار 
نتیجه براساس رابطه )60( مقدار نیروی بحرانی نیز وابسته به ابعاد است.

( که  (/ crfµ در شکل 4 مقدار نیروی بحرانی وابسته به ابعاد 

از روش تحلیلی منلیکف بدست آمده برحسب فرکانس تحریک و به 
/ رسم شده‌  , , ,h l ∞= 60 65 100 ازای مقادیر مختلف نسبت ابعادی
میکروصفحه  ابعاد  می‌شود،  مشاهده   4 شکل  در  که  همانطور  است. 
فرکانس‌های  برای  دارد.  آشوب سیستم  آستانه  در  تاثیر چشمگیری 
آستانه   ، ) / (h l ابعادی  نسبت  افزایش  با  یک،  از  کوچکتر  تحریک 

آشوب به ‌طور چشمگیری افزایش یافته است. 
ملنیکوف، در  تحلیلی  آنالیز  از  آمده  بدست  نتایج  تفسیر  از  پس 
شد.  خواهد  استفاده  لیاپانوف  نمای  بزرگترین  عددی  معیار  از  ادامه 
بزرگ‌ترین نمای لیاپانوف، یک روش عددی برای تحلیل محلی آشوب 
را  سیستم  پیش‌بینی‌پذیری  و  اولیه  شرایط  به  حساسیت  که  است 
طول  در  مسیر  خط  دو  بین  فاصله  کردن  محاسبه  می‌کند.  ارزیابی 
نزدیک  بینهایت  فاصله‌ای  در  اولیه  لحظه  در  که  شرایطی  با  زمان، 
از طریق  و  این روش می‌باشد  ایده اصلی  بوده‌اند،  به یکدیگر  نسبت 
الگوریتم ارائه شده در مراجع ]33 و 41[ محاسبه می‌شود. مثبت بودن 
(max بیانگر حساسیت به شرایط اولیه  (λ >0 حداکثر نمای لیاپانوف 
نمای‌های  تمامی  بودن  منفی  است، درحالی‌که  در سیستم  آشوب  و 
به‌معنی آن‌ست که آشوب در سیستم رخ نداده  max) (λ <0 لیاپانوف  
‌است. نمای لیاپانوف مثبت شرط کافی برای آشوب است، در حالی‌که 

آنالیز تحلیلی ملنیکوف، تنها شرط لازم  را ارزیابی می‌کند.
مقادیر  برای  میکروصفحه،  لیاپانوف  نمای  آنالیز   ،5 شکل  در 
ضریب میرایی  /f =0 3 Ω، بارگذاری خارجی   فرکانس تحریک 1=
و    q =0 اولیه شرایط  و   / ,h l ∞= 30 ابعادی نسبت   ، /µ =0 2

 
 

Fig. 3: Homoclinic orbits of the unperturbed potential function 
 : منحنی مدارهای هموکلینیک تابع پتانسیل سیستم بدون اغتشاش  3شکل 

  

شکل 3: منحنی مدارهای هموکلینیک تابع پتانسیل سیستم بدون اغتشاش
Fig. 3: Homoclinic orbits of the unperturbed potential function
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v ارائه شده ‌است. همانطور که در شکل مشاهده می‌شود، برای  =0
( عددی  (λ >1 0 h/ حداکثر نمای لیاپانوف  l ∞= نسبت ابعادی 
غیرقابل  و  اولیه  شرایط  به  حساسیت  بیانگر  که  آمده  بدست  مثبت 
نسبت  برای  لیاپانوف  نمای  حداکثر  است.  سیستم  بودن  پیش‌بینی 
وجود  سیستم  در  آشوب  درنتیجه  است،  منفی   /h l = 30 ابعادی 
تاثیر چمشگیری  ابعاد  لیاپانوف،  آنالیز نمای  نخواهد داشت. براساس 

در رفتار آشوبناک سیستم خواهد داشت.
نمودار   ،6 شکل  در  میکروصفحه،  لیاپانوف  نمای  آنالیز  از  پس 
آنالیز  نتایج  بررسی  جهت  عددی  حل  از  آمده  بدست  فاز  صفحه 
قابل  تاثیر  ابعاد  به شکل 6،  با توجه  ارائه شده ‌است.  لیاپانوف  نمای 
 /h l ∞= ابعادی  نسبت  برای  دارد.  فاز  نمودار صفحه  در  توجهی 
برخورد منیفلدهای پایدار و ناپایدار رخ داده و رفتار آشوبناک است، 

h/ رفتار سیستم پریودیک  l = در حالی‌که برای نسبت ابعادی 30
است. نمودار صفحه فاز، نتایج بدست آمده از آنالیز نمای لیاپانوف را 

نیز تایید می‌نماید. 
با توجه  فاز رسم شده ‌است.  پوانکاره صفحه  در شکل 7، مقطع 
اسبی در  نعل  پدیده   ،  /h l ∞= ابعادی  برای نسبت  به شکل 7، 
نگاشت پوانکاره اتفاق می‌افتاد که نشان‌دهنده آشوب در سیستم است. 

/h l = این در حالی است که نگاشت پوانکاره برای نسبت ابعادی 30
پاسخ   ،8 شکل  در  می‌دهد.  نشان  را  میکروصفحه  پریودیک  رفتار   ،
زمانی سیستم برای مقادیر مختلف نسبت ابعادی )h/l(  رسم شده 
‌است. همانطور که در این شکل مشاهده می‌شود، نمودار پاسخ زمانی 
را  پوانکاره  مقطع  و  فاز  نمودارهای صفحه  از  آمده  بدست  نتایج  نیز 

تایید می‌کند.

 
      

 
 

Fig. 4: Homoclinic bifurcation diagram and chaos threshold of the system for different values of the size ratio )h/l(  
 : منحنی دوشاخگی هموکلینیک و آستانه آشوب سیستم برای مقادیر مختلف نسبت ابعادی4شکل 

)h/l(   

)h/l( شکل 4: منحنی دوشاخگی هموکلینیک و آستانه آشوب سیستم برای مقادیر مختلف نسبت ابعادی
Fig. 4: Homoclinic bifurcation diagram and chaos threshold of the system for different values of the size ratio (h/l)

 
 

Fig. 5: Lyapunov exponents of the system for different values of the size ratio )h/l(  
  )h/l( برای مقادیر مختلف نسبت ابعادیلیاپانوف سیستم  هاینما :5 شکل

  

)h/l( شکل 5: نما‌های لیاپانوف سیستم برای مقادیر مختلف نسبت ابعادی
Fig. 5: Lyapunov exponents of the system for different values of the size ratio (h/l)
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   در این بخش، به ‌منظور کنترل ارتعاشات و حذف نمودن آشوب 
الگوریتم کنترلی قدرتمند فازی تطبیقی مقاوم استفاده  در سیستم، 
پارامتر طراحی  توسط  فازی  کنترلر، سیستم  این  در   .]37[ می‌شود 
این  می‌شود.  تنظیم  آنلاین  به ‌صورت  لغزشی،  مود  براساس  شده 
کنترلی  روش  دو  هر  به  نسبت  ویژه‌ای  برتری‌های  کنترلی  الگوریتم 
سیستم  بر  علاوه  نظر  مورد  کنترلر   .]37[ دارد  لغزشی  مود  و  فازی 
جبران  برای  مقاوم  کنترلر  می‌باشد.  نیز  مقاوم  کنترلر  شامل  فازی، 

نمودن اختلاف بین کنترلر فازی و کنترلر ایده‌آل طراحی شده ‌است. 
حدود عدم قطعیت مورد نیاز برای کنترلر مقاوم نیز به شکل تطبیقی و 
آنلاین تنظیم خواهد شد، تا این‌که از بهره بالا عدم قطعیت جلوگیری 

شود. قانون تطبیق از طریق تابع لیاپانوف استخراج می‌گردد.
زیر  فرم  به  را  حاکم  دینامیکی  معادله  کنترلر،  طراحی  جهت 

بازنویسی می‌کنیم.
( )‚ ‚v g v q t u= + �)62(

 
 

Fig. 6: Phase portrait of the microplate for different values of the size ratio )h/l(  
  )h/l( : نمودار صفحه فاز میکروصفحه برای مقادیر مختلف نسبت ابعادی6شکل 

  

 
 

Fig. 7: Poincaré section of the system for different values of the size ratio )h/l( 
 )h/l(: مقطع پوانکاره سیستم برای مقادیر مختلف نسبت ابعادی 7شکل 

  

 
 

Fig. 8: Time history response for different values of the size ratio )h/l( 
 )h/l(: پاسخ زمانی سیستم برای مقادیر مختلف نسبت ابعادی 8شکل 

  

)h/l( شکل 6: نمودار صفحه فاز میکروصفحه برای مقادیر مختلف نسبت ابعادی
Fig. 6: Phase portrait of the microplate for different values of the size ratio (h/l)

)h/l( شکل 7: مقطع پوانکاره سیستم برای مقادیر مختلف نسبت ابعادی
Fig. 7: Poincaré section of the system for different values of the size ratio (h/l)

)h/l( شکل 8: پاسخ زمانی سیستم برای مقادیر مختلف نسبت ابعادی
Fig. 8: Time history response for different values of the size ratio (h/l)
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g یک تابع هموار است.  u ورودی الحاقی کنترلر و  در این رابطه 
dq و تعریف نمودن  حال با درنظر گرفتن مسیر مورد نظر به ‌صورت 
) با تابعی به فرم  )‚ˆ ˆs v q سطح لغزش در فضای حالت به ‌صورت 0=
، می‌توان کنترلر ایده‌آل را به ‌شکل رابطه )63(  ( ) ˆˆ ˆ‚ ˆs v q v qλ= +

v̂ و  λ یک ثابت همیشه مثبت است و  بدست آورد. در این رابطه 
 ˆ dv v v= − ˆ و  dq q q= − q̂ خطای مسیر هستند که معادل با 

می‌باشند.
ÿ̈

ˆ ddu g q qλ= − + + �)63(

هنگامی‌که سیستم نانوالکترومکانیکی نامعین باشد، کنترلر ایده‌آل 
را نمی‌توان با دقت خوبی بکار برد. به‌ عنوان یک جایگزین بهتر، کنترلر 
ایده‌آل می‌تواند از طریق یک سیستم فازی به فرم )64( تقریب زده شود.

( )ˆ Tu B sξ ψ= + �)64(

است.  بهینه  پارامترهای  بردار  تقریبی  مقدار   T¡B رابطه این  در 
فرم  به  مولفه‌هایی  با  است  برداری   [ ]1 2   nξ ξ ξ ξ= … همچنین 
rµ قدرت شلیک در هر قانون  ) که در آن،  ) 2

1
/r r rr

sξ µ µ
=

= ∑
از دو عامل  ناشی  ψ، می‌تواند  الحاقی  ترم  فازی می‌باشد.  الگوریتم 
با حدود که  باشد  اختلالات خارجی  و  ناکامل  دینامیکی  مدل‌سازی 

به‌  می‌تواند  تعدیلی  پارامترهای  بردار  شده ‌است.  فرض   ψ ≤ø
تعدیل   ( )1B s tα ξ= رابطه  توسط  آنلاین  و  اتوماتیک  صورت 
شود. همچنین حدود تقریب الگوریتم نیز به‌ صورت آنلاین از رابطه 

2α  ثابت‌های  1α و  ) بدست می‌آید. در این روابط  )2 s tψ α=

تطبیق  نرخ  بیانگر  و  شده  تعیین  طراح  توسط  که  هستند  مثبتی 
می‌باشند. جزئیات بیشتر در ارتباط با روش کنترل و پایداری آن در 

مرجع ]37[ ارائه شده ‌است.
کنترلر شرح داده‌ شده را به‌ منظور کنترل میکروصفحه و حذف 
خارجی  بارگذاری   ، Ù =1 تحریک  فرکانس  برای  آن  در  آشوب 

/h l µ/ و نسبت ابعادی  100= =0 ، ضریب میرایی 2 /f =0 3
این سیستم  زمانی  پاسخ  و  پوانکاره  فاز، مقطع  بکار می‌بریم. صفحه 
به  توجه  با  است.  شده‌  رسم   10 شکل  و   9 شکل  در  کنترلر  بدون 
این شکل‌ها، رفتار میکروصفحه بدون کنترلر، آشوبناک است. هدف 
 dq =1 ما حذف کامل آشوب و طی کردن مسیر هدف به‌ صورت 
 ˆˆs v q= + به ‌صورت لغزش  سطح   ،λ =1 فرض  با  می‌باشد. 
خواهیم شد و تابع عضویت ورودی را به‌گونه‌ای انتخاب می‌کنیم که 
s تقریبا صفر گردد. شکل 11، تابع عضویت ورودی انتخاب شده را 
به ‌صورت  کنترل  تابع عضویت  اولیه  مقادیر خروجی  می‌دهد.  نشان 
عدم  محدوده  می‌شود.  انتخاب   [ ]B  = − −2 1 2 با  برابر  و  دستی 
ψ/ مقداردهی نموده و نرخ یادگیری  =0 1 قطعیت سیستم را نیز 
α/  طراحی می‌کنیم. =2 0 α و 1 =1 برای کنترلر را به ‌صورت 50

فعال    st =170 لحظه  در  را  کنترلر  طراحی،  اتمام  با  نهایتا 
می‌کنیم. خروجی نهایی تابع عضویت کنترلر و محدوده عدم قطعیت 
 /ψ =0 1298 و   [ ]B /   /    /= − −17 98 12 57 20 76 با  برابر 

 
 

Fig.9: Phase portrait and Poincaré section of the microplate without controller 
 : نمودار صفحه فاز و مقطع پوانکاره میکروصفحه بدون کنترلر 9 شکل

  

شکل 9: نمودار صفحه فاز و مقطع پوانکاره میکروصفحه بدون کنترلر
Fig. 9: Phase portrait and Poincaré section of the microplate without controller
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بدست می‌آید. در شکل 12، نمودار پاسخ زمانی و خروجی تحریکی 
کنترلر رسم شده ‌است. همانطور که در شکل 12 مشاهده می‌شود، 
و  دارد  مطلوبی  عملکرد  شده،  طراحی  فازی  مقاوم  تطبیقی  کنترلر 

آشوب به ‌کلی از سیستم حذف شده‌ است.  

4- نتيجه‌گيري
در این مقاله، معادلات حاکم بر دینامیک غیرخطی میکروصفحه 
استخراج شده  کوپل  تنش  تئوری  اساس  بر  الاستیک  بستر  روی  بر 
تحلیلی  و  عددی  روش‌های  از  استفاده  با  سیستم  آشوبناک  رفتار  و 
میکروصفحه،  در  هموکلینیک  دوشاخگی  تحقیق  مطالعه شد. جهت 
معادلات مدارهای هموکلینیک سیستم بدون اغتشاش بدست آمده و 

برخورد منیفلدهای پایدار و ناپایدار با استفاده از روش ملنیکف بررسی 
گردید و رابطه‌ای برای نیروی بحرانی آستانه آشوب در میکروصفحه 
تاثیر  ابعاد میکروصفحه  آنالیز تحلیلی منلیکف،  براساس  حاصل شد. 
چشمگیری در نیروی بحرانی آستانه آشوب سیستم دارد و با افزایش 
نسبت ابعادی، آستانه آشوب به‌طور چشمگیری افزایش یافته است. در 
ادامه از معیار عددی بزرگترین نمای لیاپانوف برای ارزیابی حساسیت 
استفاده شد و شناسایی  اولیه و پیش‌بینی‌پذیری سیستم  به شرایط 
موضعی آشوب به ازای نسبت‌های ابعادی مختلف، انجام شد. براساس 
نمای  بزرگ‌ترین  ابعادی،  نسبت  شدن  کمتر  با  آمده،  بدست  نتایج 
خواهد  تغییر  سیستم  آشوبناک  رفتار  و  داده  علامت  تغییر  لیاپانوف 
کرد. نمودارهای صفحه فاز، مقطع پوانکاره و پاسخ زمانی برای مقادیر 

 
 

 
Fig. 10: Time history response of the microplate without controller )a( midpoint deflection of the microplate versus time 

)b( midpoint velocity of the microplate versus time  
سرعت نقطه مرکزی  )b( خیز نقطه مرکزی میکروصفحه برحسب زمان )a(: نمودار پاسخ زمانی میکروصفحه بدون کنترلر 10 شکل

 میکروصفحه برحسب زمان
  

شکل 10: نمودار پاسخ زمانی میکروصفحه بدون کنترلر )a( خیز نقطه مرکزی میکروصفحه برحسب زمان )b( سرعت نقطه مرکزی میکروصفحه 
برحسب زمان

Fig. 10: Time history response of the microplate without controller (a) midpoint deflection of the microplate versus time 
(b) midpoint velocity of the microplate versus time

 
 

 
Fig.11: Selected membership function for the fuzzy system 

 انتخاب شده برای سیستم فازیتابع عضویت ورودی : 11 شکل
  

شکل 11: تابع عضویت ورودی انتخاب شده برای سیستم فازی
Fig. 11: Selected membership function for the fuzzy system
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رفتار  در  ابعاد  چشمگیر  تاثیر  و  شد  رسم  ابعادی  نسبت  مختلف 
که  داد  نشان  مقاله  این  نتایج  شد.  داده  نمایش  سیستم  دینامیکی 
آشوب در میکروصفحه وابسته به ابعاد است و بر همین اساس، استفاده 
از تئوری‌ غیرکلاسیک تنش کوپل اصلاح‌شده برای تحلیل آشوب در 

میکروصفحه یک ضرورت اساسی می‌باشد.
فازی،  تطبیقی  مقاوم  کنترلر  طراحی  با  آشوب،  تحلیل  از  پس   
مقاوم  کنترلر  و  شد  حذف  به‌کلی  سیستم،  از  آشوبناک  ارتعاشات 
در  آشوب  کنترل  برای  قدرتمند  روش  یک  به‌عنوان  فازی  تطبیقی 

سیستم‌های نانوالکترومکانیکی معرفی ‌گردید.
نتایج بدست آمده در این پژوهش، می‌تواند در فرآیند تولید، بهینه‌سازی 

و کنترل سیستم‌های میکروالکترومکانیکی مورد استفاده قرار گیرد.

تشکر و قدردانی
این  مالی  حمایت  جهت  قوچان  صنعتی  دانشگاه  از  بدین‌وسیله 
تاریخ  و   10556 شماره  به  پژوهشی  طرح  قرارداد  قالب  در  پژوهش 

97/11/15 تقدیر می‌گردد.
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