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ABSTRACT: A spherical parallel mechanism is used to rotate a body around a fixed point. Different 
kinematic arrangements can be obtained for the robot with three degrees of rotational freedom. The most 
commonly used structure for this robot is the 3-RRR kinematic architecture which is an overconstrained 
parallel mechanism and causes several problems of mounting the mechanism. In this paper two non-
overconstrained architectures 3-RRS and 3-RSR are compared with overconstrained one from the 
accuracy point of view based on the joint clearance. First, a method to obtain a model of moving 
platform pose (position and orientation) error based on the joint clearance is introduced which leads to 
a standard convex optimization problem. Then maximum values of six components of the pose error 
are computed in more than 1000 different configurations within their workspace. It is shown that this 
displacement is configuration dependent. The obtained results revealed that the 3-RRR spherical parallel 
mechanism has better position accuracy while in the case of orientation, the 3-RRS SPM has the lowest 
maximum error between spherical parallel mechanisms under study in the prescribed workspace. It can 
be concluded that non-overconstrained structures can be used instead of the overconstrained structure. 
Finally, a comparison was made between the performance indices and the presented method.
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1. INTRODUCTION
Spherical Parallel Mechanism (SPM) is one of the parallel

mechanisms with limited degrees of freedom which is used to 
rotate a body around a fixed point. The most common SPM is 
agile eye [1] with the 3-RRR kinematic arrangement, which 
is overconstrained structure and needs high precision in 
manufacturing and its advantages are accuracy and rigidity. 
On the other hand, non-overconstrained structures have 
been proposed for spherical motion. The advantage of non-
overconstrained structures is that the assembly is always 
possible even with the geometrical errors. In this paper, 
3-RRR SPM is compared with two non-overconstrained
structures 3-RRS and 3-RSR from the accuracy point of view.
Given that the only difference of the mentioned mechanisms
is their joints, the impact of the joint clearance on the accuracy 
has been studied. So far, much research was conducted on
the joint clearance and its impact on the accuracy of parallel
mechanisms. In this paper, the method introduced in [2-4]
which is based on the screw theory is used to find the error
prediction model and find maximum pose error.

To measure mechanism precision, kinetostatic indices 
have also been introduced. Finally, in order to determine the 
most suitable indicator, a comparison between these indices 
and the proposed method has been made.

2. METHODOLOGY
2.1. Moving platform pose error

The maximum value of each component of the pose error 

due to joint clearance in each limb can be found by solving 
the following optimization problem:
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Where i and j represent limbs and joint’s number, 
respectively.
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And the joint error can be represented by small 

displacement screw as following:

=[ ]Tx y zδ δα δβ δγ δ δ δe � (3)

Eq. (1) is a convex function and using the software 
package CVX and taking into account the constraints of the 
equation to be solved as follows:
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And the joint error can be represented by small
displacement screw as following:

(3)=[ ]Tx y z      e

Equation Eq. (1) is a convex function and using the
software package CVX and taking into account the
constraints of the equation to be solved as follows:

(4)
,Δ 0.01 rad 0.57i j  

(5)
,Δ 0.1 mmi j 

(6)
,Δ 0.1 mmi j 

(7),Δ 0.2 mmi j 

(8),Δ 0.01rad 0.57i j  

Eventually, the maximum of each of the error
components of the platform is obtained as follows:

(9) ,max min max 1, , 1, ,6k i k i m k     E E

2.2. Performance Indices

Various indices have been introduced to measure the 
accuracy of the robots that are all based on manipulator
Jacobian [5] which the most well-known are as follows:

Manipulability:

(10) 1/ det T  K K

Dexterity:

(11)1  K K

Kinematic sensitivity:

(12), ,1 1max  ,    max
c f c c f cr f p f      p

One of the important weaknesses of these indices is that in
robots which degrees of freedom are rotational and 
translational, in other words, their Jacobian is not
homogeneous, the indices do not provide a significant physical
quantity. Also, in robots with the same Jacobin, the situation 
we are facing in this paper, the indices cannot be used for 
comparison. Therefore, this paper presents a comparison 
between the proposed method and the kinematic sensitivity
indices to determine the most suitable index for
comparing robot precision.
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indices to determine the most suitable index for
comparing robot precision.
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(8)

Eventually, the maximum of each of the error components 
of the platform is obtained as follows:

( ),max min max      1, , 1, ,6k i k i m kδ δ= = … = …E E � (9)

2.2. Performance Indices
Various indices have been introduced to measure the 

accuracy of the robots that are all based on manipulator 
Jacobian [5] which the most well-known are as follows:

Manipulability:

( )1/ det Tµ ≡ K K (10)

Dexterity:

1κ −≡ K K
�

(11)

Kinematic sensitivity:

, ,1 1max   ,      max  
c f c c f cr f p fρ ρσ φ σ= =≡ ≡ p

�
(12)

One of the important weaknesses of these indices is 
that in robots which degrees of freedom are rotational 
and translational, in other words, their Jacobian is not 
homogeneous, the indices do not provide a significant 
physical quantity. Also, in robots with the same Jacobin, 
the situation we are facing in this paper, the indices cannot 
be used for comparison. Therefore, this paper presents a 
comparison between the proposed method and the kinematic 
sensitivity indices to determine the most suitable index for 
comparing robot precision.

3. RESULTS AND DISCUSSION
3.1. Under study workspace

In this paper, the Euler angles [ϕ, θ, ψ] is used in order to 
show the workspace of the manipulator which is defined by 

,
3 4
π πϕ − ∈   

, ,
3 4
π πψ − ∈   

, and 0θ = .

3.2. Comparison of introduced error model with performance 
indices

Fig. 1 shows the mentioned indices and maximum 
rotational error of 3-RRR SPM in the prescribed workspace. 
More graphs are provided in the full article. As shown in this 
figure, the kinematic sensitivity index is the most suitable 
indicator for displaying manipulator accuracy.

4. CONCLUSIONS
In this paper, an overconstrained SPM and two non-

overconstrained SPMs were compared from the accuracy 
point of view and the results showed that the latter structures 
can be used and at the same time had the suitable accuracy. 

Fig. 1. Comparison of the introduced error model with 
performance indices

Fig. 1. Comparison of the introduced error model with performance indices
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Also, a comparison was made between kinematic sensitivity 
indices and the error model and results revealed that the 
kinematic sensitivity index is the most appropriate index for 
expressing the accuracy of parallel manipulators.
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مقایسه عملکرد کینتواستاتیکی مکانیزم‌های موازی کروی مستخرج از سنتز نوعی با مدل‌سازی 
لقی در مفاصل غیر فعال
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خلاصه: از مکانیزم موازی کروی برای دوران جسم حول یک نقطه ثابت استفاده می‌شود. تاکنون آرایش‌های سینماتیکی 
مختلفی برای این ربات با سه درجه آزادی دورانی بدست آمده است. متداول‌ترین ساختار مورد استفاده برای این ربات، 
آرایش سینماتیکی 3-آر.آر.آر است که ساختاری بیشینه‌مقید بوده و موجب دشواری‌هایی در ساخت و مونتاژ این ربات 
می‌شود. در این مقاله دو ساختار نابیشینه‌مقید 3-آر.آر.اسِ و 3-آر.اسِ.آر مستخرج از سنتز نوعی، از نقطه نظر دقت بر 
اساس لقی مفاصل با ساختار بیشینه‌مقید مورد مقایسه قرار گرفته‌اند. بدین‌منظور ابتدا مدلی برای خطای سکوی متحرک 
بر مبنای لقی مفاصل معرفی شده‌است که به یک مسئله بهینه‌سازی محدب منجر می‌شود. سپس بیشینه شش مؤلفه 
خطای سکوی متحرک در بیش از 1000 جهت‌گیری مختلف از فضای کاری تعریف‌شده برای هر یک از ربات‌ها محاسبه 
شده است. نتایج نشان دادند که خطای مجری نهایی به پیکربندی ربات بستگی دارد. همچنین با مقایسه نتایج مشخص 
شد که ساختار 3-آر.آر.آر خطای جابجایی نقطه‌ای کمتری نسبت به سایرین دارد، در حالی‌که خطای جهت‌گیری 
ساختار 3-آر.آر.اسِ کمتر از دو ساختار دیگر است که نشان می‌دهد می‌توان از ساختارهای نابیشینه‌مقید به‌جای ساختار 
بیشینه‌مقید در طراحی این ربات استفاده نمود. در نهایت نیز مقایسه‌ای بین شاخص‌های عملکردی کینتواستاتیکی با 

مدل ارائه‌شده صورت گرفته است. 
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1- مقدمه
در سال‌های اخیر ربات‌های موازی با درجات آزادی محدود )درجه 
مکانیکی ساده‌تر، هزینه ساخت  دلیل ساختار  به  از 6(  آزادی کمتر 
کمتر و الگوریتم کنترلی ساده‌تر، مورد توجه بسیاری قرار گرفته‌اند. 
یکی از انواع این ربات‌ها، ربات‌های موازی کروی1 هستند که بیش از 
20 سال است که توسط دانشمندان حوزه رباتیک مورد مورد مطالعه 
قرار گرفته‌اند. علت اصلی این توجه، کاربردهای فراوانی می‌باشد که 
در آن‌ها نیاز به دوران یک جسم حول نقطه‌ای ثابت است. این ربات‌ها 
در مواردی که تنها به درجات آزادی دورانی نیاز است، مانند دستگاه 
پایدارکننده دوربین ]1 و 2[، تجهیزات  و  تنظیم جهت‌گیری سریع 
و  آنتن  هدایت  سیستم‌های  و   ]4[ ابزار  ماشین‌های   ،]3[ پزشکی 

صفحات خورشیدی کاربرد دارند. 
آرایش  با  کروی  موازی  ربات  کروی،  موازی  ربات  متداول‌ترین 

1  Spherical Parallel Manipulator

سینماتیکی RRR-3 است که یک مکانیزم موازی بیشینه‌مقید2 است. 
ثابت مشترک  نقطه  از یک  باید  مفاصل  این ساختار، محور همه  در 
که مرکز دوران نامیده می‌شود، عبور کنند. از این‌رو چنین ساختاری 
خطاهای  هنگامی‌که  و  می‌طلبد  را  بالایی  مونتاژ  و  ساخت  دقت 
هندسی رخ دهد، مونتاژ کردن آن بسیار دشوار شده و مکانیزم تحت 
از مزایایی که برای این ساختار  بارهای داخلی زیادی قرار می‌گیرد. 
توجه  با  زیاد  دقت  نتیجه  در  و  بالا  به صلبیت  می‌توان  برشمرده‌اند، 
به  منجر  امر  این  که  کرد  اشاره  آن  ساختار  بودن  مقید  بیشینه  به 
افزایش هزینه ساخت می‌شود.  نتیجه  بالا و در  به دقت ساخت  نیاز 
تاکنون تحقیقات گوناگونی روی سنتز ابعادی این ربات صورت گرفته 
است. هدف مشترک اکثر این تحقیقات، بهینه‌سازی مکانیزم به منظور 

دستیابی به بیشینه فضای کاری و مهارت3 بوده است ]5-8[.

2  Overconstrained
3  Dexterity

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode
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که  نابیشینه‌مقیدی1  ساختارهای  روی  نیز  مختلفی  تحقیقات 
در  است.  گرفته  صورت  دارند،  کروی  حرکتی  الگوی  ایجاد  قابلیت 
 23-RUU این رابطه ساختارهای متقارن نابیشینه‌مقید مختلفی نظیر
]9[، 3-.آر.سی.سی3 ]10[ و 3-آر.آر.اس4ِ ]11 و 12[ معرفی شده‌اند. 
کنگ و گسلاین ]13[ نیز با روشی بر مبنای تئوری پیچه5 به سنتز 
نوعی ربات‌های موازی کروی پرداخته و کلیه ساختارهای بیشینه و 
دارند،  را  کروی  حرکتی  الگوی  ایجاد  قابلیت  که  را  مقید  نابیشینه 
شروط  تعداد  کاهش  تحقیقات،  این  هدف  واقع  در  آورده‌اند.  بدست 

هندسی مورد نیاز در ساختارهای بیشینه‌مقید است. 
اساسی  دغدغه‌های  از  یکی  همواره  مونتاژ  و  ساخت  خطاهای 
ساختارهای  مزیت  است.  بوده  طراحان  همچنین  و  پژوهشگران 
نابیشینه‌مقید این است که در این ساختارها، حتی با وجود خطاهای 
از سوی دیگر  اما  امکان‌پذیر است ]14 و 15[.  ربات  ساخت، مونتاژ 
این مزیت می‌تواند روی دقت ربات تأثیرگذار باشد. از این‌رو در این 
با  بیشینه‌مقید  و  متداول  ساختار  با  کروی  موازی  ربات  دقت  مقاله 
ساختار RRR-3 با دو ساختار نابیشینه‌مقید 3-آر.آر.اسِ و 3-آر.اسِ.
آر6 مورد مقایسه قرار خواهد گرفت. علت انتخاب این دو ساختار این 
است که در این ساختارها تنها با جایگزینی یک مفصل کروی که یکی 
از مفاصل پرکاربرد در رباتیک می‌باشند، به جای یک مفصل لولایی 
می‌توان  ربات،  اجزای  سایر  ساختار  و  ابعاد  حفظ  با  و  شاخه  هر  در 
قیدهای اضافی را حذف کرده و ساختار بیشینه‌مقید را به یک ساختار 

نابیشینه‌مقید تبدیل نمود. 
در  خطا  ایجاد  باعث  می‌توانند  که  دارند  وجود  زیادی  عوامل 
از  برخی  تأثیر  شوند.  ربات  دقت  کاهش  و  جهت‌گیری  و  موقعیت 
محرک‌ها7  خطای  و  مونتاژ  خطای  ساخت،  خطای  نظیر  عوامل  این 
را می‌توان با کالیبراسیون و کنترل مبتنی بر مدل خنثی کرد. اما از 
سوی دیگر از بین بردن تأثیر خطای ناشی از لقی مفاصل8 با توجه به 
ماهیت تصادفی آن بسیار دشوار است ]21-16[. لقی در مفاصل، که 
باعث ایجاد درجات آزادی بیشتری در حرکت نسبی دو عضو متصل 

1  Non-Overconstrained
2  3-RUU
3  3-RCC
4  3-RRS
5  Screw Theory
6  3-RSR
7  Actuator Error
8  Joint Clearance

و  ایجاد خطا  عمده  از دلایل  یکی  به هم می‌شود،  نسبت  مفصل  به 
عملکرد ضعیف در مکانیزم‌هاست که مستقیماً روی خطای موقعیت و 
جهت‌گیری مجری نهایی تأثیر می‌گذارد. به همین دلیل و همچنین 
به سبب اینکه تنها تفاوت سه ربات مورد مطالعه، مفاصل استفاده‌شده 
در ساختار آن‌هاست و شکل و ابعاد لینک‌ها و در نتیجه خطای ساخت 
آن‌ها یکسان است، در این مقاله به بررسی و مقایسه دقت سه ربات بر 

اساس لقی مفاصل پرداخته خواهد شد.
 مطالعات زیادی روی تأثیر لقی مفاصل بر دقت موقعیت ربات‌های 
موازی صورت گرفته است. برخی از آن‌ها خطای موقعیت ناشی از لقی 
 .]22[ کرده‌اند  محاسبه  تصادفی9  روش‌های  از  استفاده  با  را  مفاصل 
و   ]23[ اینوچنتی  بهره جسته‌اند.  تحلیلی  روش‌های  از  نیز  بسیاری 
لقی  تأثیر  مجازی،  کار  روش  از  استفاده  با   ]16[ همکاران  و  ونانزی 
مفاصل بر روی دقت مجری نهایی را تحت یک بار خارجی محاسبه 
لقی  لینک  مفهموم  از  استفاده  با   ]24[ همکاران  و  سای  کرده‌اند. 
 ]25[ همکاران  و  وگلود  کرده‌اند.  محاسبه  را  ربات  معادل10، خطای 
مرزهای خطای ربات را با استفاده از تکنیکی به نام ایجاد فضای کاری11 
ماتریسی،  نوشتار  از  استفاده  با   ]26[ چن  و  لین  کرده‌اند.  مشخص 
صفحه‌ای  ربات‌های  در  را  مفاصل  لقی  و  ربات  خطای  بین  رابطه 
پیشبین  خطای  مدل  یک   ]17[ همکاران  و  منگ  آورده‌اند.  بدست 
بر پایه تئوری پیچه به منظور یافتن بیشینه خطای مجری نهایی در 
با  فضای کاری ربات را معرفی کرده‌اند. بیناود و همکاران ]18[ نیز 
روشی مشابه مرجع ]17[ و بر اساس شاخص حساسیت سینماتیکی 
ارائه‌شده در مرجع ]27[، دو شاخص حساسیت سینماتیکی بر اساس 

لقی مفاصل معرفی کرده‌اند. 
علاوه بر روش‌های فوق، برای مقایسه دقت ربات‌ها، از شاخص‌های 
شاخص‌های  تاکنون  می‌شود.  استفاده  نیز  استاتیکی12  سینماتیکی- 
و  دقت  مقایسه  و  سنجش  برای  مختلفی  استاتیکی  سینماتیکی- 
کارایی ربات‌ها معرفی شده‌اند ]31-28[. مطالعات نشان داده‌اند که 
این شاخص‌ها بخصوص در مواردی که ماتریس ژاکوبین ربات همگن 
و   32  ،29  ،27[ نمی‌دهند  ارائه  واقع‌بینانه‌ای  فیزیکی  تعبیر  نیست، 
33[. همچنین با توجه به اینکه شاخص‌های مذکور مبتنی بر ژاکوبین 

9  Stochastic Methods
10  Equivalent Clearance Link
11  Workspace Generation
12  Kinetostatic Indices
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ساختار  ولی  یکسان  ژاکوبین  ربات‌ها،  که  مواردی  در  هستند،  ربات 
و  دقت  مقایسه  برای  آن‌ها  از  نمی‌توان  دارند،  متفاوتی  سینماتیکی 
کارایی ربات‌ها استفاده نمود. از سوی دیگر این شاخص‌ها تأثیر لقی 
در مفاصل غیرفعال را در نظر نمی‌گیرند، در حالی‌که لقی این مفاصل 
می‌تواند تأثیر بسزایی در خطای مجری نهایی داشته باشد. از این‌رو با 
توجه به اینکه سه ساختار مذکور، ماتریس ژاکوبین یکسانی دارند و 
تنها در نوع مفاصل غیرفعال1 و مکان قرارگیری آن‌ها با یکدیگر تفاوت 

دارند، نمی‌توان از شاخص‌های مذکور برای مقایسه استفاده نمود. 
ربات مذکور، مدلی  مقایسه دقت سه  به منظور  پژوهش  این  در 
با استفاده از تئوری پیچه برای بدست آوردن بیشینه خطای مجری 
نهایی بر اساس لقی مفاصل ارائه شده است. در این مدل، جابجایی‌های 
از لقی مفاصل به صورت پیچه‌های جابجایی کوچک2 در نظر  ناشی 
از سه  یک  هر  و جهت‌گیری  موقعیت  بیشینه خطای  و  گرفته شده 
ساختار مورد مطالعه در فضای کاری مورد نظر محاسبه و با یکدیگر 
مقایسه شده است. همچنین با توجه به اینکه همواره انتخاب یا معرفی 
مناسب‌ترین شاخص برای بیان دقت مکانیزم یکی از چالش‌های مهم 
شاخص‌های  بین  مقایسه‌ای  می‌شود،  محسوب  محققان  روی  پیش 
سینماتیکی- استاتیکی متداول و دقت بدست‌آمده با مدل معرفی‌شده 
شاخص  کدام  گردد،  مشخص  تا  است  گرفته  صورت  مقاله  این  در 

بیشترین مطابقت را با دقت ربات دارد. 

1  Passive Joints
2  Small Displacement Screw

ابتدا ساختار سینماتیکی  این مقاله بدین گونه است که  ساختار 
یافتن  برای  مدلی  آن  از  پس  شده‌اند.  معرفی  مذکور  ربات‌های 
بر مبنای لقی مفاصل معرفی و بیشینه هر  خطای سکوی متحرک3 
از 1000  از مؤلفه‌های خطای سکوی متحرک ربات‌ها در بیش  یک 
است.  شده  محاسبه  ربات‌ها  کاری  فضای  در  مختلف  جهت‌گیری 
با  ربات  سه  نقطه‌ای  جابجایی  و  جهت‌گیری  خطای  بیشینه  سپس 
یکدیگر مقایسه شده است. سپس متداول‌ترین شاخص‌های عملکردی 
معرفی و در فضای کاری مورد بررسی محاسبه شده‌اند. در گام بعد نیز 
مقایسه‌ای بین این شاخص‌ها با دقت محاسبه شده با مدل پیشنهادی 
در این مقاله صورت گرفته‌است. در بخش آخر نیز نتیجه‌گیری از این 

پژوهش ارائه شده است.  

2- ساختار سینماتیکی ربات‌های مورد بررسی
برای نمایش مفاصل  به ترتیب   R S و   ،R این مقاله  در سرتاسر 
ربات  ساختار  رفته‌اند.  کار  به  فعال  لولایی  مفاصل  و  کروی  لولایی، 
موازی کروی RRR-3 )3- آر.آر.آر( در شکل 1 )آ( نشان داده شده 
به  را  ربات  متحرک  سکوی  یکسان،  سینماتیکی  زنجیره  سه  است. 
سکوی ثابت متصل کرده‌اند. هر یک از این زنجیره‌های سینماتیکی از 
دو رابط4 و سه مفصل لولایی تشکیل شده است. مفاصل لولایی متصل 
نه  فعال و سایر مفاصل غیرفعال هستند. محور هر  ثابت،  به سکوی 

3  Moving Platform
4  Link

 

   
 )پ( )ب( )آ(

3- موازی کروی ساختار ربات. )ب( RRR-3موازی کروی  ساختار رباتهای مورد بررسی. )آ( : ساختار سینماتیکی ربات 1 شکل 
RSR )موازی کروی ساختار ربات. )پ SRR-3. 

Fig. 1: Kinematic architecture of under study manipulators. (a) 3-RRR SPM. (b) 3-RRS SPM. (c) 3-
RRR SPM 
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شکل 1: ساختار سینماتیکی ربات‌های مورد بررسی. )آ( ساختار ربات موازی کروی RRR-3. )ب( ساختار ربات موازی کروی RRS-3. )پ( ساختار ربات 
.3-RSR موازی کروی

Fig. 1: Kinematic architecture of under study manipulators. (a) 3-RRR SPM. (b) 3-RRS SPM. (c) 3-RRR SPM
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مفصل لولایی باید از یک نقطه مشترک که مرکز دوران است، عبور 
 3-RSR 3 )3- آر.آر.اسِ( و-RRS کند. ساختار سینماتیکی ربات‌های
نیز در شکل‌های 1 )ب( و 1 )پ( نمایش داده شده  )3- آر.اسِ.آر( 
است. در ربات 3- آر.آر.اسِ مفاصل لولایی متصل به سکوی متحرک 
آر.اسِ.آر، این   -3 ساختار  در  و  شده‌اند  جایگزین  کروی  مفاصل  با 
جایگزینی برای مفاصل میانی انجام گرفته است. همانطورکه پیش‌تر 
ساختار  معایب  و  هستند  مقید  نابیشینه  ساختار  دو  این  شد،  ذکر 

بیشینه مقید را ندارند. 
مفاصل  محور  بین  زاویه  با  رابط  هر  کروی  موازی  ربات‌های  در 
لولایی دو سر آن مشخص می‌شود. این زاویه ثابت است و ابعاد رابط 
را نشان می‌دهد. همانطورکه در شکل 1 نشان داده شده است، زاویه 
را مشخص   1 رابط  اندازه  و  است  ابتدایی  دو مفصل  بین  زاویه   ،
می‌کند و زاویه  نیز زاویه بین محورهای دو مفصل انتهایی است. 
در  زوایا  این  اندازه  هستند،  یکسان  شاخه‌ها  تمامی  این‌که  دلیل  به 
هر سه شاخه یکسان است. گسلاین و همکاران ]34[ به بهینه‌سازی 
سینماتیکی ربات موازی کروی چشم چابک1 با ساختار RRR-3 بر 
اساس فضای کاری و همچنین شاخص مهارت پرداخته‌اند. بر همین 
همانند  مقاله  این  در  استفاده  مورد  سینماتیکی  مشخصات  اساس 
 a2 و   1a زوایای  و  ربات چشم چابک است  مشخصات سینماتیکی 

برابر با ˚90 هستند. 
علاوه بر این، محور مفاصل فعال و همچنین محور مفاصل متصل 
این‌رو  از  می‌باشند.  عمود  یکدیگر  بر  دو  به  دو  متحرک،  سکوی  به 
انتخاب  به گونه‌ای  OXYZرا می‌توان  ثابت  دستگاه مختصات مرجع 
کرد که محورهای آن در راستای محورهای مفاصل فعال قرار گیرد. 
همچنین دستگاه مختصات متصل به سکوی متحرک نیز به گونه‌ای 
مفاصل  راستای محورهای  در  نیز  آن  انتخاب می‌شود که محورهای 
متصل به سکوی متحرک قرار گیرند. این انتخاب باعث ساده‌تر شدن 

روابط سینماتیکی ربات می‌شود. 

3- مدل‌سازی خطا
در این بخش، به قواعد و مقررات نوشتاری و ساختاری به تفکیک 
و به صورت مشروح پرداخته خواهد شد. همچنین فرض شده است که 
خواننده با گروه اقلیدسی خاص SE(3) و SO(3) در جبر لی آشناست 

1  Agile Eye

و مقدمه‌ای کوتاه در مورد آن بیان خواهد شد.
SE(3) یک گروه از تبدیلات صلب در فضای سه‌بعدی است که به 

صورت زیر بیان می‌شود:

3

3

       
SE(3)= | SO(3)

  
,

1 T

   ∈ ∈  
   0

R p
p R             )1(   �      

است.  3 که در آن SO(3) یک گروه خاص دورانی و متعامد از 
با اتصال یک چارچوب کارتزین به یک جسم صلب، می‌توان موقعیت 
)SE  نشان داد. از  )∈T 3 آن‌را نسبت به پیکربندی اولیه با استفاده از 
این‌رو حرکت جسم صلب را می‌توان با استفاده از ویژگی‌های هندسی 

گروه SE(3) مطالعه نمود. 
همچنین جبر لی متناظر با گروه لی G با g نمایش داده می‌شود. 
SO(3) شامل تمامی  با گروه لی  so(3) متناظر  برای مثال جبر لی 

ماتریس‌های پادمتقارن 3×3 به صورت زیر است:

{ }3 3s ,o(3)= TS S S×∈ = −                                 )2(�        

را می‌توان با نگاشت زیر نمایش داد: 3 به عبارت دیگر so(3) در 

3 2

3
3

1

2 1

0
ˆ: so(3) : 0

0

 
   

 

 
      
  

 
�
)3(

so(3) متناظر با یک دوران بسیار کوچک جسم صلب حول یک 
نقطه ثابت است. جبر لی se(3) متناظر با گروه SE(3) نیز شامل یک 

ماتریس 4×4 به فرم زیر است:

3ˆ
se(3) | ,

0 0
ω ν

ω ν
 
 
 

 
= ∈ 

 


 �
)4( 

 در نهایت با استفاده از روابط فوق می‌توان یک پیچه جابجایی کوچک
e که دارای شش مؤلفه می‌باشد را به صورت زیر نمایش داد:

6 ˆˆ: se(3) : se(3)
0 0

ξ ξ
   


∧ → = → = ∈   

 



 


 


r r p
p

                 )5(

نگاشت نمایی نیز به صورت زیر تعریف می‌شود:
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ˆˆexp:se(3) SE(3): e ξξ→ →       �  )6(

، متناظر با حرکت پیچه در راستای محور پیچه  ˆe ξ از نظر فیزیکی
است )رجوع شود به مرجع ]17[(. 

1-3- خطای موقعیت یک لینک
 در این بخش با استفاده از روش ارائه‌شده در مرجع ]17[ مدلی 
از خطای موقعیت یک لینک به دلیل لقی در مفصل را بدست خواهیم 
آورد. همانطورکه در شکل 2 نشان داده شده است، دستگاه مختصات 
کنید  فرض  بگیرید.  نظر  در  لینک  انتهای  به  متصل  را   {A} محلی 
{B} {A} را نسبت به چارچوب مرجع  ، موقعیت  T انتقال  ماتریس 

نشان می‌دهد. این ماتریس به صورت زیر تعریف می‌شود:

 
3

       
=  SE(3)

  1 T

 
∈ 

 

p
0
R

T     �  )7(

بردار  نیز  و  دوران  ماتریس  ماتریس،  این  در 
موقعیت مرکز چارچوب {A} نسبت به {B} است.

   در صورت وجود خطا در موقعیت، چارچوب {A} به چارچوب 
T′ نشان داده  {'A}انتقال می‌یابد. ماتریس انتقال از {'A} به {B} با 

می‌شود. همچنین چارچوب {'B} را چارچوب حاصل از انتقال {'A} با 
در نظر بگیرید. واضح است که در صورت عدم وجود خطا،  T ماتریس
{A} بر {'A} و {B} بر {'B} منطبق است. از این‌رو خطای موقعیت را 

می‌توان با ;'T-1T یعنی انتقال از {'A} به {A} یا با T'T-1 یعنی انتقال 
از {'B} به {B} توصیف کرد. به‌طور معمول، خطای موقعیت 'T-1T یا 
T'T-1 در یک همسایگی کوچک حول   4*14 قرار می‌گیرد. از این‌رو دو 

بیان بالا برای خطای کوچک چارچوب {A} با معادله‌های زیر تعریف 
می‌شوند )برای اثبات این معادله رجوع شود به مرجع ]17[(: 

3 5 61 2 41
1 6

a a aa a a y zx a ae e e e e e zδγ δ δδa δβ δ δa δ− − = +′ − ≈ +I I II I IT 1 IT 1 I 

     )8( 

3 5 62 4I1
1 6

b b bb b b y zx b be e e e e e zδγ δ δδa δβ δ δa δ−′ − = − ≈ + +I I I II IT T 1 1 I I

       )9( 

kI به صورت زیر تعریف می‌شود:  که در آن 

 6 6 1 2 3 4 5 6 1 I I I I I I           
                             

  )10(

 ) , ,b bxδa δ… )و  , ,  a axδa δ… مؤلفه  شش  و 
صلب  جسم  انتقالی  خطای  سه  و  دورانی  خطای  سه  نمایش‌دهنده 
b نیز به ترتیب  a و حول محورهای y ،x و z هستند. اندیس‌های 
نشان‌دهنده خطا نسبت به چارچوب‌های {A} و {B} هستند. بنابراین 
خطای جسم صلب نسبت به چارچوب‌های {A} و {B} را می‌توان با 

بردارهای 6 مؤلفه‌ای به صورت زیر نمایش داد: 
=[           ]a a a a a a a Tx y zδ δa δβ δγ δ δ δe 	�  )11(

=[           ]b b b b b b b Tx y zδ δa δβ δγ δ δ δe           )12(

}ه  } را ماتریس انتقال از  T همانطورکه پیش‌تر ذکر شد، اگر
} در نظر بگیریم، با استفاده از نگاشت الحاقی1، خطا در چارچوب  }
}ه صورت زیر بدست  } }ا می‌توان در چارچوب مرجع  } محلی 

آورد: 
( )adj  b aδ δ= Te e  �    )13(

 که در آن نگاشت الحاقی به صورت زیر تعریف می‌شود:

( ) 3 3         
adj

  
× 

=  
 

0
R

T
R

P R
    �  )14(

p است. P ماتریس متناظر ضرب خارجی2 بردار  در این رابطه 
 

2-3- مدل خطای لقی مفصل
با در نظر گرفتن لقی در مفاصل، در حقیقت دو لینک متصل به 

1  Adjoint Map
2  Cross-Product Matrix

 
 : خطای موقعیت یک لینک 2 شکل 

Fig.2: Pose error of one link. 
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شکل  2: خطای موقعیت یک لینک

Fig. 2: Pose error of one link.
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مفصل نسبت به یکدیگر دارای 6 درجه آزادی هستند. با فرض اینکه 
این جابجایی‌ها بسیار کوچک هستند، می‌توان آن‌ها را با یک پیچه 
جابجایی کوچک نمایش داد. بنابراین جابجایی نسبی بین دو لینک 
به  متصل  محلی  مختصات  دستگاه  به  نسبت  مفصل  یک  به  متصل 

مفصل، به صورت زیر است: 

[ ] [ ]= r    p T Tx y zδ δ δ δa δβ δγ δ δ δ=e    �   )15(

کوچک  بسیار  خطای  سه  نشان‌دهنده  3  δ ∈r  آن  در  که 
کوچک  بسیار  خطای  سه  نمایش‌دهنده  نیز  3  δ ∈p  و  دورانی 

انتقالی است. 
ایده‌آل  و حرکت‌های  محلی  جابجایی‌های  مفاصل،  نوع  به  بسته 
مختلفی در آن‌ها وجود دارد. با توجه به نوع مفاصل استفاده شده در 
ربات‌های مورد بررسی در این مقاله، به دو نوع مفصل لولایی و کروی 

پرداخته خواهد شد. 

1-2-3- مفصل لولایی
5 درجه آزادی را مقید  در حالت ایده‌آل، یک مفصل لولایی، 
لینک  دو  بین  را  دورانی  آزادی  درجه  یک  اجازه  تنها  و  می‌کند 
درست  فرض  این  مفصل،  در  لقی  وجود  صورت  در  اما  می‌دهد. 
نیست و در این درجات آزادی مقید شده جابجایی وجود خواهد 

را  دارد  وجود  لقی  آن  در  که  لولایی  مفصل  یک   3 داشت. شکل 
است،  شده  داده  نشان  شکل  این  در  همانطورکه  می‌دهد.  نشان 
به  مفصل  این  روی  بر  محلی  مختصات  دستگاه  یک  دادن  قرار  با 
در  آن  مرکز  و  مفصل  محور  راستای  در  آن   z محور  که  گونه‌ای 
 ،]16[ مرجع  اساس  بر  صورت  این  در  گیرد،  قرار  مفصل  مرکز 
دستگاه  به  نسبت  مفصل  به  متصل  رابط‌های  بین  نسبی  جابجایی 
صورت  به  و  مؤلفه‌ای   6 بردار  یک  با  می‌توان  را  محلی  مختصات 

زیر نشان داد: 

[ ]= 0 Tx y zδ δa δβ δ δ δe    �  )16(

حول  خطا  دورانی  مؤلفه‌های  به‌ترتیب،   ،δβ δaو  آن  در  که 
zδ نیز به ترتیب  و yδ ، xδ محورهای x و y هستند و پارامترهای 
δe در راستای محورهای  مؤلفه‌های انتقالی پیچه جابجایی کوچک 
δγکه  دوران  سوم  مؤلفه  که  داشت  توجه  باید  هستند.   z و   y  ،x
حول محور مفصل می‌باشد، در مفاصل غیرفعال، نباید در نظر گرفته 
شود، زیرا حرکت در این راستا، حرکت ایده‌آل مفصل می‌باشد ولی در 
مفاصل فعال به دلیل وجود خطای عملگرها و در نظر گرفتن آن‌ها، در 

این مقاله، این مؤلفه در نظر گرفته خواهد شد. 
در پژوهش‌های ]16[ و ]17[، از ابعاد هندسی و طراحی‌های خاص 
با  اما  اندازه لقی برای فرمول‌بندی محدوده خطا استفاده کرده‌اند،  و 
توجه به اینکه طراحی‌های مختلف، قیدهای متفاوتی ایجاد می‌کند، 
در این مقاله قیدهای کلی که برای کلیه مفاصل متقارن محوری قابل 
استفاده‌اند، برای بدست آوردن مرزهای خطا تعریف شده است که به 

صورت زیر هستند:

2 2 2     �   )17(

2 2 2x yδ δ ρ+ ≤ ∆       �  )18(

2 2zδ σ≤ ∆               �      )19(    

و  نشان داده شده است، معادلات )17(  همانطورکه در شکل 3 
)18( قیدهای شعاعی هستند و معادله )19( قید محوری است.

 
 : مفصل لولایی تحت تأثیر لقی. 3 شکل 

Fig. 3: Clearance-affected revolute joint. 
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شکل 3: مفصل لولایی تحت تأثیر لقی.

Fig. 3: Clearance-affected revolute joint.
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 2-2-3- مفصل کروی
از نظر تئوری، یک مفصل کروی، هر جابجایی انتقالی نسبی بین 
دو رابط را به طور کامل مقید می‌کند، در حالی‌که اجازه سه درجه 
آزادی دورانی را می‌دهد. از این‌رو این سه درجه آزادی دورانی، حرکت 
ایده‌آل مفصل بوده و خطای ناشی از لقی در این مفصل را می‌توان به 

صورت زیر نمایش داد: 

[ ]= 0 0 0 Tx y zδ δ δ δe      �  )20(

شکل 4 یک مفصل کروی را نشان می‌دهد. تنها قیدی که حدود 
خطا را مشخص می‌کند به صورت زیر است: 

2 2 2 2x y zδ δ δ ε+ + ≤ ∆     �  )21(

ندازه لقی است. ε∆ در این رابطه 

3-3- مدل خطای سکوی متحرک
پیشین،  بخش‌های  در  شده  استخراج  روابط  از  استفاده  با  حال 
ارائه خواهد  مفاصل  لقی  اساس  بر  نهایی  مجری  برای خطای  مدلی 

شد. بدین منظور، ابتدا هر یک از شاخه‌های ربات را به صورت مجزا 
در نظر گرفته و خطای مجری نهایی در هر شاخه محاسبه می‌شود. 

jام   مفصل  }ه  },i j محلی  مختصات  دستگاه  منظور  بدین 
مرجع  مختصات  دستگاه  و   ( ),...,i m=1 iام  بازوی  از  ( ),...,j n=1

}سکوی ثابت ربات متصل شده است. موقعیت هر مفصل نسبت  }
شان داده می‌شود. ماتریس انتقال  ,Ti j }یز با ماتریس انتقال  } به 
هر مفصل با استفاده از سینماتیک معکوس ربات قابل محاسبه است. 
به منظور سهولت در مراجعه، نمادهای استفاده ‌شده در این بخش در 

جدول 1 نمایش داده شده‌اند. 
خطای موقعیت ناشی از لقی مفصل jام از بازوی iام در چارچوب 
شان می‌دهیم. با در  ,ei jδ }ا با پیچه جابجایی کوچک  },i j محلی
} همچنین  } }به  },i j به عنوان ماتریس انتقال از  ,i jT نظر گفتن 
چارچوب  به   نسبت  این خطا  پیشین،  بخش‌های  روابط  به  توجه  با 

مرجع به صورت زیر محاسبه می‌شود: 

( ), , ,adjb
i j i j i jδ δ= Te e   �   )22(

iام  باز  از لقی مفاصل زنجیره سینماتیکی  ناشی  خطای موقعیت 
)بازوی iام( برابر است با مجموع خطاهای همه مفاصل موجود در این 

زنجیره و به صورت زیر محاسبه می‌شود:

( ), ,
1

,
1

adj
n n

b
i i j i j

j j
i jδ δ δ

= =

= =∑ ∑ TE e e   �   )23(

3-3- بیشینه خطای مجری نهایی
مؤلفه‌های  از  بیشینه هر یک  مقدار  یافتن  این بخش، هدف،  در 
خطای موقعیت سکوی متحرک ربات موازی بر اساس لقی مفاصل آن 

 
 : مفصل کروی تحت تأثیر لقی. 4 شکل 

Fig. 4: Clearance-affected spherical joint 
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شکل 4: مفصل کروی تحت تأثیر لقی.

Fig. 4: Clearance-affected spherical joint

 شده.فهرست نمادهای به کاربرده 1 جدول

Table 1: List of notations. 
 نماد تعریف

 چارچوب مرجع  

 امiام از بازوی jچارچوب محلی متصل به مفصل  ,i jR 

خطای جابجایی در هر مفصل نسبت به چارچوب  ,i jR ,i je 

خطای جابجایی در هر مفصل نسبت به چارچوب   ,
b
i je 

ماتریس انتقال از چارچوب  ,i jR  به  ,i jT 

 iE امi یبازوتابع خطای موقعیت 
 max E بیشینه خطای موقعیت ربات

 

  

جدول1: فهرست نمادهای به کاربرده‌شده.
Table 1: List of notations.
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است. برای نیل به این هدف، ابتدا باید هر یک از شاخه‌ها به صورت 
جداگانه در نظر گرفته شده و بیشینه خطای مجری نهایی در هر یک 
از آن‌ها محاسبه شود. بر همین اساس، مسئله موجود به یک مسئله 

بهینه‌سازی تبدیل می‌شود که به صورت زیر است: 

( ),  , ,
1

max maximize adj
n

i k k i j i j
j

δ δ
=

= ∑E eTI

تحت قیود

برای مفاصل لولایی
2 2 2
, , ,

2 2 2
, , ,

2 2
, ,

i j i j i j

i j i j i j

i j i j

x y
z

δa δβ δθ
δ δ δρ

δ δσ

 + ≤
⇒ + ≤
 ≤  �

)24(
�          
2 برای مفاصل کروی 2 2 2

, , , ,  i j i j i j i jx y zδ δ δ δε⇒ + + ≤

یز  ,Ei kδ و  است  شده  تعریف   )10( رابطه  در     kI آن در  که 
) خطای موقعیت بازوی iام است. همچنین  ), ,...,k =1 2 6 مؤلفه kام 
برای  دیگر  قید  باید یک  عملگرها،  نظر گرفتن خطای  در  منظور  به 
نظرگرفته  در  زیر  به صورت  فعال  لولایی  مفاصل  دوران  سوم  مؤلفه 

شود:
2 2
, ,i j i jδγ δω≤        �  )25(

تابع هدف معادله )24( یک تابع خطی است که خطای جابجایی 
از  نگاشت می‌دهد،  متحرک  موقیت سکوی  به خطای  را  مفاصل  در 
سوی دیگر قیدهایی که برای مؤلفه‌های خطای مفاصل و با توجه به 
دایره  داخلی  نمایانگر سطح  همگی  آمده‌اند،  بدست  آن‌ها  لقی  مدل 
و  هستند   ))21( )رابطه  کره  داخل  حجم  و   ))18( و   )17( )روابط 

می‌توان نتیجه گرفت که این قیدها محدب می‌باشند.
مسئله بهینه‌سازی محدب، مسئله‌ای است که تابع هدف و تمامی 
قیدهای آن محدب باشند. از این‌رو با توجه به خطی بودن تابع هدف 
و محدب بودن قیدهای مسئله، می‌توان نتیجه گرفت که مسئله پیش 

رو یک مسئله محدب است و می‌توان از روش بهینه‌سازی 
محدب استاندارد1 برای بدست آوردن مقدار بیشینه مسئله مورد 
نظر استفاده نمود. از این‌رو بیشینه خطای مجری نهایی در هر شاخه 
ا می‌توان با اعمال شش بهینه‌سازی محدب بدست آورد.  max Eiδ

باید بیشینه خطای مجری نهایی در ربات موازی را  در گام بعد 
بدست آورد. از آنجاکه مقدار بیشینه هر یک از مؤلفه‌های خطا که هر 

,max Ei kδ با  است  برابر  باشند  داشته  از شاخه‌ها می‌توانند  یک 

1  Standard Convex Optimization

از این‌رو مقدار بیشینه هر یک از مؤلفه‌های خطای سکوی متحرک 
مجری نهایی برابر است با کوچکترین مقدار هر یک از این مؤلفه‌ها که 

به صورت زیر نمایش داده می‌شود: 
( ),max min max      1, , 1, ,6k i k i m kδ δ= = … = …E E    �  )26(

( ),max min max      1, , 1, ,6k i k i m kδ δ= = … = …E E

در نهایت بیشینه خطای سکوی متحرک ربات موازی به صورت 
زیر محاسبه می‌شود: 

[ ]1 2 6max max max max Tδ δ δ δ= …E E E E    �    )27(

لازم به ذکر است که مدل ارائه‌شده به ربات خاصی محدود نبوده و 
می‌توان از آن برای بدست آوردن بیشینه خطای سایر ربات‌های سری 

و موازی استفاده نمود.

4- فضای کاری ربات
همانطورکه در بخش پیش نشان داده شد، مدل بدست آمده برای 
خطای مجری نهایی، وابسته به موقعیت آن است. از این‌رو باید آن را 
در موقعیت‌های محتلف در فضای کاری قرار داده و بیشینه خطا را 
در هر موقعیت محاسبه نمود. در این مقاله برای نمایش فضای کاری 
مورد  کاری  فضای  می‌شود.  ]ستفاده  ], ,ϕ θ ψ اویلر  زوایای  از  ربات 
 ، ,π πϕ − ∈   3 4

مطالعه در شکل 5 نشان داده شده است و به صورت 
تعریف می‌شود. همچنین نمایش دکارتی فضای  ,

3 4
π πψ − ∈   

θ =0 
کاری در شکل 5 )ب( نشان داده شده است. باید توجه داشت که این 
بیشینه  برای محاسبه  است.  ربات یکسان  برای هر سه  فضای کاری 
خطا در فضای کاری معرفی‌شده، هر یک از ربات‌ها در بیش از 1000 
بیشینه  و  شده  داده  قرار  کاری  فضای  این  در  مختلف  جهت‌گیری 

خطای موقعیت آن‌ها محاسبه شده است.

5- مقایسه دقت ربات‌ها
و  نقطه‌ای  )جابجایی  موقعیت  خطای  بیشینه  بخش،  این  در 
جهت‌گیری( سکوی متحرک سه ربات موازی کروی معرفی شده در 
بخش‌های پیشین بر اساس لقی مفاصل محاسبه خواهد شد. به همین 
منظور ابتدا باید قیدهای موجود در معادله )24( که محدوده خطا را 
مشخص می‌کنند، تعیین گردند. مقدار این قیدها که در شکل‌های 3 

و 4 نیز نمایش داده شده‌اند، به صورت زیر فرض شده است:
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رو بیشینه خطای مجری نهایی در هر شاخه اینبرای بدست آوردن مقدار بیشینه مسئله مورد نظر استفاده نمود. از  1محدب استاندارد
max Eiسازی محدب بدست آورد. توان با اعمال شش بهینها می 

خطا که هر  هایمؤلفهمقدار بیشینه هر یک از در گام بعد باید بیشینه خطای مجری نهایی در ربات موازی را بدست آورد. از آنجاکه 
max Ei,توانند داشته باشند برابر است با ها مییک از شاخه k خطای سکوی متحرک  هایمؤلفهرو مقدار بیشینه هر یک از ایناز

  شود:ش داده میکه به صورت زیر نمای هامؤلفهمجری نهایی برابر است با کوچکترین مقدار هر یک از این 
 ,max min max      1, , 1, ,6k i k i m k     E E           )26( 

 
  شود:در نهایت بیشینه خطای سکوی متحرک ربات موازی به صورت زیر محاسبه می

 
 1 2 6max max max max T    E E E E       )27( 

های دن بیشینه خطای سایر رباتتوان از آن برای بدست آورشده به ربات خاصی محدود نبوده و میلازم به ذکر است که مدل ارائه
 سری و موازی استفاده نمود.

 
 فضای کاری ربات -4

رو باید آن را اینهمانطورکه در بخش پیش نشان داده شد، مدل بدست آمده برای خطای مجری نهایی، وابسته به موقعیت آن است. از 
فضای کاری  عیت محاسبه نمود. در این مقاله برای نمایشهای محتلف در فضای کاری قرار داده و بیشینه خطا را در هر موقدر موقعیت

اویلر  ربات از زوایای , ,   داده شده است و به صورتنشان  5. فضای کاری مورد مطالعه در شکل شودمیستفاده 

,     3 4 ،,
3 4
      

 0  نشان داده شده )ب(  5ن نمایش دکارتی فضای کاری در شکل . همچنیشودمیتعریف

شده، هر است. باید توجه داشت که این فضای کاری برای هر سه ربات یکسان است. برای محاسبه بیشینه خطا در فضای کاری معرفی
ها محاسبه شده شده و بیشینه خطای موقعیت آن مختلف در این فضای کاری قرار داده گیریجهت 1000ها در بیش از یک از ربات

 است.
 
 هارباتمقایسه دقت  -5

گیری( سکوی متحرک سه ربات موازی کروی معرفی شده در ای و جهتدر این بخش، بیشینه خطای موقعیت )جابجایی نقطه
که محدوده  (24)د در معادله پیشین بر اساس لقی مفاصل محاسبه خواهد شد. به همین منظور ابتدا باید قیدهای موجو هایبخش

 شده، به صورت زیر فرض اندشدهنیز نمایش داده  4و  3 هایشکلکه در  قیدها، تعیین گردند. مقدار این کنندمیخطا را مشخص 
 :است

,Δ 0.01 rad 0.57i j         )28( 
,Δ 0.1 mmi j                     )29( 
,Δ 0.1 mmi j                    )30(  

,Δ 0.2 mmi j                    )31( 
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رو بیشینه خطای مجری نهایی در هر شاخه اینبرای بدست آوردن مقدار بیشینه مسئله مورد نظر استفاده نمود. از  1محدب استاندارد
max Eiسازی محدب بدست آورد. توان با اعمال شش بهینها می 

خطا که هر  هایمؤلفهمقدار بیشینه هر یک از در گام بعد باید بیشینه خطای مجری نهایی در ربات موازی را بدست آورد. از آنجاکه 
max Ei,توانند داشته باشند برابر است با ها مییک از شاخه k خطای سکوی متحرک  هایمؤلفهرو مقدار بیشینه هر یک از ایناز

  شود:ش داده میکه به صورت زیر نمای هامؤلفهمجری نهایی برابر است با کوچکترین مقدار هر یک از این 
 ,max min max      1, , 1, ,6k i k i m k     E E           )26( 

 
  شود:در نهایت بیشینه خطای سکوی متحرک ربات موازی به صورت زیر محاسبه می

 
 1 2 6max max max max T    E E E E       )27( 

های دن بیشینه خطای سایر رباتتوان از آن برای بدست آورشده به ربات خاصی محدود نبوده و میلازم به ذکر است که مدل ارائه
 سری و موازی استفاده نمود.

 
 فضای کاری ربات -4

رو باید آن را اینهمانطورکه در بخش پیش نشان داده شد، مدل بدست آمده برای خطای مجری نهایی، وابسته به موقعیت آن است. از 
فضای کاری  عیت محاسبه نمود. در این مقاله برای نمایشهای محتلف در فضای کاری قرار داده و بیشینه خطا را در هر موقدر موقعیت

اویلر  ربات از زوایای , ,   داده شده است و به صورتنشان  5. فضای کاری مورد مطالعه در شکل شودمیستفاده 

,     3 4 ،,
3 4
      

 0  نشان داده شده )ب(  5ن نمایش دکارتی فضای کاری در شکل . همچنیشودمیتعریف

شده، هر است. باید توجه داشت که این فضای کاری برای هر سه ربات یکسان است. برای محاسبه بیشینه خطا در فضای کاری معرفی
ها محاسبه شده شده و بیشینه خطای موقعیت آن مختلف در این فضای کاری قرار داده گیریجهت 1000ها در بیش از یک از ربات

 است.
 
 هارباتمقایسه دقت  -5

گیری( سکوی متحرک سه ربات موازی کروی معرفی شده در ای و جهتدر این بخش، بیشینه خطای موقعیت )جابجایی نقطه
که محدوده  (24)د در معادله پیشین بر اساس لقی مفاصل محاسبه خواهد شد. به همین منظور ابتدا باید قیدهای موجو هایبخش

 شده، به صورت زیر فرض اندشدهنیز نمایش داده  4و  3 هایشکلکه در  قیدها، تعیین گردند. مقدار این کنندمیخطا را مشخص 
 :است

,Δ 0.01 rad 0.57i j         )28( 
,Δ 0.1 mmi j                     )29( 
,Δ 0.1 mmi j                    )30(  

,Δ 0.2 mmi j                    )31( 
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          �   )29(
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رو بیشینه خطای مجری نهایی در هر شاخه اینبرای بدست آوردن مقدار بیشینه مسئله مورد نظر استفاده نمود. از  1محدب استاندارد
max Eiسازی محدب بدست آورد. توان با اعمال شش بهینها می 

خطا که هر  هایمؤلفهمقدار بیشینه هر یک از در گام بعد باید بیشینه خطای مجری نهایی در ربات موازی را بدست آورد. از آنجاکه 
max Ei,توانند داشته باشند برابر است با ها مییک از شاخه k خطای سکوی متحرک  هایمؤلفهرو مقدار بیشینه هر یک از ایناز

  شود:ش داده میکه به صورت زیر نمای هامؤلفهمجری نهایی برابر است با کوچکترین مقدار هر یک از این 
 ,max min max      1, , 1, ,6k i k i m k     E E           )26( 

 
  شود:در نهایت بیشینه خطای سکوی متحرک ربات موازی به صورت زیر محاسبه می

 
 1 2 6max max max max T    E E E E       )27( 

های دن بیشینه خطای سایر رباتتوان از آن برای بدست آورشده به ربات خاصی محدود نبوده و میلازم به ذکر است که مدل ارائه
 سری و موازی استفاده نمود.

 
 فضای کاری ربات -4

رو باید آن را اینهمانطورکه در بخش پیش نشان داده شد، مدل بدست آمده برای خطای مجری نهایی، وابسته به موقعیت آن است. از 
فضای کاری  عیت محاسبه نمود. در این مقاله برای نمایشهای محتلف در فضای کاری قرار داده و بیشینه خطا را در هر موقدر موقعیت

اویلر  ربات از زوایای , ,   داده شده است و به صورتنشان  5. فضای کاری مورد مطالعه در شکل شودمیستفاده 

,     3 4 ،,
3 4
      

 0  نشان داده شده )ب(  5ن نمایش دکارتی فضای کاری در شکل . همچنیشودمیتعریف

شده، هر است. باید توجه داشت که این فضای کاری برای هر سه ربات یکسان است. برای محاسبه بیشینه خطا در فضای کاری معرفی
ها محاسبه شده شده و بیشینه خطای موقعیت آن مختلف در این فضای کاری قرار داده گیریجهت 1000ها در بیش از یک از ربات

 است.
 
 هارباتمقایسه دقت  -5

گیری( سکوی متحرک سه ربات موازی کروی معرفی شده در ای و جهتدر این بخش، بیشینه خطای موقعیت )جابجایی نقطه
که محدوده  (24)د در معادله پیشین بر اساس لقی مفاصل محاسبه خواهد شد. به همین منظور ابتدا باید قیدهای موجو هایبخش

 شده، به صورت زیر فرض اندشدهنیز نمایش داده  4و  3 هایشکلکه در  قیدها، تعیین گردند. مقدار این کنندمیخطا را مشخص 
 :است

,Δ 0.01 rad 0.57i j         )28( 
,Δ 0.1 mmi j                     )29( 
,Δ 0.1 mmi j                    )30(  

,Δ 0.2 mmi j                    )31( 
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         �   )30(
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رو بیشینه خطای مجری نهایی در هر شاخه اینبرای بدست آوردن مقدار بیشینه مسئله مورد نظر استفاده نمود. از  1محدب استاندارد
max Eiسازی محدب بدست آورد. توان با اعمال شش بهینها می 

خطا که هر  هایمؤلفهمقدار بیشینه هر یک از در گام بعد باید بیشینه خطای مجری نهایی در ربات موازی را بدست آورد. از آنجاکه 
max Ei,توانند داشته باشند برابر است با ها مییک از شاخه k خطای سکوی متحرک  هایمؤلفهرو مقدار بیشینه هر یک از ایناز

  شود:ش داده میکه به صورت زیر نمای هامؤلفهمجری نهایی برابر است با کوچکترین مقدار هر یک از این 
 ,max min max      1, , 1, ,6k i k i m k     E E           )26( 

 
  شود:در نهایت بیشینه خطای سکوی متحرک ربات موازی به صورت زیر محاسبه می

 
 1 2 6max max max max T    E E E E       )27( 

های دن بیشینه خطای سایر رباتتوان از آن برای بدست آورشده به ربات خاصی محدود نبوده و میلازم به ذکر است که مدل ارائه
 سری و موازی استفاده نمود.

 
 فضای کاری ربات -4

رو باید آن را اینهمانطورکه در بخش پیش نشان داده شد، مدل بدست آمده برای خطای مجری نهایی، وابسته به موقعیت آن است. از 
فضای کاری  عیت محاسبه نمود. در این مقاله برای نمایشهای محتلف در فضای کاری قرار داده و بیشینه خطا را در هر موقدر موقعیت

اویلر  ربات از زوایای , ,   داده شده است و به صورتنشان  5. فضای کاری مورد مطالعه در شکل شودمیستفاده 

,     3 4 ،,
3 4
      

 0  نشان داده شده )ب(  5ن نمایش دکارتی فضای کاری در شکل . همچنیشودمیتعریف

شده، هر است. باید توجه داشت که این فضای کاری برای هر سه ربات یکسان است. برای محاسبه بیشینه خطا در فضای کاری معرفی
ها محاسبه شده شده و بیشینه خطای موقعیت آن مختلف در این فضای کاری قرار داده گیریجهت 1000ها در بیش از یک از ربات

 است.
 
 هارباتمقایسه دقت  -5

گیری( سکوی متحرک سه ربات موازی کروی معرفی شده در ای و جهتدر این بخش، بیشینه خطای موقعیت )جابجایی نقطه
که محدوده  (24)د در معادله پیشین بر اساس لقی مفاصل محاسبه خواهد شد. به همین منظور ابتدا باید قیدهای موجو هایبخش

 شده، به صورت زیر فرض اندشدهنیز نمایش داده  4و  3 هایشکلکه در  قیدها، تعیین گردند. مقدار این کنندمیخطا را مشخص 
 :است

,Δ 0.01 rad 0.57i j         )28( 
,Δ 0.1 mmi j                     )29( 
,Δ 0.1 mmi j                    )30(  

,Δ 0.2 mmi j                    )31( 
 
 
 

                                                           
1 Standard Convex Optimization 

         �        )31(

همانطورکه پیش‌تر ذکر شد، در مدل استفاده شده در این مقاله 
می‌توان علاوه بر لقی مفاصل، خطای عملگرها را نیز لحاظ نمود. بدین 
منظور این خطا به عنوان مؤلفه سوم خطای دورانی در مفاصل فعال 
در نظر گرفته شده و مقدار بیشینه آن نیز به صورت زیر فرض می‌شود: 

9 
 

را نیز لحاظ نمود. بدین  عملگرهاعلاوه بر لقی مفاصل، خطای  توانمیذکر شد، در مدل استفاده شده در این مقاله  ترپیشهمانطورکه 
ل فعال در نظر گرفته شده و مقدار بیشینه آن نیز به صورت زیر فرض منظور این خطا به عنوان مؤلفه سوم خطای دورانی در مفاص

  شود:می
,Δ 0.01 rad 0.57i j         )32( 

 شدهمشخصباید در هر یک از نقاط  (24) خطای سکوی متحرک، معادله هایمؤلفهپس از مشخص شدن قیدها، برای یافتن هر یک از 
باید برای هر یک از نقاط،  max Eداده شده است، حل شود. در نتیجه برای رسیدن به  نمایش 5 در فضای کاری ربات که در شکل

 حل گردد. سازیبهینهشش مسئله 
سازی محدب را داراست. به همین دلیل از های پیشین اشاره شد، مسئله پیش رو همه شرایط یک مسئله بهینههمانطور که در بخش

یافتن پاسخ مسئله ( برای [36و  35] برای تشخیص و حل مسائل محدب افزارینرم)بسته  1سی.وی.ایکس بهینه سازی افزارینرمبسته 
  استفاده شده است.

مقادیر بیشینه و میانگین شش مؤلفه خطای موقعیت سکوی متحرک در کل فضای کاری سه ربات مورد بررسی را  3و  2 هایجدول
 .دهندمینشان 

و خطای  گیریجهتخطای برای نمایش  ترتیببههای انتقالی دورانی و مؤلفه هایمؤلفه 2از نورم  هارباتبه منظور مقایسه همچنین 
 سکوی متحرک استفاده شده است. اینقطهجابجایی 

. همانطورکه در دهندمیدر فضای کاری مورد نظر برای سه ربات را نشان  گیریو خطای جهت اینقطهبیشینه خطای جابجایی  6 شکل
و در مرزهای فضای کاری به بیشترین مقادیر  یابدمی این نمودارها نشان داده شده است، با افزایش زوایا از صفر، میزان خطا نیز افزایش

 . رسدمیخود 
و  آر.آر.آر-3متعلق به ربات  اینقطهبیشینه خطای جابجایی مشاهده نمود که کمترین مقدار  توانمی)آ(  6و شکل  2با توجه به جدول 

 ابر است.که این خطا در دو ساختار دیگر تقریبا بر، در حالیمترمیلی57/0 برابر است با
. درجه 65/1 کوی متحرک را دارد و برابر است باکمترین مقدار بیشینه خطای س آر.آر.اِس-3نیز ربات  گیریجهتدر مورد خطای 

اند. در این مورد نیز نشان داده شده 3نیز در جدول  گیریجهتو  اینقطهعلاوه بر این مقادیر میانگین بیشینه خطای جابجایی 
 تعلق دارد.آر.آر.اِس -3و  آر.آر.آر-3 هایرباتبه ترتیب به  گیریجهتای و ین خطای جابجایی نقطهکمترین مقدار میانگ

 
 عملکرد هایشاخصمقایسه مدل پیشنهادی با  -6

ها بر مبنای ژاکوبین ربات . این شاخصاندشدهمعرفی  هارباتمیزان کارایی و دقت  گیریاندازهمختلفی برای  هایشاخصتاکنون 
 .)نحوه محاسبه ژاکوبین ربات در پیوست ارائه شده است( ز این رو باید ابتدا ژاکوبین سه ربات مورد بررسی قرار گیردهستند. ا

 :[18] به صورت زیر نشان داد توانمی، را سکوی متحرک،  ایزاویه، و سرعت رابطه بین سرعت مفاصل فعال، 
 

A Bω θ        )33( 
 :شوندمیبه ترتیب ماتریس ژاکوبین مستقیم و معکوس ربات موازی نامیده شده و با روابط زیر محاسبه  Bو  A که در آن

 
 
 
 

1 1

2 2

3 3

T

T

T

w v

w v

w v

 
 
  
 

  

A       )34( 

 
                                                           
1 CVX 

�   )32(

مؤلفه‌های  از  یک  هر  یافتن  برای  قیدها،  شدن  مشخص  از  پس 
نقاط  از  یک  هر  در  باید   )24( معادله  متحرک،  سکوی  خطای 
مشخص‌شده در فضای کاری ربات که در شکل 5 نمایش داده شده 
max δE باید برای هر  است، حل شود. در نتیجه برای رسیدن به 

یک از نقاط، شش مسئله بهینه‌سازی حل گردد.
همانطور که در بخش‌های پیشین اشاره شد، مسئله پیش رو همه 
شرایط یک مسئله بهینه‌سازی محدب را داراست. به همین دلیل از 

برای  نرم‌افزاری  )بسته  سازی سی.وی.ایکس1  بهینه  نرم‌افزاری  بسته 
تشخیص و حل مسائل محدب ]35 و 36[( برای یافتن پاسخ مسئله 

استفاده شده است. 
جدول‌های 2 و 3 مقادیر بیشینه و میانگین شش مؤلفه خطای 
موقعیت سکوی متحرک در کل فضای کاری سه ربات مورد بررسی 

را نشان می‌دهند.
همچنین به منظور مقایسه ربات‌ها از نورم 2 مؤلفه‌های دورانی و 
مؤلفه‌های انتقالی به‌ترتیب برای نمایش خطای جهت‌گیری و خطای 

جابجایی نقطه‌ای سکوی متحرک استفاده شده است.
شکل 6 بیشینه خطای جابجایی نقطه‌ای و خطای جهت‌گیری در 
فضای کاری مورد نظر برای سه ربات را نشان می‌دهند. همانطورکه 
در این نمودارها نشان داده شده است، با افزایش زوایا از صفر، میزان 
خطا نیز افزایش می‌یابد و در مرزهای فضای کاری به بیشترین مقادیر 

خود می‌رسد. 
که  نمود  مشاهده  می‌توان  )آ(   6 شکل  و   2 جدول  به  توجه  با 
 3-RRR کمترین مقدار بیشینه خطای جابجایی نقطه‌ای متعلق به ربات 
و برابر است با 0/57میلی‌متر، در حالی‌که این خطا در دو ساختار دیگر 

تقریبا برابر است.
در مورد خطای جهت‌گیری نیز ربات 3-آر.آر.اسِ کمترین مقدار 
با65 /1 درجه.  است  برابر  و  دارد  را  بیشینه خطای سکوی متحرک 
1  CVX

 
 

 )ب( )آ(
 های موازی کروی با زاویه ثابت: فضای کاری ربات 5 شکل  0ای. )ب( نمایش در مختصات دکارتی. )آ( نمایش زاویه 

Cartesian representation. (a) Angular representation. (b) 0 Fig. 5: SPMs workspace with . 

 

  

θ. )آ( نمایش زاویه‌ای. )ب( نمایش در مختصات دکارتی شکل 5: فضای کاری ربات‌های موازی کروی با زاویه ثابت 0=

Fig. 5: SPMs workspace with 0θ =  . (a) Angular representation. (b) Cartesian representation.
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و  نقطه‌ای  جابجایی  خطای  بیشینه  میانگین  مقادیر  این  بر  علاوه 
نیز  مورد  این  در  شده‌اند.  داده  نشان   3 جدول  در  نیز  جهت‌گیری 
به  جهت‌گیری  و  نقطه‌ای  جابجایی  خطای  میانگین  مقدار  کمترین 

ترتیب به ربات‌های RRR-3 و 3-آر.آر.اسِ تعلق دارد.

6- مقایسه مدل پیشنهادی با شاخص‌های عملکرد
و  کارایی  میزان  اندازه‌گیری  برای  مختلفی  شاخص‌های  تاکنون 
بر مبنای ژاکوبین ربات  این شاخص‌ها  دقت ربات‌ها معرفی شده‌اند. 
هستند. از این رو باید ابتدا ژاکوبین سه ربات مورد بررسی قرار گیرد 

)نحوه محاسبه ژاکوبین ربات در پیوست ارائه شده است(.
سکوی  زاویه‌ای  سرعت  و   ،θ فعال،  مفاصل  سرعت  بین  رابطه 

ω، را می‌توان به صورت زیر نشان داد ]18[: متحرک، 
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را نیز لحاظ نمود. بدین  عملگرهاعلاوه بر لقی مفاصل، خطای  توانمیذکر شد، در مدل استفاده شده در این مقاله  ترپیشهمانطورکه 
ل فعال در نظر گرفته شده و مقدار بیشینه آن نیز به صورت زیر فرض منظور این خطا به عنوان مؤلفه سوم خطای دورانی در مفاص

  شود:می
,Δ 0.01 rad 0.57i j         )32( 

 شدهمشخصباید در هر یک از نقاط  (24) خطای سکوی متحرک، معادله هایمؤلفهپس از مشخص شدن قیدها، برای یافتن هر یک از 
باید برای هر یک از نقاط،  max Eداده شده است، حل شود. در نتیجه برای رسیدن به  نمایش 5 در فضای کاری ربات که در شکل

 حل گردد. سازیبهینهشش مسئله 
سازی محدب را داراست. به همین دلیل از های پیشین اشاره شد، مسئله پیش رو همه شرایط یک مسئله بهینههمانطور که در بخش

یافتن پاسخ مسئله ( برای [36و  35] برای تشخیص و حل مسائل محدب افزارینرم)بسته  1سی.وی.ایکس بهینه سازی افزارینرمبسته 
  استفاده شده است.

مقادیر بیشینه و میانگین شش مؤلفه خطای موقعیت سکوی متحرک در کل فضای کاری سه ربات مورد بررسی را  3و  2 هایجدول
 .دهندمینشان 

و خطای  گیریجهتخطای برای نمایش  ترتیببههای انتقالی دورانی و مؤلفه هایمؤلفه 2از نورم  هارباتبه منظور مقایسه همچنین 
 سکوی متحرک استفاده شده است. اینقطهجابجایی 

. همانطورکه در دهندمیدر فضای کاری مورد نظر برای سه ربات را نشان  گیریو خطای جهت اینقطهبیشینه خطای جابجایی  6 شکل
و در مرزهای فضای کاری به بیشترین مقادیر  یابدمی این نمودارها نشان داده شده است، با افزایش زوایا از صفر، میزان خطا نیز افزایش

 . رسدمیخود 
و  آر.آر.آر-3متعلق به ربات  اینقطهبیشینه خطای جابجایی مشاهده نمود که کمترین مقدار  توانمی)آ(  6و شکل  2با توجه به جدول 

 ابر است.که این خطا در دو ساختار دیگر تقریبا بر، در حالیمترمیلی57/0 برابر است با
. درجه 65/1 کوی متحرک را دارد و برابر است باکمترین مقدار بیشینه خطای س آر.آر.اِس-3نیز ربات  گیریجهتدر مورد خطای 

اند. در این مورد نیز نشان داده شده 3نیز در جدول  گیریجهتو  اینقطهعلاوه بر این مقادیر میانگین بیشینه خطای جابجایی 
 تعلق دارد.آر.آر.اِس -3و  آر.آر.آر-3 هایرباتبه ترتیب به  گیریجهتای و ین خطای جابجایی نقطهکمترین مقدار میانگ

 
 عملکرد هایشاخصمقایسه مدل پیشنهادی با  -6

ها بر مبنای ژاکوبین ربات . این شاخصاندشدهمعرفی  هارباتمیزان کارایی و دقت  گیریاندازهمختلفی برای  هایشاخصتاکنون 
 .)نحوه محاسبه ژاکوبین ربات در پیوست ارائه شده است( ز این رو باید ابتدا ژاکوبین سه ربات مورد بررسی قرار گیردهستند. ا

 :[18] به صورت زیر نشان داد توانمی، را سکوی متحرک،  ایزاویه، و سرعت رابطه بین سرعت مفاصل فعال، 
 

A Bω θ        )33( 
 :شوندمیبه ترتیب ماتریس ژاکوبین مستقیم و معکوس ربات موازی نامیده شده و با روابط زیر محاسبه  Bو  A که در آن
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که در آن A و B به ترتیب ماتریس ژاکوبین مستقیم و معکوس 
ربات موازی نامیده شده و با روابط زیر محاسبه می‌شوند:
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نحوه محاسبه ژاکوبین ربات در پیوست ذکر گردیده است. لازم به 
ذکر است که فضای کاری معرفی‌شده برای ربات، فضای کاری عاری از 
تکینگی است و ماتریس‌های ژاکوبین معرفی‌شده در این فضای کاری 

معکوس‌پذیرند.

های خطای موقعیت در کل فضای کاری مورد نظر : مقدار بیشنیه هر یک از مؤلفه 2 جدول
 برای سه ربات موازی کروی

Table 2: . Maximum values of each component of the moving 
platform pose error in prescribed workspace for three spms 

 آر.آر.آر -3  آر.آر.اسِ -3 آر.اِس.آر -3 
 x (mm) 33/0 33/0 33/0خطای انتقالی در راستای محور 
 y (mm) 33/0 33/0 33/0خطای انتقالی در راستای محور 
 z (mm) 3/0 33/0 3/0خطای انتقالی در راستای محور 

 x (deg) 00/1 33/0 33/1  خطای دورانی حول محور
 y (deg) 03/1 00/1 33/1خطای دورانی حول محور 
 z (deg) 33/0 03/1 34/1خطای دورانی حول محور 

 11/0 13/0 43/0 (mm)ای خطای جابجایی نقطه
 13/1 14/1 33/0 (deg)گیری خطای جهت

 

  

جدول2: مقدار بیشنیه هر یک از مؤلفه‌های خطای موقعیت در کل فضای کاری مورد نظر برای سه ربات موازی کروی

Table 2: Maximum values of each component of the moving platform pose error in prescribed workspace for three spms

های خطای موقعیت در کل فضای کاری مورد : مقدار میانگین هر یک از مؤلفه 3 جدول
 نظر برای سه ربات موازی کروی

Table 3: . Mean values of each component of the moving platform 
pose error in prescribed workspace for three spms 

 آر.آر.آر -3  آر.آر.اسِ -3 آر.اِس.آر -3 
 x (mm) 33/0 33/0 30/0خطای انتقالی در راستای محور 
 y (mm) 33/0 34/0 30/0خطای انتقالی در راستای محور 
 z (mm) 3/0 33/0 3/0خطای انتقالی در راستای محور 

 x (deg) 33/0 11/0 00/1  خطای دورانی حول محور
 y (deg) 33/0 33/0 3/1خطای دورانی حول محور 
 z (deg) 33/0 3/0 31/1خطای دورانی حول محور 

 41/0 43/0 44/0 (mm)ای خطای جابجایی نقطه
 31/1 3/1 01/0 (deg)گیری خطای جهت

 

 

جدول3: مقدار میانگین هر یک از مؤلفه‌های خطای موقعیت در کل فضای کاری مورد نظر برای سه ربات موازی کروی

Table 3: . Mean values of each component of the moving platform pose error in prescribed workspace for three spms
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 )ب( )آ(

 یسه ربات مواز گیریجهت یخطا یشینهبشده. )ب( ای سه ربات موازی کروی در فضای کاری تعریف: )آ( بیشینه خطای جابجایی نقطه 6 شکل 
 .شدهیفتعر یکار یدر فضا یکرو

Fig. 6: (a) Maximum position error of three types of SPMs in defined workspace. (b) Maximum orientation error 
of three types of SPMs in defined workspace. 
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شکل 6: )آ( بیشینه خطای جابجایی نقطه‌ای سه ربات موازی کروی در فضای کاری تعریف‌شده. )ب( بیشینه خطای جهت‌گیری سه ربات موازی کروی در 
فضای کاری تعریف‌شده.

Fig. 6: (a) Maximum position error of three types of SPMs in defined workspace. (b) Maximum orientation error of 

three types of SPMs in defined workspace.
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iv به  iw و   ، iu همانطورکه در شکل 7 نشان داده شده است، 
ترتیب محورهای مفصل فعال، مفصل میانی و مفصل متصل به سکوی 

متحرک هر یک از بازوها هستند.
در نهایت ژاکوبین ربات‌های مذکور به شکل زیر تعریف می‌شود:

10 
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شده برای ربات، فضای کاری عاری لازم به ذکر است که فضای کاری معرفینحوه محاسبه ژاکوبین ربات در پیوست ذکر گردیده است. 

 پذیرند.ضای کاری معکوسشده در این فهای ژاکوبین معرفیاز تکینگی است و ماتریس
به ترتیب محورهای مفصل فعال، مفصل میانی و مفصل متصل به  ivو  iu  ،iwنشان داده شده است،  7 همانطورکه در شکل

 سکوی متحرک هر یک از بازوها هستند.
 :شودمیبه شکل زیر تعریف  مذکورهای اتدر نهایت ژاکوبین رب

Kθ ω      )36( 
 به صورت زیر است: Kکه در این رابطه 

1K B A       )37( 
 هایترین شاخصها پرداخته است. در این بخش به صورت خلاصه متداولبه بررسی این شاخصجامع به صورت  [33]مرلت 

  استاتیکی معرفی خواهند شد. -سینماتیکی 
 

 پذیریحرکت
  :[37] شودمیموازی با رابطه زیر تعریف  هایرباتدر  1پذیریحرکت

 

 1/ det T  K K        )38( 
 Kآمده با استفاده از نگاشت با ماتریس گون در فضای کاری بدستپذیری شاخصی است که حجم بیضیدر واقع از نظر هندسی، حرکت

قیاسی از میزان حرکت مجری نهایی بر اساس . بنابراین این شاخص مسازدمیبعدی در فضای مفصلی مرتبط -nرا با حجم کره 
 گذارد.گون در اختیار نمیگذارد. با این حال این شاخص اطلاعاتی راجع به شکل بیضیجابجایی در مفاصل فعال را دراختیار می

 
 مهارت

 :ودشمیبوده و به صورت زیر تعریف ماتریس ژاکوبین  3است که در واقع عدد وضعیت 2یک شاخص محلی دیگر مهارت
 

1  K K       )39( 
نورم ماتریس است. عدد  دهندهنشان کند. در رابطه فوق عدد وضعیت حد بالای میزان تشدید خطای نسبی را مشخص می

وضعیت همواره در بازه  1  از عکس عدد وضعیت که در بازه . از این رو در این مقاله داردقرار 0 است، برای نمایش آن  1
 . شودمیاستفاده 

                                                           
1 Manipulability 
2 Dexterity 
3 Condition Number 

 �   )36(
که در این رابطه K به صورت زیر است:

1−=K B A     �   )37(
پرداخته  شاخص‌ها  این  بررسی  به  جامع  به صورت   ]33[ مرلت 
شاخص‌های  متداول‌ترین  خلاصه  صورت  به  بخش  این  در  است. 

سینماتیکی- استاتیکی معرفی خواهند شد. 

حرکت‌پذیری
حرکت‌پذیری1 در ربات‌های موازی با رابطه زیر تعریف می‌شود ]37[: 

( )1/ det Tµ ≡ K K       �  )38(
است که حجم  نظر هندسی، حرکت‌پذیری شاخصی  از  واقع  در 
بیضی‌گون در فضای کاری بدست‌آمده با استفاده از نگاشت با ماتریس 
K را با حجم کره n-بعدی در فضای مفصلی مرتبط می‌سازد. بنابراین 
این شاخص مقیاسی از میزان حرکت مجری نهایی بر اساس جابجایی 
شاخص  این  حال  این  با  می‌گذارد.  دراختیار  را  فعال  مفاصل  در 

اطلاعاتی راجع به شکل بیضی‌گون در اختیار نمی‌گذارد.
مهارت

یک شاخص محلی دیگر مهارت2 است که در واقع عدد وضعیت3 
ماتریس ژاکوبین بوده و به صورت زیر تعریف می‌شود:

1  Manipulability
2  Dexterity
3  Condition Number

1κ −≡ K K     �   )39(

را مشخص  نسبی  تشدید خطای  میزان  بالای  عدد وضعیت حد 
عدد  است.  ماتریس  نورم  نشان‌دهنده  ∗ فوق   رابطه  در  می‌کند. 
]قرار دارد. از این رو در این مقاله از  ]∞1 وضعیت همواره در بازه  
] است، برای نمایش آن استفاده  ]0 1 عکس عدد وضعیت که در بازه 

می‌شود. 

حساسیت سینماتیکی
در  که  است  این  پیشین  شاخص  دو  مهم  ضعف  نقاط  از  یکی 
انتقالی  آزادی  درجه  هم  و  دورانی  آزادی  درجه  هم  که  ربات‌هایی 
این دو شاخص  نیست،  ژاکوبین آن‌ها همگن  به عبارت دیگر  دارند، 
کمیت فیزیکی معناداری ارائه نمی‌دهند. از این‌رو شاخص دیگری با 
نام حساسیت سینماتیکی4 معرفی شده است. با توجه به مرجع ]27[، 
حساسیت سینماتیکی به صورت بیشینه جابجایی )انتقال یا دوران( 
مجری نهایی در اثر جابجایی عملگرها با نورم واحد در فضای مفصلی 
تعریف می‌شود. در حالت کلی دو نوع حساسیت سینماتیکی دورانی و 

انتقالی وجود دارد که به صورت زیر تعریف می‌شوند: 

, ,1 1max   ,      max  
c f c c f cr f p fρ ρσ φ σ= =≡ ≡ p    �     )40(

که در آن اندیس‌های r و p به ترتیب برای حساسیت سینماتیکی 
دورانی و انتقالی به کار می‌روند. همچنین اندیس‌های c و f به ترتیب 

مرتبه نورم قید و نورم تابع هدف را نشان می‌دهند. 
همانطورکه در روابط مربوط به شاخص‌های معرفی‌شده مشاهده 
می‌شود، نورم انتخابی برای بدست آوردن این شاخص‌ها بسیار مهم 
را  باید خطای جابجایی مفصلی  داد که  نشان  مرلت ]33[  می‌باشد. 
∞برای مشخص نمودن  مستقل در نظر گرفت، از این رو باید از نورم  
عدم قطعیت مفاصل در فضای مفصلی استفاده نمود و در این مقاله 
∞ای نمایش خطا در فضای مفصلی استفاده خواهد شد.  نیز از نورم 
 ∞ سعادت‌زی و همکاران ]32[ نیز از ترکیبات مرتبه‌های نورم 2 و 
برای بدست آوردن شاخص‌های حساسیت سینماتیکی استفاده کردند.

با توجه به مطالب ارائه‌شده در این بخش، واضح است که هر یک از 
شاخص‌های معرفی‌شده مزایا و معایبی دارند و هیچ یک تعریف کاملی 
به  مقاله  از  بخش  این  در  این‌رو  از  نمی‌دهند.  ارائه  ربات  عملکرد  از 

4  Kinematic Sensitivity

 
 بازو یک یهندس یپارامترها:  7 شکل 

Fig. 7:. One limb geometric parameters 
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شکل 7: پارامترهای هندسی یک بازو

Fig. 7: One limb geometric parameters
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بررسی و مقایسه شاخص‌های فوق با مدل ارائه‌شده خواهیم پرداخت 
دارد.  بیشتری  تطابق  ربات  دقت  با  کدام شاخص  گردد،  تا مشخص 
کاری  فضای  در  معرفی‌شده،  شاخص‌های  از  یک  هر  راستا  این  در 

مشخص‌شده، محاسبه و در شکل 8 نمایش داده شده‌اند.
همانطورکه پیش‌تر ذکر شد، به دلیل اینکه ژاکوبین هر سه ربات 
ژاکوبین  بر  مبتنی  که  معمول  شاخص‌های  نتیجه  در  است،  یکسان 
هستند برای سه ربات یکسان است. از آنجاکه این ربات فقط سه درجه 
آزادی دورانی دارد، این شاخص‌ها تنها عملکرد دورانی ربات را نشان 
می‌دهند. در نتیجه برای مقایسه شاخص‌های مذکور با بیشینه خطای 
سکوی متحرک، تنها می‌توان از بیشینه خطای جهت‌گیری استفاده 
نمود. شکل 9 نمای دیگری از بیشینه خطای جهت‌گیری در فضای 
کاری مورد نظر را برای هر یک از سه ربات نشان می‌دهد. همانطور که 
در شکل‌های 8 و 9 مشخص است، شاخص حرکت‌پذیری نسبت به دقت 
ربات حساسیت زیادی نداشته و میزان تغییرات آن بسیار اندک است. 

همچنین روند افزایش مقدار دو شاخص مهارت و شاخص حساسیت 
)(یز ,  σ∞ ∞  ∞ هدف  تابع  نورم  و   ∞ قیدی  نورم  با   سینماتیکی 
منطبق بر روند افزایش خطا در فضای کاری نمی‌باشد. اما با مقایسه 
تابع  نورم   ∞ قیدی  نورم  با  سینماتیکی  حساسیت  شاخص  نمودار 
)(ا نمودار بیشینه خطای سه ربات معرفی‌شده، می‌توان  ,2σ∞ هدف 2 
میزان  با  خوبی  تطابق  شاخص  این  افزایش  میزان  روند  که  دریافت 
را  این شاخص  می‌توان  این‌رو  از  دارد.  نهایی  مجری  افزایش خطای 
به عنوان مناسب‌ترین شاخص برای بررسی دقت ربات پیشنهاد نمود.

7- نتیجه‌گیری
ساختار  با   )3-RRR( کروی  موازی  ربات  یک  پژوهش  این  در 
بیشینه‌مقید و دو ساختار نابیشینه‌مقید )3-آر.آر.اسِ و 3-آر.اسِ.آر( از 
نقطه نظر دقت مقایسه شدند. بدین منظور مدلی برای یافتن بیشینه 
یک  به  که  ارائه شد  مفاصل  در  لقی  اساس  بر  نهایی  مجری  خطای 

شکل 8: شاخص‌های عملکرد در فضای کاری تعریف‌شده.
Fig. 8: Performance indices in defined workspace.
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بیشینه  یافتن  برای  گردید. سپس  منجر  محدب  بهینه‌سازی  مسئله 
 1000 از  بیش  مطالعه،  مورد  کاری  فضای  در  نهایی  مجری  خطای 
شد.  گرفته  نظر  در  کاری  فضای  این  پوشش  منظور  به  جهت‌گیری 
پس از آن شش مسئله بهینه‌سازی محدب برای بدست آوردن بیشینه 
مقدار مؤلفه‌های خطای مجری نهایی در هر یک از این جهت‌گیری‌ها 
حل گردید. نتایج نشان داد که کمترین مقدار بیشینه خطای جابجایی 
خطای  بیشینه  مورد  در  اما  است.  متعلق   3-RRR ربات  به  نقطه‌ای 
جهت‌گیری ربات‌های با ساختار نابیشینه مقید، خطای کمتری دارند 
و ربات 3-آر.آر.اسِ با اختلافی اندک، بیشینه خطای کمتری دارد. این 
نتایج ثابت می‌کنند که می‌توان از ساختارهای نابیشیه مقید در طراحی 
ربات‌های موازی کروی استفاده نمود و در عین حال از دقت بالا نیز 
برخوردار بود. از سوی دیگر این ساختارها معایب ساختار بیشینه مقید 
نظیر دشوار بودن مونتاژ و هزینه ساخت زیاد را ندارند. در گام آخر نیز 
مقایسه‌ای بین شاخص‌های عملکردی با دقت ربات‌های بررسی شده 
در این پژوهش، صورت گرفت. در نهایت نتایج نشان دادند که شاخص 

یشترین مطابقت را با دقت بدست آمده  ,2σ∞ حساسیت سینماتیکی 
با مدل ارائه‌شده در این پژوهش داراست.
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پیوست
نحوه محاسبه ژاکوبین

در این بخش با استفاده از تئوری پیچه و تویست مربوط به مفاصل، 
نحوه محاسبه ژاکوبین ربات با توجه به ]6[ شرح داده می‌شود. سه 
پیچه واحد مربوط به مفاصل هر شاخه که در شکل 7 نمایش داده 

شده است، به صورت زیر هستند:

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ$ , $ , $i i i
ui wi vi

     
= = =     
     

u w v
0 0 0

   �    )41(

 ، iθ همچنین سرعت زاویه‌ای متناظر با مفصل فعال هر شاخه با 
نمایش داده  iσ iϕ و مفصل متصل به سکوی متحرک با مفصل میانی با 
می‌شود. با در نظر گرفتن هر شاخه به عنوان یک زنجیره سینماتیکی 
، می‌توان 

15 
 

 پیوست
 نحوه محاسبه ژاکوبین

شود. سه شرح داده می [6]تویست مربوط به مفاصل، نحوه محاسبه ژاکوبین ربات با توجه به  در این بخش با استفاده از تئوری پیچه و
 :هستندبه صورت زیر نمایش داده شده است،  7که در شکل  پیچه واحد مربوط به مفاصل هر شاخه

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ$ , $ , $i i i
ui wi vi
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      )41( 

نمایش iو مفصل متصل به سکوی متحرک با i، مفصل میانی با iای متناظر با مفصل فعال هر شاخه با همچنین سرعت زاویه
$سکوی متحرک با شود. با در نظر گرفتن هر شاخه به عنوان یک زنجیره سینماتیکی باز و نمایش تویست داده می T T

e e o   ω v ،
 زیر نوشت:های مفاصل هر شاخه و به صورت توان آن را به صورت جمع تویستمی
 

ˆ ˆ ˆ$ $ $ $e i ui i wi i vi           )42( 
خروجی، باید معادله فوق را در رنچی که فقط باا پیچاه مفاصال غیرفعاال متقابال اسات،  -برای بدست آوردن ماتریس ژاکوبین ورودی

ˆ(، رنچی است که به صفحه متشکل از بردارهای vî$وwî$ضرب نماییم. از این رو رنچ متقابل پیچه مفاصل غیرفعال ) iw  وˆ iv عماود
 شود:بوده و به صورت زیر تعریف می

3 1
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0
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خطی مجری نهایی، ماتریس ژاکوبین ایان رباات در رنچ فوق و با توجه به صفر بودن سرعت  (42) حال با ضرب متقابل دو طرف معادله
 شود:به صورت زیر محاسبه می

e A Bω θ      )44( 
 

 به ترتیب ژاکوبین مستقیم و معکوس نامیده شده و به صورت زیر هستند: Bو  Aکه در آن 
1 1

2 2

3 3

ˆ ˆ( )
ˆ ˆ( )
ˆ ˆ( )

T

T

T

 
 

  
  

w v
A w v

w v
      )45( 

 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

ˆ ˆ( ) 0 0
ˆ ˆ0 ( ) 0

ˆ ˆ0 0 ( )

T

T

T

 
   
  

w v u
B w v u

w v u
       )46( 

نشاان داده شاده و باه  Jدهاد، باا در نهایت ژاکوبین کامل ربات که رابطه بین سرعت مفاصل فعال و سرعت مجری نهایی را نشاان می
 شود:صورت زیر تعریف می

1
e e

 B A Kθ ω ω      )47( 
 
 
 
 

باز و نمایش تویست سکوی متحرک با
آن را به صورت جمع تویست‌های مفاصل هر شاخه و به صورت زیر 

نوشت:
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ˆ ˆ ˆ$ $ $ $e i ui i wi i viθ ϕ σ= + +

     �    )42(

برای بدست آوردن ماتریس ژاکوبین ورودی- خروجی، باید معادله 
فوق را در رنچی که فقط با پیچه مفاصل غیرفعال متقابل است، ضرب 
 ،) $̂vi و $̂wi ( غیرفعال  مفاصل  پیچه  متقابل  رنچ  رو  این  از  نماییم. 
عمود بوده  ˆ iv ˆ و  iw رنچی است که به صفحه متشکل از بردارهای 

و به صورت زیر تعریف می‌شود:

3 1

ˆ ˆi
i i

ξ × 
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0
w v

    �  )43(

حال با ضرب متقابل دو طرف معادله )42( در رنچ فوق و با توجه 
به صفر بودن سرعت خطی مجری نهایی، ماتریس ژاکوبین این ربات 

به صورت زیر محاسبه می‌شود:
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نامیده  B به ترتیب ژاکوبین مستقیم و معکوس  A و  که در آن 
شده و به صورت زیر هستند:
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در نهایت ژاکوبین کامل ربات که رابطه بین سرعت مفاصل فعال و 
سرعت مجری نهایی را نشان می‌دهد، با J نشان داده شده و به صورت 

زیر تعریف می‌شود:
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 پیوست
 نحوه محاسبه ژاکوبین

شود. سه شرح داده می [6]تویست مربوط به مفاصل، نحوه محاسبه ژاکوبین ربات با توجه به  در این بخش با استفاده از تئوری پیچه و
 :هستندبه صورت زیر نمایش داده شده است،  7که در شکل  پیچه واحد مربوط به مفاصل هر شاخه

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ$ , $ , $i i i
ui wi vi

     
       
     

u w v
0 0 0

      )41( 

نمایش iو مفصل متصل به سکوی متحرک با i، مفصل میانی با iای متناظر با مفصل فعال هر شاخه با همچنین سرعت زاویه
$سکوی متحرک با شود. با در نظر گرفتن هر شاخه به عنوان یک زنجیره سینماتیکی باز و نمایش تویست داده می T T
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 زیر نوشت:های مفاصل هر شاخه و به صورت توان آن را به صورت جمع تویستمی
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خروجی، باید معادله فوق را در رنچی که فقط باا پیچاه مفاصال غیرفعاال متقابال اسات،  -برای بدست آوردن ماتریس ژاکوبین ورودی

ˆ(، رنچی است که به صفحه متشکل از بردارهای vî$وwî$ضرب نماییم. از این رو رنچ متقابل پیچه مفاصل غیرفعال ) iw  وˆ iv عماود
 شود:بوده و به صورت زیر تعریف می
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خطی مجری نهایی، ماتریس ژاکوبین ایان رباات در رنچ فوق و با توجه به صفر بودن سرعت  (42) حال با ضرب متقابل دو طرف معادله
 شود:به صورت زیر محاسبه می
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 به ترتیب ژاکوبین مستقیم و معکوس نامیده شده و به صورت زیر هستند: Bو  Aکه در آن 
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این صفحه عمداً خالی است
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