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ABSTRACT: Two-phase fluids transportation is very important in the industry. Rotating helical 
pump is a special form that can be used to transfer fluid-gas flows and also to generate pulsatile flows. 
The structure of this pump differs from conventional pumps and its geometry can be changed during 
operation. In this paper, while demonstrating a fabricated second version of the rotating helical pump, a 
dynamic analysis is performed for the first time and the governing equations are extracted based on the 
input control variables (rotational speed and tilt angle of the pump). In the dynamical analysis, a rotating 
control volume corresponding to a spiral tube is considered. In order to determine the values of the inputs 
corresponding to the desired outputs, we use the non-dimensional characteristic curves of the pump that 
was published in the previous study. Then the control is performed on the basis of two input variables to 
reach the desired pump head and flow rate. A sliding mode controller is implemented. The results include 
governing equations of the rotating helical pump that can be used in future studies. Moreover, the results 
show the success of the sliding mode method in control of the pump.
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1- Introduction
There are generally two categories for pumps: displacement 
pumps and turbomachinery pumps. The positive displacement 
pumps are suitable when the amount of gas is too high in a 
very large mixture of multiphase flows. The turbomachinery 
pumps, are basically used for liquid transportation. The 
mentioned pumps have been made and used in the industry 
for a long time. The rotating helical pump, which is the 
subject of this paper, has a different structure. This pump has 
been first introduced by Mohseni et al. [1]. The first version 
of the pump was made and tested empirically, as well as 
its dimensionless performance characteristics. This pump 
has special capabilities in addition to the ability to transfer 
multiphase products which is very important in the industry. 
It can create pulsatile flow that has some applications in 
medicine [2] and this kind of flow is effective in increasing 
heat transfer [3]. Despite the high complexity, many pieces of 
research have been carried out on the two-phase flow inside 
the helical tubes. However, the focus of this paper is on the 
modeling and controlling of the rotating helical pump.
In most applications, pumps operate under steady-state 
conditions. However, in some cases, it is necessary to control 
the flow rate and head. For example, when the fluid is 
pumped into (or from) a variable-height tank, the head should 
be controlled. Different methods are used to control a pump. 
For pumps with a fixed geometric structure, the pump speed 
is usually controlled by the Proportional–Integral–Derivative 

(PID) method [4]. PID method has many benefits and is easy 
to implement. However, it has also some drawbacks. For 
example, it is difficult to set up its parameters, and if some 
of the operating parameters of the system are changed online, 
PID control cannot be adapted [5]. As a result, methods such 
as optimal control [6] and sliding mode control [7] are used 
to control the pumps.
The rotating helical pump has a variable structure that can 
affect the operation of the pump. The novelty of the present 
article is that, in addition to the construction of the second 
edition, for the first time, dynamic modeling and control are 
investigated for this variable structured pump. To this end, the 
dynamical equations governing the behavior of the pump are 
derived and, due to its nonlinearity, the sliding mode control 
method is used for control. 

2- Methodology

2- 1- Dynamics of rotating the helical pump
The pump of this paper, as shown in Fig. 1, is a rotating helical 
pump that is used to transport gas-liquid flows. The main 
structure of this pump consists of a solid cylinder, surrounded 
by a helical tube. It also passes through a cylinder of a shaft 
mounted on a bearing. This is a hollow shaft. Bearings are 
on the chassis. One side of the chassis is on the coupling of 
the transferring screw and on the other side it is hinged to 
the bottom of the base. The whole set is inside a reservoir 
containing a fluid such as water. 
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The operation of this pump is summarized as follows; the 
cylinder is rotated by a permanent magnet that is connected 
to the shaft by a pin and a belt, and by rotating the spiral tube 
connected to it. The bottom of the spiral tube, which is the 
fluid inlet, is filled with air and water alternately with the 
pump’s rotation. 

Fig. 1. Rotating helical pump
Dynamic equations consist of two distinct differential 
equations, one based on the variable of pump rotation speed 
and its derivatives, and the other according to the variable 
angle of the inclination of the pump and its derivatives. The 
objective is to establish a dynamic relationship between the 
head and flow rate of the pump with two controlled input 
variables. By applying Newton’s second law and considering 
the dynamics of the DC motor, the differential equation of 
rotating helical pump in terms of the pump rotational speed 
is as follows:
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The governing equation of the pump in terms of the pump 
inclination angle (α ) is also as follows:
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3- Control
The purpose of the control is to adjust pump rotational speed 
and inclination angle given the desired flow rate and head. 
Sliding Mode Control (SMC) has been used to control the 
rotating helical pump [8]. Fig. 2 shows schematically the 
block diagram of the control.

Fig. 2. Block diagram of the control 

4- Results and Discussion
Fig. 3, shows the changes in angular velocity and its 
derivative. The desired value of rotational speed is also 
depicted in this figure. As seen in Fig. 3, by applying control 
signal the rotational speed reaches the desired value and also 
its derivative reaches zero. This implies that after reaching 
the desired value the control input remains constant. 
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Fig. 3. The variation of rotational speed (rad/sec) with applying 
sliding mode controller 
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Fig. 4. The variation of inclination angle (rad) with applying 
sliding mode controller

In Fig. 4, the variation of the inclination angle of the pump, 
its derivations, and desired value are depicted. As seen, α
reaches its desired value under action of the sliding mode 
control. It should be also mentioned that given a desired set 
of head-mass flowrate, the corresponding desired values for 
rotational speed and angle of inclination are obtained using 
the experimental dimensionless curves from Ref. [1].

5- Conclusions
In this paper, for the first time, the dynamical equations of 
a rotating helical pump were extracted. A rotating control 
volume is used to obtain the equations. Derivation of the 
dynamic equations was done by taking into account the 
dynamics of the DC motors. A sliding mode controller has 
been designed to control the performance of the variable 
structure pump of the current study. Using this controller, it 
will be possible to control the rotational speed and inclination 
angle of the pump for the desired set of head and mass 
flowrate. All the parameters used in the method are based on 
the built-in model. The results show that the controller has 
been able to control the pump well and takes the system state 
variables to their desired values.
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مدل سازی دینامیکی و کنترل مود لغزشی پمپ مارپیچ دوار
بهنام میری پور فرد1*، امیرحسام سجادی نیا2، فرشاد هاشمی نادر2
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خلاصه: انتقال سیالات دوفازی در صنعت اهمیت ویژه ای دارد. پمپ مارپیچ دوار یک شکل خاص از پمپ است که برای 
انتقال جریان دوفازی گاز-مایع و همچنین ایجاد جریان ضربانی قابل استفاده است. ساختار این پمپ با پمپ های مرسوم 
تفاوت دارد و هندسه آن در حین کار قابل تغییر است. در این مقاله، ضمن ساخت نسخه دوم این پمپ، برای اولین بار 
تحلیل دینامیکی انجام شده است و معادلات حاکم بر رفتار آن بر اساس متغیرهای کنترلی ورودی )سرعت دورانی و زاویه 
شیب پمپ( استخراج شده است. در تحلیل دینامیکی یک حجم کنترل چرخان منطبق بر لوله مارپیچ در نظر گرفته شده 
است. به منظور تعیین مقادیر ورودی های متناظر با خروجی های مطلوب، از منحنی های مشخصه بی بعد پمپ که در 
پژوهش قبلی منتشر شده است، استفاده می شود. سپس کنترل پمپ بر اساس دو متغیر ورودی انجام می شود تا میزان 
ارتفاع و نرخ جریان پمپ به مقدار مطلوب برسد. کنترل مود لغزشی بر روی این سیستم پیاده سازی شده است. نتایج 
کنترل پمپ برای مقدار دلخواه مطلوب ارتفاع و نرخ جریان به صورت نمودارهای متغیرهای کنترلی و سیگنال کنترلی 
نشان داده شده است. از ویژگی های جذاب این پمپ آن است که در دورهای پایین هم امکان انتقال سیال را دارد و 
بدون تغییر دادن دور هم می توان نقطه کارکرد آن )ارتفاع-نرخ جریان( را تغییر داد. نتایج مقاله شامل معادلات دینامیکی 
استخراج شده پمپ مارپیچ دوار است که در پژوهش های آتی می توان از آن استفاده نمود. همچنین نتایج حاکی از 

موفقیت روش مود لغزشی در کنترل پمپ است. 

تاریخچه داوری:
دریافت: 1397-11-15
بازنگری: 1398-01-02
پذیرش: 1398-01-25

ارائه آنلاین: 1398-02-13

کلمات کلیدي:
پمپ مارپیچ دوار

معادلات دینامیکی
کنترل مود لغزشی

2277

bmf@guilan.ac.ir :نویسنده عهده دار مکاتبات *

 )Creative Commons License( حقوق مؤلفین به نویسندگان و حقوق ناشر به انتشارات دانشگاه امیرکبیر داده شده است. این مقاله تحت لیسانس آفرینندگی مردمی 
در دسترس شما قرار گرفته است. برای جزئیات این لیسانس، از آدرس https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode دیدن فرمائید.

1- مقدمه
پمپ ها به طور گسترده ای در تهویه مطبوع و انتقال سیال استفاده 
می شوند. به طور کلی دو رده بندی برای پمپ ها وجود دارد: پمپ های 
اسکرو  مانند  جابجایی  پمپ های  توربوماشین.  پمپ های  و  جابجایی 
پمپ، برای حالتی که میزان گاز در مخلوط چند فازی خیلی زیاد باشد 
مناسب است و پمپ های توربوماشینی که با تبدیل انرژی مکانیکی به 
انرژی جنبشی کار می کنند اساساً تنها برای حالت مایع به کار می روند 
و وجود گاز و یا حفره گاز باعث کاویتاسیون، ارتعاش و خرابی در آنها 
می گردد. پمپ های اشاره شده از دیرباز در صنعت ساخته شده و مورد 

استفاده واقع شده اند. 
این مقاله است، ساختار متفاوتی  مارپیچ دوار1 که موضوع  پمپ 
شده  معرفی   ]1[ همکاران  و  محسنی  توسط  ابتدا  پمپ،  این  دارد. 

1  Rotating helical pump

است. در این پژوهش، نسخه اول پمپ ساخته شده و مورد آزمایش 
تجربی قرار گرفته است و همچنین مشخصه های عملکردی بی بعد 
آن ارائه شده است. این پمپ قابلیت های ویژه ای دارد. علاوه بر توانایی 
است،  مهم  بسیار  امری  در صنعت  که  فازی  چند  محصولات  انتقال 
ایجاد کند. جریان های ضربانی کاربردهایی  می تواند جریان ضربانی2 
در پزشکی دارند ]2[ و در افزایش انتقال حرارت نیز موثرند ]3[. با 
وجود پیچیدگی های زیاد، در سیالات کارهای پژوهشی زیادی بر روی 
جریان دوفازی داخل لوله های مارپیچ انجام شده است ]6-4[. اما از 
آنجا که تمرکز مقاله حاضر بر مدل سازی و کنترل پمپ مارپیچ دوار 

است، پژوهش های مذکور مورد بررسی قرار نمی گیرد.
اگرچه در اغلب کاربردها، پمپ ها تحت شرایط ثابتی کار می کنند، 
در برخی موارد لازم است نرخ جریان و ارتفاع خروجی پمپ ها کنترل 

2  Pulsatile flow

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode
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گردد. به عنوان مثال، زمانی که سیال به )و یا از( یک تانک با ارتفاع 
روش های  هستیم.  مواجه  ارتفاع  کنترل  با  می شود،  پمپ  متغیر 
که  پمپ هایی  برای  می شود.  استفاده  پمپ  کنترل  برای  مختلفی 
با  پمپ  دورانی  سرعت  کنترل  معمولاً  دارند  ثابتی  هندسی  ساختار 
روش تناسبی مشتقی انتگرالی انجام می شود ]7[. اگرچه روش مذکور 
مزایای فراوانی دارد و به راحتی پیاده سازی می شود، اما اشکالاتی هم 
دارد. به عنوان مثال، تنظیم پارامترهای آن مشکل است و اگر برخی 
تغییر کنند، کنترل  آنلاین  به صورت  پارامترهای عملکردی سیستم 
تناسبی مشتقی انتگرالی  قابلیت تطبیق پذیری ندارد ]8[. در نتیجه، 
روش هایی مانند کنترل بهینه ]9[ و مود لغزشی ]10[ برای کنترل 

پمپ ها مورد استفاده قرار گرفته است.
دور،  بر  علاوه  و  است  متغیری  ساختار  دارای  دوار  مارپیچ  پمپ 
سازد.  متأثر  را  پمپ  عملکرد  و  کند  تغییر  می تواند  آن  شیب  زاویه 
نوآوری مقاله حاضر در این است که علاوه بر ساخت نسخه دوم، برای 
اولین بار مدل سازی دینامیکی و کنترل عملکرد پمپ مارپیچ دوار بر 

اساس دو ورودی مورد بررسی قرار می گیرد. برای این منظور، معادلات 
دینامیکی حاکم بر رفتار پمپ مارپیچ دوار استخراج شده است و با 
توجه به غیرخطی بودن آن از روش کنترل مود لغزشی استفاده خواهد 
آزمایش های  انجام  با  که  پمپ  بعد  بی  عملکردی  مشخصه های  شد. 

تجربی به دست آمده است، در کنترل مورد استفاده قرار می گیرد.

2- مواد و روش ها
با  آن  دینامیکی  معادلات  پمپ،  معرفی  از  پس  بخش  این  در 
استفاده از قوانینی مانند کیرشهف، اویلر، نیوتون، انتقال رینولدز و با 

کمک روش های ریاضی استخراج می شود.

2-1 پمپ مارپیچ دوار 
پمپ مورد بررسی در این مقاله همانطور که در شکل 1 نشان داده 
شده است یک پمپ دورانی مارپیچ است که برای انتقال جریان های 
این  اصلی  ساختمان  می گیرد.  قرار  استفاده  مورد  گاز-مایع  دوفازی 

  
 )الف( )ب(

  
 )ج( )د(

 .ل طراحی شده در سالیدورکسمد )د(و  ساخته شدهدوار سه نمای پمپ مارپیچ  )الف و ب و ج(: 1شکل 

Fig. 1. (a), (b) and (c) are side, front and top view of the rotating helical pump and (d) is the model designed 
in SolidWorks 

  

شکل 1: )الف و ب و ج( سه نمای پمپ مارپیچ دوار ساخته شده و )د( مدل طراحی شده در سالیدورکس.
Fig. 1. (a), (b) and (c) are side, front and top view of the rotating helical pump and (d) is the model designed in SolidWorks
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به  لوله  یک  آن  دور  به  که  است  توپر  استوانه  یک  از  متشکل  پمپ 
صورت مارپیچ پیچیده شده است. همچنین از درون استوانه یک شفت 
عبور کرده که بر روی یاتاقان سوار می شود. این شفت توخالی است. 
یاتاقان ها بر روی شاسی قرار دارند. یک طرف شاسی بر روی اتصال 
پیچ انتقال قدرت و یک طرف دیگر آن به پایه زیرین لولا شده است. 

کل مجموعه در داخل یک مخزن حاوی سیال مانند آب قرار دارد.
است که  این صورت  به  به طور خلاصه  این پمپ  نحوه عملکرد 
DC مغناطیس دائم که به وسیله یک پولی  استوانه توسط یک موتور 
و تسمه به شفت استوانه متصل است می چرخد و با چرخش آن لوله 
لوله  پایینی  انتهای  می آید.  در  به چرخش  نیز  آن  به  متصل  مارپیچ 
مارپیچ که ورودی سیال است با دوران پمپ به صورت متناوب از هوا 
و آب پر می شود. انتهای بالایی لوله مارپیچ به شفت توخالی استوانه 
متصل است. در نهایت مخلوط آب و هوا از لوله متصل به شفت خارج 

می شود. 
شکل 2 پارامترهای هندسی پمپ را از نمای جانبی نشان می دهد. 
بالایی  بخش  و  است  شده  لولا  زیرین  پایه  به  شاسی  پایینی  بخش 
شاسی بر روی اتصال پیچ انتقال قدرت قرار دارد. می توان با چرخاندن 
DC مغناطیس دائم زاویه شیب شاسی یا همان  پیچ توسط یک موتور 

α در شکل 2 را تغییر داد. زاویه شیب پمپ 

2-2 استخراج معادلات دینامیکی پمپ مارپیچ دوار
معادلات دینامیکی شامل دو معادله دیفرانسیل جدا از هم است 
و  آن  مشتقات  و   ω پمپ  دورانی  سرعت  متغیر  برحسب  یکی  که 
α و مشتقات آن است. هدف  دیگری برحسب متغیر زاویه شیب پمپ 
 Q H و نرخ جریان پمپ  آن است که ارتباط دینامیکی بین ارتفاع 

α برقرار شود. ω و  با دو متغیر ورودی قابل کنترل یعنی 

سرعت  کنترلی  متغیر  حسب  بر  پمپ  دیفرانسیل  معادله   1-2-2
 ω دورانی پمپ 

کنترلی  متغیر  برحسب  پمپ  دیفرانسیل  معادله  استخراج  برای 
) با توجه به اینکه استوانه پمپ توسط یک  )ω سرعت دورانی پمپ 
 3 به شکل  توجه  با  می توان  می چرخد  دائم  مغناطیس   DC موتور 
)معادله  آورد  دست  به  را  موتور  مدار  بسته  حلقه  کیرشهف  معادله 

)1-الف( پیوست الف(.
با توجه به شکل 4 که شماتیک موتور و جعبه دنده و بار )پمپ( 
متصل به آن را نشان می دهد می توان معادلات دینامیکی طرف موتور 
و طرف بار را به کمک معادله اویلر نوشت که با نسبت تبدیل چرخ 
دنده به هم قابل تبدیل هستند. این معادلات )معادله )2-الف(، )3-

الف( و )4-الف(( در پیوست الف آمده اند.
در نهایت، برای موتور می توان معادله زیر را نوشت:

1-m L
e e

N K i T
J J

ω =  )1(

N ضریب تبدیل چرخ  ω شتاب زاویه ای شفت موتور،  که در آن 
mK ثابت القایی موتور و  eJ ممان اینرسی معادل بار و موتور،  دنده 

 
 [1] از پارامترهای هندسی دیگرزاویه شیب پمپ به همراه برخی  :2شکل 

Fig. 2. The inclination angle of the pump and other parameters 

  

شکل 2: زاویه شیب پمپ به همراه برخی از پارامترهای هندسی دیگر ]1[
Fig. 2. The inclination angle of the pump and other 

parameters

 
 [11] مغناطیس دائم DCمدار حلقه بسته موتور  :3شکل 

Fig. 3. Circuit diagram of permanent magnet dc motor 

  

شکل 3: مدار حلقه بسته موتور  مغناطیس دائم ]11[
Fig. 3. Circuit diagram of permanent magnet dc motor
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LT گشتاور بار نامیده می شود.

با یک بار مشتق گیری نسبت به زمان از معادله )1( داریم:

1m
L

e e

NK di T
J dt J

ω = − 

  )2(

به کمک معادلات پیوست الف و با انجام یک سری ساده سازی ها 
می توان به معادله دیفرانسیل زیر دست پیدا کرد:

2 2 1m m
L L

e e e e

NK N K R RV T T
LJ LJ L LJ J

ω = − ω− ω− − 

   )3(

V ولتاژ اعمالی به موتور است که همان سیگنال  در این معادله
ω سرعت دورانی پمپ است که همان متغیر  کنترلی سیستم است و
LT به ترتیب گشتاور بار )پمپ( و مشتق آن  LT و  کنترلی است و 

است.
LT همان گشتاور ناشی از حرکت سیال  در معادله )3( گشتاور بار
درون لوله مارپیچ است و برای تعیین آن باید از معادله انتقال رینولدز 
 H


زاویه ای تکانه  پایستاری  معادله  یا  چرخان  کنترل  حجم  برای 
استفاده کرد. از طرفی چون در این مقاله هدف تجزیه و تحلیل دقیق 
بیشتری  اهمیت  کنترلی  اهداف  و  نیست  لوله  داخل  دوفازی  جریان 
دارد و چون این معادله فقط برای محیط های پیوسته یا جریان های 
سیال تک فاز به کار می رود بایستی جریان دوفازی هوا – آب داخل 
لوله مارپیچ را به صورت یک جریان سیال تک فاز با چگالی میانگین

فرضی  سیال  این  چگالی  کرد  فرض  می توان  کرد.  مدل سازی   ρ
میانگینی از چگالی های آب و هوا است.

برای این منظور حجم کنترل را مطابق شکل 5 همان لوله مارپیچ 
و مرزهای آن را دقیقاً منطبق بر مرزهای لوله مارپیچ در نظر می گیریم. 
در این صورت سطح مقطع های دوسر لوله مارپیچ همان سطوح کنترل 

هستند.
شکل های 5 و 6 موقعیت چارچوب متصل به حجم کنترل چرخان 
را به ترتیب نسبت به خود حجم کنترل و استوانه پمپ نشان می دهد 
موقعیت   6 شکل  همچنین  می شود.  مشخص  کوچک  حروف  با  که 
چارچوب مرجع را نسبت به استوانه پمپ و حجم کنترل نشان می دهد 
که با حروف بزرگ مشخص می شود. مبدأ هر دو دستگاه بر روی شفت 

استوانه قرار دارد.

 
 [11] بار متصل به آن شماتیک موتور و جعبه دنده و :4شکل 

Fig. 4. Schematic diagram of DC motor, gear and load 

  

شکل 4: شماتیک موتور و جعبه دنده و بار متصل به آن ]11[
Fig. 4. Schematic diagram of DC motor, gear and load

 
قطر  dتعداد دورها و  n  : حجم کنترل چرخان و چارچوب متصل به آن،5شکل 

 لوله است.
Fig. 5. Rotating control volume and its coordinate system. n is 

the number of rotations and d is pipe diameter. 
 

 

  

شکل 5: حجم کنترل چرخان و چارچوب متصل به آن،  n تعداد دورها و 
d قطر لوله است.

Fig. 5. Rotating control volume and its coordinate system. 
n is the number of rotations and d is pipe diameter.
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معادله پایستاری تکانه زاویه ای برای حجم کنترل چرخان پمپ 
مارپیچ دوار مطابق معادله )5-الف( پیوست الف است.

زیر  به صورت  )5-الف(  معادله  در  موجود  بردارهای  توزیع  نحوه 
است:

2 2ˆ ˆˆsin cos
2 2c c

D d n D d nr z l z J zk
l l

   + π + π   = + +      
      

  )4(

r بردار مکان سیال داخل لوله مارپیچ نسبت  در معادله )4( بردار 
 ، D به چارچوب متصل به حجم کنترل چرخان است و پارامترهای 
cl به ترتیب قطر استوانه پمپ، قطر لوله مارپیچ، تعداد دور  n و   ، d

حلقه های لوله مارپیچ و طول استوانه پمپ است که در شکل های 5 
، متغیر طول استوانه پمپ  z و 7 نشان داده شده اند. همچنین متغیر 

z سنجیده می شود. است که در جهت مثبت محور
v به صورت زیر است: بردار 

2 2ˆ ˆˆcos cos cos sin sin
c c

n nv v z l v z J v k
l l

   π π
= ϕ − ϕ + ϕ   

   

  )5(

v بردار سرعت خطی سیال داخل لوله مارپیچ  در معادله )5( بردار 
نسبت به چارچوب متصل به حجم کنترل چرخان است و پارامترهای 
v به ترتیب زاویه مارپیچ لوله مارپیچ و اندازه یا مقدار سرعت  ϕ و 

خطی سیال داخل لوله است که در شکل 2 نشان داده شده است.
کوریولیس  پیچیده  اثرات  از  نظر  با صرف  که  است  ذکر  به  لازم 
جریان های  ایجاد  سبب  که  دورانی  حرکت  در  مرکزگرا  نیروهای  و 
بسیار پیچیده ثانویه و اصطکاک در جریان می شوند می توان با دقت 

معقولی که برای اهداف صرفاً کنترلی ما در این مقاله کفایت می کند 
 ω v داخل لوله را متأثر از سرعت دورانی پمپ  سرعت خطی سیال 
زیر  به صورت  v و مشتق آن  بنابراین سرعت خطی سیال  دانست. 

بیان می شود:

2
D dv + = ω 

 
 )6(

2
D dv + = ω 

 
  )7(

همچنین بردار مکان چارچوب چرخان نسبت به چارچوب مرجع 
برابر است با:

ˆˆsin cosR m J m k= α + α


 )8(

دو  مبدأ  نقاط  مابین  استوانه  شفت  طول   m پارامتر  آن  در  که 
چارچوب است. شایان ذکر است که در معادله )3( و هنگام کنترل 
بماند  ثابت   α زاویه شیب پمپ  ω می بایست  سرعت دورانی پمپ 
α تغییراتی نسبت به زمان ندارد. پس بردار  پس در معادله )8( زاویه 
شتاب کلی چارچوب چرخان نسبت به چارچوب مرجع به صورت زیر 

است:

0a =
  )9(

همچنین بردارهای سرعت زاویه ای چارچوب چرخان و مشتق آن 
نسبت به چارچوب مرجع به صورت زیر است:

 
 نسبت به پمپ (XYZ)و مرجع  (xyz) : موقعیت چارچوب چرخان6شکل 

Fig. 6. The position of moving coordinate system (xyz) and 
inertial coordinate system (XYZ) 

 
 

  

شکل 6: موقعیت چارچوب چرخان )xyz( و مرجع )XYZ( نسبت به پمپ
Fig. 6. The position of moving coordinate system (xyz) 

and inertial coordinate system (XYZ) 
 استوانه پمپ و مشخصات آن :7شکل 

Fig. 7. The cylinder of pump and its geometry 

  

شکل 7: استوانه پمپ و مشخصات آن
Fig. 7. The cylinder of pump and its geometry
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ˆˆsin cosJ kω = −θ α −θ α


   )10(

ˆˆsin cosJ kω = −θ α −θ α


 

  )11(

θ متغیر دورانی یا زاویه ای استوانه پمپ است.  که در آن متغیر 
لازم به ذکر است که در انتگرال های معادله )5-الف( می توان عبارت 

dvρ را به صورت زیر بازنویسی کرد:

222 2 1
4 2 c

d D d ndv Adl dz
l

 ρπ + π ρ = ρ = +  
   

 )12(

z محاسبه  پس در نتیجه انتگرال ها بر حسب متغیر طول استوانه 
می شوند. می توان معادله )5-الف( را به صورت معادله )6-الف( نوشت 
جایگذاری  با  می توان  حال  است.  آمده  مقاله  الف  پیوست  در  که 
با  را  انتگرال ها  تک  تک  )6-الف(  معادله  در   )12( تا   )4( معادلات 
که  است  به ذکر  کرد. لازم  انتگرال گیری محاسبه  مرسوم  روش های 
 LT


بار  گشتاور  نتیجه  در  و  )6-الف(  معادله  در  انتگرال ها  حاصل 
عبارتی برداری است و برای اهداف کنترلی در معادله دیفرانسیل )3( 

باید در جهت محور شفت استوانه بیان شود.
LT در معادله )6-الف( بر روی محور 



با تصویر کردن مولفه های 
LT و مشتق  شفت استوانه و با انجام ساده سازی ها می توان گشتاور بار 
در  که  آورد  دست  به  )10-الف(  تا  )7-الف(  معادلات  مطابق  را  آن 

پیوست الف مقاله ذکر شده است.
مقدار  و  ثابت   α آلفا پارامتر  )10-الف(  و  )7-الف(  معادلات   در 
با  )7-الف(  معادله  در  بود.  کارکردی پمپ خواهد  آن در محدوده ی 
ω و همچنین در معادله )10-الف( با  ω2 و  فاکتورگیری از ضرایب 

ω داریم: ωω و  فاکتورگیری از ضرایب 
2

LT h j= ω + ω  )13(

LT m q= ωω+ ω

   )14(

حال با جایگذاری معادلات )13( و )14( در معادله کنترلی )3( و 
با مرتب کردن معادله برحسب بالاترین مرتبه مشتق داریم:

2 2
2

( ) ( ) ( )

( )

m m

e e e

e

e e e

NK N K RhV
L q J L q J L q J

J R Rj m
q J L LJ q J

ω = − ω− ω
+ + +

  
− + ω− ωω  + +  



 

 )15(

معادله )15( معادله دیفرانسیل پمپ مارپیچ دوار بر حسب متغیر 
ω است. کنترلی سرعت دورانی پمپ 

2-2-2 معادله دیفرانسیل پمپ بر حسب متغیر کنترلی زاویه 
α شیب پمپ 

انتقال  پیچ  به کمک   α زاویه شیب پمپ  مارپیچ دوار  در پمپ 
DC مغناطیس دائم می چرخد، تغییر می کند.  قدرت که توسط موتور 
در این مرحله، مشابه بخش قبل با نوشتن معادلات کیرشهف حلقه 
از  بعد  و  اویلر قبل   – نیوتون  بسته مدار موتور و همچنین معادلات 
چرخدنده و ادغام هر سه معادله با هم به معادله ای مشابه معادله )3( 

دست پیدا می کنیم:
2 2 1m m

L L
e e e e

NK N K R RV T T
LJ LJ L LJ J

ω = − ω− ω− − 

   )16(

ω سرعت دورانی شفت پیچ انتقال قدرت،  در معادله )16( متغیر 
V ولتاژ اعمالی به موتور پیچ انتقال قدرت یا سیگنال کنترلی  متغیر 
LT گشتاور بار وارده به شفت پیچ انتقال قدرت است  است، همچنین 
و  مهره  و  پیچ  بین  اصطکاک  بر  غلبه  برای  لازم  گشتاور  همان  که 
چرخاندن پیچ است. برای شروع کار ابتدا شماتیکی ساده از پمپ را 

مطابق شکل 8 در نظر می گیریم.
 AC AB شاسی پمپ با طول ثابت a ، ضلع  در شکل 8 ضلع 
BC پیچ انتقال قدرت با  ، ضلع  b صفحه زیرین پمپ با طول ثابت 
α را تغییر می دهد. حال رابطه قانون  c است که زاویه  طول متغیر 

کسینوس ها را برای مثلث شکل 8 می نویسیم:
2 2 2 2 cosc a b ab= + − α  )17(

2 2 2 cosc a b ab= + − α  )18(

با دو بار مشتق گیری نسبت به زمان از رابطه )17( می توان روابط 
)11-الف( و )12-الف( را به دست آورد که در پیوست الف آمده اند. 
ω و گام  c با سرعت دورانی پیچ انتقال قدرت  رابطه تغییرات طول 

 
 شماتیک ساده پمپ :8 شکل

Fig. 8. A simplified schematic figure of pump 

  

شکل 8: شماتیک ساده پمپ
Fig. 8. A simplified schematic figure of pump
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p )شکل 9( به صورت زیر است: پیچ 

2
pc = ω
π

  )19(

با جایگذاری معادلات )18( و )19( در معادله )11-الف( داریم:

2 2

2 sin
2 cos

ab
p a b ab

  π αα ω =     + − α 

  )20(

با دو مرتبه مشتق گیری از معادله )20( داریم:
2

2

2 (cos ( ) sin ) sinab c c
p c

  π α α + αα − αα
ω =   

  

   

  )21(

c مطابق معادلات )17( ، )18(  c و  2  ، c که در آن پارامترهای 
و )11-الف( است.

5

2 ab s
p c

 π  ω =   
  

  )22(

s مطابق معادله )13-الف( است که در پیوست  که در آن پارامتر 
الف آمده است.

c با توجه به معادلات )17( و )18( به صورت  5 همچنین متغیر 
معادله )14-الف( پیوست الف تعریف می شود.

در این مرحله با جایگذاری معادله )22( در )16( داریم:
2 2

5 5

5 5 5

2

1

m m

e e

L L
e e

NK N Kab s Vc c
p LJ LJ

R Rc T c T c
L LJ J

 π
= − ω − 

 

ω − − 



 )23(

ω به ترتیب مطابق معادلات  ω و   ،c 5  ، s که در آن پارامترهای 
)13-الف( ، )14-الف( ، )20( و )21( است. 

LT گشتاور لازم برای چرخاندن پیچ انتقال قدرت  در معادله )23( 
برای پمپ به صورت معادله )15-الف( تعریف می شود که در پیوست 
الف مقاله آمده است. پارامترهای موجود در معادله )15-الف( در شکل 

)9( نشان داده شده اند.
F با رسم نمودار پیکر آزاد شاسی  برای محاسبه نیروی محوری 

پمپ در شکل 10 داریم:
 mg در شکل 10 نیروهای وارد بر شاسی پمپ شامل: نیروی وزن 
که شامل وزن شاسی و پمپ و سیال داخل آن است، نیروی عکس العمل 
F که همان نیروی عکس العمل وارد به  ، نیروی  A تکیه گاه لولایی 
انتقال قدرت است که در راستای محور  پیچ  اتصال  از طرف  شاسی 
F وارد  پیچ انتقال قدرت است. این نیرو دقیقاً همان نیروی محوری 
بر پیچ قدرت ناشی از وزن سازه بر روی پیچ است که در معادله )15-

   
 [12] آن پیچ و مشخصات: 9شکل 

Fig. 9. The parameters of screw 

  

شکل 9: پیچ و مشخصات آن ]12[
Fig. 9. The parameters of screw

 
 آزاد شاسی پمپ و نیروهای وارد بر آن: نمودار پیکر 10شکل 

Fig. 10. Free body diagram of pump and applied forces 
 

  

شکل 10: نمودار پیکر آزاد شاسی پمپ و نیروهای وارد بر آن
Fig. 10. Free body diagram of pump and applied forces
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الف( ظاهر شده است.
A و با توجه به این  با نوشتن معادله تعادل گشتاورها حول مفصل 

که جهت مثبت گشتاورها پادساعتگرد است، داریم:

cos
2sin ( ) sin ( )
mg IF

a
α α

= −
θ−α θ−α

  )24(

I ممان اینرسی جرمی مجموعه شاسی پمپ  که در آن پارامتر 
θ از معادله )24( دوباره مثلث  و اجزای آن است. برای حذف متغیر 
قانون  می گیریم.  نظر  در   11 شکل  صورت   به  را  پمپ  شماتیک 

سینوس ها برای مثلث شکل 11 به صورت زیر است:

sin sin (180 )
a b

=
γ −α − γ

 )25(

عملیات  رشته  یک  انجام  و  تساوی  راست  مخرج سمت  بسط  با 
پیوست  پیدا کرد که در  به معادله )16-الف( دست  ریاضی می توان 

الف آمده است. 
θ به صورت  γ و  همچنین با توجه به شکل 11 رابطه بین زوایای 

معادله )17-الف( است که در پیوست الف آمده است. 
با ترکیب دو معادله )16-الف( و )17-الف( داریم:

1 0
cot cot csc

0 1
b
a

 
θ = α − α 

 
 )26(

حال با بسط مخرج در معادله )24( و جایگذاری معادله )26( در 
آن می توان رابطه )27( را نوشت:

2 2cos 2 2 cos
2 sin

amg IF a b ab
ab

 α − α
= + − α α 

  )27(

برای  رابطه ای  می توان   )27( و  )15-الف(  معادلات  ترکیب  با 
به  آورد که  به دست  معادله )15-الف( و مشتق آن  LT در  گشتاور 
ترتیب مطابق با معادلات )18-الف( و )19-الف( است و در پیوست 

الف آمده است.
حال با جایگذاری معادلات )18-الف( و )19-الف( در معادله )23( 

و با انجام عملیات ریاضی داریم:

2 5 2

2 2
5 2 5 2

5 2 5 2

2 (2 sin ) (2 sin )

(2 sin ) (2 sin )

1(2 sin ) (2 sin )

m

e

m

e

L L
e e

NKab s ab V c ab
p LJ

N K Rc ab c ab
LJ L
R T c ab T c ab

LJ J

 π
α = α 

 

− ω α − ω α

− α − α





  )28(

 )28( معادله  و جملات  ترم ها  که تک تک  کرد  باید خاطرنشان 
α و مشتقات  عبارت هایی مثلثاتی برحسب متغیر زاویه شیب پمپ 
اول و دوم و سوم و ترکیبات مختلف از آن است که به شدت غیرخطی 
هستند. فرم معادله )28( برای اهداف کنترلی مناسب نیست بنابراین 
تا بتوان  α دسته بندی و مرتب شود  باید برحسب مشتقات متغیر 
آن را به فرم فضای حالت درآورد. معادلات مرتب و دسته بندی شده 
α و ترکیبات  بر حسب مشتقات اول، دوم و سوم زاویه شیب پمپ 
مختلف از آنها به ترتیب مطابق معادلات )20-ب( تا )27-ب( است 

که در پیوست ب آمده است.
پس در نهایت معادله )28( به معادله زیر تبدیل می شود:

2 3

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

C A B D
E F G VH
α α = α α + α α + α α

+ α α + α αα + α + α

   

  

 )29(

و در نهایت:
2

3

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

A B D
C C C

E F G H V
C C C C

α α α
α = α + α + α +

α α α
α α α α

α + αα + +
α α α α

   

  

 )30(

معادله )30( معادله دیفرانسیل پمپ مارپیچ دوار بر حسب متغیر 
α است. کنترلی زاویه شیب پمپ 

3- کنترل پمپ مارپیچ دوار
ارتفاع و نرخ جریان مطلوب  هدف از کنترل این است که وقتی 
مقادیر  پمپ  مشخصه های  منحنی  کمک  به  ابتدا  می شود،  مشخص 
ω و زاویه شیب پمپ  ورودی متناظر و مطلوب )سرعت دورانی پمپ 
کنترلی  الگوریتم های  اجرای  با  کنترلر  سپس  می شوند.  تعیین   )α
V تغییرات  معرفی شده در این بخش و با ارسال سیگنال های کنترلی 
و  کنترل  را طوری   α پمپ  زاویه شیب  و   ω پمپ  دورانی  سرعت 

 
 : مثلث شاسی پمپ11شکل 

Fig. 11. Triangle showing the chassis of the pumps 
 

 

  

شکل 11: مثلث شاسی پمپ
Fig. 11. Triangle showing the chassis of the pumps
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در  و  گردد  نزدیک  مطلوب  مقدار  به  آنها  مقادیر  که  می کند  تنظیم 
Q حاصل شود. H و نرخ جریان  نتیجه مقادیر مطلوب ارتفاع 

ω 1-3- کنترل سرعت دورانی پمپ 
با در نظر گرفتن معادله سیستم در رابطه )15( :

2 2
2

( ) ( ) ( )

( )

m m

e e e

e

e e e

NK N K RhV
L q J L q J L q J

J R Rj m
q J L LJ q J

ω = − ω− ω −
+ + +

  
+ ω− ωω  + +  



 

 )15(

و با در نظر گرفتن متغیرهای حالت مطابق زیر:

1X = ω  )31(
2X = ω

فرم معادلات حالت سیستم به صورت زیر به دست می آید:

1 2X X= ω =



2 2

2 1

2
1 2

1 2

( ) ( )

( )

( )

m m

e e

e

e e e

e

NK N K
X V X

L q J L q J

JRh R RjX X
L q J q J L LJ

m X X
q J

= ω = − −
+ +

  
− +  + +  

−
+





  )32(

به دلیل ماهیت غیرخطی معادلات از روش کنترل غیرخطی مود 
لغزشی1 استفاده می شود ]13[. بلوک دیاگرام الگوریتم کنترلی مطابق 

شکل 12 است:
ω است  desω مقدار مطلوب  لازم به ذکر است که در شکل 12،
که از معادله رویه برازش شده منحنی مشخصه پمپ حاصل می شود. 
Q به  H برحسب نرخ جریان  منحنی مشخصه پمپ، نمودار ارتفاع 
ω است اما معادله رویه برازش  ازای چند سرعت دورانی مختلف پمپ 
شده به صورت یک تابع دو متغیره است که در آن سرعت دورانی پمپ 
Q بیان می شود. شکل 13 رویه  H و نرخ جریان  ω برحسب ارتفاع 

برازش شده از منحنی مشخصه پمپ )مرجع ]1[( را نشان می دهد.

α 2-3- کنترل زاویه شیب پمپ 
با در نظر گرفتن معادله سیستم در رابطه )30( :

2

3

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

A B D
C C C

E F G H V
C C C C

α α α
α = α + α + α +

α α α
α α α α

α + αα + +
α α α α

   

  

 )30(

و با در نظر گرفتن متغیرهای حالت مطابق زیر:

1X = α  )33(
2X = α

1  Sliding mode

 
 گوریتم کنترلبلوک دیاگرام ال :12شکل 

Fig. 12. Block diagram of the control 

  

 

 

 

 

                                                                                                                                                       

 

Sliding mode 
controller 

Rotating helical 
pump 

  𝜔𝜔 

  𝛼𝛼 

  𝜔𝜔𝑑𝑑𝑒𝑒𝑠𝑠  

  𝛼𝛼𝑑𝑑𝑒𝑒𝑠𝑠  
  𝐻𝐻 𝑄𝑄 Pump’s 

characteristic 
curves 

  𝐻𝐻𝑑𝑑𝑒𝑒𝑠𝑠 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑒𝑒𝑠𝑠  

 
 رویه برازش شده منحنی مشخصه سرعت دورانی پمپ  :13شکل 

Fig. 13. Fitted curve on the characteristic curve of the pump for rotational speed 

  

شکل 12: بلوک دیاگرام الگوریتم کنترل
Fig. 12. Block diagram of the control

ω شکل 13: رویه برازش شده منحنی مشخصه سرعت دورانی پمپ 

Fig. 13. Fitted curve on the characteristic curve of the 
pump for rotational speed
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 رویه برازش شده منحنی مشخصه زاویه شیب پمپ  :14شکل 

Fig. 14. Fitted curve on the characteristic curve of the pump for inclination angle 

  

α شکل 14: رویه برازش شده منحنی مشخصه زاویه شیب پمپ 
Fig. 14. Fitted curve on the characteristic curve of the 

pump for inclination angle

3X = α

فرم معادلات حالت سیستم به صورت زیر به دست می آید:

1 2X X= α =



2 3X X= α =



 )34(
1 1

3 2 3
1 1

2 31 1 1
2 2 2 3

1 1 1

1 1

1 1

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

A X B XX X X
C X C X

D X E X F XX X X X
C X C X C X
G X H X V
C X C X

= α = + +

+ + +

+





α است که از معادله  desα مقدار مطلوب متغیر  در شکل 12، 
رویه برازش شده منحنی مشخصه پمپ حاصل می شود. شکل 14 رویه 

برازش شده از منحنی مشخصه پمپ )مرجع ]1[( را نشان می دهد.

4- نتایج 
داده  نشان   1 جدول  در  سازی  شبیه  پارامترهای  عددی  مقادیر 
شده است. ذکر این نکته ضروری است که همانند همه پمپ ها، مقادیر 
) کراندار است. این حدود به صورت  )Q ) و نرخ جریان  )H ارتفاع 

زیر است:

 

16 
 

1 1
3 2 3

1 1

2 31 1 1
2 2 2 3

1 1 1

1 1

1 1

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

A X B XX X X
C X C X

D X E X F XX X X X
C X C X C X
G X H X V
C X C X

    

  



 

رویه برازش  14شکل شود. پمپ حاصل می برازش شده منحنی مشخصه رویه است که از معادله مقدار مطلوب متغیر  des ،12 در شکل
 دهد.را نشان می( [1])مرجع منحنی مشخصه پمپ شده از 

 
 رویه برازش شده منحنی مشخصه زاویه شیب پمپ  :14شکل 

Fig. 14. Fitted curve on the characteristic curve of the pump for inclination angle 

 

 نتایج  -4

 مقادیر ارتفاع ،هانشان داده شده است. ذکر این نکته ضروری است که همانند همه پمپ 1دول شبیه سازی در ج مقادیر عددی پارامترهای
( )H  نرخ جریانو ( )Q این حدود به صورت زیر است:کراندار است . 

0 < Q <  2/0  lit/s 

60 < H <  200 cm 

 استفاده شده است. کنترلمدل ساخته شده که در ی مقادیر عددی پارامترها :1جدول 

Table 1. The numerical values of the model parameters that have been used in the control. 

به  مربوط  که  پارامترهایی   1 جدول  در  است  توضیح  به  لازم 

 ، d  ، D  ، l  ، cl  ، N مانند  ساختمان هندسی و جرمی پمپ است 
α بر اساس ابعاد و اندازه های نمونه  و  md  ، b  ، a  ، m  ، p  ،ϕ  ، n

واقعی  نمونه  تصویر  که  شده اند  استخراج  شده  ساخته  آزمایشگاهی 
ساخته شده را در شکل های 1 و 6 و مدل سالیدورک طراحی شده 
 g آن را در شکل های 1 ، 5 و 7 مقاله می توان مشاهده کرد، پارامتر 
ρ همانطور که در  شتاب گرانش است که مقداری ثابت است، پارامتر 
متن مقاله اشاره شده چگالی میانگین آب و هوا است که چگالی آب 
f ضریب  1000 و چگالی هوا 1کیلوگرم بر متر مکعب است. پارامتر 
اصطکاک بین پیچ و مهره است که با توجه به نوع مهره و پیچ استفاده 
شده در نمونه ساخته شده و با استفاده از جداول طراحی پیچ می توان 
با ضریب اطمینان کافی مقدار بیشتری را برای آن انتخاب کرد، مقادیر 
Q مقادیر دلخواه مطلوب است که در حدود مجاز ذکر شده  H و 

در مقاله قرار دارد و این حدود با آزمایش بر روی نمونه آزمایشگاهی 
eJ به ترتیب ممان اینرسی جرمی  I و  استخراج شده است، مقادیر 
شاسی و پمپ و اجزای آن و ممان ایرنسی معادل بار و موتور است که 
به کمک فرمولهای ممان اینرسی و از روی داده های هندسی و جرمی 
mK داده های  L و   ، R سیستم محاسبه شده اند و در انتها مقادیر 
الکتریکی موتور است که به طور آزمایشی و از روی داده های مقادیر 
ولتاژ و جریان موتور که با ولت متر و آمپرمتر اندازه گیری شده اند به 

دست آمده است
در شکل 15 تغییرات سرعت زاویه ای و مشتق آن با گذشت زمان 
نشان داده شده است. شکل 15 نشان می دهد که متغیر کنترلی به 
مقدار مطلوب رسیده و همچنین مشتق آن که بیانگر تغییرات سرعت 
سرعت  پایا  حالت  در  واقع،  در  است.  رسیده  صفر  به  است  دورانی 
دورانی تغییر نمی کند. در شکل 16 مقدار سیگنال کنترلی در شروع 
برای  که  است  این  نشانگر  که  است  بیشتر  پایا  حالت  به  نسبت  کار 
ولتاژ  تبع  به  و  دارد  بالایی  کشی  جریان  موتور  پمپ،  کار  به  شروع 
ثابت  مقدار  به  ولتاژ  مقدار  پایا  حالت  در  سپس  می طلبد.  را  بالایی 
می رسد که این دقیقاً بیانگر این است که کنترلر مقدار سرعت دورانی 

ω را در مقدار ثابت و مشخصی نگه داشته است. پمپ 
شده  ترسیم   ( )α پمپ  شیب  زاویه  حالت  متغیر   17 شکل  در 
مقدار  به  کنترلی  متغیر  مقادیر  که  می دهد  نشان   17 شکل  است. 
مطلوب رسیده و همچنین مشتقات آن که بیانگر تغییرات زاویه شیب 
پمپ  شیب  زاویه  پایا  حالت  در  چون  رسیده اند  صفر  به  است  پمپ 
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 : مقادیر عددی پارامترهای مدل ساخته شده که در کنترل استفاده شده است.1جدول 
Table 1. The numerical values of the model parameters that have been used in the control. 

 
 مقدار واحد کمیت مقدار واحد کمیت

L  اندوکتانس سلف
تعداد دور  H 05/0 n موتور

 8  های لولهحلقه

R  مقاومت
 π/12 رادیان زاویه مارپیچ لوله Ω 2 φ الکتریکی موتور

mK  ثابت القایی
 m 1 ارتفاع V.s 05/0 H موتور

eJ  ممان اینرسی
 معادل بار و موتور

2kg.m 1352/0 Q نرخ جریان /s3m 0001/0 

N  ضریب تبدیل
 m 001/0 گام پیچ p 12  چرخ دنده

ρ  چگالی سیال
 معادل

3kg/m 5/500 m جرم پمپ kg 4 

md  قطر میانگین
 2m/s 806/9 شتاب گرانش m 02/0 g پیچ

I  ممان اینرسی
 جرمی پمپ

2kg.m 02/0  طول ثابت m 7/0 

cl  طول استوانه
 m 5/0 طول ثابت m 5/0 b پمپ

l طول رزوه پیچ m 003/0 f  ضریب اصطکاک
 4/0  بین پیچ و مهره

D  قطر استوانه
پمپ زاویه شیب  m 1/0 α پمپ

 π/2 رادیان ((32)برای معادله )

d قطر لوله مارپیچ m 01/0    
 

جدول 1: مقادیر عددی پارامترهای مدل ساخته شده که در کنترل استفاده شده است.
Table 1. The numerical values of the model parameters that have been used in the control.

 
 بر حسب رادیان بر ثانیه  و مشتقات آن به همراه مقدار مطلوب  مقادیر متغیر کنترلی  :15شکل 

Fig. 15. The variation of rotational speed (rad/sec) with applying sliding mode controller 

  

 

 
  کنترلولتاژ برای سیگنال کنترلی  :16شکل 

Fig. 16. Control effort (Voltage) for rotational speed 

  

ω و مشتقات آن به همراه مقدار مطلوب  شکل 15: مقادیر متغیر کنترلی 
ω  بر حسب رادیان بر ثانیه

Fig. 15. The variation of rotational speed (rad/sec) with 
applying sliding mode controller

ω شکل 16: سیگنال کنترلی ولتاژ برای کنترل 
Fig. 16. Control effort (Voltage) for rotational speed
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تغییر نمی کند. در شکل 18 مقدار سیگنال کنترلی در لحظه های اولیه 
جهشی زیاد دارد و با گذشت زمان در حالت پایا مقدار آن کاهش یافته 
و به صفر رسیده است. صفر شدن آن به این دلیل است که وقتی مقدار 
α به مقدار مطلوب می رسد نیازی به  متغیر کنترلی زاویه شیب پمپ 
چرخش موتور نیست و موتور خاموش می شود. جهش زیاد سیگنال 
کنترلی در لحظات اولیه نیز به این دلیل است که مشخصات موتور 
مورد استفاده در پیچ انتقال قدرت دقیقاً همان موتور مورد استفاده 
برای چرخش استوانه پمپ است و چون چرخیدن پیچ قدرت با توجه 
به بار وارده بر آن و اصطکاک مابین پیچ و مهره بسیار سخت تر از پمپ 

است بنابراین نیاز به ولتاژ بیشتری برای راه اندازی دارد.

5- نتیجه گیری 
در این مقاله برای اولین بار معادلات دینامیکی پمپ مارپیچ دوار 
استخراج شده است. یک حجم کنترل چرخان برای به دست آوردن 
معادلات استفاده شده است. استخراج این معادلات با در نظر گرفتن 
بخش الکتریکال انجام شده است. همچنین در این مقاله و در ادامه 
رویه های  پمپ،  تجربی  مشخصه  منحنی های  اساس  بر   ]1[ پژوهش 
برازش شده ای به دست آمده است. به کمک این رویه ها می توان دور 
)ارتفاع  نقطه کار مطلوب  برای داشتن یک  زاویه شیب لازم  پمپ و 
استفاده  پارامترهای  تمامی  کرد.  تعیین  را  مشخص(  جریان  نرخ  و 
اساس مدل ساخته شده مقدار دهی شده اند. در  بر  شده در کنترل 

نهایت، یک کنترل کننده مود لغزشی برای پمپ طراحی شده است 
که می تواند دور و شیب پمپ را برای رسیدن به ارتفاع و نرخ جریان 
مطلوب تنظیم کند. نتایج نشان می دهد که کنترل کننده اعمال شده 
حالت  متغیرهای  و  کند  کنترل  را  سیستم  است  توانسته  خوبی  به 

سیستم را به مقدار مطلوب برساند.

پیوست الف: معادلات موتور و پمپ
معادله کیرشهف حلقه بسته مدار موتور )شکل 3(، به صورت زیر 

نوشته می شود ]11[

m m
diL V Ri K
dt

= − − ω )1-الف( 

V به ترتیب اندوکتانس سلف  mω و   ، mK  ، R  ، i  ، L که در آن 
موتور، جریان الکتریکی موتور، مقاومت الکتریکی موتور، ثابت القایی 
موتور، سرعت دورانی شفت موتور و ولتاژ الکتریکی اعمالی به موتور یا 
همان سیگنال کنترلی است. معادله نیوتون – اویلر طرف موتور )قبل 

از عبور از چرخ دنده( به صورت زیر است ]11[:

e m m mT K i J= − ω )2-الف( 

eT گشتاور انتقالی از موتور  mJ ممان اینرسی موتور و  که در آن 
به بار است. معادله نیوتون – اویلر طرف بار )بعد از عبور از چرخ دنده( 

به صورت زیر است ]11[:

e LJ NT Tω = − )3-الف( 

 
 و مشتقات آن به همراه مقدار مطلوب  مقادیر متغیر کنترلی  :17شکل 

Fig. 17. The variation of inclination angle (rad) with applying sliding mode controller 

  

 
 سیگنال کنترلی ولتاژ برای متغیر کنترلی  :18شکل 

Fig. 18. Control effort (Voltage) for inclination angle 

 

α α و مشتقات آن به همراه مقدار مطلوب  شکل 17: مقادیر متغیر کنترلی 
Fig. 17. The variation of inclination angle (rad) with 

applying sliding mode controller

α شکل 18: سیگنال کنترلی ولتاژ برای متغیر کنترلی 
Fig. 18. Control effort (Voltage) for inclination angle



نشريه مهندسي مکانيک اميرکبير، دوره 52، شماره 8، سال 1399، صفحات 2277 تا 2292

2289

نامیده  بار  LT گشتاور  بار و گشتاور اینرسی  J ممان  که در آن 
می شود. 

با توجه به اینکه شفت موتور و شفت استوانه پمپ با چرخ دنده به 
هم متصل اند، داریم ]11[:

m Nω = ω )4-الف( 

N ضریب تبدیل چرخ دنده  ω سرعت دورانی پمپ و  که در آن 
است.

معادله پایستاری تکانه زاویه ای برای حجم کنترل چرخان پمپ 
مارپیچ دوار مطابق معادله )5-الف( است ]14[.

( ) ( ( ))

2 ( )

( )

cv

L
cv

cv cv

cv cv
cv

cv
cv cs

cv cs

H T r a dv

r r dv r r dv

r v dv

r v dv r v v dA
t

= − × ρ −

× ω× ρ − × ω× ω× ρ

− × ω× ρ =

∂
× ρ + ρ × ⋅

∂

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫





 





    



 



    

)5-الف( 

ρ همان چگالی معادل سیال داخل  در معادله )5-الف( پارامتر 
لوله مارپیچ است که به صورت چگالی میانگین آب و هوا بیان می شود.

می توان معادله )5-الف( را به صورت معادله )6-الف( نوشت

( )

( ( )) 2 ( )

( )

cv cv

L
cv cv

cv cv

cv cv
cv cs

cv cs

T r a dv r r dv

r r dv r v dv

r v dv r v v dA
t

= × ρ + × ω× ρ +

× ω× ω× ρ + × ω× ρ +

∂
× ρ + ρ × ⋅

∂

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

   



     



    

)6-الف( 

LT و مشتق آن را مطابق معادلات )7-الف( تا  می توان گشتاور بار 
)10-الف( به دست آورد.

2 2 2
2 2 2 2

2 3 2
2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 2
3 2

(cos ) sin (cos )
4 8

cos cos (sin )
4 12

(sin ) sin
8 8

(sin )
8

c c
L

c c

c c

c c

l d l d
T c e ce

n

l d l d
c e e

l d l d
c e ce

n

l d l d
ce

n

   ρ π ρ
= − α ω + − α α ω +   
   

   ρ π ρ π
− ϕ αω + − α ω   
   
   ρ π ρ

+ − α ω + αω +   
   

 ρ ρ π
− α ω + − 
 



 



2
2 2

2 2 2
2 2 2

sin (sin )
4

sin cos cos sin cos
4 4
c c

ce

l d l d
ce c

n

 
ϕ α ω 

 
   ρ ρ π

+ α ϕ αω + α ϕω   
   

)7-الف( 

e به صورت زیر است: c و  در معادله )7-الف( پارامترهای 

2
D d c+  = 

 
)8-الف( 

22 2 1
2 c

D d n e
l

 + π  + =  
   

)9-الف( 

با مشتق گیری از معادله )7-الف( داریم:

)10-الف( 

2 2 2
2 2 2

2 3 2
2 2

2 2 2
2 2

2 2
3

(cos ) sin (cos )
4 4

cos cos (sin )
4 12

(sin ) sin
8 4

(sin )
4

c c
L

c c

c c

c

l d l d
T c e ce

n

l d l d
c e e

l d l d
c e ce

n

l d
ce

n

   ρ π ρ
= − α ω + − α α ωω +   
   

   ρ π ρ π
− ϕ αω + − α ω +   
   
   ρ π ρ
− α ω + αωω +   
   
 ρ
− α ωω 
 



 

 

 



2 2
2

2 2 2
2

sin (sin )
2

sin cos cos sin cos
2 2

c

c c

l d
ce

l d l d
ce c

n

 ρ π
+ − ϕ α ωω + 
 

   ρ ρ π
α ϕ αωω + α ϕωω   

   



 

با دو بار مشتق گیری نسبت به زمان از رابطه )17( می توان روابط 
)11-الف( و )12-الف( را به دست آورد .

sinc ab
c
αα

=


 )11-الف( 

2

2

cos ( ) sin sinc c cc ab
c

α α + αα − αα
=

   

 )12-الف( 

پارامتر  مطابق رابطه زیر تعریف می شود
2 2

3
2 2 2 2 3

2 2 2

2 2

2 2 2

( sin ( 2 cos ) 3 sin cos )
( )

( 2 cos ) 3 (sin )

sin ( 2 cos )
(3cos ( 2 cos )

3 (sin ) )( 2 cos )

a b ab ab
s

a b ab a b

a b ab
a b ab

ab a b ab

 − α + − α − α α
= α 

+ − α + α  
+ α + − α α

+ α + − α −

α + − α αα





 

 
)13-الف( 

5c با توجه به معادلات )17( و )18( به صورت زیر تعریف  متغیر 
می شود:

5 2 2 2 2 2( 2 cos ) ( 2 cos )c a b ab a b ab= + − α + − α )14-الف( 

انتقال  پیچ  چرخاندن  برای  لازم  گشتاور   LT  )23( معادله  در 
قدرت برای پمپ به صورت معادله )15-الف( تعریف می شود ]12[. 
داده  نشان   )9( شکل  در  )15-الف(  معادله  در  موجود  پارامترهای 

شده اند.
±

2
m m

L
m

Fd f d lT
d fl

 π
=  π 

)15-الف( 

f ضریب اصطکاک بین پیچ  md قطر میانگین پیچ،  که در آن 
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بر پیچ که در  وارد  نیروی محوری   F و  l طول رزوه پیچ  و مهره، 
راستای محور طولی پیچ است. این پارامترها در شکل )9( نشان داده 
شده اند. وجود دو علامت نشانگر حالت های بالا رفتن بار )افزایش زاویه 

α( است. α( و پایین آمدن بار )کاهش زاویه 

cot csc cotb
a

γ = α − α )16-الف( 

θ به صورت معادله  γ و  با توجه به شکل )11( رابطه بین زوایای 
)17-الف( است:

180γ = − θ )17-الف( 

برای  رابطه ای  می توان   )27( و  )15-الف(  معادلات  ترکیب  با 
به  آورد که  به دست  معادله )15-الف( و مشتق آن  LT در  گشتاور 

ترتیب مطابق با معادلات )18-الف( و )19-الف( است.

2 2

± cos 2
2 2 sin

2 cos

m m
L

m

d f d l amg IT
d f l ab

a b ab

  π α − α
=   π α  

+ − α



 )18-الف( 

با مشتق گیری از معادله )18-الف( داریم:

)19-الف( 
2 2 2

2

2 2

±
2

( 2 4 sin 4 cos ) 2 cos
(2 sin )

cos 2
2 2 cos

m m
L

m

d f d l
T

d f l

a bmg abI abI a b ab
ab

amg I
a b ab

 π
= × π 

 − α − αα + ααα + − α
 

α 
 αα − αα +
 + − α 





   

  

پیوست ب: معادلات مرتب و دسته بندی شده بر حسب مشتقات 
α و ترکیبات مختلف آن اول، دوم و سوم زاویه شیب پمپ 

ضرایب  از  فاکتورگیری  با   :  α اول  مشتق  برحسب  1-عبارت 
جملات مربوطه در معادله )28(:

2 2

2 2 2 2

2 2 2 3

2

2 2 2

2( ) , ( )

sin (2 sin ) ( 2 cos )

±
( 2 cos )

±1 cos (2 sin )
4

( 2 cos )

m

e

m m

e m

m m

e m

N K abA A
LJ p

ab a b ab

d f d l
a bmg a b ab

J d f l

d f d l
amg ab

J d f l

a b ab

 π
α α α = −  

 
α α + − α

 π
+ + − α π 

 π
− α α π 

+ − α







)20-ب( 

ضرایب  از  فاکتورگیری  با   : α دوم  مشتق  برحسب  عبارت   -2
جملات مربوطه در معادله )28(

2 2 2 2

2 2 3

2( ) , ( ) sin

(2 sin ) ( 2 cos )

2 ±
sin

( 2 cos )

m m

e m

R abB B
L p

ab a b ab

Rd f d l
abI

LJ d f l

a b ab

 π
α α α = − α 

 
α + − α

 π
+ α π 

+ − α





)21-ب( 

ضرایب  از  فاکتورگیری  با   : α سوم  مشتق  برحسب  عبارت   -3
) است و به صورت زیر  )C α α جملات مربوطه در معادله )28( برابر

تعریف می شود:
2

2 2 2

2 2 3

2( ) sin (2 sin )

( 2 cos )

2 ±
sin

( 2 cos )

m m

e m

abC ab
p

a b ab

d f d l
abI

J d f l

a b ab

 π
α = α α 

 
+ − α

 π
− α π 

+ − α



)22-ب( 

از  فاکتورگیری  با   :á 2 اول  مشتق   2 توان  برحسب  عبارت   -4
: ( ) ( )D α α 2 ضرایب جملات مربوطه در معادله )28( 

2 2

2 2 2 2

2( )

(cos ( 2 cos )
(sin ) )( 2 cos )(2 sin )

R abD
L p

a b ab
ab a b ab ab

 π
α = −  

 
α + − α −

α + − α α

)23-ب( 

از  فاکتورگیری  با   :á 3 اول  مشتق   3 توان  برحسب  عبارت   -5
( )( )E α α 3 ضرایب جملات مربوطه در معادله )28(

2 2

2 2

2 2 3 2

2( )

(( sin ( 2 cos )
3 sin cos )( 2 cos )

3 (sin ) )(2 sin )

abE
p

a b ab
ab a b ab

a b ab

 π
α = − 

 
− α + − α −

α α + − α

+ α α

)24-ب( 

با   :  αα دوم  مشتق  در  ضرب  اول  مشتق  برحسب  عبارت   -6

 

25 
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(( sin ( 2 cos )
3 sin cos )( 2 cos )

3 (sin ) )(2 sin )

abE
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 (ب-24)

)(:28: با فاکتورگیری از ضرایب جملات مربوطه در معادله ) عبارت برحسب مشتق اول ضرب در مشتق دوم -6 )F αα ,  
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 (ب-25)

 (:28: با فاکتورگیری از ضرایب جملات مربوطه در معادله )عبارتی که فاقد مشتقات  -7
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مربوطه در معادله )28(:
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