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ABSTRACT: In this research, the free vibration analysis of doubly curved composite sandwich panels 
with variable thickness is studied using higher order sandwich panel theory. For the first time, considering 
different radii of curvatures of the face sheets in this paper, the thickness of the core is a function of plane 
coordinates (x,y). In addition, in the current model, the continuity conditions of the transverse shear 
stress, transverse normal stress and transverse normal stress gradient at the layer interfaces, as well as 
the conditions of zero transverse shear stresses on the upper and lower surfaces of the sandwich panel 
are satisfied, which is unique. The vertical displacement component of the face sheets is assumed as a 
quadratic one, while a cubic pattern is used for the in-plane displacement components of the face sheets 
and all displacement components of the core. The equations of motion and boundary conditions are 
derived using the Hamilton principle. The effects of some important parameters including composite 
layup sequences, length to width ratio, varying properties of the face sheets materials, Face sheet 
thicknesses ratio and varying materials of the face sheets were investigated. The results are validated by 
the latest results published in the literature.
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1- Introduction
Sandwich plates are widely used in many engineering 
applications such as aerospace, automobile, and shipbuilding 
because of their high strength and stiffness, low weight and 
durability. These plates are generally consisting of two stiff 
face sheets and a soft core, which are bonded together. Zhen 
and Wanji [1] applied a C0 type higher order equivalent 
single layer theory to investigate the bending analysis of 
composite sandwich plates subjected to the thermal and 
mechanical loadings. The continuity conditions of transverse 
shear stresses at interfaces and the conditions of zero 
transverse shear stresses on the upper and lower surfaces were 
considered. Biglari and Jafari [2] studied a three layer theory 
for the free vibration and bending analyses of open single 
curved sandwich structures. In their model, Donell’s theory 
was applied for the face sheets. Ghavanloo and Fazelzadeh 
[3] using Novozhilov’s linear shallow shell theory presented 
the free vibration analysis of simply supported doubly curved 
shallow shells. Livani et al. [4] studied the supersonic panel 
flutter of doubly curved composite sandwich panels with 
variable thicknesses under aerothermoelastic loading. In 
their model, the continuity conditions of the transverse shear 
stress, transverse normal stress, and transverse normal stress 
gradient at the layer interfaces, as well as the conditions of 
zero transverse shear stress on the upper and lower surfaces 
of the sandwich panel are satisfied.
In this paper, the free vibration analysis of doubly curved 

composite sandwich panels with variable thickness is studied 
using higher order sandwich panel theory.

2- Methodology
Consider a doubly curved composite sandwich panel which 
is composed of two composite laminated face sheets. The 
sandwich is composed of three layers: the top and bottom 
face sheets and the core layer. The panel is assumed to have 
the length of a and width of b, as shown in Fig. 1. 

Fig. 1. The geometry of the studied doubly curved sandwich panel
The relation of the core thickness can be defined as follows:
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where 0
ch  is the thickness of the core in the center of the panel. 

The displacement fields of the face sheets are based on model 
II of Frostig for the thick core, take a cubic pattern for the in-
plane displacements and a quadratic one for the vertical ones 
and are read as [5]:

(2)

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

0 1

2 3
2 3

0 1

2 3
2 3

0 1

2
2

, , , , , , ,

, , , ,

, , , , , , ,

, , ,

,

,

    ;    ( = , ).

 ,

, , , , , , ,

, ,

i i i

i i

i i i

i i

i i

i i

i i

i i

i

i i

i i i

i

u x y z t u x y t u x y t z

u x y t z u x y t z

v x y z t v x y t v x y t z

v x y t z v x y t z

w x y z t w x y t w x y t z

w x y i t bt z

= + +

+

= + +

+

= + +

where iz  is the vertical coordinate of each face-sheet (i = t, 
b) and is measured upward from the mid-plane of each face-
sheet. Also, all displacement fields of the core are cubic 
polynomial functions as:
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The compatibility conditions in this paper were perfect 
bonding between the face sheets and core, continuity 
conditions of the transverse shear stresses, transverse normal 
stress and transverse normal stress gradient at the layer 
interfaces and the conditions of zero transverse shear stresses 
on the upper and lower surfaces of the sandwich panel. 
The equilibrium equations for the face sheets and core are 
derived using the Hamilton principle:

(3)[ ]
0 0

0.
t t

Ldt K U dtδ δ δ≡ − =∫ ∫
where Kδ and Uδ denote variation of kinetic energy and 
variation of strain energy, respectively.
The displacement fields based on double Fourier series for 
a composite sandwich panel satisfying the simply supported 
boundary conditions are assumed to be in the following 
forms( ( =0,1,2,3), ( =0,1,2),( = , ).i l j t b ): 

(4)

( ) cos( )sin( )( , , )
( )sin( ) cos( )( , , )

( , , ) ( )sin( )sin( )

( , , ) ( ) cos( )sin( )
( , , ) ( )sin( ) cos(
( , , )

mn
i j m ni j
mn

i j m ni j
mn

l j l j m n

mn
i c i c m n

mn
i c i c m

i c

U t x yu x y t
V t x yv x y t

w x y t W t x y

u x y t U t x y
v x y t V t x
w x y t

α β

α β

α β

α β

α β

 
 
 
 
  =
 
 
 
 
  

1 1
 

)

( )sin( )sin( )

N M

n m

n

mn
i c m n

y

W t x yα β

= =

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∑∑

3- Results and Discussion
In this section, the results of the free vibration analysis of 
doubly curved composite sandwich panels with variable 
thickness are presented.

3- 1- The effect of elastic modulus ratio  
In this example, the effect of elastic modulus ratio of the 
face sheets of doubly curved composite sandwich panels 
with cross ply [0/90/0/90/0/Core/0/90/0/90/0], angle ply 
[45/-45/45/-45/45/Core/45/-45/45/-45/45] and [30/-30/30/-
30/30/Core/30/-30/30/-30/30] stacking sequence on the 
dimensionless fundamental natural frequency is investigated. 
As can be seen from Fig. 2, by increasing the elastic modulus 
ratio, the dimensionless fundamental natural frequencies for 
three types of lay-ups are decreased.
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Figure 2. The effect of elastic modulus ratio of the face sheets 
on the dimensionless natural frequency

3- 2- The effect of panel length to width ratio
In this example, the effect of the panel length to width 
ratio on the dimensionless fundamental natural frequency 
with [0/90/0/Core/0/90/0], [45/-45/45/Core/45/-45/45] 
and [30/-30/30/Core/30/-30/30] stacking sequence on the 
dimensionless fundamental natural frequency is investigated. 
Fig. 3 demonstrates that by increasing the panel length to 
width ratio from 1 to 3, the dimensionless fundamental 
natural frequencies for three types of lay-ups are increased.
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Fig. 3. The effect of panel length to width ratio on the 
dimensionless natural frequency
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4- Conclusions
In this work, the free vibration analysis of doubly curved 
composite sandwich panels with variable thickness is studied 
based on a new improved higher order sandwich plate theory. 
The main conclusions are:
- The new higher-order sandwich panel theory used in this 
paper can accurately predict the dynamic behavior of doubly 
curved composite sandwich panels.
- With the increase of the effect of elastic modulus ratio, the 
dimensionless fundamental natural frequencies are decreased.
- By increasing the panel length to width ratio from 1 to 3, the 
dimensionless fundamental natural frequencies are increased.
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1- مقدمه
امروزه استفاده از سازه های سبک و مقاوم که دارای نسبت سفتی 
به وزن و استحکام به وزن بالایی هستند، در مصارف مهندسی بسیار 
رایج و متداول شده است. از جمله کاربرد های این نوع سازه ها مي توان 
بدنه  فضاپیما ها،  و  موشک ها  هواپیما ها،  مانند  پرنده  اجسام  بدنه  به 
کشتی ها، قطار ها و خودرو ها، سقف ها، دیواره ها، تیر های ساختمانی، 
ستون ها و پل ها و مصارف عمده دیگر نام برد. از جدیدترین و رایج ترین 
ساندویچی  ورق های  و  تیر ها  مهندسی،  و سبک  مستحکم  سازه های 
از  متشکل  ورق،  یا  تیر  از  اعم  ساندویچی  سازه  یک   .]1[ مي باشند 
دو رویه ی نازک و مستحکم است که یک هسته ی نرم، انعطاف پذیر 
و نسبتاً ضخیم را در بر گرفته اند. کاربرد اصلي پنل هاي ساندویچي، 
سطوح بال و دم هواپیما، بالک و بدنه موشک مي باشد که مي توان این 
سطوح را در حالت کلي با یک پنل دوانحنایه مدل کرد. از طرفي، پنل 
کروي،  شکل  به  مي تواند  خاص  حالت هاي  در  دوانحنایه  ساندویچي 
استوانه اي و یا ورق تخت نیز باشد. در نتیجه این مقاله مي تواند طیف 

از سازه هاي مورد استفاده در صنایع هوایي را تحت پوشش  وسیعي 
خود قرار دهد. 

با توجه به این موضوع که در این مقاله هدف این است که نتایج 
حاصله براي طیف وسیعي از هندسه سازه ها کاربرد داشته باشد، در 
ابتدا کارهاي جدید انجام شده بر روي پنل هاي ساندویچي و انحنادار 

مورد بررسي قرار مي گیرد.
مرتبه  معادل  تئوری تک لایه  کارگیری  به  با   ]2[ وانجی1  و  ژِن 
بالا به مطالعه خمش صفحات ساندویچی کامپوزیتی تحت نیروهای 
شرایط  معادلات،  استخراج  در  آن ها  پرداخت.  مکانیکی  و  حرارتی 
پیوستگی تنش های برشی عرضی در فصل مشترک هسته با رویه ها 
و شرایط صفر بودن تنش های برشی عرضی روی سطوح خارجی را 
ارضا کردند. بیگلري و جعفري ]3[ به بررسي ارتعاشات آزاد صفحات 
ساندویچی دوانحنایه با هسته ي انعطاف پذیر بر اساس تئوري اصلاح 
شده لایه مجزا پرداختند. آن ها از تئوري تغییرشکل برشي مرتبه اول، 
تنش عرضي خطي و تنش برشي یکنواخت در راستاي ضخامت هسته 

1  Wanji&Zhen
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در استخراج معادلات حاکم استفاده کردند. گیونتا1 و همکاران ]4[ به 
بررسي رفتار پوسته هاي دوانحنایه چندلایه با استفاده از تئوري هاي 
مختلف کلاسیک، زیگ زاگ، مرتبه بالا و چندلایه پرداختند. پوسته ها 
تحت بارگذاري گسترده و متمرکز قرار داشته اند. اکُتم و سوآرِز2 ]5[

روشي تحلیلي براي تحلیل خمش صفحات دوانحنایه مرکب چندلایه 
مستطیل شکل با استفاده از تئوري تغییرشکل برشي مرتبه بالا ارائه 
دادند و اثر شرایط مرزي، انحنا، چندلایه بودن، جنس مواد، ضخامت 
تئوري  از  استفاده  با   ]6[ گاتو3  کردند.  بررسي  را  مختلف  بارهاي  و 
لبه هاي پوسته دوانحنایه  اثر قیود صفحه اي مختلف روي  کیرشهف، 
بررسي  طبیعي  فرکانس  بر  را  شکل  مستطیل  نازک  همسانگرد 
اجباري  غیرخطي  ارتعاشات   ]7[ همکاران  و  علي جاني  است.  کرده 
پوسته هاي دوانحنایه مدرج تابعی 4را مورد بررسي قرار دادند. آن ها از 
تئوري غیرخطي دونلِ براي پوسته نازک استفاده کردند و اثر نسبت 
در  هم  را  تحریک  فرکانس  بر  پوسته  شدن  سفت  یا  نرم  و  حجمي 
نزدیکي فرکانس اصلي و هم در نزدیکي دو برابر فرکانس اصلي مورد 
بحث و بررسي قرار دادند. ملک زاده فرد و همکاران ]8[ تحلیل کمانش 
داراي  که  انعطاف پذیري عرضي  داراي  با هسته  ساندویچي  پنل هاي 
المان محدود تحلیل  نرم افزارهاي  از  استفاده  با  را  جرم متصله است 
اثر  مطالعه  براي  سه بعدي  محدود  المان  مدل  یک  از  آن ها  نمودند. 
جرم متصله روي کمانش بهره بردند و از المان هاي ورق براي رویه ها 
استفاده کردند. ویولا5 و همکاران  براي هسته  المان هاي سه بعدي  و 
دوانحنایه مرکب چندلایه ضخیم  دینامیکي صفحات  تحلیل  به   ]9[
با استفاده از تئوري تغییرشکل برشي مرتبه بالاي دوبعدي پرداختند. 
تغییرشکل  تئوري  شامل  مختلف  تئوري هاي  میان  مقایسه اي  آن ها 
انجام  بالاتر  مرتبه  برشي  تغییرشکل  تئوري هاي  و  اول  مرتبه  برشي 
داده اند. هی6 و همکاران ]10[ تحلیل خمش پنل های ساندویچی برای 
هندسه های مختلف هسته شامل هسته راه راه7، لانه زنبوری و X شکل 
انجام دادند. آن ها از تئوری های کلاسیک و تغییرشکل برشی مرتبه 
اول برای رویه ها و هسته بهره بردند و از کرنش های برشی عرضی در 

1  Giunta
2  Oktem & Soares 
3  Qatu
4  Functionally Graded
5  Viola
6  He
7  Corrugated

المان  از  با استفاده  رویه ها صرف نظر کردند. یاسین و کاپوریا8 ]11[ 
استاتیکي و  به تحلیل  تئوري زیگ زاگ،  و  چهارگوشه اي چهارگرهي 
پرداختند.  مرکب  ساندویچي  نازک  دوانحنایه  ورق هاي  آزاد  ارتعاش 
است.  شده  صرف نظر  عرضي  نرمال  تنش هاي  از  آنها،  تئوري  در 
قوانلو و فلاح زاده ]12[ تحلیل ارتعاش آزاد ورق هاي دوانحنایه نازک 
ارتوتروپیک با شرایط مرزي ساده را مورد مطالعه قرار دادند. معادلات 
آنها بر اساس تئوري خطي ورق هاي نازک نووژیلف9 به دست آمده اند. 
ماتوری10 و همکاران ]13[ در سال 2014، تحلیل استاتیکی و ارتعاش 
آزاد صفحات ساندویچی تخت را با ارائه تئوری لایه مجزا انجام دادند. 
وانگ و شی11 ]14[ تحلیل استاتیکی پنل های ساندویچی کامپوزیتی 
را انجام دادند. تئوری ارائه شده توسط آنها از چندجمله ای درجه سه 
برای کرنش های برشی عرضی و تابعی خطی برای کرنش های محوری 
پیوستگی  شرایط  هم چنین  آنها  تئوری  می کرد.  استفاده  عرضی 
با  رویه ها  مشترک  فصل  در  عرضی  نرمال  تنش های  و  جابجایی ها 
استاتیکي  تحلیل  و همکاران ]15[  تورنابن12ِ  ارضا می کرد.  را  هسته 
معادل  لایه  تک  تئوري  از  استفاده  با  را  مرکب  دوانحنایه  پنل هاي 
تحلیل   ]16[ همکاران  و  لیوانی  دادند.  انجام  دوبعدي  بالاي  مرتبه 
فلاتر پنل هاي ساندویچي دوانحنایه با ضخامت متغیر تحت بارگذاری 
آیروترمومکانیکی مطالعه کردند. در مدل ارائه شده توسط آنها، شرایط 
تنش  گرادیان  و  عرضي  نرمال  تنش  عرضي،  برشي  تنش  پیوستگي 
شرایط  هم چنین  هسته،  با  رویه ها  مشترک  فصل  در  عرضی  نرمال 
صفر بودن تنش هاي برشي عرضي روي سطوح خارجي رویه ها ارضا 
شد. شوشتری و منتشلو ]17[ ارتعاشات آزاد غیرخطی ورق مستطیل 
شکل مدرج تابعی با خواص مگنتو-الکترو-الاستیک با شرایط مرزی 

ساده بر اساس تئوری برشی مرتبه سوم مورد مطالعه قرار دادند.
در این مقاله تحلیل ارتعاشات آزاد پنل هاي ساندویچي دوانحنایه 
با ضخامت متغیر با استفاده از تئوري بهبودیافته مرتبه بالاي پنل هاي 
همیلتون  اصل  مبنای  بر  حاکم  معادلات  می شود.  انجام  ساندویچي 
ارتعاش  مقاله  این  در  تحقیقي،  پیشینه  توجه  با  استخراج می گردند. 
آزاد مدل ارائه شده توسط لیوانی و همکاران ]16[ مورد مطالعه قرار 

می گیرد.  

8  Yasin & Kapuria
9  Novozhilov 
10  Maturi
11  Wang & Shi
12  Tornabene
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2- به دست آوردن معادلات حاکم
در این بخش، در ابتدا مدل هندسی مورد مطالعه ارائه می گردد، 
سپس تئوری مورد استفاده ارائه می شود، بعد از آن شرایط سازگاری 
معادلات  بخش،  این  انتهای  در  و  می شود  بیان  تنش  و  جابجایی ها 
حاکم بر ارتعاش آزاد پنل هاي ساندویچي مرکب دوانحنایه بر مبنای 

تئوری پنل ساندویچی مرتبه بالای ارتقا یافته استخراج خواهد شد.

1-2- مدل هندسی
پنل  از  است  عبارت  مقاله  این  در  مطالعه  مورد  مدل  هندسه 
ساندویچي دوانحنایه که از دو رویه مرکب لایه اي تشکیل شده است. 
ضخامت رویه هاي بالایي و پاییني مقادیر ثابت مي باشد، ولي ضخامت 
هسته متغیر است. پنل ساندویچي موردنظر به صورت دوانحنایه است 
و شعاع هاي انحناي رویه هاي بالایي و پاییني مي تواند متفاوت باشد. 
پنل  و  ندارد  وجود  رویه ها  و  هسته  ابعاد  روي  بر  محدودیتي  هیچ 
ساندویچي در حالت کلي مي تواند از نظر هندسي نامتقارن باشد. با 
توجه به این موضوع که مدلسازي در این مقاله پارامتري مي باشد، با 
مدل پیشنهادي در این مقاله مي توان پنل هاي ساندویچي با هسته ي 
فوم و لانه زنبوري را نیز مورد تحلیل قرار داد، براي اینکار تنها کافي 
است که مدول الاستیسیته و مدول صلابت در سه راستا را به دست 
شده  داده  خواص  این  با  ارتوتروپیک  ماده  یک  هسته  براي  و  آورد 

تعریف نمود. 

ضخامت هاي  است،  شده  داده  نشان   1 شکل  در  که  همانطور 
 bh و   th ثابت  مقادیر  با  برابر  بترتیب  پاییني  و  بالایي  رویه هاي 
پنل  است.   ( ),ch x y با  برابر  هسته  هم چنین ضخامت  مي باشد. 
h مي باشد. پنل ساندویچي  داراي طول a و عرض b و ضخامت کل 
رویه هاي  انحناي  شعاع هاي  و  است  دوانحنایه  صورت  به  موردنظر 
 xbR ، xtR بالایي و پاییني و هسته در صفحه xz بترتیب برابر است با
. هیچ  y cR ybR و ، y tR xcR و در صفحه yz بترتیب برابر است با و

محدودیتي بر روي ابعاد هسته و رویه ها وجود ندارد و پنل ساندویچي 
در حالت کلي مي تواند از نظر هندسي نامتقارن باشد.

و   b عرض  و   a طول  داراي  دوانحنایه  پنل  براي  صفحه  معادله 
 yz yR در صفحه  انحناي  و شعاع   xz xR در صفحه  انحناي شعاع 
- براي حالتي که مبدأ مختصات کارتزین در مرکز آن قرار دارد- به 

صورت زیر است ]17[:

2 21
2 x y

x yz
R R

 
= − +  

 
 )1(

در نتیجه رابطه ی )1( براي پنل دوانحنایه براي حالتي که مبدأ 
مختصات کارتزین در گوشه آن قرار دارد، به صورت زیر است:

2 2

1 2 2
2 x y

a bx y
z

R R

    − −    
    = − +

 
 
 

 )2(

 

 : هندسه پنل ساندويچي دوانحنايه مورد مطالعه 1 شکل 

Fig. 1. Geometry of studied doubly curved sandwich panel 
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شکل 1 : هندسه پنل ساندويچي دوانحنايه مورد مطالعه
Fig. 1. Geometry of studied doubly curved sandwich panel
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با توجه به هندسه مورد بررسي، رابطه ي مربوط به ضخامت هسته 
ch0 که ضخامت مرکز هسته است و قسمت  ثابت که شامل قسمت 
و  بالایي  رویه هاي  انحناي  شعاع هاي  بودن  متفاوت  از  ناشي  متغیر 

پاییني است، از رابطه ي زیر قابل محاسبه است:

( )
20

2

1 1 1,
2 2 2

1 1 1 .
2 2

c
c

xb xt

yb y t

h ah x y x
R R

by
R R

  = + − − +       
  − −       

 )3(

2-2- میدان جابجایی رویه ها و هسته
میاني،  هسته  انعطاف پذیر  رفتار  و  رویه ها  با  هسته  اثرات  تعامل 
ساندویچي  سازه هاي  دینامیکي  رفتار  مطالعه  پیچیدگي  باعث 
مي گردد. لذا با توجه به این که تئوري هاي متداول قادر به پیش بیني 
اثرات تغییرشکل هاي دقیق در راستاي ضخامت هاي رویه ها و هسته 
نمي باشند، ارائه مدل تحلیلي مرتبه بالا که قادر به لحاظ کردن اثرات 
این  در  منظور  همین  به  است.  ضروري  باشد،  هسته  انعطاف پذیري 
قرار  استفاده  مورد  ساندویچي  پنل هاي  بالاي  مرتبه  مدل  مطالعه 
مي گیرد. در این تئوري بر خلاف تئوري هاي متداول، هیچ محدودیتي 
بر میدان جابجایي هسته و رویه ها اعمال نمي گردد و اثرات مرتبه بالا 
از  رویه ها  از حل مسأله ظاهر مي گردند. در اين تئوري براي  پس 
تئوري مرتبه سومي که در مدل دوم فروستیگ براي هسته استفاده 
شده، بکار گرفته مي شود ]18[. جابجایي هايv ، u و w رویه ها در 

راستاي  محورهاي y ، x و z به صورت روابط زیر مي باشند:

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
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i i i
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i

i

i

u x y z t u x y t u x y t z

u x y t z u x y t z

v x y z t v x y t v x y t z

v x y t z v x y t z

w x y z t w x y t w x y t z

w x y t z i t b

= + +

+

= + +

+

= + +

 )4(

b به ترتیب نشان دهنده ي رویه بالایي  t و جایي که اندیس هاي
 ) ,i t b= (  iu 3 و   iu2  ، iu1  ، iu0 هم چنین است.  پاییني  رویه  و 
مجهولات جابجايي درون صفحه اي صفحه میاني رویه ها در جهت 

( مجهولات جابجايي  ,i t b= ( iv 3 iv و  2  ، iv 1  ، iv 0  ، xمحور
 ، iw 0 و   ،  yمحور راستاي  در  رویه ها  میاني  صفحه اي صفحه  درون 

( مجهولات جابجایي عرضي صفحه میاني  ,i t b= ( iw 2 iw و  1

رویه ها در راستاي محور z مي باشند.
در این پژوهش، براي هسته از همان تئوري مرتبه سومي که در 
مدل دوم فروستیگ براي هسته استفاده شده، به کار گرفته مي شود، 
با این تفاوت که در مدل دوم فروستیگ، جابجایي  عرضي w هسته، 
از  حاضر  تئوري  در  اما  است،   z عرضي  مختصه  از  دو  درجه  تابعي 
مدل درجه سه استفاده شده است. با این تغییر مي توان رفتار هسته 

انعطاف پذیر با ضخامت متغیر را با دقت بالاتري پیش بیني کرد:

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )
( ) ( )
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2 3
2 3
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2 3
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c c c c c

c c c c

c c c c c

c c c c

c c c c c

c c c c

u x y z t u x y t u x y t z

u x y t z u x y t z

v x y z t v x y t v x y t z

v x y t z v x y t z

x y z t w x y t ww x y t z

w x y t z w x y t z

= + +

+

= + +

+

= + +

+

 )5(

و   j cu هم چنین است.  هسته  نشان دهنده ي   c اندیس جایي که 
در  هسته  میاني  صفحه  صفحه اي  جابجایي  مجهولات  بترتیب   j cv

j مجهولات جابجایي عرضي صفحه  cw راستاي محورهاي x وy ، و 
 .) , , ,j =0 1 2 3 میاني هسته در راستاي محور z مي باشند)

3-2- روابط کرنش- جابجایي
با  دوانحنایه  ساندویچي  پنل  براي  رویه ها  سینماتیک  روابط 
 ( )x iz R+ ≈1 ملاحظات مربوط به پنل دوانحنایه و با فرض اینکه 1
به صورت زیر مي باشد 

 
بخاطر نازک بودن رویه ها

 ( )y iz R+ ≈1 و 1

:]19[
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, 2 ,

2 ,
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xx i yy i
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∂ ∂ ∂

 ∂ ∂
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 ∂ ∂
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 )6(

کرنش هاي  بترتیب   ) ,i t b= (  zz iε و  yy iε ، xxiε جایي که
,i t b= (  xy iγ  ،z و   y  ،  x راستاي محورهاي  در  رویه ها  محوري 
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 ) ,i t b= (  yz iγ و   xz iγ رویه ها،  درون صفحه اي  برشي  کرنش   ،)
با قراردهي رابطه ي  کرنش هاي برشي عرضي رویه ها مي باشند. حال 

)4( در رابطه ي )6( داریم:
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جایي که:
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با  دوانحنایه  ساندویچي  پنل  براي  هسته  سینماتیک  روابط 
ملاحظات مربوط به پنل دوانحنایه، به صورت زیر می باشد ]20[:
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هسته  محوري  کرنش هاي  بترتیب   zz cε و  yy cε ، xxcε جایي که
، کرنش برشي درون صفحه اي  xy cγ  ،z و y ، xدر راستاي محورهاي
با  مي باشند.  عرضي هسته  برشي  کرنش هاي   yz cγ و   xz cγ هسته، 
قراردهي رابطه ي )5( در رابطه ي )9(، روابط کرنش- جابجایي هسته 

به صورت زیر در مي آیند:
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جایي که: 
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4-2- روابط تنش-کرنش
در این مقاله فرض بر این است که هر کدام از رویه ها از پنل مرکب 
تنش-کرنش  روابط  شده اند.  ساخته  یکنواخت  ضخامت  با  چندلایه 

ام به صورت زیر تعریف مي شود ]19[: k کاهش یافته براي لایه 
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تنش هاي محوري در راستاي محورهاي  zzσ yyσ و ، xxσ جایي که
و  xzτ صفحه اي، درون  برشي  تنش  xyτ  ،)x,y,z( اصلي  مختصات 

zzε کرنش هاي محوري در  yyε و  ، xxε yzτ تنش هاي برشي عرضي،

کرنش برشي درون  xyγ  ،)x,y,z( راستاي محورهاي مختصات اصلي
yzγ کرنش هاي برشي عرضي مي باشند. همچنین  xzγ و صفحه اي، و
( ثوابت سفتي کاهش یافته  , , ,m n =1 2 4 ( mnQ در رابطه ی )12(، 
( ثوابت سفتي کاهش یافته  , , ,m n = 3 5 6 ( mnQ درون صفحه اي و

ام مي باشند. k عرضي لایه 
ارتوتروپیک  ماده  از  هسته  که  است  این  بر  فرض  مقاله  این  در 
ساخته شده باشد. روابط تنش-کرنش براي یک ماده ارتوتروپیک به 

صورت زیر تعریف مي شود ]19[:
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( ثوابت سفتي درون صفحه اي و , , ,m n =1 2 4 ( mnQ جایی که 

( ثوابت سفتي عرضي می باشند. , , ,m n = 3 5 6 ( mnQ

5-2- شرایط سازگاری جابجایی ها و تنش ها
در این مقاله، شرایط پیوستگی جابجایی ها، تنش برشي عرضي، 
تنش نرمال عرضي و گرادیان آن در فصل مشترک رویه ها با هسته، 
سطوح  روي  عرضي  برشي  تنش هاي  بودن  صفر  شرایط  هم چنین 

خارجي رویه ها ارضا مي شود. 
ایده آل به هسته چسبیده اند. به  مقاله رویه ها به صورت  در این 
عبارت دیگر، شرایط پیوستگی جابجایی ها در فصل مشترک  هسته 

و رویه ها برقرار است و به صورت رابطه ی زیر می باشد:
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تنش هاي برشي عرضي در سطح بالایي رویه بالایي و سطح پاییني 
رویه پاییني باید صفر باشد: 
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اولین شرط پیوستگي تنش ها، برابر بودن تنش برشي عرضي در 
سطح پاییني رویه بالایي با سطح بالایي هسته و هم چنین برابر بودن 
تنش برشي عرضي در سطح بالایي رویه پاییني با سطح پاییني هسته 

است:
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دومین شرط پیوستگي تنش ها، برابر بودن تنش نرمال عرضي در 
سطح پاییني رویه بالایي با سطح بالایي هسته و هم چنین برابر بودن تنش 

نرمال عرضي در سطح بالایي رویه پاییني با سطح پاییني هسته است:
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سومین شرط پیوستگي تنش ها، برابر بودن گرادیان تنش نرمال 
عرضي در سطح پاییني رویه بالایي با سطح بالایي هسته و هم چنین 
برابر بودن گرادیان تنش نرمال عرضي در سطح بالایي رویه پاییني با 

سطح پاییني هسته است: 
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6-2- منتجه هاي تنش
منتجه هاي تنش بر واحد طول براي رویه هاي بالایي و پاییني به 

صورت زیر تعریف مي شوند:
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هم چنین، منتجه هاي تنش بر واحد طول براي هسته عبارتند از: 
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7-2- معادلات حاکم
و  انرژي  از روش  و شرایط مرزي  معادلات حاکم  استخراج  براي 

اصل همیلتون استفاده مي شود، بر اساس این اصل:

[ ]
0 0
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t t

Ldt K U dtδ δ δ≡ − =∫ ∫  )21(

انرژي  تغییرات  Uδ و جنبشي  انرژي  تغییرات  Kδ آن  در  که 
δاپراتور تغییرات مرتبه اول است.  کرنشي مي باشد. همچنین

براي پنل ساندویچي  انرژي جنبشي  رابطه ي مربوط به تغییرات 
دوانحنایه به صورت زیر می باشد:
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رابطه ي مربوط به تغییرات انرژي کرنشي براي رویه هاي بالایي و 
پاییني و هسته به صورت زیر مي باشد:
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فصل  در  جابجایي ها  پیوستگي  شرط  شش  مي توان  هم چنین 
مشترک هر یک از رویه ها با هسته )رابطه ي )14((، چهار شرط صفر 
شدن تنش هاي برشي عرضي در سطح خارجي رویه ها )رابطه ي )15(( 
و هشت شرط پیوستگي تنش هاي نرمال و برشي عرضي و گرادیان 
تنش نرمال عرضي در مرز رویه ها با هسته )روابط )16( الی )18(( را 
نیز در رابطه ی )23( جاي داد. براي این منظور کافي است هر یک از 

این معادلات را در یک ضریب لاگرانژ منحصر به فرد ضرب کرد.
حال با قراردهي روابط مربوط به تغییرات انرژي جنبشي )رابطه ي 
همیلتون  اصل  در   ))23( )رابطه ي  کرنشي  انرژي  تغییرات  و   ))22(
ساندویچي  پنل هاي  بر  حاکم  حرکت  معادلات   ،))21( )رابطه ي 

دوانحنایي در سیستم مختصات کارتزین )x,y,z( به دست مي آیند:
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لبه هاي  روي  تحقیق  این  در  شده  اعمال  ساده  مرزي  شرایط 
به صورت زیر مي باشند: ,y b=0 x, و  a=0

0

1 2 3 0 1 2

0 1

2 3 0 1 2

0 1

2 3 0 1

0, 0, 0, 0,

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
0, 0, 0, 0, 0,

0, 0, 0, 0, 0, 0,
0, 0, 0, 0, 0,

0, 0, 0, 0,

xx t xx t xx t xx t t

t t t t t t

xx b xx b xx b xx b b b

b b b b b

xx c xx c xx c xx c c c

c c c

N M O H v

v v v w w w
N M O H v v

v v w w w
N M O H v v

v v w w

= = = = =

= = = = = =
= = = = =

= = = = = =
= = = = = =

= = = 2 30, 0, 0.c c cw w= = =

 )24(

3- حل معادلات حاکم
میدان هاي جابجایي پنل مرکب ساندویچي دوانحنایه براي شرایط 

مرزي ساده )رابطه ی )24(( بر مبناي سري فوریه دوگانه به صورت 
زیر فرض مي شوند:

) (cos) (sin) () , , (
) (sin) (cos) () , , (

) , , ( ) (sin) (sin) (

) , , ( ) (cos) (sin) (
) , , ( ) (sin) (cos)
) , , (

mn
i j m ni j
mn

i j m ni j
mn

l j l j m n

mn
i c i c m n

mn
i c i c m

i c

U t x yu x y t
V t x yv x y t

w x y t W t x y

u x y t U t x y
v x y t V t x
w x y t

α β

α β

α β

α β

α β

 
 
 
 
  = 
 
 
 
  

1 1
 ,

(

) (sin) (sin) (

  )i=0,1,2,3(, )l=0,1,2(,)j=t,b(.

N M

n m

n

mn
i c m n

y

W t x yα β

= =

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∑∑  )25(
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و براي ضرایب لاگرانژ به صورت زیر:

) (cos) (sin) (
) , , (

) (sin) (cos) (
) , , (

) (sin)) , , (
) , , (

) , , (

) , , (

) , , (

) , , (
) , , (
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j c m nj c

mnx
j c m nj c

y mn
j cj c m

z
j

xz
j
yz

j c
xz
j c
yz

j c
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j c
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X t x y
x y t

Y t x y
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Z t xx y t
x y t

x y t

x y t

x y t

x y t
x y t
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χ
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χ

αχ

χ

χ

χ

χ

χ

χ ′

 
 
 
 
 
 
 
  =
 
 
 
 
 
 
 
 

1

(sin) (

) (cos) (sin) (

) (sin) (cos) (
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) (sin) (sin) (
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XZ t x y

YZ t x y

XZ t x y

YZ t x y

ZZ t x y

ZZ t x y

β

α β

α β

α β

α β

α β

α β

=

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

1
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)j=t,b(; , .

N

n

m n
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π πα β

=

= =

∑∑
 )26(

 بترتیب ضرایب لاگرانژ مربوط به شرایط 
t c
zχ و t c

yχ ، t c
xχ جایي که

فصل  در   z و   y  ،x محورهاي  راستاي  در  جابجایي ها  پیوستگي 
ضرایب  بترتیب   bc

zχ و   bc
yχ  ، bc

xχ هسته،  با  بالایي  رویه  مشترک 
لاگرانژ مربوط به شرایط پیوستگي جابجایي ها در راستاي محورهاي 
و b

xzχ ، t
yzχ ، t

xzχ هسته، با  پاییني  رویه  مشترک  فصل  در   z و   y  ،x
به شرایط صفر شدن تنش هاي  مربوط  بترتیب ضرایب لاگرانژ   b

yzχ

بترتیب  bc
yzχ و bc

xzχ ، t c
yzχ ، t c

xzχ رویه ها، خارجي  سطح  در  عرضي  برشي 
ضرایب لاگرانژ مربوط به شرایط پیوستگي تنش هاي برشي عرضي در 
بترتیب ضرایب لاگرانژ مربوط به  bc

zzχ و t c
zzχ مرز رویه ها با هسته است،

 
t c
zzχ ′ شرایط پیوستگي تنش هاي نرمال در مرز رویه ها با هسته است و

گرادیان  پیوستگي  به شرایط  مربوط  بترتیب ضرایب لاگرانژ   
bc
zzχ ′ و 

 ، mn
i jU هم چنین  است.  هسته  با  رویه ها  مرز  در  عرضي  نرمال  تنش 

mn
jXZ  ، mn

j cZ  ،
mn
j cY  ، mn

j cX  ، mn
i cW  ، mn

i cV  ، mn
i cU  ، mn

l jW  ، mn
i jV

 ،m فوریه،  ضرایب   '
mn
j cZZ و  mn

j cZZ  ، mn
j cY Z  ، mn

j cXZ  ، mn
jY Z  ،

 y n، تعداد نیم موج ها در جهت  x و  تعداد نیم موج ها در جهت 
مي باشند.

براي به دست آوردن معادلات حاکم بر تحلیل ارتعاش آزاد پنل های 
دوانحنایه ساندویچی مرکب با ضخامت متغیر از روش باقیمانده وزني 

به شیوه توابع وزني گالرکین استفاده مي شود:

{ }( ){ }
0 0

{0}.
a b

L dxdyφ ψ  = ∫ ∫  )27(

 { }ψ و  طبیعي  شکل مودهاي  بردار   { }φ جایي که
مي شوند تعریف  زیر  صورت  به  و  هستند  وزني  توابع  بردار 

: )i=0,1,2,3(, )l=0,1,2(,)j=t,b(

{ }
cos) (sin) (,

sin) (cos) (,

sin) (sin) (, cos) (sin) (,
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α
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)28(
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α β α
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}
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sin) (cos) (,sin) (sin) (,
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m n
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α β α β
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{ }
cos) (sin) (,
sin) (cos) (,

sin) (sin) (, cos) (sin) (,
sin) (cos) (,sin) (sin) (,
cos) (sin) (, sin) (cos) (,
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}

(sin) (,
sin) (cos) (,sin) (sin) (,
cos) (cos) ( .

n
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y
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x y

β
α β α β
α β

زیر  صورت  به  حاکم  معادله   ،)27( رابطه ي  از  انتگرال گیري  با 
: )i=0,1,2,3(, )l=0,1,2(,)j=t,b( حاصل مي شود

{ }
{

}

[ ]{ } [ ]{ } {0};

, , , , , , ,

, , , , , , , '

T

mn mn mn mn mn mn mn
i j i j l j i c i c i c j c

mn mn mn mn mn mnmn mn
j j j c j c j c j cj c j c

M X K X X

U V W U V W X

Y Z XZ YZ XZ YZ ZZ ZZ

+ = =

 )29(

و  سفتي  ماتریس  [ ]K شکل مود،  ثوابت  بردار   { }X جایي که 
] ماتریس جرم مي باشند. در نتیجه معادله مقدار ویژه به صورت  ]M

زیر به دست می آید:

[ ]{ } {0}.mnK M Xλ− =  )30(
معادله  و حل  معادلات  کدنویسی  مي باشد.   mn mnλ ω= 2 جایی که
مقادیر ویژه به دست آمده در نرم افزار MATLAB 2013R انجام 

شده است.
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4- نتايج و بحث
در این بخش نتایج حاصل از تحلیل ارتعاشات پنل هاي دوانحنایه 

مرکب ساندویچي ارائه خواهد شد. 

1-3- اعتبارسنجی نتایج
تحلیل  از  نتایج حاصله  ارائه شده،  روش  اعتبارسنجي  منظور  به 
ارتعاشات پنل ساندویچي تخت و انحنادار با استفاده از تئوري حاضر 
با نتایج تحلیلي و عددي ارائه شده در چندین مرجع مختلف مقایسه 

مي شوند. 

1-1-4- تحلیل ارتعاش آزاد پنل همسانگرد دوانحنایه
با  دوانحنایه  همسانگرد  پنل  آزاد  ارتعاش  تحلیل  بخش،  این  در 
شرایط مرزي ساده بررسي مي شود. در جدول 1، فرکانس طبیعي اول 
( به دست آمده از تئوري حاضر با نتایج به  /) / G(hω ω ρ= 1 2 بي بعد)
دست آمده از مدل المان محدود1 ]21[ و تئوري مرتبه بالاي دوبعدي2 

/ , ,a h = 5 10 ]22[ براي نسبت هاي مختلف طول به ضخامت پنل )20
( مقایسه شده است. جدول 1 نشان مي دهد که نتایج به دست آمده از 
تئوري حاضر انطباق خوبي با نتایج به دست آمده از مدل المان محدود 

]21[ و تئوري مرتبه بالاي دو بعدي ]22[دارد. 

2-1-4 تحلیل ارتعاش آزاد پنل ساندویچي مرکب دوانحنایه 
مرکب  ساندویچي  پنل  آزاد  ارتعاش  تحلیل  بخش،  این  در 
بکار  مواد  خواص  مي شود.  بررسي  ساده  مرزي  شرایط  با  دوانحنایه 
رفته براي رویه هاي مرکب و هسته فوم در جدول 2 آورده شده است. 
 لایه چیني پنل ساندویچي به صورت لایه متعامد ]0/90/ هسته/90/0 [

1  Finite Element Method )FEM)
2 Higher order Shear. Deformation Theory )HSDT)-2D

بي بعد  اول  طبیعي  فرکانس   ،3 جدول  در  مي باشد.  متقارن   و 
با  حاضر  تئوري  از  آمده  دست  به   ) /) / ( /t ta E hω ω ρ= 2 1 2

2 (
نتایج به دست آمده از تئوري مرتبه بالاي پنل هاي ساندویچي3 ]8[
مقایسه شده است. جدول 3 نشان مي دهد که نتایج به دست آمده از 
تئوري حاضر انطباق خوبي با نتایج به دست آمده از تئوري مرتبه بالاي 
پنل هاي ساندویچي دارد. این انطباق براي پنل هاي نازک بهتر است، 
مي شود.  مشاهده  نتایج  بین  اختلاف  اندکي  پنل هاي ضخیم  براي  و 
این اختلاف بخاطر این است که در تئوري حاضر انعطاف پذیري هسته 
به صورت بهتري مدل شده است و در تئوري مرتبه بالاي پنل هاي 
ساندویچي از تنش عرضي در رویه ها و تنش هاي صفحه اي در هسته 

صرف نظر شده است. 

2-4- بررسي اثر تغییر خواص مواد رویه ها بر روي فرکانس طبیعی 
پنل ساندویچي مرکب دوانحنایه 

شکل 2 نشان مي دهد با افزایش نسبت مدول الاستیسیته رویه ها از 
یک تا دوازده، فرکانس طبیعی بی بعد براي هر سه نوع لایه چیني کاهش 
مي یابد که این رفتار قابل انتظار بود، چرا که در این مثال با افزایش نسبت 
مدول الاستیسیته رویه ها و ثابت در نظر گرفتن مدول الاستیسیته رویه 
پیدا  پاییني کاهش  رویه  الیاف  راستاي  الاستیسیته در  بالایي، مدول 
مي کند، در نتیجه سفتي پنل و به تبع آن فرکانس طبیعی بی بعد کاهش 
مي یابد. به علاوه شکل 2 نشان مي دهد که نرخ کاهش فرکانس طبیعی 
بي بعد با افزایش نسبت مدول الاستیسیته رویه ها براي پنل با لایه چیني 
زاویه ای بیشتر از دو نوع لایه چیني دیگر است. نکته قابل مشاهده دیگر 
شکل 2 این است که برای مدول الاستیسیته رویه های بالا، فرکانس 
طبیعی بی بعد تقریباً مستقل از نوع لایه چیني است. هم چنین شکل 2 
نشان مي دهد که پنل ساندویچي مرکب دوانحنایه با لایه چیني زاویه اي 
بیشترین  دارای  رویه ها  الاستیسیته  مدول  نسبت های  همه ی  برای 

فرکانس طبیعی بی بعد و بهترین رفتار دینامیکی است.

3-4- بررسي اثر نسبت طول به عرض پنل بر روي فرکانس طبیعی 
پنل مرکب ساندویچي دوانحنایه 

روي  بر   ) /a b ( پنل  عرض  به  طول  نسبت  اثر  بخش،  این  در 
پنل   ) /) / ( /t ta E hω ω ρ= 2 1 2

2 ( بي بعد  طبیعی  فرکانس 

3  High-order Sandwich Panel Theory )HSAPT)

/بعد پنل همسانگرد دوانحنايه )هاي طبيعي بي: مقايسه فرکانس 1 جدول , / , .x ya b R R a   1 0 3 5) 
Table 1. Comparing dimensionless fundamental natural frequency of the doubly curved isotropic 

panel 
 

/a h حاضرروش    [21] FEM  [22] HSDT-2D  
5 03444/0  _ 03470/0  
10 09801/0  09822/0  09826/0  
20 02867/0  02873/0  02872/0  

 
  

دوانحنايه  همسانگرد  پنل  بي بعد  طبيعي  فرکانس هاي  مقايسه   :  1  جدول 

) / , / , .x ya b R R aν= = = =1 0 3 5 (
Table 1. Comparing dimensionless fundamental natural 

frequency of the doubly curved isotropic panel
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مرکب ساندویچي دوانحنایه براي سه نوع لایه چیني مختلف متعامد 
زاویه اي ]45/45-/45/هسته/45/45- ]0/90/0/هسته/0/90/0[، لایه 

/45[، و ]30/30-/30/هسته/30/30-/30[ بررسي مي شود. مشخصات 
هندسي و خواص مواد به کار رفته در رویه ها و هسته پنل ساندویچي 
اثر   ،3 شکل  در  است.  شده  آورده   4 جدول  در  دوانحنایه  مرکب 
نسبت طول به عرض پنل بر روي فرکانس طبیعی بي بعد پنل مرکب 
ساندویچي دوانحنایه نشان داده شده است. همانطور که شکل 3 نشان 
تا سه فرکانس  از یک  افزایش نسبت طول به عرض پنل  با  مي دهد 
 3 شکل  هم-چنین  مي کند.  پیدا  افزایش  سرعت  به  بي بعد  طبیعی 
پنل)نسبت  به عرض  پایین طول  نسبت هاي  براي  نشان مي دهد که 

طول به عرض پنل از یک تا سه(، فرکانس طبیعی بي بعد براي هر سه 
نوع لایه چیني نزدیک به هم است، ولي با افزایش بیشتر این نسبت، 
اختلاف بین نتایج لایه چیني هاي مختلف بشدت افزایش پیدا مي کند. 
برای نسبت طول به عرض پنل بزرگ تر از سه، فرکانس طبیعی بي بعد 
پنل با لایه چیني متعامد بر خلاف دو لایه چینی دیگر کاهش می یابد.

4-4- بررسي اثر نسبت ضخامت هاي رویه ها بر روي فرکانس طبیعی 
پنل ساندویچي دوانحنایه با ضخامت متغیر

در این بخش اثر نسبت ضخامت هاي رویه بالایي به رویه پاییني 
با  دوانحنایه  ساندویچي  پنل  آزاد  ارتعاش  پاسخ  روي  (بر  t bh h (

 ]3[ها و هسته پنل ساندويچي: خواص مواد به کار رفته در رويه 2 جدول
Table 2. Material properties of a composite sandwich panel [3] 

 
3 هسته

1 2 3 12 13 236.89MPa, 3.45MPa, 0,  97kg / m .E E E G G G           

1 هارويه 2 3 12 13 13
3

12 13 23

131 GPa,  10.34GPa, 6.895GPa , 6.205GPa,
0.22, 0.49,  1627 kg / m .

E E E G G G
   

     

   
 

 
  

 
 چيني متعامدبعد پنل ساندويچي مرکب دوانحنايه با لايههاي طبيعي بي: مقايسه فرکانس 3 جدول

Table 3. Comparing dimensionless fundamental natural frequency of the doubly curved composite 
sandwich panel with Cross ply lay-up. 

 
h/a 
 
R/a 

1/0 01/0 

  HSAPT [3] حاضرروش   HSAPT [3] حاضرروش 
1 205/11 316/12 819/116  633/123 
2 978/5 726/6 610/62  906/65 
3 486/4 737/4 255/43  274/45 
4 511/3 772/3 898/31  998/34 
5 969/2 222/3 648/27  967/28 
10 174/2 283/2 485/17  909/17 
20 778/1 978/1 480/13  800/13 

 
  

جدول 2 : خواص مواد به کار رفته در رويه ها و هسته پنل ساندويچي]3[
Table 2. Material properties of a composite sandwich panel [3]

مرکب  ساندويچي  پنل  بي بعد  طبيعي  فرکانس هاي  مقايسه   :  3 جدول 
دوانحنايه با لايه چيني متعامد

Table 3. Comparing dimensionless fundamental natural 
frequency of the doubly curved composite sandwich panel 

with Cross ply lay-up.

 
 بعدبيفرکانس طبيعي  يبر رو هارويهنسبت مدول الاستيسيته  : اثر 2 شکل 

Fig. 2. The effect of elastic modulus ratio of the face sheets on the dimensionless fundamental natural 
frequency 
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[45/-45/45/-45/45/Core/45/-45/45/-45/45]
[0/90/0/90/0/Core/0/90/0/90/0]
[30/-30/30/-30/30/Core/30/-30/30/-30/30]

شکل 2 : اثر نسبت مدول الاستيسيته رويه ها بر روي فرکانس طبيعی بي بعد
Fig. 2. The effect of elastic modulus ratio of the face sheets 

on the dimensionless fundamental natural frequency

 ها و هسته پنل ساندويچي مرکب دوانحنايه: مشخصات هندسي و خواص مواد بکار رفته در رويه 4 جدول
Table 4. Mechanical and geometrical properties of a doubly curved composite sandwich panel 

 
3 هسته

1 2 3 12 13 236.89MPa, 3.45MPa, 0.25, 130 kg / m .E E E G G G           

هارويه  1 2 3 12 13 13
3

12 13 23

131 GPa,  10.34GPa, 6.895GPa , 6.205GPa,
0.22, 0.49,  1627 kg / m .

E E E G G G
   

     

   
 

/ هندسه 0.7, 10 , .c xt xb yt ybh h a h R R R R R a        
 
  

جدول 4 : مشخصات هندسي و خواص مواد بکار رفته در رويه ها و هسته پنل ساندويچي مرکب دوانحنايه
Table 4. Mechanical and geometrical properties of a doubly curved composite sandwich panel
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ضخامت متغیر با رویه های با جنس های مختلف مطالعه مي شود. در 
این مثال سه پنل ساندویچي با رویه های بالایي و پایینی با جنس هاي 
مختلف آلومینیومي، فولادي و مرکب در نظر گرفته شده است. خواص 
مواد رویه ها و هسته مطابق جدول 5 مي باشد. همانطور که در ردیف 
آخر جدول 5 مشاهده می شود با در نظر گرفتن شعاع انحناهای منفی 
ضخامت  ساندویچی،  پنل  پایینی  و  بالایی  رویه های  برای  مثبت  و 

هسته در هر نقطه متفاوت است.
در شکل 4، اثر نسبت ضخامت هاي رویه ها بر روي فرکانس طبیعی 
(پنل ساندویچي دوانحنایه با  /) / ( /t ta E hω ω ρ= 2 1 2

2 بی بعد )
مرکب  و  فولادي  آلومینیومي،  مختلف  جنس هاي  با  متغیر  ضخامت 
نشان داده شده است. همانطور که شکل 4 نشان مي دهد با افزایش 
طبیعی  فرکانس  پنل،  نوع  سه  هر  براي  رویه ها  نسبت ضخامت هاي 
افزایش ضخامت  با  ندارد. واضح است که  تغییرات محسوسی  بی بعد 
افزایش  بیشتر  پنل،  وزن  افزایش  نسبت  به  پنل  بالایی، سفتی  رویه 
دلیل  اما  پیدا می کند،  افزایش  فرکانس طبیعی  نتیجه  در  و  می یابد 
بی بعدسازی  نحوه  در  باید  را  بی بعد  فرکانس طبیعی  ناچیز  تغییرات 
( نیز  h جستجو کرد، چرا که با افزایش ضخامت رویه، ضخامت کل)
بی بعدسازی  کسر  مخرج  در   h اینکه به  توجه  با  و  می یابد  افزایش 
نتیجه  در  می شود.  بی بعد  طبیعی  فرکانس  کاهش  باعث  دارد،  قرار 
فرکانس طبیعی بی بعد تغییرات محسوسی ندارد. هم چنین شکل 4 
نشان مي دهد که پنل ساندویچي با رویه هاي مرکب داراي بیشترین 

فرکانس طبیعی بی بعد براي همه ي نسبت ضخامت هاي رویه ها است 
و داراي بهترین رفتار دینامیکی مي باشد و پس از آن، پنل ساندویچي 
با رویه هاي آلومینیومی دارای رفتار دینامیکی بهتری نسبت به پنل 

ساندویچي با رویه هاي فولادی است.

5- نتيجه گيری
در این مقاله، تحلیل ارتعاش آزاد پنل هاي دوانحنایه ساندویچي 
مرکب و همسانگرد با ضخامت متغیر با استفاده از تئوري مرتبه بالاي 
پنل هاي ساندویچي ارتقا یافته انجام شد. مي توان ادعا نمود که در این 
تحقیق یک تئوري جدید مرتبه بالا براي تحلیل ارتعاش آزاد پنل هاي 

ساندویچي دوانحنایه با ضخامت متغیر ارائه شده است.
پس از بررسي و جمع بندي نتایج عددي حاصل از تحلیل ارتعاش 
آزاد پنل هاي ساندویچي مرکب و همسانگرد با ضخامت متغیر، مي توان 

موارد زیر را نتیجه گیري نمود:
- تئوري مرتبه بالاي پنل هاي ساندویچي جدید مورد استفاده در 
این مقاله مي تواند با دقت خوبي رفتار دینامیکی پنل هاي ساندویچي 

انحنادار را پیش بیني کند.
ساندویچي  دوانحنایه  پنل  عرض  به  طول  نسبت  افزایش  با   -

مرکب، فرکانس طبیعی بي بعد افزایش پیدا مي کند.
- با افزایش نسبت ضخامت هاي رویه ها، فرکانس طبیعی بي بعد 
براي پنل ساندویچي با رویه هاي مرکب، آلومینیومي و فولادي تغییرات 
بهترین  داراي  مرکب  رویه هاي  با  ساندویچي  پنل  ندارد.  محسوسی 
رویه هاي  با  ساندویچي  پنل  آن،  از  پس  و  مي باشد  دینامیکی  رفتار 
آلومینیومی دارای رفتار دینامیکی بهتری نسبت به پنل ساندویچي با 

رویه هاي فولادی است.
طبیعی  فرکانس  رویه ها،  الاستیسیته  مدول  نسبت  افزایش  با   -
بي بعد کاهش مي یابد و بیشینه نرخ کاهش فرکانس طبیعی بي بعد با 
افزایش نسبت مدول الاستیسیته رویه ها مربوط به پنل با لایه چیني 

زاویه ای مي باشد. 
برای  زاویه اي  لایه چیني  با  دوانحنایه  مرکب  ساندویچي  پنل   -

همه ی نسبت های مدول الاستیسیته رویه ها، دارای بیشترین فرکانس 
طبیعی بی بعد و بهترین رفتار دینامیکی است.

حاضر،  پژوهش  شدن  کاربردي تر  و  شدن  کامل تر  منظور  به 
تحقیقات زیر پیشنهاد مي شود:

 
 بعدبيفرکانس طبيعي  يپنل بر رو طول به عرضنسبت  : اثر 3 شکل 

Fig. 3. The effect of the panel length to width ratio on the dimensionless fundamental natural frequency 
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[45/-45/45/-45/45/Core/45/-45/45/-45/45]

[0/90/0/90/0/Core/0/90/0/90/0]

[30/-30/30/-30/30/Core/30/-30/30/-30/30]

شکل 3 : اثر نسبت طول به عرض پنل بر روي فرکانس طبيعی بي بعد
Fig. 3. The effect of the panel length to width ratio on the 

dimensionless fundamental natural frequency
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- تحلیل ضربه پنل هاي مرکب ساندویچي دوانحنایه با استفاده از 
تئوري جدید.

مخروطي  ساندویچي  مرکب  پنل هاي  ضربه  و  کمانش  تحلیل   -
شکل با استفاده از تئوري جدید.

- تحلیل کمانش و ضربه پنل هاي دوانحنایه ساخته شده از مواد 
هدفمند و مواد مرکب با لایه هاي فلزي با استفاده از تئوري جدید.

- تحلیل پس کمانش پنل هاي ساندویچي با استفاده از تئوري جدید.

- بهینه سازي آیروالاستیک پنل هاي مرکب ساندویچي دوانحنایه.
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