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ABSTRACT: In this paper, for the first time, by considering the flexibility of the core in the high order 
theory of sandwich shells, the buckling behavior of the truncated conical sandwich shells which include 
a temperature-dependent porous functionally graded core and two temperature-dependent homogeneous 
face sheets are investigated in various thermal conditions. The power-law rule which modified by 
considering the two types of porosity volume fractions is applied to model the gradual variation of 
functionally graded materials. By applying the principle of minimum potential energy, considering the 
in-plane stresses in the core and faces, and nonlinear von-Karman strains for both mechanical and thermal 
stresses, the governing equations are obtained under the axial in-plane compressive loads. A Galerkin 
procedure is used to solve the equations in a simply supported, clamped and clamped-free boundary 
conditions. Uniform, linear and nonlinear temperature distributions are used to model the effect of the 
temperature changing in the sandwich shell. To verify the results of these work, they are compared with 
finite element method results obtained by ABAQUS software and for special cases with the results in 
literature. Critical load variations are surveyed versus the temperature changing, geometrical effects, 
porosities, and some others in the numerical examples. 
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1- Introduction
After the first considering sandwich constructions in a

research paper in 1944, these modern structures with high 
flexural stiffness to weight ratio have become favorite 
structures among the researchers. Sandwiches include two 
faces to resist the in-plane and bending loads and a core to 
resist the transverse shear loads and maintain the faces distance 
[1]. Conical sandwich shells are important kinds of sandwich 
structures which have been applied in modern equipment such 
as vessels, missiles, spacecraft, and nuclear reactors. Despite 
the importance of these modern structures, due to the complex 
set of partial differential equations, there are little studies about 
conical sandwich shells comparing with cylindrical shells and 
circular plates [2]. 

Due to failure, delamination and thermal stress 
concentration in high-temperature environments, application 
of usual materials and ordinary composites is not proper. 
Japanese researchers proposed Functionally Graded Materials 
(FGM) to overcome these problems. FGMs are microscopic 
inhomogeneous materials which gradually graded from a metal 
surface to a ceramic one [3]. During the production process 
of FGMs, some micro-voids appear which affect the material 
properties. Considering these porosities in the modeling of 
these materials is a development in the researches. Considering 
the dependence of material properties on the temperature, and 
distribution of the temperature in the thickness direction of the 
structure are important to model the mechanical behavior of 
the sandwich panels, too.

There are several approaches to investigate the mechanical 
behavior of sandwich structures, such as the Finite Element 
Model (FEM), shear deformation theories, 3-Dimensional 
(3D) elastic theory, and energy methods [4]. In these theories 
the core height is constant, but in fact the thickness of the 
sandwich plates is variable. So, the core should be considered 
as a flexible layer that compressed transversely. In the classical 
theories, the localized effects in the core cannot be calculated, 
so to consider these effects, a high order theory was presented 
[5].

Often, studying the buckling of conical shells has been 
interesting for researchers. Sofiyev [6] by using First-Order 
Shear Deformable Theory (FSDT) and Galerkin method 
studied the stability of Functionally Graded (FG) conical 
sandwich shells under axial load. Xu et al. [7] studied the 
buckling behavior of truncated conical shells subjected to 
uniform pressure by using the calculus of variations. Zhong 
and Reimerdes [8] employed a high order theory to study 
the stability behavior of conical sandwich shells by using 
the principle of minimum total potential energy. Sofiyev [9] 
in a review paper gathered some research on vibration and 
buckling of FG shells.

2- Methodology
In this study, by applying a high order theory which modified

by considering the flexibility of the core, buckling behavior of 
truncated conical sandwich shells with porous FG core under 
axial compressible loads is investigated in the uniform, linear 
and nonlinear temperature distributions. FG material properties 
are temperature and location-dependent which graded in 
according to power-law rules that include the volume fraction *Corresponding author’s email: u.mohammadi@qiau.ac.ir
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of the porosities. The homogeneous materials are temperature 
dependent, too. High order stresses and thermal stress resultants, 
in-plane stresses and thermal stresses of the core and face sheets 
are considered at the same time. Nonlinear von Karman strains 
are used for both mechanical and thermal stresses. Boundary 
conditions are simply supported, clamped and clamped-free and 
equations are derived based on the minimum potential energy 
principle. To obtain critical loads, a Galerkin method is applied. 
To validate the present approach, the results of this analytical 
approach are compared with the numerical results obtained by 
ABAQUS software and for a special case are compared with 
some studies. Finally, the effects of the temperature changing, 
volume fraction distribution of FG core, porosity and some 
geometrical effects on the buckling characteristics of defined 
sandwich shells are investigated.

3- Results and Discussion
In this study, a truncated sandwich shell is considered

which the interior plane of the core and inner face sheet are 
made of the zirconium dioxide and the outer plane of the core 
and outer face sheet are made of silicon nitride. Fig. 1 shows 
a schematic of a truncated conical sandwich shell in a curve 
linear coordination.

To study the buckling behavior of FG conical sandwich 
shells, and to obtain the governing equations, minimum 
potential energy principle is applied which includes total 
potential energy variation, δV, and internal potential energy 
variation, δU. Based on a high order sandwich shell theory, 
distinct displacement fields should be considered for each 
layer. So FSDT is employed to model the displacement fields 
of the face-sheets. Also, cubic patterns are applied to model 
the kinematic relations of the core with twelve unknown 
coefficients for the in-plane and vertical displacement 
components. By substituting the kinematic relations and 
compatibility conditions, and after some algebraic operations, 
the twenty-eight equations are obtained. A Galerkin method 
is determined to solve the governing equations of truncated 
conical sandwich shells, with twenty-eight trigonometric 
shape functions, which satisfy the boundary conditions. 
These twenty-eight equations are not independent and the 
number of them can be reduced by a reduction approach. 
Lagrange constants can be isolated as the expression of the 
face sheets. It can be seen that based on the compatibility 
conditions, the unknown constants of the faces are dependent 
on the core constants. At last by some operations, the number 
of the equations is reduced to sixteen in terms of the core 
unknown constants. These sixteen equations can be written in 
a 16×16 matrix. To verify the approach of this study, present 

results are compared with FEM results of ABAQUS software 
and in a special case are compared with results of Refs. [10-
11]. Fig. 2 shows a finite element model of the structure in 
the present study.

4- Conclusions
Effects of temperature, power-law index, semi-vertex angle, 

thicknesses, radius, length, porosities and three temperature 
distributions on the critical load are discussed. Increasing 
the temperature reduces mechanical properties. So, with 
increasing the temperature in a constant power-law index, 
the critical load parameter decreases. While power law index 
is increased, the amount of ceramic reduces, so the critical 
load parameter decreases. In a constant power-law index and 
a constant temperature, the critical load parameter decreases 
when length to thickness ratio is increased. With increasing 
the semi vertex angle, the critical load parameter decreases. 
In a constant power-law index, the critical load parameter 
decreases when radius to thickness ratio is increased. With 
increasing the core to face-sheet thickness ratio in different 
power-law indices, the critical load parameters decrease, 
except in the zero power in which with increasing the ratio 
the critical load increases. In different power-law indices, 
with increasing the length to radius ratio, lower than four, 
the critical load parameters decrease. When the length to 
radius ratio is more than four, by increasing the ratio, the 
critical load parameters increase. With increasing the porosity 
volume fraction, the critical load parameter decreases. These 
decreasing are more in the case of even porosity distribution. 
Critical loads in the case of non-uniform distributions of 
temperature are bigger than the uniform one. The highest 
critical loads are in nonlinear temperature distribution. The 
critical load parameter is the highest in the clamped boundary 
condition.
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تحلیل کمانش پوسته ساندویچی مخروطی با هسته هدفمند متخلخل در شرایط حرارتی مختلف
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خلاصه: در این تحقیق، برای اولین بار، با در نظر گرفتن انعطاف پذیری هسته در تئوری مرتبه بالای پوسته های ساندویچی، رفتار 
کمانشی پوسته ساندویچی مخروطی ناقص که شامل هسته هدفمند متخلخل و رویه های همگن است، در توزیع دماهای مختلف 
بررسی می شود. از مواد با خواص وابسته به دما در هسته و رویه ها استفاده می گردد و برای مدل سازی تغییر تدریجی خواص مواد 
هدفمند از قانون توانی که با در نظر گرفتن دو مدل توزیع تخلخل اصلاح می شود، استفاده می شود. به کمک اصل مینیمم انرژی 
پتانسیل و با در نظر گرفتن تنش های درون صفحه ای هسته و رویه ها و کرنش غیرخطی ون کارمن هم برای تنش مکانیکی و هم 
تنش حرارتی، معادلات تعادل سازه در معرض بار فشاری درون صفحه  ای محوری به دست می آیند. از روش گلرکین برای حل معادلات 
حاکم در شرایط تکیه گاهی ساده، دو سرگیردار و گیردار-آزاد بهره برده می شود. برای بررسی اثر تغییر دما بر روی سازه، توزیع دما 
به صورت یکنواخت، خطی و غیرخطی در نظر گرفته می شود. برای صحت سنجی روش، نتایج تحلیل کار حاضر در حالات خاص با 
مقالات دیگر و همچنین با نتایج بدست آمده از نرم افزار آباکوس مقایسه می شود. تغییرات بار بحرانی بی بعد نسبت به تغییرات هندسی 

سازه، تغییرات دما، خواص مواد و تخلخل بررسی خواهد شد.  
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مقدمه-11
بعد از اولین استفاده فیربیرن1 از ساختار ساندویچی، کاربرد این سازه ها 
در صنایع و تجهیزات مختلف از جمله، پنل های هواپیما، تجهیزات راداری، 
پنل های ساختمانی و تجهیزات دیگر بسیار گسترش یافته است. سازه های 
ساندویچی معمولا از سه لایه تشکیل می شوند. دو لایه خارجی به نام رویه 
به یک لایه داخلی که هسته نام دارد، می چسبند. رویه ها از هسته محکم تر و 
مقاوم ترند، اما مقاومت هسته باید به قدری باشد که فاصله عمودی دو رویه 
را حفظ کند. این سازه ها بر خلاف وزن کمشان، استحکام، مقاومت و سفتی 

خمشی بالایی دارند ]1[.
کامپوزیت ها از جمله موادی هستند که در ساخت رویه ها و هسته استفاده 
می شوند. مواد کامپوزیتی شامل چندین ماده با خواص فیزیکی و شیمیایی 
مجزا در فاز جامدند که با هم ترکیب شده و منجر به ایجاد مواد کارآمدتر 
در  ولی  دارند  کمی  وزن  و  بالا  استحکام  مواد  این  می گردند.  اولیه  مواد  از 

1  Fairbairn

دماهای بالا ضعیف اند و به دلیل ناپیوستگی در وجه مشترک لایه ها و تورق 
که منجر به تمرکز تنش می شود، از بین می روند. پژوهشگران ژاپنی برای 
چیره شدن بر این مشکلات در سپرهای حرارتی فضاپیماها استفاده از مواد 
هدفمند را پیشنهاد کردند ]2[. مواد هدفمند که شامل سرامیک و فلز هستند، 
خاصیت  ایجاد  باعث  سرامیک  هستند.  غیرهمگن  میکروسکوپی  به طور 
مقاومت حرارتی و فلز سبب کارایی مکانیکی بالا و همچنین سبب کاهش 
مشترک  وجه  شدید  تغییرات  مواد  این  بنابراین  می شود.  شکست  احتمال 
چند جهت  یا  در یک  تشکیل دهنده  مواد  تدریجی کسر حجمی  تغییر  با  را 
در صنایع مختلف،  مواد  این  روزافزون  کاربرد  دلیل  به   .]3[ بین می برند  از 
پژوهش های گوناگونی بر روی آن ها انجام می گیرد. هادی و همکاران ]4[ 
طبق  بر  خواصشان  که  هدفمند  استوانه ای  پوسته های  ارتعاشات  تحلیل  به 
افشاری  و  ترابی  پرداختند.  می کرد  تغییر  راستای ضخامت  در  توانی  قانون 
گشتاور  و  محوری  نیروی  معرض  در  که  روتورهایی  پایداری  و  لنگش   ]5[
از  پیچشی بودند را بر اساس تئوری تیموشنکو بررسی کردند. این روتورها 
مواد هدفمندی ساخته شده بودند که خواص مکانیکی شان به صورت پیوسته 
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مواد  از  استفاده  با   ]6[ همکاران  و  می کرد. شکیب  تغییر  طولی  راستای  در 
هدفمند در هسته یک پنل ساندویچی به بررسی اثر ضربه سرعت پایین بر 
پاسخ دینامیکی این سازه پرداختند. طهانی و طالبیان ]7[ با بهره گیری از مواد 
هدفمند در مخازن استوانه ای رفتار استاتیکی این سازه ها را در معرض بارهای 
مکانیکی و حرارتی بررسی کردند. خواص مواد به تدریج در راستای ضخامت 
مطابق با تابع توانی تغییر می کرد. عارفی و آرانی ]8[ تحلیل ترموالاستیک 
مکانیکی،  مختلف  محیط های  در  را  هدفمند  نانوتیرهای  الکترومغناطیس  و 
الکتریکی و مغناطیسی بررسی کردند. آرانی و همکاران ]9[ ارتعاشات ورق 
ساندویچی ویسکوالاستیک با رویه های نانوکامپوزیتی پیزوالکتریک هدفمند 

را تحلیل کردند.
از روش های مختلفی در ساخت و تولید مواد هدفمند استفاده می شود که 
بسیار پیچیده و گران قیمت هستند. در فرآیند تولید مواد هدفمند به خصوص 
روش پختن، ریزحفره هایی موسوم به تخلخل ایجاد می شوند که بر خواص 
مکانیکی آن ها اثر می گذارند، بنابراین مطالعه اثر ریزحفره ها در این مواد، یکی 
از علایق پژوهشگران در تحقیقات نوین شده است. اکبری ]10[ یک روش 
ارائه داد تا رفتار کمانشی را  بهینه سازی توزیع تخلخل در تیرهای هدفمند 
اصلاح کند. نتایج این کار نشان می دهد که میزان تخلخل در دیواره های تیر 
کمینه و در مرکز آن بیشینه است. وانگ و همکاران ]11[ ارتعاشات ورق های 
هدفمند متخلخل را مطالعه نمودند. دو نوع توزیع تخلخل به نام یکنواخت و 
غیریکنواخت که در فرآیند ساخت ایجاد می شوند در این تحلیل در نظر گرفته 
شد. رضایی و همکاران ]12[ رفتار ارتعاشاتی ورق های مستطیل هدفمند را 
بررسی کردند و دو نوع توزیع تخلخل یکنواخت و غیریکنواخت را در نظر 
گرفتند. در توزیع یکنواخت حفره ها به طور یکنواخت در سراسر سطح مقطع 
پخش می شوند ولی در توزیع غیریکنواخت، آن ها در مرکز سطح میانی جمع 
می شوند. لیو و همکاران ]13[ با در نظر گرفتن دو نوع توزیع تخلخل در مواد 
هدفمند رفتار کمانشی تیرهای ساندویچی را بررسی کردند. خواص مواد با 
قانون ترکیب ویت تقریب زده شد. آرانی و همکاران ]14[ تحلیل دینامیکی 
ورق متخلخل بر روی بستر الاستیک را با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی 
هدفمند  ورق های  خمش  و  کمانش   ]15[ همکاران  و  چن  کردند.  بررسی 

متخلخل را با روش ریتز چبیشف تحلیل کردند.
مختلفی  روش های  ساندویچی  سازه های  مکانیکی  رفتار  بررسی  برای 
تئوری  و  برشی ورق  تغییر شکل  تئوری های  المان محدود،  از جمله روش 
الاستیسیته سه  بعدی پیشنهاد شده است. شعبان و علی بیگلو ]16[ با استفاده 
از تئوری الاستیسیته سه بعدی و روش انرژی، خمش پنل های ساندویچی را 

مطالعه نمودند. یه و چن ]17[ با روش المان محدود رفتار دینامیکی ورق های 
ساندویچی مستطیلی ارتوتروپیک را مطالعه کردند. مانتاری و ارُ ]18[ با به کار 
بردن تئوری برشی مرتبه اول ارتعاشات آزاد ورق های کامپوزیتی ساندویچی 
مستطیل شکل را بررسی کردند. ژائو و همکاران ]19[ ارتعاشات آزاد پنل های 
هدفمند  کربنی  نانوتیوب های  با  شده  تقویت  کامپوزیتی  ناقص  مخروطی 
و  بررسی کردند. سپیانی  ریتز  و روش  فوریه  اساس روش سری های  بر  را 
همکاران ]20[ کمانش و ارتعاشات پوسته استوانه ای دو لایه ای هدفمند را بر 
اساس تئوری برشی مرتبه اول تحلیل کردند. آرانی و همکاران ]21[ کمانش 
مکانیکی، حرارتی و الکتریکی نانوتیرهای ساندویچی مستقر بر بستر پسترناک 
و  کالیری  کردند.  مطالعه  بالا  مرتبه  برشی  تغییر شکل  تئوری  اساس  بر  را 
را  ساندویچی  سازه های  تئوری  روی  بر  اخیر  پژوهش های   ]22[ همکاران 
نظر  در  ثابت  هسته  ضخامت  کلاسیک  تئوری های  در  کرده اند.  گردآوری 
گرفته شده درحالی که در سازه های ساندویچی ضخامت هسته متغیر است. 
برای پوشش دادن پدیده انعطاف پذیری هسته تئوری مرتبه بالا پیشنهاد شده 
مستطیلی  ساندویچی  ورق  آزاد  ارتعاشات   ]23[ همکاران  و  مظفری  است. 
شامل سیم های حافظه دار را بر اساس تئوری مرتبه بالای ورق ساندویچی 
بالای  مرتبه  تئوری  از  استفاده  با   ]24[ همکاران  و  افطاری  کردند.  بررسی 
پنل ساندویچی، ارتعاشات آزاد پنل ساندویچی را بررسی کردند. ملک زاده و 
همکاران ]25[ بر اساس تئوری مرتبه بالای ورق ساندویچی پاسخ دینامیکی 
ورق های ساندویچی با رویه کامپوزیتی بر روی بستر الاستیک که در معرض 
ضربه سرعت پایین قرار داشت را مطالعه نمودند. محمدی و همکاران ]26[ با 
استفاده از تئوری مرتبه بالای ورق ساندویچی پاسخ ضربه سرعت پایین ورق 
ساندویچی با رویه های هدفمند را بررسی کردند. محمدی و خلیلی ]27[ بر 
اساس تئوری مرتبه بالای تیر ساندویچی تغییر شکل محلی تیر ساندویچی 

با رویه هدفمند و هسته منعطف را بررسی کردند.
در  دلیل  همین  به  می کند،  تغییر  مواد  خواص  حرارتی  محیط های  در 
توزیع  تغییر دما مهم است. همچنین  به  وابستگی خواص مواد  نظر گرفتن 
رفتار  مدل سازی  و  تحلیل  در  مهم  موارد  از  سازه  راستای ضخامت  در  دما 
مکانیکی پنل های ساندویچی است. محمدی و همکاران ]28[ با استفاده از 
تئوری مرتبه بالای ورق ساندویچی ارتعاشات آزاد ورق ساندویچی دایره ای با 
رویه های هدفمند بررسی کردند. خواص مواد رویه و هسته وابسته به دما در 
نظر گرفته شد. شرعیات و همکاران ]29[ با استفاده از روش اجزای محدود، 
رفتار غیرخطی ترموالاستیک گذرای استوانه هدفمند را بررسی کردند. خواص 
و  محمدی مهر  شد.  گرفته  نظر  در  دما  به  وابسته  مواد  حرارتی  و  مکانیکی 
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و  زمینه  مواد  در  دما  به  وابسته  خواص  گرفتن  نظر  در  با   ]30[ همکاران 
میکروورق های  ارتعاشات  و  کمانش  مطالعه  به  تقویت کننده  نانولوله های 
خمشی  رفتار  و  حرارتی  کمانش   ]31[ تانگ  فن  پرداختند.  نانوکامپوزیتی 
ورق های ساندویچی هدفمند را با به کار بردن مواد وابسته به دما در رویه ها و 
هسته بررسی کردند. چن و همکاران ]32[ به بررسی پاسخ فرکانسی تیرهای 
هدفمند با به کار بردن تئوری مرتبه بالا پرداختند. خواص مواد با دما تغییر و 
توزیع دما در راستای ضخامت به صورت یکنواخت، خطی و غیرخطی در نظر 
گرفته شد. سیدی و همکاران ]33[ کمانش پوسته ساندویچی مخروطی با 
رویه های هدفمند را مطالعه کردند. خواص مواد رویه و هسته وابسته به دما 
در نظر گرفته شد. فازولاری و فیورنزو ]34[ ارتعاشات آزاد و پایداری حرارتی 
ورق های ساندویچی هدفمند را با روش ریتز بررسی کردند. آن ها سه توزیع 
راستای ضخامت در نظر گرفتند.  را در  دمای یکنواخت، خطی و غیرخطی 
تالبیتوتی ]35[ اثر بار حرارتی بر ارتعاشات پوسته های مخروطی هدفمند مدور 
را بررسی کرد. او توزیع دما در امتداد ضخامت را به صورت غیرخطی در نظر 

گرفت. 
در  که  ساندویچی  سازه های  انواع  مدرن ترین  و  مهمترین  از  یکی 
بوده  پوسته های ساندویچی مخروطی  استفاده می شود،  محیط های حرارتی 
هدفمند  مخروطی  پوسته های  چون  هستند.  هدفمند  هسته  یک  شامل  که 
مختلف  کاربردهای  در  آن ها  از  دارند،  بالایی  حرارتی  استحکام  و  مقاومت 
سازه های  نظامی،  هواپیمای  محرکه  نیروی  سیستم های  جمله  از  مهندسی 
فشار  تحت  مخازن  و  موشک،  زیردریایی،  موتورهای  راکت،  هواپیما،  بدنه 
رفتار  بررسی  سازه ها،  این  گسترده  کاربرد  دلیل  به   .]36[ می کنند  استفاده 
مکانیکی و به خصوص رفتار ارتعاشی و کمانشی پوسته ساندویچی مخروطی 
آزاد  ارتعاشات   ]37[ طالبی  توتی  و  آقایی  است.  برخوردار  بالایی  اهمیت  از 
شرایط  در  کلاسیک  تئوری  اساس  بر  را  کامپوزیتی  مخروطی  پوسته های 
پوسته  ارتعاشاتی  و  کمانشی  رفتار   ]38[ سوفیف  کردند.  بررسی  حرارتی 
پوسته  خطی  تئوری  اساس  بر  را  هدفمند  پوشش  با  مخروطی  ساندویچی 
دانل بررسی کرد. همچنین سوفیف ]39[ مروری بر پژوهش های انجام شده 
در زمینه ارتعاشات و کمانش پوسته مخروطی هدفمند انجام داد.  ژانگ و 
ریمردز ]40[ با استفاده از تئوری مرتبه بالا و بر اساس اصل مینیمم انرژی 
پتانسیل به بررسی رفتار کمانشی پوسته ساندویچی مخروطی پرداختند. ژو 
با استفاده از حساب تغییرات و در شرایط فشار یکنواخت  و همکاران ]41[ 
رفتار کمانشی پوسته مخروطی ناقص را مطالعه نمودند. ثای و همکاران ]42[ 
ساندویچی  پوسته  غیرخطی  پایداری  پوسته کلاسیک،  تئوری  از  استفاده  با 

بر روی بستر  را  ناقص هدفمند متخلخل سفت شده غیرمرکزی  مخروطی 
پسترناک بررسی کردند. سوفیف ]43[ بر اساس تئوری برشی مرتبه اول و با 
کمک روش گلرکین رفتار کمانشی پوسته ساندویچی مخروطی هدفمند را 

در معرض فشار هیدروستاتیک مطالعه کرد.
مخروطی،  سازه های  زمینه  در  شده  انجام  پژوهش های  بررسی  با 
پوسته  کمانش  بررسی  که  رسیدند  نتیجه  این  به  پژوهش  این  نویسندگان 
رفتار  بار،  اولین  برای  این تحلیل  دارد. در  بیشتر  به مطالعه  نیاز  ساندویچی 
کمانشی پوسته ساندویچی مخروطی ناقص با دو رویه همگن و یک هسته 
از  با استفاده  هدفمند که شامل تخلخل است در شرایط حرارتی مختلف و 
یک تئوری مرتبه بالای اصلاح شده پوسته های ساندویچی، تحت بارگذاری 
فشاری درون صفحه ای محوری بررسی می گردد. خواص مواد هسته و رویه ها 
توزیع  نوع  دو  گرفتن  نظر  در  با  هدفمند  مواد  خواص  است.  دما  به  وابسته 
تخلخل مطابق با قانون توانی در راستای ضخامت به تدریج تغییر می کند. 
توزیع دمای یکنواخت، خطی و غیرخطی برای بررسی تغییر دما در نظر گرفته 
می شود. تنش های درون صفحه ای هسته، منتجه های حرارتی و منتجه های 
تنش مرتبه بالای هسته که عموماً نادیده گرفته می شوند، در معادلات وارد 
خواهند شد. کرنش غیرخطی وُن کارمن هم برای تنش مکانیکی و هم تنش 
حرارتی استفاده می شود که باعث افزایش دقت و پیچیدگی معادلات حاکم بر 
سازه می گردد. از تئوری برشی مرتبه اول و توابع مکعبی به ترتیب در میدان 
جابه جایی رویه ها و هسته استفاده خواهد شد. معادلات حاکم بر اساس اصل 
مینیمم انرژی پتانسیل بدست می آیند و با یک روش کاهش مرتبه از تعداد 
آن ها کاسته می شود. روش گلرکین برای حل معادلات در شرایط تکیه گاهی 
ساده، دو سرگیردار و گیردار-آزاد استفاده می شود. برای صحت سنجی تحلیل 
کنونی، نتایج در حالاتی خاص با کارهای محققان دیگر و همچنین با نتایج 
المان محدود مقایسه می گردند. در نهایت تغییرات بار بحرانی بی بعد نسبت به 
تغییرات هندسی سازه، تغییرات دما، خواص مواد و تخلخل بررسی خواهد شد.   

روابط1بنیادین1و1هندسی-21
در شکل 1 پوسته ساندویچی مخروطی با شعاع کوچک R1، شعاع بزرگ 
R2 و زاویه نیم راس γ، بر پایه دستگاه مختصات منحنی الخط )χ,ψ,z( نشان 

 ،ho داده شده است. ضخامت رویه های بیرونی و داخلی و هسته به ترتیب با
بزرگ  و  بین دو شعاع کوچک  تغییرات شعاعی  hc مشخص می شود.  hi و 

به صورت رابطه )1( است:
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(1) (1)  ( ) 1 .R R sin  = +  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
به صورت  باید  هر لایه  ساندویچی،  پنل  بالای  مرتبه  تئوری  اساس  بر 
مجزا مدل سازی شود. بنابراین از تئوری برشی مرتبه اول در میدان جابه جایی 

رویه ها استفاده می کنیم )روابط )2( تا )4(( ]44[. 

(2) (2)  ( ) ( ) ( )0, , , , , , ,  j
j j j ju z t u t z t      = +  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(3) (3)  ( ) ( ) ( )0, , , , , , ,j
j j j jz t t z t        = +  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(4) (4)  ( ) ( ) ( )0, , , , , ;    ,j j jw z t w t j o i   = =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
زیرنویس 0 مقادیر مربوط به صفحه میانی لایه ها را مشخص می کند. 
φχ و φψ چرخش بردار نرمال بر صفحه میانی به ترتیب حول ψ و χ است. 

اندیس های i ،o و c به ترتیب به رویه خارجی، رویه داخلی و هسته اشاره 
جابه جایی  میدان  نمایش  برای  مکعبی  چندجمله ای  توابع  همچنین،  دارند. 
حساب  توسط  آن ها  در  مجهول  ضرایب  که  می شوند  برده  کار  به  هسته 

تغییرات مطابق روابط )5( تا )7( بدست می آیند ]33[.

(5) (5)  ( ) ( ) ( )
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فرض می شود که رویه ها در لایه مشترک با هسته به طور کامل به هم 
چسبیده اند و هیچگونه حرکت نسبی بین لایه های سازه رخ نمی دهد. برای 
ارائه   )13( تا   )8( روابط  به صورت  سازگاری  شرایط  موقعیت،  این  برقراری 

می گردند.

(8)

 
(8)  ( ) ( )/ 2 / 2o o o c c cu z h u z h= = = −  

 
  

 

(9)
 

(9)  ( ) ( )/ 2 / 2o o o c c cz h z h = = = −  

 
  

 

(10)
 

(10)  ( )/ 2o c c cw w z h= = −  

 
  

 

(11)
 

(11)  ( ) ( )/ 2 / 2i i i c c cu z h u z h= − = =  

 
  

 

(12)
 

(12)  ( ) ( )/ 2 / 2i i i c c cz h z h = − = =  

 
  

 

(13)
 

(13)  ( )/ 2i c c cw w z h= =  

 
  

 
روابط غیرخطی وُن کارمن برای تعیین کرنش رویه ها و هسته به صورت 

روابط )14( تا )19( به کار برده می شود ]44[. 
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شکل11: شماتیک پوسته ساندویچی مخروطی
Fig. 1. Schematic of the truncated conical sandwich shell
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 مدل سازی خواص مواد2- 1- 
برای افزایش دقت مدل سازی، خواص مواد در رویه ها و هسته، وابسته 
به دما در نظر گرفته می شود که تغییرات این خواص با یک تابع غیرخطی 

وابسته به دما )رابطه )20(( نشان داده می شود ]45[.

(20)
 

(20)  ( )1 2 3
0 1 1 2 31P P P T PT PT PT−

−= + + + +  

 
  

 

که T=T0+ΔT و P2  ،P1 ،P-1 ،P0 .T0=300 K  و P3 ضرایب دما هستند 
و برای هر یک از مواد تشکیل دهنده یکتا هستند. 

به منظور بررسی رفتار مکانیکی پوسته ساندویچی، یک پوسته ساندویچی 
مخروطی با هسته هدفمند و رویه های همگن در نظر گرفته می شود. معمولا 
مواد هدفمند از سرامیک و فلز تشکیل می شوند که در حین فرآیند ساخت، 
هدفمند،  هسته  در  مواد  خواص  می شود.  ظاهر  مواد  این  در  ریزحفره هایی 
)P)zc,T، علاوه بر وابستگی به دما، به تدریج در راستای ضخامت نیز تغییر 

می کنند. این رفتار مطابق با قانون توانی مدل می شود که با در نظر گرفتن دو 
نوع توزیع تخلخل بین فلز و سرامیک اصلاح می شود. توزیع اول یکنواخت 

است که قانون توانی را به صورت روابط )21( و )22( اصلاح می کند ]46[.
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که کسر حجمی تخلخل با ζ و شاخص توان قانون توانی با N نشان داده 

شده است. هرگاه سازه های هدفمند با روش نفوذ چند مرحله ای متوالی تولید 
شوند، فرض می شود که تخلخل در سطح میانی هر لایه ایجاد می گردد. در 
این ناحیه، نفوذ مواد در هم سخت و ناقص است اما در لبه های لایه هدفمند 
می شود.  کمتری  تخلخل  ایجاد  باعث  که  می دهد  رخ  سادگی  به  نفوذ  این 
بنابراین در توزیع دوم، فرض می شود که تخلخل در صفحه میانی حداکثر و با 
نزدیک شدن به لبه های لایه به صفر می گراید. بنابراین معادله تغییر خواص 

مواد در حالت غیریکنواخت به صورت رابطه )23( اصلاح می شود ]46[. 

(23)

 

(23)  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

, 1

2
. . 1
2

c c
c c c ce c m

c c
ce m

P z T g z P T g z P T

z
P T P T

h


= + − −  
 

+ − 
 

 

 
  

 

توزیع دما- 2- 2
مورد  پژوهش  این  در  غیرخطی  و  خطی  یکنواخت،  دمای  توزیع  سه 
با  مطابق  خطی،  دمای  توزیع  مدل سازی  منظور  به  می گیرد.  قرار  استفاده 
روابط )24( تا )26( توزیع دما در هر کدام از لایه ها به صورت مجزا، خطی و 

توابعی از ضخامت هستند.
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(26)  ( ) 5 6i i iT z r z r= +  

 
  

 
ضرایب مجهول r5 ،r4 ،r3  ،r2  ،r1 و r6 با شش شرط مرزی حرارتی در 

روابط )27( و )28( مشخص می شوند.
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که k ضریب هدایت حرارتی، Tio و Tii به ترتیب دمای وجه مشترک 
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و  بیرونی  سطح  دمای  ترتیب  به   Ti و   To و  هسته  با  پایین  و  بالا  رویه 
داخلی ساندویچ است. برای مدل سازی توزیع دمای غیرخطی، معادلات انتقال 
حرارت یک بعدی حالت ماندگار به صورت مجزا برای رویه ها و هسته در نظر 
با  مطابق  هسته  و  رویه ها  غیرخطی  دمای  توزیع  معادلات  می شود.  گرفته 

روابط )29( تا )31( است.
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شرایط مرزی برای حل این روابط به صورت روابط )32( تا )34( است.
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براساس   )30( معادله   ،)34( تا   )32( روابط  در  مرزی  شرایط  با  مطابق 
سری چند جمله ای در رابطه )35( حل می  شود ]35[:

(35)

 
(35)  ( ) ( )iic io ii zcT z T T T + −=  

 
  

 
zη به صورت رابطه )36( است. که در آن
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 و c برابر است با:
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است.  سرامیک  و  فلز  هدایتی  ضریب  ترتیب  به   cek و  mk آن  در  که 
همچنین تغییرات دما در هر یک از رویه های همگن مطابق با روابط )38( و 

)39( به دست  می آیند.
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روابط حاکم - 3- 2
با  ناقص  مخروطی  ساندویچی  پوسته  کمانشی  رفتار  مطالعه  منظور  به 
هسته هدفمند متخلخل و با شرایط مرزی تکیه گاهی مختلف و برای به دست 
استفاده می شود که  پتانسیل  انرژی  مینیمم  اصل  از  تعادل  معادلات  آوردن 

شامل تغییرات انرژی کرنشی و انرژی پتانسیل است ]47[. 

(40)
 

(40)  0U V +  =  

 
  

 

که δV وδU  به ترتیب تغییرات انرژی پتانسیل و انرژی کرنشی هستند. 
تغییرات انرژی پتانسیل به صورت رابطه )41( محاسبه می شود.

(41)
 

(41)  
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L

o o i i c cV N N N rd d


      = −   +  +     

 
  

 

هسته اند.  و  رویه ها  در  صفحه ای  درون  فشاری  تنش های  منتجه    Ñ

به همراه  و حرارتی  مکانیکی  تنش های  انرژی کرنشی کل شامل  تغییرات 
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کرنش های غیرخطی لایه های پوسته ساندویچی است که انرژی مکانیکی 
و حرارتی را ایجاد می کند. همچنین شرایط سازگاری در وجه مشترک هسته 
و رویه ها در نقش قیودی هستند که با استفاده از شش ضریب لاگرانژ وارد 
رابطه پتانسیل می گردند. با در نظر گرفتن تنش های درون صفحه ای هسته، 

تغییرات انرژی کرنشی به صورت رابطه )42( مشخص می گردد.
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و  عمودی  درون صفحه ای  تنش های  نشان دهنده   τχψ و   σψψ،  σχχ که 
برشی در لایه های سازه هستند. ɛψψ، ɛχχ و γχψ کرنش های غیرخطی عمودی 

تنش حرارتی  بیانگر  تنش  مولفه های  بالای  در   T اندیس  برشی هستند.  و 
است. σzz و εzz تنش عمودی و کرنش عمودی در راستای ضخامت هسته اند. 
γzψ ،τzχ ،τzψ و γzχ بیانگر تنش های برشی و کرنش های برشی در هسته اند. 

λψ ،λχ و λz ضرایب لاگرانژ هستند که به واسطه شرایط سازگاری در وجه 

از بسط روابط )41( و )42(،  ایجاد می شوند. پس  مشترک هسته و رویه ها 
منتجه های تنش و منتجه های گشتاور در رویه ها در روابط ظاهر می شوند که 
به صورترابطه )34( بیان می شوند که در آن، N و NT به ترتیب بیانگر منتجه 
تنش درون صفحه ای و منتجه تنش حرارتی است. Q منتجه های تنش های 
برشی خارج از صفحه، M و MT منتجه های گشتاور و منتجه های گشتاور 
به ترتیب معرف سفتی کششی،   D B و   ،A ثابت  حرارتی هستند. ضرایب 
در  پارامترها  این  تعاریف  هستند.  خمشی  سفتی  و  خمشی-کششی  سفتی 

بخش پیوست الف آورده شده است. 
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در این مدل با جایگذاری روابط )41( و )42( برحسب روابط جابه جایی 

رویه ها و هسته در اصل مینیمم انرژی پتانسیل و با استفاده از روابط وجه 

مشترک و بعد از چند عملیات جبری، بیست و هشت معادله تعادل بدست 

رویه ها،  برای  مجهول  ده  است.  مجهول  و هشت  بیست  شامل  که  می آید 

دوازده مجهول برای هسته و شش مجهول شامل ضرایب لاگرانژ می باشد.

پنج معادله مربوط به رویه بالایی به صورت روابط )46( تا )50( است:
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پنج معادله مربوط به رویه پایینی به صورت روابط )51( تا )55( است:
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دوازده معادله هسته به صورت روابط )56( تا )67( است:
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و شش معادله که از شرایط سازگاری به دست می آیند مطابق روابط )68( 

تا )73( تعریف می شوند:
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تنش های خارج از صفحه و درون صفحه ای هسته منجر به منتجه های 
مرتبه بالا می شوند که به صورت روابط )74( تا )79( محاسبه می شوند ]48[.
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در نهایت با جایگذاری روابط منتجه های مرتبه بالای تنش در معادلات 
حسب  بر  تعادل  معادلات  جابه جایی،  مولفه های  حسب  بر  هسته  و  رویه ها 
پوسته  برای  ادامه،  در  می آیند.  به دست  جابه جایی  مجهول  و هشت  بیست 
ساده،  تکیه گاهی  شرایط  در  هدفمند  هسته  با  ناقص  مخروطی  ساندویچی 

روش حل گلرکین ارائه می شود.

1پوسته1ساندویچی1مخروطی1با1تکیه1گاه1ساده،1دو1سرگیردار1-31
و1گیردار-آزاد

روش حل گلرکین با بیست و هشت تابع شکل مثلثاتی برای حالت پوسته 
ساندویچی مخروطی ناقص انتخاب شده است که شرایط مرزی با تکیه گاه 
ساده را ارضا می کند. ضمنا توابع شکل برای حالت دو سر گیردار در مرجع 
]49[ و برای تکیه گاه گیردار-آزاد در مرجع ]50[ ارائه شده است )روابط )80( 

تا )87((.
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 n و   m و  شکل  توابع  مجهول  ثابت  هشت  و  بیست   C ضرایب  که 
شماره موج هستند. با بررسی روابط، مشخص می شود که این بیست و هشت 
معادله از هم مستقل نیستند، بنابراین می توان با استفاده از یک روش کاهش 
مرتبه از تعداد آن ها کاست. ثابت های لاگرانژ بر حسب عبارت های جابه جایی 
رویه ها باز تعریف می شوند. همچنین از شرایط سازگاری مشاهده می گردد که 
ثابت های مجهول رویه ها وابسته به ثابت های هسته اند. پس از چند عملیات 
ریاضی با حذف دوازده معادله، تعداد معادلات به شانزده عدد که وابسته به 
ثابت های هسته و چرخش نرمال رویه ها هستند، کاهش می یابد. این دسته 
معادلات شانزده تایی را می توان به صورت دو ماتریس شانزده در شانزده که 
شامل ماتریس سفتی، K و ماتریس سفتی هندسی، M است، مطابق با رابطه 
 ،Pmn ،88( نشان داد که مقادیر ویژه این عبارت برابر با بار بحرانی سیستم(

برای هر شماره موج هستند.
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ثابت  شانزده  که  ویژه اند  بردارهای  شامل   C ضرایب   ،)88( رابطه  در 
در  یکپارچه  نظر گرفتن کرنش  در  با  را مشخص می کنند. همچنین  هسته 
سازه، منتجه های فشاری خارجی بر حسب بار بحرانی تعریف می شوند ]47[.
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برای ساده تر شدن، تمام نتایج عددی در این تحقیق بر حسب پارامتر بار 

بحرانی بی بعد، Pcr، به صورت رابطه )93( تعریف می شود.

(93)

 
(93)  2

2

1
10 sincr mnP P

Eh
−

=

 

 
 

 
 200 GPa مدول یانگ و برابر با E ضخامت کل سازه ساندویچی و h

است.

صحت1سنجی1و1نتایج1عددی-41
برای صحت سنجی روش به کار رفته، نتایج به دست آمده در این تحقیق 
در حالت پوسته مخروطی ایزوتروپیک با تکیه گاه ساده، با نتایج مراجع ]51[ 
المان محدود مقایسه می شود. برای این کار پوسته  نتایج عددی  و ]52[ و 
R2/h =400 ،h=0/0005 m مخروطی فلزی با پارامترهای سازه ای به صورت

و L=0/25 R2 sinγ تعریف شده است. برای سه زاویه نیم راس مخروط، 
پارامتر تنش محوری بحرانی در جدول 1 ارائه می گردد. 

به دلیل تفاوت تئوری های به کار رفته در مدل سازی این کارها، اختلاف 
مساله  یک  کنونی،  روش  بررسی  برای  می شود.  ایجاد  نتایج  بین  اندکی 
عددی برای پوسته ساندویچی مخروطی ناقص در سه تکیه گاه ساده، گیردار 
نیترید سیلیکون و رویه  از جنس  بالایی  رویه  ارائه می گردد.  و گیردار-آزاد 
و  هدفمند  مواد  جنس  از  هسته  است.  دی اکسیدزیرکونیوم  جنس  از  پایینی 
خواص  است.  نیترید  سیلیکون  و  دی اکسید زیرکونیوم  توانی  ترکیب  شامل 
ارائه شده است که برای اختصار  این مواد در مرجع ]45[  وابسته به دمای 
در اینجا آورده نمی شود. چند نمونه عددی برای صحت سنجی تحلیل حاضر 
توسط نرم افزار آباکوس نسخه 6,13 ارائه می گردد که نمونه شبکه بندی شده 
با  داده شده است. سازه مخروطی هدفمند متخلخل  نشان  آن در شکل 2 
المان سه بعدی پیوسته و هشت گره ای با تاثیر المان های حرارتی1 تعریف شده 
است. به منظور اعمال هدفمندی ماده در لایه ها هر لایه به بیست زیر لایه 
مجزا تقسیم بندی شده و پس از اعمال تخلخل در روابط، خواص مکانیکی 
به صورت ایزوتروپ در هر زیر لایه مطابق با مختصات ضخامت آن وارد شده 
که به تدریج از یک سطح فلزی خالص به سطح سرامیکی خالص مطابق با 

1  C3D8T

مدل تابع توانی می رسد. همانطور که در شکل 3 نشان داده شده است، تعداد 
المان های در نظر گرفته شده در مدل المان محدود بستگی به همگرایی در 
جواب ها دارد. ابتدا تعداد المان ها چهار هزار در نظر گرفته شد. با افزایش تعداد 
المان ها تا دوازده هزار مشاهده گردید که جواب ها تغییرات زیادی دارند. اما 
به همگرایی  آمده  به دست  المان، جواب های  این مقدار، دوازده هزار  از  بعد 
رسیدند و مشخص گردید که تعداد دوازده هزار المان برای به دست آوردن 
جواب ها مناسب است و افزایش بیشتر از این مقدار تنها بر زمان حل مساله 
می افزاید و تاثیری بر مقادیر بدست آمده ندارد. همچنین از روش حل صریح2 

برای تحلیل مساله استفاده شد.
در جدول 2 پارامترهای بی بعد بار بحرانی که از روش کنونی و روش المان 
محدود به دست می آیند در دمای محیط و برای توان های مختلف تابع توانی 
در حالت ساندویچی 1-8-1 و مشخصات R1=L/2 ،ho=0/002 m و γ= 30 و 
 )C_F( و گیردار-آزاد )C_C( دو سر گیردار ،)S_S( برای سه تکیه گاه ساده
با هم مقایسه می شوند. باید به این نکته اشاره کرد که ساندویچ 1-8-1 یک 
سازه ساندویچی است که ضخامت هسته هشت برابر ضخامت هر کدام از 
به دست  مقادیر  پیداست،   2 جدول  نتایج  از  که  همانطور  است.  رویه هایش 

2  Explixit

Table 1. Comparison of critical axial stresses (MPa) in the present, refer-
ences and FEM in the simply supported boundary condition

جدول1:11مقایسه نتایج تنش محوری بحرانی)MPa( در تحلیل حاضر، مراجع و 
نتایج المان محدود در شرایط تکیه گاهی ساده

  γ [52مرجع ] [51مرجع ] تحلیل حاضر المان محدود 

 25/284 56/285 44/283 05/284 30  
 63/240 25/241 25/238 66/239 45  
 39/175 98/175 52/172 31/175 60  
 84/92 65/92 75/89 096/93 75  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل21: مدل المان محدود نمونه استفاده شده در تحلیل حاضر

Fig. 2. Finite element model of the structure in the present study
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آمده از دو روش، تطابق قابل قبولی نسبت به هم دارند. همچنین اختلاف 
دلیل روش  به  المان محدود  و مدل  تحلیل حاضر  نتایج  بین  اندک موجود 
شبیه سازی هسته است. در هنگام مدل سازی هسته در نرم افزار آباکوس، لایه 
هسته هدفمند را به بیست لایه مجزا تقسیم می کنیم و هر لایه را به صورت 
ایزوتروپیک در نظر می گیریم که خواص مکانیکی آن ها به تدریج و به آرامی 

مطابق با تابع توانی در راستای ضخامت تغییر می کنند.
شکل 3، تغییرات بار بحرانی بی بعد را با تغییرات دمای یکنواخت برای 

پوسته ساندویچی مخروطی در توان های مختلف و مقادیر پارامتری هندسی 

γ=30 ،R1=L/2 ،h= 0/02 m و L=100 h نشان می دهد. همانطور که از 

شکل 3 پیداست، بار بحرانی بی بعد با افزایش مقدار دما، کاهش می یابد زیرا 
طبق رابطه )20( افزایش دما سبب کاهش استحکام ماده می گردد. برای بهتر 
اثر تغییر دما بر مدول الاستیسیته دو  نشان دادن این موضوع در جدول 3 
ماده آورده می شود. با افزایش دما خواص مکانیکی مواد فلزی و سرامیکی 
کاهش می یابد و به دلایل ریزساختاری خواص مواد متمایل به فلز بیشتر از 
مواد متمایل به سرامیک کاهش می یابد که در نتیجه استحکام کل سازه را 

کم می کند که مساله مهمی در کاهش میزان بار بحرانی بی بعد است.
تابع  بزرگتر  توان های  در  و  ثابت  دمای  در  که  می دهد  نشان   4 شکل 
مواد  خواص  افزایش  این  با  زیرا  می یابد  کاهش  بی بعد  بحرانی  بار  توانی، 
هدفمند متمایل به فلزی شدن می گردند و از استحکام سازه کاسته می شود.

می پردازیم.  بی بعد  بحرانی  بار  بر  هندسی  اثر  چند  بررسی  به  حال 
جدول 4 اثر تغییر نسبت طول به ضخامت بر بار بحرانی بی بعد را برای پوسته 
ساندویچی مخروطی در پارامترهای R1=L/2 ،ho=0/002 m و γ=30 نشان می دهد. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل31: بررسی همگرایی پاسخ کمانشی نسبت به تعداد المان ها

Fig. 3. Convergence of Abaqus FEM for buckling responses versus number of elements

Table 2. Comparison of the critical load results in the present study and 
FEM

جدول21: مقایسه نتایج بار بحرانی بی بعد تحلیل کنونی با المان محدود

 اختلاف 
 )درصد(

 N حاضرتحلیل  المان محدود
  

 71/5 4523/8 9350/8 0 

S_S 

 

 99/6 2362/8 8125/8  2/0  
 00/8 3861/6 8976/6 1  
 13/5 9824/5 2898/6 2  
 95/5 7647/9 1837/9 0 

C_C 
 

 18/8 0123/8 3562/7 1  
 47/6 1347/7 6725/6 2  
 79/8 5886/7 9209/6 0 

C_F 

 

 07/9 1440/6 5862/5 1  
 16/7 3824/5 9965/4 2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Table 3. Effect of the temperature variation on the Young modulus 

  جدول31: اثر تغییر دما بر مدول یانگ مواد
 

 T(K) اکسیدزیرکونیوم دی   سیلیکون نیترید 
 300  (GPa) 06/168  (GPa)27/322  
 1500  (GPa)68/105  (Gpa)14/252  
 درصد تغییرات 

 )درصد(
11/37 76/21  
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از جدول 4 اینطور برداشت می شود که با افزایش مقدار این نسبت در یک 
توان تابع توانی ثابت، بار بحرانی بی بعد کم می شود. زیرا افزایش این نسبت 
پایداری سازه را کاهش می دهد و مشخص می کند که نسبت های طولی بالا 
برای سازه ساندویچی مخروطی مناسب نیست. همچنین میزان تغییرات بار 

بحرانی در نسبت های بزرگتر از 200 کمتر می شود. 
اثرات مهم هندسی بر سازه مخروطی  از  نیم راس، یکی  تغییرات زاویه 
پارامترهای  با  و  بی بعد  بحرانی  بار  بر  زاویه  این  اثر   ،5 شکل  در  است. 
γ=30 ،R1=L/2 ،ho=0/002 m و L=100 h بررسی می شود. شکل 5 تاکید 

می کند که با افزایش زاویه نیم راس مخروط در یک تابع توانی ثابت، از مقدار 
بار بحرانی بی بعد کاسته می شود.

با  را  بی بعد  بحرانی  بار  بر  به ضخامت  شعاع  نسبت  تغییر  اثر   6 شکل 
پارامترهای L=2 R1 وγ=30 نشان می دهد و تاکید می کند که افزایش این 
نسبت در یک توان ثابت، بار بحرانی بی بعد را کم می کند. ملاحظه می شود 
که شیب تغییرات بار بحرانی در نسبت های کمتر از 250 بیشتر است و در 

نمونه،  عنوان  به  می شود.  کاسته  تغییرات  شیب  از  بزرگتر،  نسبت های 
درN= 0، تغییر بار بحرانی با تغییر نسبت از 100 به 200 به میزان 46/63 
درصد، از 200 به 300 به میزان 16/31 درصد و از 300 به 500 به میزان 
9/95 درصد است. همانطور که از شکل 6 و جدول 4 پیداست، بار بحرانی 
بی بعد در نسبت های بزرگتر از 300 تغییرات کمی دارد که نشان دهنده عدم 

تاثیر تغییر این نسبت  ها در مقادیر بالاتر است.
در جدول 5 نتایج اثر تغییر نسبت ضخامت هسته به رویه بر بار بحرانی 
در   L=100  h و   γ=30  ،R1=L/2  ،h=0/02  m پارامترهای  در  بی بعد، 
توان های مختلف تابع توانی و دمای محیط آورده شده است. در توان صفر 
هسته کاملا سرامیکی است که با افزایش این نسبت بر سفتی هسته افزوده 
شده و باعث افزایش بار بحرانی  بی بعد می شود. اما در توان های بالاتر و در 
حالی که ضخامت کل ثابت است، با افزایش نسبت از مقدار سرامیک کم و بر 
مقدار فلز افزوده می شود که سبب نرمتر شدن هسته و همچنین کاهش بار 

بحرانی بی بعد می شود.

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل41: اثر تغییر دما بر بار بحرانی بی بعد

Fig. 4. Effect of the temperature variation on the nondimensional critical load

Table 4. Variation of the nondimensional critical load with length to thickness ratio in different power law 
indices

جدول41: بار بحرانی بی بعد به ازای نسبت طول به ضخامت های مختلف در توان های مختلف
 
 
 

500 400 300 200 100 N 
6161/1 8072/1 2193/2 3863/3 9350/8 0 
2742/1 4194/1 7324/1 6193/2 8976/6 1 

1669/1 2972/1 5782/1 3115/2 2898/6 2 
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شکل1:51تغییر بار بحرانی بی بعد با تغییر زاویه نیم راس مخروط

Fig. 5. Variation of the nondimensional critical load with semi vertex angle

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل61: تغییر بار بحرانی بی بعد بر اثر تغییر نسبت شعاع کوچک به ضخامت

Fig. 6. Variation of the nondimensional critical load with radius to the thickness ratio

Table 5. Variation of the nondimensional critical load with core to face sheet thickness ratio in the constant temperature

جدول1:51تغییر بار بحرانی بی بعد بر اثر تغییر نسبت ضخامت هسته به رویه در دمای ثابت

 
 
 
 
 

8 4 2 1 5/0 N 
9350/8 7530/8 5710/8 3890/8 1843/8 0 
8976/6 1251/7 2844/7 4209/7 5700/7 1 
2898/6 5564/6 8066/6 0796/7 3071/7 2 
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در شکل 7 اثر تغییر نسبت طول به شعاع کوچک نشان داده شده است. 
همانطور که از شکل 7 پیداست، در توان های مختلف، با افزایش نسبت تا 
افزایش  با  مقدار  این  از  بعد  و  کاسته می شود  بحرانی  بار  مقدار  از   4 مقدار 
 ،N=0 در مثال  عنوان  به  می یابد.  افزایش  بی بعد  بحرانی  بار  مقدار  نسبت، 
مقدار بار بحرانی از نسبت 2 به 4 به میزان 4/47 درصد کاهش یافته و از 
نسبت 4 به 10 به میزان 8/58 درصد افزایش می یابد. با توجه به تغییرات 

بار  میزان  بر  بسزایی  تاثیر  شعاع  به  نسبت طول  اثر  گرفت  نتیجه  می توان 
بحرانی ندارد.

شکل های 8 و 9 به ترتیب اثر توزیع تخلخل یکنواخت و غیریکنواخت 
این شکل ها  از  که  همانطور  می دهند.  نشان  بی بعد  بحرانی  بار  تغییر  بر  را 
با افزایش کسر حجمی تخلخل از مقدار بار بحرانی بی بعد  مشخص است، 
در توان های مختلف کاسته می شود. اما این میزان کاهش در حالت تخلخل 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل81: تغییر بار بحرانی بی بعد بر اثر تغییر توزیع تخلخل یکنواخت
Fig. 8. Variation of the nondimensional critical load with the even porosity distribution

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل71: تغییر بار بحرانی بی بعد بر اثر تغییر نسبت طول به شعاع کوچک
Fig. 7. Variation of the nondimensional critical load with length to the radius ratio
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یکنواخت که ریزحفره ها در تمام سطح مقطع پخش شده اند بیشتر از حالت 
از  بیشتر  لایه  میانی  سطح  در  ریزحفره ها  که  است  غیریکنواخت  تخلخل 

دیواره های لایه است. 
جدول 6 تغییرات پارامتر بار بحرانی بی بعد در توزیع دماهای مختلف را 
نشان می دهد. همانطور که مشخص است، بار بحرانی بی بعد در حالت توزیع 
یکنواخت دما کمتر از حالت توزیع غیریکنواخت دما است که در دماهای بالاتر 
این اختلاف بیشتر می گردد. در توزیع یکنواخت، تمام نقاط لایه های سازه 
ساندویچی یک دمای ثابت را تجربه می کنند اما در توزیع غیریکنواخت، دما 
از سمت لایه فلزی به سمت لایه سرامیکی تغییر می کند. بنابراین استحکام 
سازه در حالت غیریکنواخت بیشتر از حالت یکنواخت است و بار بحرانی بی بعد 

افزایش می یابد.
جدول 7 تغییرات بار بحرانی بی بعد را با تغییرات دمای یکنواخت برای 
مقادیر  و  گیردار-آزاد  و  گیردار  تکیه گاه  دو  در  مخروطی  ساندویچی  پوسته 
پارامتری هندسی γ=30،R1=L/2 ،h=0/02 m و L=100 h و N=0 نشان 
می دهد. در جدول 7، مطابق انتظار نتایج تکیه گاه گیردار بیشتر از تکیه گاه  
آزاد-گیردار است. همچنین با افزایش دما از مقدار بار بحرانی کاسته می شود.

نتیجه1گیری-51
در این مقاله، مطابق با یک تئوری مرتبه بالای پوسته ساندویچی، میدان 

جابه جایی رویه ها بر اساس تئوری برشی مرتبه اول و میدان جابه جایی هسته 
بر اساس توابع چند جمله ای مکعبی برای تغییر شکل های عمودی و افقی در 
نظر گرفته شد. برای اصلاح تئوری مرتبه بالا، منتجه های مرتبه بالای تنش 
و منتجه های تنش حرارتی، تنش های درون صفحه ای و تنش های حرارتی 
برای تنش  نظر گرفته شد. کرنش های غیرخطی ون کارمن هم  هسته در 
حرارتی و هم تنش مکانیکی به کار برده شدند تا معادلات تعادل دقیق تری 
مواد  خواص  همچنین  گردید.  مساله  شدن  پیچیده تر  باعث  که  آید  بدست 
تخلخل  توزیع  نوع  دو  شد.  گرفته  نظر  در  دما  به  وابسته  هسته  و  رویه ها 
هدفمند  مواد  مدل سازی خواص  در  توانی  تابع  توزیع  اصلاح  برای  مختلف 
برای  غیرخطی  و  یکنواخت، خطی  دمای  توزیع  برده شد. سه  به کار  هسته 
نظر  در  ساندویچی  سازه  ضخامت  راستای  در  دما  تغییرات  اثر  مدل سازی 
گرفته شد. معادلات حاکم براساس اصل مینیمم انرژی پتانسیل بدست آمد 
و از روش گلرکین در شرایط تکیه گاهی ساده، گیردار، گیردار-آزاد برای حل 
آن ها استفاده شد. همچنین از یک روش کاهش مرتبه برای کاهش تعداد 
معادلات استفاده گردید. به منظور بررسی دقت این مدل در تحلیل کمانش 
پوسته ساندویچی با هسته هدفمند متخلخل، نتایج در حالت خاص با مراجع 
المان  نتایج  با  هدفمند  هسته  با  ساندویچی  حالت  در  همچنین  و  مختلف 
روش  بین  خوبی  تطابق  آمده،  به دست  نتایج  براساس  شد.  مقایسه  محدود 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل91: تغییر بار بحرانی بی بعد بر اثر تغییر توزیع تخلخل غیریکنواخت
Fig. 9. Variation of the nondimensional critical load with uneven porosity distribution
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به کار رفته در این مقاله و نتایج المان محدود و مراجع دیگر مشاهده شد. 
افزایش دما در یک  نتایج به دست آمده مشاهده می شود که  با بررسی 
بار  مقدار  کاهش  و  سازه  مکانیکی  خواص  کاهش  سبب  ثابت  توانی  تابع 
بحرانی بی بعد می شود. افزایش مقدار تابع توانی منجر به کاهش بار بحرانی 
بی بعد می شود. افزایش نسبت طول به ضخامت سازه، افزایش زاویه نیم راس 
نسبت ضخامت هسته  افزایش  به ضخامت،  نسبت شعاع  افزایش  مخروط، 
بی بعد  بحرانی  بار  شدن  کم  سبب  مختلف  توان های  در  رویه  به ضخامت 
بر مقدار  به رویه  افزایش نسبت ضخامت هسته  با  توان صفر  می شوند. در 
بار بحرانی افزوده می شود، اما در توان های بالاتر افزایش این نسبت سبب 
کاهش میزان بار بحرانی بی بعد می گردد. اثر نسبت طول به شعاع کوچک 
مختلف است. بار بحرانی بی بعد تا نسبت چهار کاهش می یابد و بعد از این 
مقدار بر میزان آن افزوده می شود. افزایش مقدار کسر حجمی تخلخل باعث 
کاهش بار بحرانی می گردد که در مدل تخلخل یکنواخت این کاهش شدیدتر 
حالت  در  بی بعد  بحرانی  بار  همچنین،  است.  غیریکنواخت  تخلخل  مدل  از 
توزیع غیریکنواخت دما بزرگتر از حالت یکنواخت است. بالاترین بار بحرانی  
بی بعد مربوط به توزیع دمای غیرخطی است. مقدار بار بحرانی بی بعد در حالت 

تکیه گاه گیردار بیشتر از تکیه گاه های دیگر است.

پیوست1الف
است.  گشتاور  و  نیرو  حرارتی  منتجه  TjMψψ و  TjM χχ ، ,TjNψψ

TjNχχ

j مولفه های ماتریس سفتی است 
klD j و 

klB ، ( ), , , ,  ,j
klA k l j o i= =1 2 6

که برای رویه های بیرونی و داخلی به صورت زیر است:

Table 7. Variotion of the nondimensional critical load with temperature 
in clamped and clamped-free boundary conditions

جدول71: تغییرات بار بحرانی بی بعد با دما در تکیه گاه های گیردار و گیردار-آزاد

 
 
 
 
 

 C_F C_C (K) oT  
 9209/6 1837/9 300  
 6674/6 9190/8 500  
 4655/6 6924/8 700  
 2817/6 4755/8 900  
 0834/6 2404/8 1100  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Table 6. Variotion of the nondimensional critical load in different tem-
perature distributions

جدول61: تغییرات بار بحرانی بی بعد با دما در توزیع دماهای مختلف

 
 
 
 
 

  K( oT( توزیع یکنواخت توزیع خطی توزیع غیرخطی 

 93507/8 93507/8 93507/8 300  
 63235/8 58281/8 50377/8 500  
 41657/8 32335/8 16668/8 700  
 15398/8 09178/8 87356/7 900  
 90273/7 81667/7 57251/7 1100  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

) )الف( )
( ) ( )

/2

/2 1

hj
j jTj Tj

j j j j
hj j j

E T
N N T T dz

T 
−

 
 = = 
 − 

  

) )ب( )
( ) ( )

/2

/2 1

hj
j jTj Tj

j j j j j
hj j j

E T
M M T T z dz

T
−



 
 = = 
 − 

  

) )پ( )
( )

11 22 /2

11 22 2
2/2

11 22

1

1

j j
hj

j jj j
j j

j j hj j j
j

A A E T
B B z dz

TD D z−

            = =      −          
  

) )ت( ) ( )
( )

12 /2

12 2
2/2

12

1.

1

j
hj

j j j jj
j j

j hj j j
j

A T E T
B z dz

TD z−

        =    −      
  

) )ث( )
( )

66 /2

66 2
2/2

66

1

1

j
hj

j jj
j j

j hj j j
j

A E T
B z dz

TD z−

        =    −      
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ارتجاعی، ضریب  مدول   ( ),j o i= و   ( )j jTα  ، ( )j jTν  ، ( )j jE T که 
پواسون و ضریب انبساط حرارتی رویه هاست.

فهرست1علائم
 

2, R1R  شعاع کوچک و بزرگ( مخروطm) 
T ( دماK) 
oj,woj, v0ju های صفحه میانی لایه در جهت طولی، محیطی و عرضیجاییجابه 
t (زمانs) 

m, n شماره موج 
 علایم یونانی

ρ ( 3چگالی-kgm) 
χ, ψ های دستگاه مختصات منحنی الخطمولفه 

γ زاویه نیم راس مخروط 
ψ, φχφ  محور طولی و محیطیچرخش بردار نرمال بر صفحه میانی حول 
z, εψ, εχε ها و هستهکرنش نرمال در رویه 

χz, γψz, γχψγ ها و هستهکرنش برشی در رویه 
ζ کسر حجمی تخلخل 
z, λψ, λχλ ضرایب لاگرانژ 
υ ضریب پواسون 

 هابالانویس
T مربوط به منتجه حرارتی 

 هازیرنویس
j=i, o , c هستههای پایین، بالا و مربوط به رویه 
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