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An Analytical and Experimental Study on Dynamics of Newtonian Falling Drops in 
Inertia Regime with Low Reynolds Numbers
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ABSTRACT: Two phases flows particularly motion of droplets into a second fluid have a variety of 
application in different industries including oil and gas industry, medicine and pharmaceutical, extraction 
of metals, power plants as well as heat exchangers. In this paper, dynamic of a Newtonian drop falling 
into a laminar regime is studied. A fluid with viscosity of 340 cP is used in order to produce an inertia 
flow. In experimental section, de-ionized water and glycerin solutions with volume concentrations of 
21:79 and 17:83 are used for drop phase. By increasing the volume of drop that leads to rising the inertia 
force, the drop shape is changed from sphere and a dimple at the rear end of the drop has appeared. Inertial 
forces, surface tension, and hydrodynamic tension play a significant role in drop shape. Increasing the 
drop volume causes expanding the dimple consequently drag force is enhanced and terminal velocity 
of drop is decreased as well. According to the experimental observations, variation of viscosity ratio 
does not have a profound effect on drop deformation. Moreover, increasing the Reynolds number leads 
to reduction of pressure coefficient. It is shown that the experimental observations have an appropriate 
agreement with analytical results. 
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1- Introduction
Measuring the velocity of a falling droplet is one of the most
significant parameters in the oil industry. Also, drop dynamics
is important in various technical applications including inkjet
printing and spray coating so that different investigations are
being conducted regarding drop size and its dynamics [1].
Hadamard [2] and Rybczynski [3] investigated an immiscible
motion of a creeping drop in Newtonian regimes analytically
and they found that the shape of a falling drop, in the absence
of inertia, should be completely spherical and that the terminal
velocity increases with an increase in the drop volume. Taylor
and Acrivos [4] have indicated that at zero Reynolds number
and limited capillary numbers condition, the drop remains
exactly spherical and it loses its spherical shape and forms to be 
flattened, only at low Reynolds numbers. In the present study,
an exact method has been used to calculate the drag force, as
well as the impact of different parameters on drag coefficient,
has been studied. The experimental results of this study have a
suitable agreement with the previous investigations.

2- Methodology
In this experiment, two solutions consisting of twice-ionized
(deionized) water and glycerin solution with 21:79 and 17:83
were used. Physical properties including density and viscosity 
for the first and second solution are  =1.2 ,  = 60.1 and

 = 83.71 respectively. The sign “~” denotes the interior fluid 
while the parameters with no sign are considered for exterior 
fluid. The viscosity of 340 mPa.s is used in order to create 
a low Reynolds number inertia flow. The surface tension at 
the interface between the two fluids is set as 21 mN/m. A 
high speed CMOS camera (pco.dimax S1) is used to capture 
the drop falling process. To measure fluids viscosities versus 
shear rate, a Brookfield viscometer is applied. The governing 
equations for both phases in this problem are the conservation 
of mass and momentum. For the droplet phase, these equations 
are presented as follows [5, 6]:

* 0u∇⋅ = (1)

*
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ρ ρ τ= −∇ + +∇⋅





   (2)

Where *τ and *u denote the dimensional tensors of stress 
and velocity vector, respectively. It should be mentioned here 
that the dimensional parameters are specified with an asterisk. 
In this paper, an exact method has been used to calculate the 
drag force based on Eq. (3):
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Figs. 1 and 2 show the variation of viscosity versus shear rate 
for both of the fluids used in this experiment.
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Fig. 1. Shear viscosity vs. shear rate of the first solution

Fig. 2. Shear viscosity vs. shear rate of the second solution

3- Results and Discussion
As shown in Fig. 3, it can be seen that the experimental results 
of the current study have a suitable agreement with the results
presented by Taylor and Acrivos [4]. Newtonian droplets can
be seen in the Fig. 4 with different sizes. Both Reynolds and
Capillary numbers increased by increasing the drop volume.

(a)

(b)

Re=0.9, Ca=0.5Re=0.6, Ca=0.4Re=0.1, Ca=0.3

Fig. 3. A comparison between the steady shape of (a) the analytical 
solution of Taylor and Acrivos [4] (b) the experimental section at k=0.25

(a)

(b)

V=2.1 ml, Ca=0.5V=1.4 ml, Ca=0.4V=0.3 ml, Ca=0.3

Fig. 4. Changes in the shape of Newtonian drop for (a) first 
solution (k=0.18) and (b) second solution (k=0.25)

Fig. 5 represents the drag force at the free surface versus the 
Reynolds number for various capillary numbers. It can be 
concluded that an increase in both inertia force and Capillary 
number leads to increasing the drag force in Newtonian drops.

Fig. 5. Drag force at free surface against the capillary number

4- Conclusion
In this study, dynamics of Newtonian falling drops in
inertia regime was investigated and by studying important
parameters in the drop dynamics turned out that with an
increase in Capillary number, due to the reduction of surface
tension, a dimple at the rear of the drop has appeared which
causes the rising the drag force.
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1- مقدمه 
نازل و نحوه حرکت آن در محیط  انتهای یک  از  تشکیل قطره1 
اطراف، از جمله موضوعات جذاب و پر کاربردی است که توجه بسیاری 
دو  جریان های  بررسی  است.  کرده  جلب  خود  به  را  پژوهشگران  از 
فازی2 به خصوص بررسی های مربوط به حرکت قطرات یک سیال در 
سیالی دیگر از اهمیت ویژه ای در صنایع پزشکی و داروسازی )تولید 
پنی سیلین و ...(، حوضچه های ته نشینی مراکز تصفیه آب )در عملیات 
شناخت  دارد.   ... و  مبردها  آب(،  در  شناور  جامدهای  سازی  لخته 
بهتر فیزیک قطرات و آشنایی با عوامل مؤثر در تشکیل، جدایش3 و 
حرکت قطره، موجب بهبود و افزایش بازده فرایندهای صنعتی مرتبط 
می گردد. جهت آشکار شدن اهمیت و جایگاه این موضوع به تعدادی 
از کاربردهایی که پدیده رشد، تشکیل و حرکت قطره در آن ها اهمیت 

1  drop
2  Two-phase flows
3  Separation

بسزایی دارد، اشاره می شود.
روی  قطره  برخورد  و  ریزش  شاهد  می توان  مختلفی  موارد  در 
شناخت  با  خودرو  رنگ زنی  فرایند  در  بود.  جامد  یا  و  مایع  سطوح 
پاشش  از  و  کرده  کنترل  را  رنگ  لایه  می توان ضخامت  قطره  رفتار 
رنگ  کیفیت  کاهش  باعث  که  ثانویه  قطرات  ایجاد  و  اضافی  قطرات 
می شود، جلوگیری نمود و همچنین زمان پروسه رنگ زنی را کاهش 
داد. از دیگر کاربردهای مهم قطره در صنعت، به نقش آن در استخراج 
بسیاری  در  مشترکی  موضوع  که  کرد  اشاره  می توان  مایع4  در  مایع 
از زمینه ها همچون مهندسی مکانیک، مهندسی شیمی، متالورژی و 
علوم کاربردی فیزیک و شیمی به شمار می آید. این نوع استخراج به 
عنوان یک فرایند مناسب و مقرون به صرفه در بسیاری از صنایع نظیر 
پالایش  و  موتور  پایه  روغن  از  آروماتیک  ترکیبات  )جداسازی  نفت 
آن(، پلیمر، شیمیایی )جداسازی الفین ها و پارافین(، دارویی، غذایی، 
بصورت  ریخته گری(  و  )ذوب  متالورژی  و  مواد  فضا،  هوا  مهندسی 

4  Liquid-liquid extraction
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در  مایع  استخراج  عملیات  بهینه  طراحی  برای  دارد.  کاربرد  وسیعی 
و  زمان  هر  در  قطره  شکل  و  اندازه  از  دقیقی  اطلاعات  وجود  مایع، 
ایده  همچنین  می باشد.  زیادی  بسیار  اهمیت  دارای  قطره  سرعت 
جمله  از  مستقیم1  تماس  حرارتی  مبدل های  در  قطرات  بکارگیری 
کاربردهای صنعتی این موضوع است. در مبدل هایی که عمل انتقال 
حرارت میان دو مایع مخلوط نشدنی صورت می گیرد، وجود دیواره های 
جدا کننده بین دو مایع به میزان چشم گیری بازده انتقال حرارت را 
طراحی  به  دستیابی  به منظور  می دهد.  افزایش  را  هزینه ها  و  کاهش 
بهینه چنین فرایندهایی، داشتن اطلاعات دقیق از اندازه، تغییرشکل، 
جریان های  تأثیر  نیز  و  قطره  درون  چرخشی  جریان های  سرعت، 
متلاطم محیطی بر حرکت قطره بسیار مهم است. اگر علاوه بر این 
این پدیده در تحولات فیزیکی و  به نقش  زمینه های کاربردی مهم، 
شیمیایی، زیست محیطی و کاربردهای جدیدتری همچون زمینه های 
نانو تکنولوژی، بیومکانیک، ساخت ذرات میکرو توجه شود، به وضوح 
می توان به اهمیت بالای این مبحث در زندگی روزمره و تکنولوژی روز 
دنیا پی برد. در طول چند دهه گذشته، مطالعاتی مربوط به ناپایداری 
قطره در حال سقوط به ویژه مواردی که شامل سطوح آزاد می باشد، 
را می توان  مطالعات  از  نوع  این  است.  قرار گرفته  توجه  مورد  بیشتر 
برای بهینه سازی فرآیندهای طراحی از جمله: صنعت نفت، فرآیندهای 

پزشکی، استخراج فلز، رنگ ها و نیروگاه ها مرتبط دانست ]4-1[
مهم ترین  از  سقوط،  حال  در  قطره  نشینی  ته  سرعت  محاسبه 
این  کاربردهای  دیگر  از  می باشد.  نفتی  صنایع  در  نیاز  مورد  مسائل 
موضوع می توان به صنایع تولید چاپگرها و پاشش رنگ اشاره کرد که 
از رنگ به صورت قطره ای استفاده می کنند. در این صنایع، تحقیقات 
روزافزونی در راستای اندازه گیری سایز و حرکت این قطرات در حال 
سقوط   ]7[ ریبسیزنسکی  و   ]6[ هادامارد   .]5[ است  گیری  انجام 
تحلیلی  به صورت  را  نیوتنی  سیال  یک  در  نیوتنی  قطره  خزشی2  
بررسی نمودند. از فرضیات مسئله غیر قابل انحلال بودن سیالات در 
یکدیگر می باشند. نتایج این تحقیق شامل سرعت حد3 )سرعت سقوط 
و یا بالا رفتن قطره( و نیروی پسا اعمال شونده روی سطح قطره با 
بودن جریان،  به سبب خزشی  است.  استوکس4  معادلات  از  استفاده 

1  Direct-contact heat exchangers
2  Creep
3  Terminal velocity
4  Stokes equations

به  تبدیل  و  گردیده  حذف  حرکت6  اندازه  معادلات  از  لختی5  جمله 
معادلات استوکس می گردد. آن ها دریافتند که شکل قطره در حال 
سقوط در غیاب لختی کاملًا کروی بوده و سرعت حد با افزایش حجم 
به صورت   ]8[ آکریووس  و  تیلور  آن،  از  پس  می یابد.  افزایش  قطره 
تحلیلی نشان دادند در حالاتی که اعداد بی بعد رینولدز7 بسیار کم و 
اعداد مویینگی8  محدود باشند قطره دقیقاً کروی باقی می ماند و فقط 
و  داده  از دست  را  پایین شکل قطره کرویت خود  رینولدز  اعداد  در 

شکلی پهن شده9  به خود می گیرند. 
امین زاده و همکاران ]9[ حرکت و تغییر شکل یک قطره و یک 
آزمایشگاهی  بصورت  را  آب  در  بالاروی  حال  در  قطرات  از  دنباله 
مطالعه نمودند. آن ها تغییر شکل و ضرائب پسای مربوط به یک قطره 
در  کردند.  بررسی  را  قطرات  دنباله  در  مشخص  قطره  یک  و  منفرد 
مذکور  رفتارهای  بر  مایعات  غیرنیوتنی  خواص  تأثیر  پژوهش،  این 
بررسی شده و مشخص گردید، افزودن ویژگی های ویسکوالاستیک10 
امامیان  آن ها می گردد.  در شکل  پایداری  افزایش  موجب  قطرات  به 
پایین  رینولدز  اعداد  در  نیوتنی  قطره  یک  سقوط   ]10[ همکاران  و 
را به صورت تحلیلی بررسی کردند و نشان دادند که با افزایش حجم 
از تکنیک  انتهای قطره ایجاد خواهد شد. آن ها  قطره، حفره ای11 در 
و  رینولدز  بی بعد  اعداد  از  و  مسئله  تحلیلی  حل  برای  اغتشاشات12 
مویینگی به عنوان پارامتر اغتشاشی استفاده کردند. آن ها نشان دادند 
ایجاد شده در  مویینگی حفره  و  رینولدز  بی بعد  اعداد  افزایش  با  که 

انتهای قطره رشد پیدا خواهد کرد.
فاز  در  ویسکوالاستیک  قطره  سقوط   ]11[ بلمونته  و  سوستارز 
سیال نیوتنی را برای جریان خزشی به صورت آزمایشگاهی و تحلیلی 
بررسی کردند. در قسمت آزمایشگاهی، از محلول پلیمری زانتام  در 
فاز حلال آب و گلیسیرین  استفاده شده است.  آن ها  از  محلول  آب  
با  درصد  وزنی   پلیمر  زانتام  و  گلیسیرین  با  درصد  حجمی 80:20  و  
%0/16 به  عنوان  فاز  قطره  و  از  روغن  پلی دیمتیل  سیلوکزان به  عنوان 

دوم  قسمت  در  آزمایشگاهی  بهره  بردند.   در  حل    فاز  سیال  ویسکوز  

5  Inertia
6  Momentum equation
7  Reynolds
8  Capillary
9  Oblate
10  viscoelastic
11  Dimple
12  Perturbation
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این تحقیق سوستارز و بلمونته از تکنیک اغتشاشات به عنوان روش 
حل تحلیلی برای قطره ویسکوالاستیک خزشی در حال سقوط در فاز 
از  مدل  سیال  مرتبه  سه1  برای  مدل سازی  قطره  بردند.  بهره  نیوتنی 
 ویسکوالاستیک به  عنوان  معادله  ساختاری  استفاده  شده  است. در این 
تحقیق فرض شده است که سیالات غیر قابل انحلال هستند و سرعت 
بتوان  را  آن  باشد که  آن قدر کم  فاز سیال خارجی  در  قطره  سقوط 
جریان خزشی لحاظ کرد. در این تحقیق، اعداد دبورا2 و مویینگی به 
عنوان پارامترهای اغتشاشی مورد استفاده قرار گرفتند. قطرات کوچک 
ویسکوالاستیک به دلیل غلبه کردن نیروی کشش سطحی3 بر سایر 
نیروهای وارد بر قطره، همچنان شکل کروی خود را حفظ می کردند. 
با  افزایش  حجم  قطره )قطر  معادل  قطره(،  شکل  قطره  ناپایدار  شده  و  
کرویت  خود  را  از  دست  می دهد  و  به  شکل  یک  قطره  پهن شده  تبدیل  
می گردد. با افزایش پارامتر دبورا در انتهای قطره یک فرورفتگی ایجاد 
و  کشیده  خود   داخل   سمت   به   را   که  قسمت  بالایی  قطره   می شود 
دست  به  نتایج   ایجاد  می نماید.  فوقانی  قطره   در  قسمت   حفره   یک  
آمده  از  حل  تحلیلی دارای  تطابق  خوبی  با  نتایج  حاصل از  مشاهدات 
آزمایشگاهی  است.  افزایش شعاع قطره یا بعبارتی افزایش پارامتر دبورا 
باعث رشد این فرورفتگی تا حدی می تواند شود که قطره شکل یک 
دونات را به خود بگیرد و سیال خارجی از داخل سیال داخلی عبور 
کند. این نوع تغییر شکل برای قطرات خیلی بزرگتر رخ خواهد داد که 
این قطرات نسبت به قطرات کوچکتر نیاز به فاصله زیادی از ابتدای 

سقوط قطره دارند، تا به حالت پایدار خود برسند. 
آگراوال و سرکار ]12[ تغییر شکل یک قطره ویسکوالاستیک در 
سیال نیوتنی برای عدد رینولدز پایین را بصورت عددی بررسی کردند. 
در این پژوهش از معادله ساختاری اولروید- بی برای مدل کردن قطره 
در حال حرکت استفاده شده است. آن ها همچنین نمودار تغییر شکل 
پایا نسبت به عدد بی بعد مویینگی برای مقادیر مختلف دبورا نمایش 
دادند. امین زاده و همکاران ]13[ حرکت قطرات نیوتنی و غیرنیوتنی 
را به صورت آزمایشگاهی بررسی کردند. برای ارزیابی اثر سیال بیرونی 
که قطره در آن حرکت می کند از آب و هوا به عنوان سیالات با خواص 
متفاوت که دارای کاربری وسیع صنعتی هستند، استفاده شده است. 
آنالیز  و  بوده   500 و   50 محدوده  بین  آن ها  جریان  رژیم  محدوده 

1  The third order constitutive equation
2  Deborah
3  Surface tension

تصاویر حاصل شده از دوربین سرعت بالا به عنوان روش آزمایش به 
کار رفته است.

قطره  یک  سقوط  عددی  مدل های  با   ]14[ سرکار  و  موخاراجی 
ویسکوالاستیک را در سیال نیوتنی شبیه سازی کردند. نتیجه حاصل از 
این تحقیق شامل مقدار سرعت حد قطره بود. همچنین در ادامه شکل 
قطرات پیش بینی شده به همراه جریان های داخلی و خارجی قطره 
افزایش الاستیسیته  به تصویر کشیده شده است. آن ها دریافتند که 
و  شود  قطره  خارجی  و  داخلی  جریان های  افزایش  باعث  می تواند 
سرعت حد سقوط قطره با افزایش عدد بی بعد دبورا کاهش می یابد. 
اخیراً، اسماگین و همکاران ]15[ ته نشینی  قطره  سیال  بینگهام4 تغییر 
پذیر  در  سیال  نیوتنی  بی نهایت  با  استفاده  از  روش  معادله  انتگرالی5 
را  مورد  بررسی  قرار  دادند.  آن ها  نشان  دادند  که  تغییرات  شکل  قطره 
 به  ازای  اعداد  مویینگی  کم  همانند  شکل  قطره  نیوتنی  در حال  سقوط 
 می باشد و توانستند  محدوده بحرانی  عدد  مویینگی  را  برای  ناپایداری 
 شکل  قطره  و  تبدیل  قطره  کروی  به  پهن  و  دوکی شکل به دست آورند. 
توزیع  تنش های  ویسکوالاستیک  و   شکل   در  این  تحقیق  همچنین  

 موجود  در  قطره  نسبت  به گذشت  زمان   محاسبه  شد.
وامرزنی و همکاران ]16[ سقوط خزشی یک قطره ویسکوالاستیک 
در میان یک فاز مایع را به صورت تحلیلی بررسی کردند و نشان دادند 
که با افزایش حجم قطره، حفره ای در انتهای قطره ایجاد خواهد شد. 
آن ها از تکنیک اغتشاشات برای حل تحلیلی مسئله و از اعداد بی بعد 
دبورا و مویینگی به عنوان پارامتر اغتشاشی استفاده کردند. مدل مورد 
استفاده شده برای قطره ویسکوالاستیک، مدل اولدروید-بی می باشد. 
افزایش اعداد بی بعد دبورا و مویینگی حفره  با  آن ها نشان دادند که 
قطره  سقوط  کرد.  خواهد  پیدا  رشد  قطره  انتهای  در  شده  ایجاد 
نیوتنی در سیال غیرنیوتنی توسط لورنتنا و همکاران ]17[ به صورت 
آزمایشگاهی و پوتاپو و همکاران ]18[ و سینگ و دین ]19[ به صورت 
و  آکارایا  بررسی ها  از  این سری  ادامه  در  است.  شده  بررسی  عددی 
همکاران ]20 و 21[ یک سری بررسی هایی روی خاصیت ویسکوزیته6 
سیالاتی که با افزایش نرخ برش کاهش می یابند انجام دادند و حتی 
پایین  رینولدز  عدد  که  حالاتی  برشی  تنش  برای  ریاضی  رابطه  یک 
است پیشنهاد کردند. در برخی از تحقیقات دیگر، اثر الاسیسیته روی 

4  Bingham-fluid
5  Integral equation method
6  Viscosity
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بیرونی  سیال  و  نیوتنی  داخلی  سیال  که  حالتی  برای  قطره،  شکل 
ویسکوالاستیک می باشد، مورد بررسی قرار گرفته است ]22-24[. از 
سوی دیگر، راه حل تحلیلی یک زمینه جذاب برای مطالعه و پژوهش 
است که نتیجه آن دقیق تر و قابل اطمینان است ]25-27[. واگنر و 
اسلاتری ]28[ با استفاده از حل تحلیلی توانستند شکل پایای قطره 
ویسکوالاستیک در حال سقوط در سیال ویسکوالاستیک محیط را به 
دست آورند. آن ها برای مدل سازی فاز قطره و سیال محیط از مدل 
سیال مرتبه سه برای هر دو فاز بهره بردند. روش حل آن ها استفاده از 
تکنیک حساب اغتشاشات برای هر دو سیال قطره و محیط بوده است. 
در تحقیق حاضر، دینامیک قطره نیوتنی در حال سقوط در سیال 
نیوتنی در رژیم لختی آرام مورد بررسی قرار گرفته است. اهمیت این 
موضوع را می توان در ته نشینی در مراکز تصفیه آب، برج های خنک 
سقوط  قطره  کاربردهای  دیگر  از  نمود.  مشاهده   ... و  نیروگاه ها  کن 
می توان  به جداسازی  سیالات  مخلوط  در صنعت نفت،  مبدل های  تماس 
 مستقیم،  ته نشینی  املاح  موجود  در  فاضلاب های  صنعتی  و  خانگی  و ... 
  اشاره  نمود.  در قسمت آزمایشگاهی مطالعه حاضر، از  آب  دو بار یونیزه 
 شده )دیونیزه(  و  گلیسیرین    برای  محلول اول با  نسبت  حجمی 79:21 
و برای محلول دوم با نسبت حجمی 83:17 به  عنوان  فاز  قطره  استفاده 
است  می باشد، لازم  نظر  مد  پایین  رینولدز   شده  است. چون جریان 
که بتوان سرعت سقوط قطرات را به حدی پایین نگه داشت که عدد 
بی بعد رینولدز برابر یک، در آن برقرار باشد. با توجه به این نکته، به 
منظور تولید جریان لختی )جریانی که ترم جابجایی )ترم غیرخطی( 
مطالعات  در  ولی  می شود  گرفته  نظر  در  حرکت  اندازه  معادلات  در 
پیشین به دلیل خزشی بودن جریان، این ترم صرف نظر شده است( 
به  جهت   استفاده شده است.  با ویسکوزیته 340  از روغن سیلیکون 
اطمینان  از  پایدار  شدن  شکل  قطره  در  این  تحقیق ، دوربین  سرعت  بالا 
جهت عکس برداری در  ارتفاع 35 سانتی متری از  لبه ابتدایی  سلول  

قرار  گرفته  است.
نوآوری و یا به عبارتی تفاوت مقاله حاضر با کارهای گذشته این 
است که در کارهای قبلی، برای ساده سازی محاسبات از تئوری  پاین 
 و  پل ]29[ برای محاسبه نیروی درگ1 استفاده شده است. در مقاله 
حاضر، از فرمول دقیق برای محاسبه نیروی درگ استفاده شده است 
شده  آورده  حاکم  معادلات  بخش  در  درگ  نیروی  دقیق  فرمول  که 

1  Drag force

است. همچنین در مقاله حاضر، تأثیر متغیرها بر روی نیروی درگ و 
ضریب فشار مورد مطالعه قرار گرفته است که در کارهای قبلی به این 
تفاوت های ذکر شده می توان  بر  است. علاوه  نشده  پرداخته  موضوع 
اشاره کرد، مهم ترین تفاوت مقاله حاضر نسبت به تحقیقات پیشین 
به  آرام  رژیم  در  نیوتنی  فاز  در  نیوتنی  قطره  سقوط  که  است  این 
صورت آزمایشگاهی مورد مطالعه قرار گرفته است و مشاهده می شود، 
نتایج آزمایشگاهی مقاله حاضر تطابق خوبی با حل تحلیلی مطالعات 
پیشین دارد. نتایج تحلیلی مطالعات پیشین در قسمت آزمایشگاهی 
تحقیق حاضر مورد مطالعه قرار گرفته است و نشان داده شده است که 

تغییرات نسبت لزجت روی شکل قطرات تأثیر چندانی ندارد.

2- مشاهدات آزمایشگاهی
در  این  قسمت  به  توضیح  نحوه  تولید  قطره نیوتنی  و  سیال  محیط  و  
برخی  خواص  آن  پرداخته شده است. از آب یون زدایی شده )دیونیزه(  
و  گلیسیرین   برای  محلول اول  با  نسبت  حجمی 79:21 و برای محلول 
دوم با نسبت حجمی 83:17 به  عنوان  فاز  قطره  استفاده  شده  است. 
در ابتدای امر آب را درون بشر ریخته و سپس گلیسیرین را طی 4 
برای  سیال  و  کرده  اضافه  بشر  درون  آب  به  ساعت(   1 )هر  مرحله 
به یک محلول کاملًا  تا  مدت 4 ساعت توسط هات پلیت هم خورده 
همگن تبدیل شود. گلیسیرین، الکل سه عاملی است که به دلیل دارا 
بودن پیوند هیدروژنی با هر نسبتی در آب حل می شود. پس به دلیل 
انحلال پذیری سریع و خوب این مواد به آسانی می توان مخلوط همگنی 
از آب دیونیزه و گلیسرین تولید نمود.  خصوصیات فیزیکی  فاز  قطره  
شامل : چگالی 2/1 گرم بر سانتی متر مکعب و  ویسکوزیته برای محلول 
اول 1/60 سانتی پویز و برای محلول دوم 17/83 سانتی پویز می باشد. 
برای نشان دادن سیال داخلی از نماد )~( و بدون  علامت  مربوط  به 
 سیال  بیرونی  می باشد. به عنوان فاز خارجی روغن سیلیکون بکار گرفته 
شده است. به منظور ایجاد جریان لختی از ویسکوزیته 340 سانتی 
پویز استفاده شده است. به منظور تخمین حجم قطره، وزن محلول و 
نازل قبل از تزریق قطره و بعد از تزریق قطره به وسیله ترازوی دارای 
دقت بالا )دقت ترازو: یک ده هزارم گرم( اندازه گیری شده و با توجه 
به رابطه چگالی و داشتن چگالی قطره می توان حجم قطره را به دست 
آوردن کشش  دست  به  برای  آزمایشگاهی  روش های  میان  در  آورد. 
سطحی، روش قطره معلق از محبوبیت و دقت بالایی برخوردار است 



نشريه مهندسي مکانيک اميرکبير، دوره 52، شماره 11، سال 1399، صفحات 3033 تا 3044

3037

بنابراین با استفاده از روش قطره معلق و دستگاه اندازه گیری نوری زاویه 
تماس کمپانی دیتا فیزیک1، مقدار کشش سطحی بین دو سیال برای 

هر دو محلول 21 میلی نیوتن بر متر به دست آمده است.
برای  ثبت   حرکت  قطرات  در  حال  سقوط  با مکانیزم  عکسبرداری 
از یک دوربین پرسرعت پی سی او. دایمکس2 استفاده شده است که 
  دوربین  سرعت  بالای مورد  استفاده  قابلیت  ذخیره  حداکثر  12000 عکس  
در  مدت  زمان  1 ثانیه را  دارا می باشد )در مطالعه حاضر، در تنظیمات 
توجه  با  است(.  انتخاب شده  ثانیه  بر  فریم  این دوربین حالت 1000 
به تعداد فریم های تغییر کرده و تغییر جابجایی قطره نسبت به خط 
کش جاسازی شده در سلول سرعت سقوط اندازه گیری می شود. جهت 
تصویربرداری با کیفیت بالا نیاز به نورپردازی مناسب است. بنابراین از 2 
پروژکتور 2000 وات شرکت یونیمت3 بهره گیری شده است. با توجه به 
تعداد عکس های ذخیره شده و مسافتی که قطره در طول مسیر عکس 
اندازه گیری  را  برداری طی خواهد کرد، می توان سرعت سقوط قطره 
کرد. برای اندازه گیری تغییرات ویسکوزیته سیال بر حسب نرخ برش از 

دستگاه ویسکومتر شرکت بروکفیلد4 استفاده شده است.
سلول  در  یک   به عنوان  سیال  نیوتنی  مورد  نظر  سیلیکون  روغن 
 پلکسی  به  ابعاد 50×15×15 سانتی متر ریخته  می شود تا اثرات دیواره 
سلول بر شکل قطره حذف شود ]30[. به  جهت  اطمینان  از  پایدار  شدن  

1  Data physics
2  pco.dimax
3  UNIMAT
4  Brookfield

شکل  قطره  در  این  تحقیق،  دوربین  سرعت  بالا در  ارتفاع 35 سانتی متر 
از  لبه ابتدایی  سلول  قرار  گرفته  است.  برای تزریق قطره در محیط نیوتنی 
از سرنگ معمولی استفاده شده است همچنین برای  تولید  قطرات  با  قطر  
بزرگتر  می توان از  بورت   کمک گرفت.  نکته بسیار  مهم  در  مورد  مکانیزم 
 آزمایش  این  است  که  باید  سر سرنگ در  سیال  نیوتنی  قرار  داشته  باشد. 
نکته  بسیار  مهم دیگر در  تولید  قطرات  این  است  که،  سر  سرنگی  که  
در  باشد  زیرا  می شود  باید  کاملًا  صاف   استفاده   برای  تشکیل  قطرات  
صورت زاویه دار بودن سر سوزن قطره تولیدی کاملًا متقارن نخواهد شد، 
بنابراین بر حرکت و تغییرشکل قطره تأثیر نامطلوب می گذارد و قطره 
تولیدی متقارن نخواهد شد. شکل 1-الف هندسه حل تحلیلی )دستگاه 
مختصات کروی در فضای سه بعدی با استفاده از سه مختصه که شامل: 
فاصله شعاعی یک نقطه از یک مبدأ ثابت )r(، زاویه از قسمت مثبت 
φ( است، نمایش داده  ( x و زاویه از قسمت مثبت محور )θ( z محور
می شود( و شکل-ب سلول آزمایشگاهی که حجمی برابر 11 لیتر دارد و 
از روغن سیلیکون پر شده است را نشان می دهد. همانطور که در شکل 
1-الف مشاهده می شود، قطره در داخل محیط بیرون سقوط کرده و 
شرایط مرزی حاکم بر مسئله در قسمت معادلات حاکم )معادلات )5((، 
آورده شده است. تعیین تغییرات جابجایی قطره بر اساس ثبت تغییر 
موقعیت قطره بر روی خط کش مشخص می شود و نقش فریم ها در 
تعیین زمان طی شده توسط قطره مورد استفاده قرار می گیرد. چیدمان 
خط کش در انجام آزمایش ها دارای اهمیت است. نحوه جانمایی خط 
کش که نقش مهمی در اندازه گیری جابجایی قطره دارد در چیدمان، 

 ب( الف(

  
 

 ب( چیدمان آزمایش هندسه حل تحلیلیالف(  :1شکل 
Fig. 1. a) The geometry of analytical solution b) Experimental setup employed 

 
  

شکل 1: الف( هندسه حل تحلیلی ب( چیدمان آزمایش
Fig. 1. a) The geometry of analytical solution b) Experimental setup employed
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در شکل 1-ب نشان داده شده است. به منظور عکس برداری با دوربین 
سرعت بالا، سلول در فاصله 50 سانتی متری )این فاصله بستگی به نوع 
لنز دارد( دوربین قرار می گیرد. جهت افزایش کیفیت عکس های گرفته 
شده  استفاده  سلول  اطراف  در  وات  پروژکتور 2000  عدد   2 از  شده 
است و از قسمت فوقانی سلول مورد نظر با استفاده از سرنگ، قطرات 
مورد نظر را تزریق و با استفاده از دوربین سرعت بالا، تصویر قطرات در 
حال سقوط ضبط می شود. همچنین در شکل 2 و شکل 3 تغییرات 
لزجت در برابر نرخ برش برای هر دو محلول نشان داده شده است. در 
مقاله حاضر، برای اطمینان از دقت آزمایش های انجام شده، تک تک 
آزمایش ها حداقل 5 بار و حداکثر 7 بار انجام شده است، که در برخی 
موارد تا 10 بار نیز انجام شده است. در آزمایش حاضر باتوجه به اینک 
نتایج بسیار به هم نزدیک بودند، به همین خاطر از متوسط گیری 5 
داده یا 7 داده استفاده شده و نتیجه آن در مقاله حاضر ارائه شده است.

3- معادلات حاکم
معادلات حاکم بر قطره و سیال ویسکوز، معادلات پیوستگی و اندازه 
حرکت می باشند. معادلات پیوستگی و اندازه حرکت برای قطره نیوتنی 

به شرح زیر است ]33-31[:

* 0u∇⋅ = )1-الف( 

*
* *Du P g

Dt
ρ ρ τ= −∇ + +∇⋅





   )1-ب( 

به منظور ساده سازی معادلات حاکم مرسوم است از حالت بی بعد 
آن ها استفاده شود. لازم به ذکر است که در اینجا و تمام متن مقاله 
حاضر تمامی پارامترهای ستاره دار حالات بعددار و پارامترهای بدون 
ستاره نمایانگر حالات بی بعد این پارامترها هستند. از آنجایی که اکثر 
برای نشان  بیرونی یکی است.  برای هر دو سیال داخلی و  پارامترها 
دادن سیال داخلی از نماد )~( و بدون  علامت  مربوط  به  سیال  بیرونی  
می باشد. پارامترهای  بی بعد  مورد  استفاده برای  جریان  داخلی )قطره   
شامل  موارد  زیر  حال  سقوط(  و  جریان خارجی  )سیال  نیوتنی(  در  

 می باشد: 
* * * *

0 0 0 0 0 0

, , , R u D R P Ru D P
U U U U

ττ
η η

= = = =
 

 

 

 

 

)2-الف( 

* * *

, ,  R u D Ru D
U U U
ττ
η ∞ ∞ ∞

= = = )2-ب( 

U سرعت  0 در پارامترهای بی بعد ذکر شده، R شعاع معادل قطره،
U سرعت حد قطره و سیال نیوتنی  ∞ مرجع مربوط به داخل قطره،
 D تانسورهای بعددار تنش و سرعت و *u ، *τ در مرز مشترک آن ها،
تانسور نرخ تغییر شکل است که به صورت معادله )3( تعریف می شود:

( )1
2

TD u u= ∇ +∇  )3(

جریان  برای   Ca و   Re بی بعد  اعداد  از  حاضر  تحقیق  در 
نیوتنی خارجی و داخلی که به صورت معادله )4( تعریف می شوند، 

 
 

 تغییرات لزجت در برابر نرخ برش برای محلول اول :2شکل 
 Fig. 2. Shear viscosity vs. shear rate of first solution  

 
  

 
 

 تغییرات لزجت در برابر نرخ برش برای محلول دوم :3شکل 
Fig. 3. Shear viscosity vs. shear rate of second solution 

 
  

شکل 2: تغییرات لزجت در برابر نرخ برش برای محلول اول
Fig. 2. Shear viscosity vs. shear rate of first solution

شکل 3: تغییرات لزجت در برابر نرخ برش برای محلول دوم
Fig. 3. Shear viscosity vs. shear rate of second solution
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استفاده شده است:

, U R URe Caρ η
η
∞ ∞= =

Γ
)4-الف( 

k نسبت  ویسکوزیته  قطره به  ویسکوزیته  سیال  خارجی  می باشد. با  
 U 0 استفاده  از  این  عدد  می توان بین  سرعت  مرجع  جریان  داخل  قطره  

U رابطه ای  به وجود  آورد که  به  صورت  زیر  می باشد: ∞ و  سرعت  حد 

( )0 1
UU
k

∞=
+

)4-ب( 

شرایط مرزی بی بعد حاکم بر مسئله به صورت زیرمی باشد:

( ) ( )0,  0
r r

u u= = )5-الف( 

( ) ( )1
1

u u
kθ θ

=
+

 )5-ب( 

( ) ( ) 
1r r

k
kθ θ

τ τ=
+

 )5-ج( 

به منظور تخمین شکل حدودی قطره از معادله تنش های نرمال 
استفاده می شود ]34[.

( )2

. .
1

1 2 2 1

kn n p p
k

d d
Ca d d

τ τ

ζζ µ
µ µ

 − − + = + 
  

− − −  
  

 

 )6(

امامیان و همکاران ]10[ با استفاده از شرط مرزی تنش های نرمال 
تغییر شکل اصلاح شده نهایی را به شکل زیر به دست آوردند:

( ) ( ) ( )2
2 2 3 31r ReCaP ReCa Pθ α µ β µ= − −  )7(

β3 به صورت زیر تعریف شده اند: α2 و   که در معادله )7( مقادیر

( )

3 2

2 3

243 20 684
20 638 2001

960 1

k k k
k

k

γ
γ

α

 − + −
 
+ − − =

+

)8-الف( 

( )
( )

2
3

3 173 142
700 1

k
k

α
β

+
=

+
)8-ب( 

به ترتیب توابع لژاندر درجه دو و سه  ( )  P µ3 ) و  )P µ2  توابع
می باشند. برآیند  نیروهای  وارده  بر  قطره  به  صورت  زیر  می باشد.

D BF F F= +  )9(

در  معادله )9(  نیروی  حجمی  وارده بر  قطره  به  صورت  معادله )10( 
 قابل  محاسبه  می باشد:

( )24 1
3B

gR
F

U
πρ γ

η ∞

−
=  )10(

در کارهای قبلی، برای ساده سازی محاسبات از تئوری  پاین  و  پل 
]29[ برای محاسبه نیروی درگ استفاده شده است. در اینجا از فرمول 
دقیق برای محاسبه نیروی درگ استفاده شده است. نیروی درگ را 

می توان از طریق معادله )11( محاسبه کرد:

( )
11 2 2

11
2 [ ( 1 ] |D rr r rF p dθπ µ τ µ µ τ µ=−

= − − −∫  )11(

قطره  به  صورت  زیر  محاسبه   کلی  پسا  وارده  بر  سطح    نیروی 
می شود:

( )
( )

2

22
2

3 2 3 22
1 4 1

2 5 4 11
5 1

D
k kF Re
k k

ReCa k k
k

ππ

πα

+ + = + + + + 

− +
+

 )12(

استفاده  از  بالانس  نیروی   با   حد  قطره  در  حال  سقوط   سرعت 
به  نیروی  پسا  کلی  وارد  شده  بر  سطح  آن  وارده  بر  قطره  و   حجمی  

 صورت  زیر  محاسبه  شده  است:

( )

( )
( )

2

2

22
2

14
3 3 2 3 22

1 4 1
2 5 4 11
5 1

gR
U

k kRe
k k

ReCa k k
k

ρ γπ

ππ
η

πα

∞

−
=

 + + +  + +  
 
+ − +  + 

 )13(
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4- نتایج و بحث
1-4- مقایسه حل تحلیلی و آزمایشگاهی

می توان نتایج آزمایشگاهی مطالعه حاضر را با حل امامیان و همکاران 
]10[ از لحاظ کمی بررسی و صحت تحقیق حاضر را مورد بررسی قرار 
داد. در شکل 4 نتایج به دست آمده برای سرعت حد در حل تحلیلی 
امامیان و همکاران ]10[ را با نتایج آزمایشگاهی حاضر مقایسه شده 
است. همان طور که دیده می شود نتایج آزمایشگاهی تطابق خوبی با 

نتایج تحلیلی دارد.
حل  با  را  را  حاضر  تحقیق  آزمایشگاهی  نتایج  می توان  همچنین 
تیلور و آکریووس ]8[ از لحاظ کیفی بررسی و صحت تحقیق حاضر را 

مورد بررسی قرار داد. همانطور که در شکل 5 مشاهده می شود نتایج 
آزمایشگاهی حاصل از تحقیق حاضر با حل تیلور و آکریووس ]8[ تطابق 
با افزایش سایز قطره و به تبع آن افزایش اعداد رینولدز  خوبی دارد. 
و مویینگی شکل قطره از حالت کروی به یک حالت پهن شده تبدیل 
می شود. با ادامه این روند افزایشی یک فرورفتگی در انتهای قطره به 

وجود می آید.

2-4- نتایج آزمایشگاهی
در شکل 6 قطرات نیوتنی محلول اول و دوم را با سایزهای مختلف 
مشاهده می شود. با  افزایش  حجم  قطره،  اعداد  بی بعد رینولدز  و  مویینگی  
افزایش می یابند. با افزایش سایز قطرات، نیروی لختی بر نیروی کشش 
سطحی غلبه کرده و باعث می شود شکل قطرات پهن شود که با ادامه 

 
 

 : تغییرات سرعت حد بر حسب شعاع4شکل 
Fig. 4. Variation of terminal velocity with equivalent radius 

 

شکل 4: تغییرات سرعت حد بر حسب شعاع

Fig. 4. Variation of terminal velocity with equivalent ra-
dius

 

 )الف(

   

 )ب(

   
 Re=0.9, Ca=0.5 Re=0.6, Ca=0.4 Re=0.1, Ca=0.3 

 
k/)ب( نتایج آزمایشگاهی در  [8]: مقایسه بین تغییر شکل به دست آمده از )الف( حل تحلیلی تیلور آکریوس 5شکل  0 25  

Fig. 5. A comparison between the steady shape of (a) the analytical solution of Taylor and Acrivos [8] (b) the 
experimental section at k=0.25 

 
  

شکل 5: مقایسه بین تغییر شکل به دست آمده از )الف( حل تحلیلی 
 /k =0 25 تیلور آکریوس ]8[ )ب( نتایج آزمایشگاهی در 

 Fig. 5. A comparison between the steady shape of (a)
 the analytical solution of Taylor and Acrivos [8] (b) the

experimental section at k=0.25

 

 )الف(

   

 )ب(

   
 V=2.1 ml, Ca=0.5 V=1.4 ml, Ca=0.4 V=0.3 ml, Ca=0.3 

 

k/نیوتنی با تغییرات حجم برای )الف( محلول اول ): تغییرات شکل قطره 6شکل  0 k/( و )ب( محلول دوم )18 0 25) 

Fig. 6. Changes in the shape of Newtonian drop for (a) first solution (k=0.18) and (b) second solution (k=0.25) 

 

  

شکل 6: تغییرات شکل قطره نیوتنی با تغییرات حجم برای )الف( محلول 
) /k =0 25 ( و )ب( محلول دوم ) /k =0 18 اول )

Fig. 6. Changes in the shape of Newtonian drop for (a) 
first solution (k=0.18) and (b) second solution (k=0.25)

 
 

 بعد مویینگیدرگ سطح قطره با تغییر عدد بی: تغییرات نیروی 7شکل 
Fig. 7. Drag force at free surface against the capillary number 

 
  

شکل 7: تغییرات نیروي درگ سطح قطره با تغییر عدد بی بعد مویینگی
Fig. 7. Drag force at free surface against the capillary 

number
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ایجاد می شود. همانطور که  انتهای قطره  این روند یک فرورفتگی در 
تأثیر  قطرات  شکل  روی   k لزجت  نسبت  تغییرات  می شود،  مشاهده 

چندانی ندارد.

3-4- تأثیر اعداد مویینگی و رینولدز بر روی نیروی درگ و ضریب فشار
شکل 7 تغییرات نیروي درگ وارده بر سطح قطره در حال سقوط 
را در مقابل عدد رینولدز به ازاي اعداد مویینگی مختلف نشان می دهد. 
درگ  نیروي  روي  را  قطره  لختی  نیروی  اثر  می توان  شکل  این  در 
مشاهده نمود. با توجه به این شکل، افزایش نیروی لختی در فاز قطره 
افزایش نیروي درگ وارده را درپی دارد. افزایش عدد مویینگی سبب 
افزایش نیروي درگ در قطرات نیوتنی می شود. افزایش نیروی لختی 
افزایش  روند  ادامه  و  دارد  را درپی  قطره  تغییر شکل  افزایش  قطره، 
آن سبب توسعه این تغییر شکل می شود. بنابراین، از شکل 7 نتیجه 
افزایش  به واسطه  نیوتنی  قطره  پایاي  شکل  تغییر  رشد  که  می شود 
نیروی لختی یا مویینگی، نیروي درگ وارده بر سطح آن را افزایش 

می دهد.
ضریب فشار یک پارامتر بی بعد است که بیانگر فشار نسبی در کل 
میدان جریان در دینامیک سیال می باشد. هر نقطه از سطح قطره دارای 

ضریب فشار منحصر به فرد است که بصورت رابطه )14( ارائه می شود.

21
2

p
P PC

Uρ
∞

∞

−
=

 

)14(

در  است.  آزاد  فشار جریان   P∞ و  نظر  مورد  نقطه  فشار   P که 
 P∞ و   pC تغییرات  باشد  قطره  برابر شعاع  ده  فاصله  که  صورتی 
∞P در فاصله  بسیار کوچک خواهد شد. بنابراین در تحقیق حاضر 
است.   ثابت  آن  مقدار  و  است  شده  محاسبه  قطره  سقوط  از  دور 
سرعت حدی ρ چگالی سیال خارجی می باشد. در شکل 8 تغییرات 
ضریب فشار در سطح مشترک قطره بررسی شده است. بدیهی است 
 )   θ =0( قطره  بالای  قسمت  نزدیکی  در   pC مقدار  کمترین  که 
اتفاق می افتد. همچنین شکل 8 نشان می دهد که با افزایش در رفتار 
ضریب  بیشتر  کاهش  می یابد.  کاهش     θ در0= فشار  ضریب  لختی 
فشار می تواند به انحراف بیشتر شکل قطره از حالت کروی با افزایش 

عدد رینولدز، نسبت داده شود.

5- نتیجه گیری
در مقاله حاضر، دینامیک یک قطره نیوتنی در حال سقوط در 
آزمایشگاهی  قسمت  در  است.  گرفته  قرار  مطالعه  مورد  آرام  رژیم 
و   )دیونیزه(   شده  زدایی  یون  آب  از  اول  تحقیق   برای  محلول  این 
نسبت  با  دوم  محلول  برای  و   79:21 حجمی  نسبت   با   گلیسیرین  
مطالعه  در  عنوان  فاز  قطره  استفاده  شده  است.  به    83:17 حجمی 
حاضر، دینامیک قطره در حال سقوط نسبت به پارامترهاي تأثیرگذار 

بررسی و مورد بحث قرار گرفته است.
با بررسی پارامترهای تأثیر گذار روی دینامیک قطرات مشخص 

گردید که:

روی   k لزجت  نسبت  تغییرات  آزمایشگاهی،  مشاهدات  •طبق 
شکل قطرات تأثیر چندانی ندارد.

کشش  نیروی  کاهش  دلیل  به   ،Ca مویینگی  عدد  •افزایش 
درنتیجه  و  شده  قطره  انتهای  در  حفره ای  ایجاد  باعث  سطحی، 

افزایش نیروی درگ را به دنبال دارد.
قطره  فشار  ضریب  کاهش  باعث  رینولدز  بی بعد  عدد  •افزایش 

می شود.

 
 

Ca/بعد رینولدز برای : تغییرات ضریب فشار سطح قطره با تغییر عدد بی8شکل  0 k و 25 20  
Fig. 8. Pressure coefficient distribution at the surface of falling drop for different Reynolds numbers for  

Ca=0.25, k=20 
 

 

شکل 8: تغییرات ضریب فشار سطح قطره با تغییر عدد بی بعد 
k = Ca/ و  20 =0 25 رینولدز برای 

Fig. 8. Pressure coefficient distribution at the surface of fall-
ing drop for different Reynolds numbers for Ca=0.25, k=20
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 U  ( 1سرعت حد قطرهms) 
 0U ( 1سرعت مرجع قطرهms) 

V حجم ( 3قطرهm) 
 علایم یونانی

  تابع تغییرشکل 
  ( 1لزجت دینامیکی 1kgm s ) 
   1تنش سیال نیوتنی)تانسور 2kgm s ) 

ρ  ( 3چگالیkgm) 
  ( 1تانسور تنش قطره 2kgm s ) 

θ  ای دستگاه مختصات کرویجهت زاویه 
 𝛤𝛤 ( 2کشش سطحیkgs) 
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