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ABSTRACT:  In the standard finite element method, the edges of the adjacent elements are aligned to 
each other, and the corner of an element does not locate on the edges of another one. If this constraint 
violates, the mesh is called non-conforming and the use of such meshes in the finite element method 
requires specific techniques. In the present paper, a new method is suggested for treating non-conforming 
meshes. Non-conforming meshes appear generally in adaptive mesh refinement processes especially 
in the quadtree mesh refinement algorithm. The quadtree is a data structure with an extremely fast 
recursive algorithm and is used to divide a two-dimensional domain into sub-regions or elements. In 
the present paper, a new approach is proposed to construct the shape functions of such elements. In 
this method, the shape functions are considered harmonic functions and the Laplace boundary value 
problem is defined and its solution is used as the shape functions of the non-conforming elements. To 
evaluate the applicability and accuracy of the proposed method, two numerical examples are solved and 
the results are presented. The results show that the proposed method can be used to effectively apply the 
non-conforming meshes in the finite element method. 
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1- INTRODUCTION
Harmonic coordinates are one of the most appealing 

ideas to drive the approximation functions. The first use of 
harmonic functions for Two-Dimensional (2D) interpolation 
was published in Ref. [1]. The first use of harmonic 
approximation functions for the solution of boundary value 
problems was appeared in Ref. [2] in which it proofed that 
such approximation functions form a partition of unity and 
exactly reproduce a linear field. These functions also possess 
the Kronecker delta property. Harmonic functions satisfy the 
elliptic Laplace equation with positive boundary conditions. 
Therefore, the approximation functions are non-negative in 
the element interior. To the best knowledge of the authors, 
a few papers have been published based on the application 
of harmonic shape functions in the Finite Element Method 
(FEM). For example, refer to Refs. [2-6]. In the previous 
works, the shape functions were defined in the global 
coordinate system and seeking the numerical solution of 
the Laplace equation was unavoidable. For instance, the 
methods such as finite difference method [2], the method of 
fundamental solutions [4], the boundary element method [5], 
the complex variable boundary method [6] and the FEM is 
used [3] to approximate the harmonic shape functions

To avoid the numerical solution of the Laplace equation, 
the shape functions are derived here in the local coordinate 
system for a representative master element. Therefore, the 
harmonic shape functions can be obtained analytically using 

the Fourier series. In addition, a new procedure is proposed 
here for systematic computation of the shape functions. In 
this approach, a small set of harmonic functions are defined at 
first as the building blocks and then all of the shape functions 
of different elements with different node arrangements are 
derived using proper transformations of them.

To evaluate the performance and the potentials of the 
proposed method the Laplace equation is selected in the 
present manuscript as the model equation. Two benchmark 
examples are solved and the results are presented. In these 
examples, the patch test and convergence analysis are done. 
The results have shown that the proposed method treats non-
conforming elements very naturally and efficiently. A lot of 
development is still to be done in the applications of harmonic 
shape functions and we believe it can begin an interesting 
field of research.

2- QUADRILATERAL ELEMENTS WITH MIDSIDE 
NODES

Consider a set of quadrilateral elements with midside 
nodes and linear variation of the shape functions on the 
element boundaries. In the most general case, the quadrilateral 
elements with midside nodes consist of 5 different element 
types which are shown schematically in Fig. 1. All of these 
elements are compatible with traditional linear Lagrange 
elements and a composite mesh with standard elements and 
elements with harmonic shape functions is possible.
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3- ROOT FUNCTIONS
Different element types in Fig. 1 contain a total of 32 nodes 

and each node has its own shape function. All of these shape 
functions can be constructed using only 4 Root Functions 
(RFs) and proper coordinate transformations. To explain this 
more consider Fig. 2. In this Figure, the boundary conditions 
for obtaining the RFs on the boundaries of the square domain 
α, β [-1,1] in the Root Coordinate System (RCS) are given.

The value of the RFs on the entire boundary of the square 
domain is given in Fig. 2. In fact, we seek the value of the 
RFs at the internal points of the square domain. In the present 
work, the Laplace boundary value problem is used here to 
obtain RFs in the internal points. The method of separation 
of variables and series solution are used to obtain the analytic 
solution of the Laplace boundary value problem [7]. The 
general solution of this boundary value problem is as follows.
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where the coefficients 1
nA  to 3

nB  are dependent on 
boundary conditions given in Fig. 2. The surface plots of the 
four root functions are shown in Fig. 3.

4- HARMONIC SHAPE FUNCTIONS
The shape functions of element types A to E can be obtained 

using the four RFs with proper coordinate transformations. 
The general formula for the shape functions is given here as 
follows.
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Fig. 1. Different elements with midside nodes 
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Fig. 2. Boundary conditions for obtaining RFs 

The value of the RFs on the entire boundary of the 
square domain is given in Fig. 2. In fact, we seek 
the value of the RFs at the internal points of the square 
domain. In the present work, the Laplace boundary value 
problem is used here to obtain RFs in the internal points. 
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boundary conditions given in Figure Fig. 2. The surface 
plots of the four root functions are shown in Figure Fig. 
3. 

 
Figure Fig. 3. Four Root root Functionsfunctions 

 4- Harmonic Shape Functions 

The shape functions of element types A to E can be 
obtained using the four RFs with proper coordinate 
transformations. The general formula for the shape 
functions is given here as follows. 

𝑁𝑁(𝝃𝝃) = φ(𝑻𝑻𝝃𝝃) (2) 
were N is the harmonic shape function defined in 

Local Coordinate System (LCS), φ is a root function in 
RCS and T is a transformation matrix which that 
transforms the local coordinates ξ to the root coordinates 
α. For example, the Surface surface plots of the shape 
functions of element type B are are shown in Figure Fig. 
4. 
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 (2)

were N is the harmonic shape function defined in Local 
Coordinate System (LCS), φ is a root function in RCS and T is 
a transformation matrix that transforms the local coordinates 
ξ to the root coordinates α. For example, the surface plots of 
the shape functions of element type B are shown in Fig. 4.

5- NUMERICAL EXAMPLES
As the first example, the patch test is conducted for the 

Laplace equation over a unit square using different meshes 
which are shown in Fig. 5. The exact solution is considered 
as T=x+3y and the Dirichlet boundary condition is applied 
on all of the boundaries of the square domain. The Laplace 
equation was solved using the proposed method and the 
results showed that the proposed method would pass the 
patch test.

In the second example, a convergence test for the 
Laplace equation is done to evaluate the effect of mesh size 
on the quality of the results. To do this, assume the Laplace 
equation holds in a unit square domain and consider the 
exact solution as u=exsin(y). Dirichlet boundary condition is 
applied to the domain boundaries using this exact solution. 
The problem is solved using four different meshes as shown 
in Fig. 6. The relative L2 error norm of the field variable for 
each mesh is presented in Fig. 7.
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Fig. 4. The shape functions of element type B 
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Fig. 4. The shape functions of element type B

 
Fig. 5. The meshes of the first example 

  
Fig. 5. The meshes of the first example
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6- CONCLUSIONS
The harmonic functions were used in the present work to 

define the elements with midside nodes. The shape functions 
were defined in such a way that vary linearly between adjacent 

 
Fig. 6. The meshes of the second example 

  

 
Fig. 7. Relative error norm in the second example 
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Fig. 6. The meshes of the second example

Fig. 7. Relative error norm in the second example

nodes on the element boundaries and therefore the elements 
could be attached to any standard linear elements. As a result, 
the hanging nodes were treated very naturally in the present 
method without any additional constraints. Two numerical 
examples were solved to evaluate the proposed method and 
the results are presented.
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به کارگیری شبکه های غیرانطباقی درخت چهارتایی در روش المان محدود

محمد جواد کاظم زاده پارسی* 

دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد شیراز ، شیراز، ایران 

خلاصه: در روش المان محدود استاندارد، وجوه المان های مجاور کاملًا بر یکدیگر منطبق بوده و گوشه یک المان بر وجه 
یک المان دیگر قرار ندارد. در صورتی که گره گوشه ای یک المان بر روی وجه المان همسایه واقع شود گفته می شود که 
شبکه غیرانطباقی است. استفاده از چنین شبکه هایی در روش المان محدود به تکنیک های ویژه ای نیاز دارد. در مقاله حاضر، 
یک روش جدید برای استفاده از شبکه های غیرانطباقی پیشنهاد شده است. درخت چهارتایی یک ساختمان داده درختی 
با یک الگوریتم بازگشتی بسیار سریع است و می توان از آن جهت شبکه بندی نواحی دوبعدی استفاده کرد. المان های تولید 
شده با این روش غیرانطباقی بوده و قابلیت استفاده در روش المان محدود استاندارد را ندارند. در مقاله حاضر ایده جدیدی 
جهت محاسبه توابع شکل چنین المان هایی پیشنهاد شده است. در این روش از حل یک مسئله مقدار مرزی برای استخراج 
توابع شکل استفاده شده است. شرایط مرزی در این مسئله به  نحوی انتخاب شده است که تغییرات توابع شکل در بین 
هر دو گره مجاور خطی باشد. برای بررسی دقت و کارآیی روش پیشنهادی دو مثال عددی حل شده و نتایج ارائه گردیده 
است. نتایج نشان می دهد که با استفاده از روش پیشنهادی می توان از شبکه های غیرانطباقی به طور موثری در روش المان 

محدود استفاده کرد.
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مقدمه-1 
روش المان محدود در کنار کاربردهای فراوانی که در علوم و صنایع 
محدودیت  مهم ترین  می باشد.  نیز  محدودیت هایی  دارای  کرده  پیدا 
تاکنون  است.  محاسباتی  شبکه های  به  آن  وابستگی  روش  این 
به  محدود  المان  روش  وابستگی  کاهش  بسیاری جهت  کوشش های 
انجام شده و روش های متعددی نیز برای این  شبکه های محاسباتی 
منظور ابداع شده است. یک دسته از این روش ها براساس حذف کامل 
شبکه المانی عمل کرده و تحت عنوان عمومی روش های بدون شبکه 
شناخته می شوند. دسته دیگر روش هایی هستند که براساس تخفیف 
شرایط مورد نیاز برای شبکه های المانی تدوین شده اند. در مقاله حاضر 
روش  در  کاربرد شبکه های درخت چهارتایی  برای  روش جدید  یک 

المان محدود ارائه شده است. شبکه های ایجاد شده براساس درخت 
استاندارد  به طور  را  محدود  المان  روش  نیاز  مورد  شرایط  چهارتایی 
دلیل  به  حاضر  مقاله  در  پیشنهادی  روش  بنابراین  نمی کنند.  ارضاء 
کاهش شرایط مورد نیاز شبکه محاسباتی از نظر دسته بندی فوق در 

دسته دوم واقع می شود.
تدوین یک روش عددی براساس شبکه محاسباتی به خودی خود 
بیانگر محدودیت آن نیست. به عبارت دیگر، محدودیت زمانی به وجود 
می آید که شرایط سخت گیرانه ای برای یک شبکه محاسباتی تعریف 
شود. به عنوان نمونه یکی از شرایطی که شبکه های محاسباتی مورد 
استفاده در روش المان محدود باید آن را ارضاء کنند انطباق شبکه 
بر مرز دامنه است. شرط انطباق شبکه بر مرز موجب پیچیده شدن 
مسائل  در  به خصوص  مشکل  این  می گردد.  شبکه  تولید  روش های 
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و  محدود کننده  بسیار  باشند  پیچیده ای  هندسه  دارای  که  سه بعدی 
هزینه بر خواهد بود. مشکل دیگر شبکه های منطبق بر مرز محدودیت 
حل مسائل دارای دامنه متغیر است. در این مسائل با پیشرفت حل، 
دامنه مسئله دچار تغییر شده و فرایند تولید شبکه لازم است برای 
تکرار شود. بنابراین تدوین روش هایی که امکان  دامنه جدید مجدداً 
استفاده از شبکه های غیرمنطبق بر مرز را فراهم کند موجب برطرف 
شدن چنین محدودیت هایی می شود. به عنوان نمونه در روش المان 
برای حل  ثابت  المانی  از یک شبکه  ثابت هموار شده  محدود شبکه 
تاکنون  روش  این  از  است.  استفاده شده  متغیر  دامنه  دارای  مسائل 
برای حل مسائل معکوس هندسی ]1[، مسائل نشت سیال در محیط 

متخلخل ]2[ و مسائل بهینه سازی شکل ]3[ استفاده شده است.
یکی دیگر از راهکارهایی که جهت کاهش شرایط مورد نیاز شبکه 
که  است  غیرانطباقی1  شبکه های  از  استفاده  دارد  وجود  محاسباتی 
براساس درخت چهارتایی2 تولید شده است. درخت چهارتایی یا درخت 
چهارگانه یا چاردرخت یک نوع ساختمان داده درختی است که در 
حوزه علوم کامپیوتر دارای کاربردهای خاص خود می باشد ]4[. بیان 
هندسی ساختمان داده درخت چهارتایی به  این  صورت است که یک 
فضای دوبعدی را می توان به طور بازگشتی به نواحی کوچکتر افراز کرد. 
افراز فضا توسط درخت چهارتایی به دلیل ساختار درختی ساختمان 
داده آن و حفظ اطلاعات نواحی همسایه بسیار سریع می باشد. شبکه 
و  بوده  غیرانطباقی  توسط درخت چهارتایی یک شبکه  ساخته شده 
این  نیست. در  استفاده  قابل  المان محدود  به طور مستقیم در روش 
ممکن  می شوند  واقع  یکدیگر  کنار  در  که  المان هایی  شبکه ها،  نوع 
است از نظر طول اضلاع با یکدیگر متفاوت بوده و موجب شوند یک 
گره از یک المان در میان ضلع یک المان همسایه قرار گیرد. چنین 
روش  در  آن ها  وجود  و  نامیده شده  آویزان3  گره  اصطلاحاً  گره هایی 
المان محدود موجب ناپیوستگی متغیر میدان می گردد که همگرایی 
حل عددی را با مشکل روبرو می کند. بنابراین، کاربرد شبکه های دارای 
گره آویزان در روش المان محدود نیازمند تکنیک های ویژه ای است. 
ساده ترین روشی که در این مورود وجود دارد این است که المان هایی 
که دارای گره آویزان هستند به تعدادی مثلث تجزیه شوند و با انجام 
دیگر  روش   .]5[ شود  برطرف  شبکه  بودن  غیرانطباقی  مثلث سازی، 

1  Nonconforming
2  Quadtree
3  Hanging Node

این است که با اعمال یک قید بین توابع شکل گره آویزان و گره های 
اطراف آن سعی می شود ناپیوستگی متغیر میدان برطرف گردد ]6[. 
دسته دیگر روش هایی هستند که در آن ها از توابع ویژه ای به عنوان 
توابع شکل استفاده شده و از این طریق برای گره های آویزان توابع 
شکلی استخراج می شود که پیوستگی متغیر میدان را حفظ کنند. به 
عنوان نمونه در مرجع ]7[ از روش همسایه های طبیعی برای ساخت 
توابع شکل استفاده شده است. در مرجع ]8[ از تکنیک هموارسازی 
گرادیان برای استخراج ماتریس های المان در شبکه های غیرانطباقی 
استفاده شده است. روش دیگری که در این زمینه استفاده شده است 
توابع  برای استخراج  از آن  المان محدود توسعه یافته است که  روش 
شکل خاص با در نظر گرفتن گره های آویزان استفاده شده است ]9[.

شکل  توابع  محاسبه  جهت  جدید  روش  یک  حاضر  مقاله  در 
المان هایی که دارای گره آویزان هستند ارائه شده است. در این روش 
با تعریف مفاهیم جدیدی تحت عنوان دستگاه مختصات ریشه و توابع 
انجام  با  را  المان  توابع شکل  می توان  که  می شود  داده  نشان  ریشه، 
تبدیل مختصات مناسب از توابع ریشه استخراج کرد. سپس با تعریف 
یک مسئله مقدار مرزی مناسب توابع ریشه به طور تحلیلی و با استفاده 
از حل سری محاسبه می شوند. به این ترتیب توابع شکل المان های 
دارای گره آویزان به صورت سری بی نهایت استخراج می گردند. برای 
بررسی کارآیی روش پیشنهادی معادله لاپلاس به عنوان یک معادله 
تکنیک  و  وزن دار  باقی مانده های  روش  توسط  و  شده  انتخاب  مدل 
شده  گسسته سازی  پیشنهادی  شکل  توابع  از  استفاده  با  و  گالرکین 
همگرایی  آزمون  و  پچ4  آزمون  دو  عددی  مثال های  به عنوان  است. 
براساس شبکه های درخت چهارتایی انجام شده و نتایج ارائه گردیده 
نتایج آزمون پچ و آزمون همگرایی نشان می دهد که می توان  است. 
از روش پیشنهادی برای کاربرد شبکه های غیرانطباقی در روش المان 

محدود استفاده کرد.

شبکه1درخت1چهارتایی-1 
تولید1درخت1چهارتایی-1 -1 

نوع  یک  چاردرخت  یا  چهارگانه  درخت  یا  چهارتایی  درخت 
از ساختمان داده  ساختمان داده درختی است که در آن هر شاخه 
دارای چهار فرزند است. این ساختمان داده دارای کاربردهای  دقیقاً 
خاصی در حوزه علوم کامپیوتر می باشد. بیان هندسی درخت چهارتایی 

4  Patch Test
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به این صورت قابل توصیف است که یک فضای دوبعدی مربعی شکل 
را می توان به چهار ربع یا زیرفضای کوچکتر تقسیم کرد. سپس هر 
زیرفضا را نیز می توان به چهار ربع دیگر تقسیم کرد و این فرایند را 
تکرار  دلخواه  تقسیم  مرحله  هر  تا  زیرفضا  هر  برای  بازگشتی  به طور 
زیرناحیه  تعدادی  به  دو بعدی  فضای  افراز  الگوریتم  این  نتیجه  کرد. 
است که تعداد مراحل تقسیم در هر نقطه از آن به دلخواه قابل انتخاب 
می باشد. افراز فضا توسط درخت چهارتایی به دلیل ساختار درختی 
ساختمان داده آن و حفظ اطلاعات نواحی همسایه در این ساختمان 
بوده و به کمک آن  بازگشتی بسیار سریع  الگوریتم  داده دارای یک 
می توان شبکه بندی را با سرعت بسیار بالایی در مقایسه با روش های 

مرسوم تولید شبکه انجام داد.
در شکل 1 نحوه تشکیل یک درخت چهارتایی نشان داده شده 
مرحله  یک  در  که  اولیه  مربعی  ناحیه  یک  1-الف  شکل  در  است. 
تقسیم به چهار المان افراز شده نشان داده شده است. در شکل 1-ب 
تقسیم های متوالی تا سه مرحله پیش رفته است. به عنوان نمونه در 
شکل 1-ب گره ها نیز مشخص شده اند. همانطور که دیده می شود دو 
دسته گره در شکل 1-ب قابل تشخیص است. دسته اول که با نقاط 
توپر نشان داده شده گره های عادی است. المان هایی که در مجاورت 
این گره ها قرار دارند می توانند یک تابع تقریب پیوسته را برای متغیر 
میدان ایجاد کنند. دسته دوم گره هایی هستند که با نقاط توخالی در 
شکل 1-ب نشان داده شده اند. این گره ها به گره های آویزان مشهور 
هستند و با قرارگیری گره گوشه ای یک المان در میان ضلع یک المان 
دیگر ایجاد می شوند. بنابراین استفاده از توابع شکل استاندارد المان 
محدود قادر به تولید یک تابع تقریب پیوسته در مرز بین دو المان 
نخواهد بود و وجود گره های آویزان موجب ایجاد ناپیوستگی در تابع 
غیرانطباقی  شبکه های  اصطلاحاً  شبکه هایی  چنین  می شود.  تقریب 

خوانده شده و استفاده از آن ها نیاز به اقدامات ویژه ای دارد.
سری  یک  در  تا  یافته  ادامه  متوالی  تقسیم های  1-ج  شکل  در 
نیاز کاهش  به مقدار مورد  المان ها  اندازه  از پیش معین شده،  نقاط 
یابد. همانطور که دیده می شود افزایش تعداد مراحل تقسیم در برخی 
نواحی موجب بروز دو پدیده شده است. یکی این که المان های ریز 
تعداد  که  این  دیگر  و  گرفته اند  قرار  درشت  المان های  مجاورت  در 
پدیده ها  این  دو  هر  است.  شده  ایجاد  شبکه  در  آویزان  گره  زیادی 
موجب کاهش کیفیت شبکه و کاهش دقت حل می گردد. برای رفع 

این مشکل کافی است مراحل تقسیم ادامه یابد به نحوی که اختلاف 
مرحله تقسیم بین دو المان مجاور بیش از یک نباشد. در این صورت 
از یک طرف تغییر ابعاد المان ها از درشت به ریز به طور تدریجی رخ 
داده و از طرف دیگر تعداد گره های آویزان به حداقل می رسد. انجام 
این فرایند منجر به تولید شبکه ای می شود که در شکل 1-د نشان 
داده شده است. در مقاله حاضر فرمول بندی ویژه ای برای استفاده از 

شبکه هایی نظیر شکل 1-د در روش المان محدود ارائه شده است.

انواع1المان1ها1در1شبکه1درخت1چهارتایی-1 -1 
شبکه  یک  چهارتایی  درخت  شبکه  شد  بیان  که  همانطور 
میان  در  المان  یک  گوشه ای  گره  است  ممکن  و  است  غیرانطباقی 
ضلع یک المان همسایه قرارگیرد. به طور کلی می توان نشان داد در 
یک شبکه غیرانطباقی که اختلاف مرتبه تقسیم المان های مجاور هم 
متفاوت  با چیدمان  المان  نوع مختلف  باشد شش  برابر یک  حداکثر 

 
های عادی و نقاط توخالی سه مرحله تقسیم، نقاط توپر بیانگر گره -یک مرحله تقسیم، ب  -: فرایند تولید شبکه درخت چهارتایی، الف1شکل 

  -پیش مشخص شده، دها در یک سری نقاط از های متوالی تا رسیدن به اندازه دلخواه المانادامه تقسیم -های آویزان است، جبیانگر گره
 های همسایه حداکثر برابر یک باشد ادامه فرایند تقسیم به نحوی که اختلاف مرحله تقسیم بین المان

Fig 1: The process of quadtree grid generation, a- one level division, b- three levels devisions, solid points 
indicate regular nodes and hollow points indicate hanging nodes, c- continuing divisions untile a pre specified 
element size, d- continuing divisions untile the maximum level difference between adjacent elements reaches 

one 
  

Fig. 1. The process of quadtree grid generation, a- one level division, 
b- three levels devisions, solid points indicate regular nodes and hollow 
points indicate hanging nodes, c- continuing divisions untile a pre 
specified element size, d- continuing divisions untile the maximum level 

difference between adjacent elements reaches one

شکل 1: فرایند تولید شبکه درخت چهارتایی، الف- یک مرحله تقسیم، ب- سه 
مرحله تقسیم، نقاط توپر بیانگر گره های عادی و نقاط توخالی بیانگر گره های 
المان ها  اندازه دلخواه  تا رسیدن به  ادامه تقسیم های متوالی  آویزان است، ج- 
در یک سری نقاط از پیش مشخص شده، د- ادامه فرایند تقسیم به نحوی که 

اختلاف مرحله تقسیم بین المان های همسایه حداکثر برابر یک باشد
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گره ها ممکن است ظاهر شود. در شکل 2 بخشی از یک شبکه درخت 
چهارتایی نشان داده شده و هر شش نوع المان مختلف در این شکل 
 F تا A قابل تشخیص است. المان های مختلف در این شکل با حروف
نامگذاری شده اند. در شکل 3 هر شش نوع المان با توجه به چیدمان 
گره ها در آن ها قابل مشاهده است. همانطور که دیده می شود المان 
نوع A دارای چهار گره در چهار گوشه خود است. این نوع المان درواقع 
المان چهارگوش چهار گرهی استاندارد می باشد و توابع شکل آن با 
استفاده از چندجمله ای های لاگرانژ قابل استخراج است. المان های نوع 
B دارای چهار گره در چهار گوشه و یک گره در میان یکی از اضلاع 
می باشند. به همین ترتیب دیگر المان ها نیز علاوه بر گره های گوشه ای 

دارای گره هایی در میان برخی از اضلاع خود هستند.
در المان نوع A توابع شکل بر روی جوه المان به طور خطی تغییر 
می کنند. بنابراین در المان های نوع B تا F نیز لازم است توابع شکل 
به طور خطی بین هر دو گره مجاور تغییر کنند. به عنوان مثال در المان 
نوع B که شماره گذاری محلی گره های آن در شکل 3 دیده می شود 
لازم است تابع شکل گره 1 بر روی وجه 5-1 و وجه 4-1 به طور خطی 
تغییر کند و بر روی دیگر وجوه برابر صفر باشد. ساخت توابع شکل با 
چنین ویژگی هایی با روش های مرسوم و استفاده از توابع چندجمله ای 
امکان پذیر نیست و نیاز به تکنیک های ویژه ای دارد. در مقاله حاظر 
یک روش جدید برای این منظور ارائه شده که در بخش بعد تشریح 

شده است.

محاسبه1توابع1شکل-31
در روش المان محدود شبکه المانی در دستگاه مختصات عمومی 
دستگاه  در  المان  هر  مختصات  نگاشت  یک  انجام  با  و  شده  تعریف 
محلی  مختصات  دستگاه  در  مرجع  المان  یک  به  عمومی  مختصات 
نگاشت می شود. سپس برای هر گره یک تابع شکل مستقل در دستگاه 
روش  در  می گردد.  استخراج  و  تعریف  مجزا  به طور  محلی  مختصات 
پیشنهادی در مقاله حاضر این مفهوم گسترش داده شده و نشان داده 
می شود که می توان توابع شکل مختلف را با تعریف تبدیل مختصات 
مناسب از تعداد محدودی تابع دیگر که در مقاله حاضر به آن ها توابع 
ریشه گفته می شود استخراج کرد. در ادامه ابتدا توابع ریشه و دستگاه 
ارائه  ریشه  تابع  چهار  محاسبه  نحوه  و  شده  تعریف  ریشه  مختصات 
مربوط  متفاوت  شکل  تابع   36 استخراج  جزئیات  سپس  می گردد. 

تشریح  ریشه  تابع  از چهار   F تا   A نوع  المان های  گره های  کلیه  به 
می گردد.

تعریف1توابع1ریشه1و1دستگاه1مختصات1ریشه-1 -1 
چندجمله ای  توابع  از  محدود  المان  روش  در  استاندارد  به طور 
استفاده  محلی  مختصات  در  المان  شکل  توابع  استخراج  برای 
استخراج  تابع شکل مجزا  برای هر گره یک  این روش  در  می شود. 
شده و گره های مختلف دارای توابع شکل متفاوت و مستقلی نسبت 
بیانگر   

6 

),(اگر    . به عنوان نمونهخواهند بودنسبت به یکدیگر   =ξ  که مبدا دستگاه مختصات    بیانگر مختصات محلی المان باشد
 چهارگوش چهارگرهی   توابع شکل یک المان+ باشد در این صورت  1تا    -1محلی در مرکز المان بوده و بازه تغییرات آن بین  
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توان دریافت که  می  از این شکلمختصات محلی ترسیم شده است.    ر د  ( 1در رابطه )هر چهار تابع شکل بیان شده    4در شکل  
ند.  یکدیگر  هستند اما از نظر ساختار هندسی دقیقاً همانند  نسبت به یکدیگر  گرچه توابع متفاوت و مستقلی  هرچهار تابع شکل

حول مبدا مختصات محلی    یک ساختار هندسی یکساناز چرخش    4شکل    شده در  ترسیمهر چهار تابع شکل    ،در حقیقت
 2و تابع ریشه  1دو مفهوم جدید دستگاه مختصات ریشه ب  -5  در شکل  توجه شود.  5  برای توضیح بیشتر به شکلاند.  هایجاد شد

  مناسب  شود و با انجام یک تبدیل مختصاتمعرفی شده است. تابع ریشه تابعی است که در دستگاه مختصات ریشه تعریف می
),(توان توابع شکل را از آن استخراج کرد. اگر  می =α  1)(د تابع ریشه  مختصات ریشه باش  دستگاه  بیانگر α   که در

 . شودمیتعریف  زیرصورت بهترسیم شده است  الف-5شکل 
(2                     )                                          4/)1)(1()(1 −−=  α 

از تبدیل مختصات    I( دیده می شود که اگر  2( و )1)  وابطربا مقایسه   Iξαبیانگر تبدیل همانی باشد با استفاده  تابع    =
)()(صورت  ( به1N)   1شکل گره   11 Iξξ =N    اگر  حال    است.  بیانقابلR  حول مبدا    گردساعتپاد  بیانگر تانسور دوران

( 4صورت رابطه )( به1توان نشان داد که توابع شکل بیان شده در رابطه )( تعریف شده است می3مختصات باشد که در رابطه )
به اندازه    2Nاگر تابع شکل    شوددیده میتوجه شود.    4  در شکل  2Nتابع شکل    ترسیمعنوان نمونه به  به  قابل بیان هستند.

/3 منطبق خواهد شد. بنابراین برای   شوددیده می  الف-5  که در شکل  رادیان حول مبداء دوران کند بر روی تابع ریشه  2
تابع شکل  به آوردن مقدار  تبدیل   ξدر نقطه    2Nدست  از طریق  را  نقطه متناظر آن در دستگاه مختصات ریشه  باید  ابتدا 

ξRαمختصات  2/3= 2بنابراین تابع شکل گره   و سپس مقدار تابع ریشه را در این نقطه محاسبه کرد.دست آورد به  (2N ) 
)()(صورت  به 2/312 ξRξ =N  به است.  بیان  میقابل  مشابه  نوع  طور  المان  شکل  تابع  چهار  هر  که  داد  نشان    Aتوان 
1)(( برحسب تابع ریشه 4صورت رابطه )به α .و انجام تبدیل مختصات بیان کرد 
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),( در دستگاه مختصات محلی (A)المان نوع   توابع شکل المان چهارگوش چهارگرهی بعدیسه نمایش : 4 شکل  

Fig 4: Three dimensional representation of shape functions of four node quadrilateral element (element 
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در  محلی  مختصات  دستگاه  مبدا  که  باشد  المان  محلی  مختصات 
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 )A صورت توابع شکل یک المان چهارگوش چهارگرهی )المان نوع

به صورت زیر قابل بیان هستند ]10[.
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Fig 2: A portion of a quadtree mesh in which six different element types are indicated by letters A to F 
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شکل 2: بخشی از یک شبکه درخت چهارتایی که شش نوع المان مختلف در 
 آن با حروف A تا F نام گذاری شده اند

 

 
 شوند که در شبکه درخت چهارتایی ظاهر می  شش نوع المان مختلفدر  هاآن محلی گذاریو شماره هاگره  نحوه قرارگیری :3شکل 

Fig 3: Node arrangement and local node numbring six different element types that appear in quadtree 
meshes 
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شکل 3: نحوه قرارگیری گره ها و شماره گذاری محلی آن ها در شش نوع المان 
مختلف که در شبکه درخت چهارتایی ظاهر می شوند
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توان دریافت که  می  از این شکلمختصات محلی ترسیم شده است.    ر د  ( 1در رابطه )هر چهار تابع شکل بیان شده    4در شکل  
ند.  یکدیگر  هستند اما از نظر ساختار هندسی دقیقاً همانند  نسبت به یکدیگر  گرچه توابع متفاوت و مستقلی  هرچهار تابع شکل

حول مبدا مختصات محلی    یک ساختار هندسی یکساناز چرخش    4شکل    شده در  ترسیمهر چهار تابع شکل    ،در حقیقت
 2و تابع ریشه  1دو مفهوم جدید دستگاه مختصات ریشه ب  -5  در شکل  توجه شود.  5  برای توضیح بیشتر به شکلاند.  هایجاد شد

  مناسب  شود و با انجام یک تبدیل مختصاتمعرفی شده است. تابع ریشه تابعی است که در دستگاه مختصات ریشه تعریف می
),(توان توابع شکل را از آن استخراج کرد. اگر  می =α  1)(د تابع ریشه  مختصات ریشه باش  دستگاه  بیانگر α   که در

 . شودمیتعریف  زیرصورت بهترسیم شده است  الف-5شکل 
(2                     )                                          4/)1)(1()(1 −−=  α 

از تبدیل مختصات    I( دیده می شود که اگر  2( و )1)  وابطربا مقایسه   Iξαبیانگر تبدیل همانی باشد با استفاده  تابع    =
)()(صورت  ( به1N)   1شکل گره   11 Iξξ =N    اگر  حال    است.  بیانقابلR  حول مبدا    گردساعتپاد  بیانگر تانسور دوران

( 4صورت رابطه )( به1توان نشان داد که توابع شکل بیان شده در رابطه )( تعریف شده است می3مختصات باشد که در رابطه )
به اندازه    2Nاگر تابع شکل    شوددیده میتوجه شود.    4  در شکل  2Nتابع شکل    ترسیمعنوان نمونه به  به  قابل بیان هستند.

/3 منطبق خواهد شد. بنابراین برای   شوددیده می  الف-5  که در شکل  رادیان حول مبداء دوران کند بر روی تابع ریشه  2
تابع شکل  به آوردن مقدار  تبدیل   ξدر نقطه    2Nدست  از طریق  را  نقطه متناظر آن در دستگاه مختصات ریشه  باید  ابتدا 

ξRαمختصات  2/3= 2بنابراین تابع شکل گره   و سپس مقدار تابع ریشه را در این نقطه محاسبه کرد.دست آورد به  (2N ) 
)()(صورت  به 2/312 ξRξ =N  به است.  بیان  میقابل  مشابه  نوع  طور  المان  شکل  تابع  چهار  هر  که  داد  نشان    Aتوان 
1)(( برحسب تابع ریشه 4صورت رابطه )به α .و انجام تبدیل مختصات بیان کرد 
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6 

),(اگر    . به عنوان نمونهخواهند بودنسبت به یکدیگر   =ξ  که مبدا دستگاه مختصات    بیانگر مختصات محلی المان باشد
 چهارگوش چهارگرهی   توابع شکل یک المان+ باشد در این صورت  1تا    -1محلی در مرکز المان بوده و بازه تغییرات آن بین  

 . [10] قابل بیان هستند زیر صورتبه (A )المان نوع

(1                                   )
4/)1)(1()(;4/)1)(1()(
4/)1)(1()(;4/)1)(1()(

43

21

+−−=++=
−+−=−−=




ξξ
ξξ

NN
NN

 

توان دریافت که  می  از این شکلمختصات محلی ترسیم شده است.    ر د  ( 1در رابطه )هر چهار تابع شکل بیان شده    4در شکل  
ند.  یکدیگر  هستند اما از نظر ساختار هندسی دقیقاً همانند  نسبت به یکدیگر  گرچه توابع متفاوت و مستقلی  هرچهار تابع شکل

حول مبدا مختصات محلی    یک ساختار هندسی یکساناز چرخش    4شکل    شده در  ترسیمهر چهار تابع شکل    ،در حقیقت
 2و تابع ریشه  1دو مفهوم جدید دستگاه مختصات ریشه ب  -5  در شکل  توجه شود.  5  برای توضیح بیشتر به شکلاند.  هایجاد شد

  مناسب  شود و با انجام یک تبدیل مختصاتمعرفی شده است. تابع ریشه تابعی است که در دستگاه مختصات ریشه تعریف می
),(توان توابع شکل را از آن استخراج کرد. اگر  می =α  1)(د تابع ریشه  مختصات ریشه باش  دستگاه  بیانگر α   که در

 . شودمیتعریف  زیرصورت بهترسیم شده است  الف-5شکل 
(2                     )                                          4/)1)(1()(1 −−=  α 

از تبدیل مختصات    I( دیده می شود که اگر  2( و )1)  وابطربا مقایسه   Iξαبیانگر تبدیل همانی باشد با استفاده  تابع    =
)()(صورت  ( به1N)   1شکل گره   11 Iξξ =N    اگر  حال    است.  بیانقابلR  حول مبدا    گردساعتپاد  بیانگر تانسور دوران

( 4صورت رابطه )( به1توان نشان داد که توابع شکل بیان شده در رابطه )( تعریف شده است می3مختصات باشد که در رابطه )
به اندازه    2Nاگر تابع شکل    شوددیده میتوجه شود.    4  در شکل  2Nتابع شکل    ترسیمعنوان نمونه به  به  قابل بیان هستند.

/3 منطبق خواهد شد. بنابراین برای   شوددیده می  الف-5  که در شکل  رادیان حول مبداء دوران کند بر روی تابع ریشه  2
تابع شکل  به آوردن مقدار  تبدیل   ξدر نقطه    2Nدست  از طریق  را  نقطه متناظر آن در دستگاه مختصات ریشه  باید  ابتدا 

ξRαمختصات  2/3= 2بنابراین تابع شکل گره   و سپس مقدار تابع ریشه را در این نقطه محاسبه کرد.دست آورد به  (2N ) 
)()(صورت  به 2/312 ξRξ =N  به است.  بیان  میقابل  مشابه  نوع  طور  المان  شکل  تابع  چهار  هر  که  داد  نشان    Aتوان 
1)(( برحسب تابع ریشه 4صورت رابطه )به α .و انجام تبدیل مختصات بیان کرد 

(3                     )                                         






 −
=

)cos()sin(
)sin()cos(




R 

(4                                          )
)()();()(
)()();()(

2/1413

2/31211

ξRξξRξ
ξRξIξξ








==
==

NN
NN

 

 

 
),( در دستگاه مختصات محلی (A)المان نوع   توابع شکل المان چهارگوش چهارگرهی بعدیسه نمایش : 4 شکل  

Fig 4: Three dimensional representation of shape functions of four node quadrilateral element (element 
Type A) in local coordinate system ),(   

 
1 Root Coordinate System 
2 Root Function 

 بیانگر دستگاه مختصات ریشه باشد تابع ریشه 

6 

),(اگر    . به عنوان نمونهخواهند بودنسبت به یکدیگر   =ξ  که مبدا دستگاه مختصات    بیانگر مختصات محلی المان باشد
 چهارگوش چهارگرهی   توابع شکل یک المان+ باشد در این صورت  1تا    -1محلی در مرکز المان بوده و بازه تغییرات آن بین  

 . [10] قابل بیان هستند زیر صورتبه (A )المان نوع

(1                                   )
4/)1)(1()(;4/)1)(1()(
4/)1)(1()(;4/)1)(1()(

43

21

+−−=++=
−+−=−−=




ξξ
ξξ

NN
NN

 

توان دریافت که  می  از این شکلمختصات محلی ترسیم شده است.    ر د  ( 1در رابطه )هر چهار تابع شکل بیان شده    4در شکل  
ند.  یکدیگر  هستند اما از نظر ساختار هندسی دقیقاً همانند  نسبت به یکدیگر  گرچه توابع متفاوت و مستقلی  هرچهار تابع شکل

حول مبدا مختصات محلی    یک ساختار هندسی یکساناز چرخش    4شکل    شده در  ترسیمهر چهار تابع شکل    ،در حقیقت
 2و تابع ریشه  1دو مفهوم جدید دستگاه مختصات ریشه ب  -5  در شکل  توجه شود.  5  برای توضیح بیشتر به شکلاند.  هایجاد شد

  مناسب  شود و با انجام یک تبدیل مختصاتمعرفی شده است. تابع ریشه تابعی است که در دستگاه مختصات ریشه تعریف می
),(توان توابع شکل را از آن استخراج کرد. اگر  می =α  1)(د تابع ریشه  مختصات ریشه باش  دستگاه  بیانگر α   که در

 . شودمیتعریف  زیرصورت بهترسیم شده است  الف-5شکل 
(2                     )                                          4/)1)(1()(1 −−=  α 

از تبدیل مختصات    I( دیده می شود که اگر  2( و )1)  وابطربا مقایسه   Iξαبیانگر تبدیل همانی باشد با استفاده  تابع    =
)()(صورت  ( به1N)   1شکل گره   11 Iξξ =N    اگر  حال    است.  بیانقابلR  حول مبدا    گردساعتپاد  بیانگر تانسور دوران

( 4صورت رابطه )( به1توان نشان داد که توابع شکل بیان شده در رابطه )( تعریف شده است می3مختصات باشد که در رابطه )
به اندازه    2Nاگر تابع شکل    شوددیده میتوجه شود.    4  در شکل  2Nتابع شکل    ترسیمعنوان نمونه به  به  قابل بیان هستند.

/3 منطبق خواهد شد. بنابراین برای   شوددیده می  الف-5  که در شکل  رادیان حول مبداء دوران کند بر روی تابع ریشه  2
تابع شکل  به آوردن مقدار  تبدیل   ξدر نقطه    2Nدست  از طریق  را  نقطه متناظر آن در دستگاه مختصات ریشه  باید  ابتدا 

ξRαمختصات  2/3= 2بنابراین تابع شکل گره   و سپس مقدار تابع ریشه را در این نقطه محاسبه کرد.دست آورد به  (2N ) 
)()(صورت  به 2/312 ξRξ =N  به است.  بیان  میقابل  مشابه  نوع  طور  المان  شکل  تابع  چهار  هر  که  داد  نشان    Aتوان 
1)(( برحسب تابع ریشه 4صورت رابطه )به α .و انجام تبدیل مختصات بیان کرد 

(3                     )                                         






 −
=

)cos()sin(
)sin()cos(




R 

(4                                          )
)()();()(
)()();()(

2/1413

2/31211

ξRξξRξ
ξRξIξξ








==
==

NN
NN

 

 

 
),( در دستگاه مختصات محلی (A)المان نوع   توابع شکل المان چهارگوش چهارگرهی بعدیسه نمایش : 4 شکل  

Fig 4: Three dimensional representation of shape functions of four node quadrilateral element (element 
Type A) in local coordinate system ),(   

 
1 Root Coordinate System 
2 Root Function 

که در شکل 5-الف ترسیم شده است به صورت زیر تعریف می شود.

6 

),(اگر    . به عنوان نمونهخواهند بودنسبت به یکدیگر   =ξ  که مبدا دستگاه مختصات    بیانگر مختصات محلی المان باشد
 چهارگوش چهارگرهی   توابع شکل یک المان+ باشد در این صورت  1تا    -1محلی در مرکز المان بوده و بازه تغییرات آن بین  

 . [10] قابل بیان هستند زیر صورتبه (A )المان نوع

(1                                   )
4/)1)(1()(;4/)1)(1()(
4/)1)(1()(;4/)1)(1()(

43

21

+−−=++=
−+−=−−=




ξξ
ξξ

NN
NN

 

توان دریافت که  می  از این شکلمختصات محلی ترسیم شده است.    ر د  ( 1در رابطه )هر چهار تابع شکل بیان شده    4در شکل  
ند.  یکدیگر  هستند اما از نظر ساختار هندسی دقیقاً همانند  نسبت به یکدیگر  گرچه توابع متفاوت و مستقلی  هرچهار تابع شکل

حول مبدا مختصات محلی    یک ساختار هندسی یکساناز چرخش    4شکل    شده در  ترسیمهر چهار تابع شکل    ،در حقیقت
 2و تابع ریشه  1دو مفهوم جدید دستگاه مختصات ریشه ب  -5  در شکل  توجه شود.  5  برای توضیح بیشتر به شکلاند.  هایجاد شد

  مناسب  شود و با انجام یک تبدیل مختصاتمعرفی شده است. تابع ریشه تابعی است که در دستگاه مختصات ریشه تعریف می
),(توان توابع شکل را از آن استخراج کرد. اگر  می =α  1)(د تابع ریشه  مختصات ریشه باش  دستگاه  بیانگر α   که در

 . شودمیتعریف  زیرصورت بهترسیم شده است  الف-5شکل 
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( 4صورت رابطه )( به1توان نشان داد که توابع شکل بیان شده در رابطه )( تعریف شده است می3مختصات باشد که در رابطه )
به اندازه    2Nاگر تابع شکل    شوددیده میتوجه شود.    4  در شکل  2Nتابع شکل    ترسیمعنوان نمونه به  به  قابل بیان هستند.

/3 منطبق خواهد شد. بنابراین برای   شوددیده می  الف-5  که در شکل  رادیان حول مبداء دوران کند بر روی تابع ریشه  2
تابع شکل  به آوردن مقدار  تبدیل   ξدر نقطه    2Nدست  از طریق  را  نقطه متناظر آن در دستگاه مختصات ریشه  باید  ابتدا 
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توان دریافت که  می  از این شکلمختصات محلی ترسیم شده است.    ر د  ( 1در رابطه )هر چهار تابع شکل بیان شده    4در شکل  
ند.  یکدیگر  هستند اما از نظر ساختار هندسی دقیقاً همانند  نسبت به یکدیگر  گرچه توابع متفاوت و مستقلی  هرچهار تابع شکل

حول مبدا مختصات محلی    یک ساختار هندسی یکساناز چرخش    4شکل    شده در  ترسیمهر چهار تابع شکل    ،در حقیقت
 2و تابع ریشه  1دو مفهوم جدید دستگاه مختصات ریشه ب  -5  در شکل  توجه شود.  5  برای توضیح بیشتر به شکلاند.  هایجاد شد

  مناسب  شود و با انجام یک تبدیل مختصاتمعرفی شده است. تابع ریشه تابعی است که در دستگاه مختصات ریشه تعریف می
),(توان توابع شکل را از آن استخراج کرد. اگر  می =α  1)(د تابع ریشه  مختصات ریشه باش  دستگاه  بیانگر α   که در

 . شودمیتعریف  زیرصورت بهترسیم شده است  الف-5شکل 
(2                     )                                          4/)1)(1()(1 −−=  α 

از تبدیل مختصات    I( دیده می شود که اگر  2( و )1)  وابطربا مقایسه   Iξαبیانگر تبدیل همانی باشد با استفاده  تابع    =
)()(صورت  ( به1N)   1شکل گره   11 Iξξ =N    اگر  حال    است.  بیانقابلR  حول مبدا    گردساعتپاد  بیانگر تانسور دوران

( 4صورت رابطه )( به1توان نشان داد که توابع شکل بیان شده در رابطه )( تعریف شده است می3مختصات باشد که در رابطه )
به اندازه    2Nاگر تابع شکل    شوددیده میتوجه شود.    4  در شکل  2Nتابع شکل    ترسیمعنوان نمونه به  به  قابل بیان هستند.

/3 منطبق خواهد شد. بنابراین برای   شوددیده می  الف-5  که در شکل  رادیان حول مبداء دوران کند بر روی تابع ریشه  2
تابع شکل  به آوردن مقدار  تبدیل   ξدر نقطه    2Nدست  از طریق  را  نقطه متناظر آن در دستگاه مختصات ریشه  باید  ابتدا 

ξRαمختصات  2/3= 2بنابراین تابع شکل گره   و سپس مقدار تابع ریشه را در این نقطه محاسبه کرد.دست آورد به  (2N ) 
)()(صورت  به 2/312 ξRξ =N  به است.  بیان  میقابل  مشابه  نوع  طور  المان  شکل  تابع  چهار  هر  که  داد  نشان    Aتوان 
1)(( برحسب تابع ریشه 4صورت رابطه )به α .و انجام تبدیل مختصات بیان کرد 
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),( ηξ  شکل 4: نمایش سه بعدی توابع شکل المان چهارگوش چهارگرهی )المان نوع A( در دستگاه مختصات محلی 
 

 
1)(تابع ریشه بعدی سه نمایش  -الف: 5شکل  α تبدیل مختصات بین دستگاه مختصات محلی  -، ب در دستگاه مختصات ریشه),(    و

),(دستگاه مختصات ریشه  

Fig 5: a- Three dimentional representation of root function )(1 α  in root coordinate system, b-Coordinate 
transformation between local coordinate system ),(   and root coordinate system ),(   

  

Fig. 5. a- Three dimentional representation of root function 
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),(دستگاه مختصات ریشه  حاضر    مقالهدر  همانطورکه بیان شد     سپس با در    شود.تابع ریشه استفاده میمنظور تعریف  به

ارتباط بین   طور کلیهتوان توابع شکل المان را استخراج کرد. باختیار داشتن توابع ریشه و انجام تبدیل مختصات مناسب می
یل از دو تانسور تبد  (4در رابطه )  شود.دستگاه مختصات محلی و دستگاه مختصات ریشه از طریق یک تانسور تبدیل فراهم می

تابع ریشه مورد نیاز    چهاردر ادامه این مقاله ابتدا  استفاده شده است.    Aهمانی و دوران برای استخراج توابع شکل المان نوع  
نحوه انجام تبدیل مختصات برای هر یک از    ،ها آورده شده است. پس از محاسبه توابع ریشهآن  محاسبه  جزئیات  و  شده   معرفی

 .ارائه شده است Fا ت  Aهای نوع توابع شکل المان 
 

 محاسبه توابع ریشه   -3-2
با توجه به تعداد    شود.می  شوند دیده   در یک شبکه درخت چهارتایی ظاهر  ممکن است  که   متفاوتی  المان شش نوع    3  در شکل

تابع شکل    36هر    برای محاسبه  ها قابل تعریف است.تابع شکل مختلف در این المان  36  تعداد  در مجموع  ،های هر المانگره
با انجام تبدیل    عبارت دیگربه  نیاز است.   مختلف  تابع ریشه  4به    تنها   جموعمدر  توان نشان داد که می  Fتا    Aی نوع  هاالمان 

توابع ریشه باید به نحوی تعریف شوند که    .کردتابع ریشه استخراج    4از    متفاوت را  تابع شکل  36هر    توانمی  مختصات مناسب
واقع    مجاور  در فاصله بین هر دو گره  . علاوه بر آن لازم استها برابر صفر باشددر یک گره مقدار آن برابر یک و در دیگر گره

روی اضلاع المان در دستگاه مختصات   شههر چهار تابع ری  مقادیر  6در شکل    د. نطور خطی تغییر کنهبروی یک ضلع نیز    هشد
میان این  از  است.  شده  داده  نشان  ریشه    ،ریشه  1)(تابع  α  این از  بخش    پیش  )  1-3در  رابطه  در  یک    صورتبه  (2و 

 ای لاگرانژ تعریف شد. چندجمله 
2)(توابع ریشه   α    4)(تا α    ای چندجمله   توابع  توان توسطرا نمیشود  دیده می  6در شکل    روی مرز المان  ها آن  مقادیر که

حاضر  ایجاد تحقیق  در  ریشه    کرد.  توابع  محاسبه  برای  جدید  ایده  استیک  شده  شکل    .پیشنهاد  در  که  دیده    6همانطور 
است    ،شودمی مشخص  کاملاً  المان  وجوه  کلیه  روی  ریشه  توابع  المان درحالیمقادیر  درونی  نقاط  در  توابع  این  مقادیر  که 

ر برای تعیین توابع ریشه پیشنهاد شده این است که مقادیر معلوم توابع ریشه روی  ضباشد. روشی که در مقاله حامجهول می
عنوان تابع ریشه مرزی در نظر گرفته شده و حل مسئله مقدار مرزی به   صورت شرایط مرزی یک مسئله مقداروجوه المان به 

شده   بیانشده و مقادیر   انتخابعنوان مسئله مقدار مرزی به له لاپلاس روی یک ناحیه مربعیانتخاب شود. در مقاله حاضر معاد
شرایط مورد نیاز توابع ریشه را  شه کلیه  گونه انتخاب توابع ری این .  ه استدآن در نظر گرفته شعنوان شرایط مرزی به   6در شکل  

با    6شکل  براورده خواهد کرد. در اینجا لازم است اشاره شود که حل تحلیلی معادله لاپلاس با شرایط مرزی نشان داده شده در 
اشاره   [11]  مرجع  توان بهمی  و حل سری در منابع مختلف موجود است که به عنوان نمونه  جداسازی متغیرها  از روش  استفاده
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root coordinate system, b-Coordinate transformation between local co-

ordinate system ),( ηξ  and root coordinate system ),( βα
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),(دستگاه مختصات ریشه  حاضر    مقالهدر  همانطورکه بیان شد     سپس با در    شود.تابع ریشه استفاده میمنظور تعریف  به

ارتباط بین   طور کلیهتوان توابع شکل المان را استخراج کرد. باختیار داشتن توابع ریشه و انجام تبدیل مختصات مناسب می
یل از دو تانسور تبد  (4در رابطه )  شود.دستگاه مختصات محلی و دستگاه مختصات ریشه از طریق یک تانسور تبدیل فراهم می

تابع ریشه مورد نیاز    چهاردر ادامه این مقاله ابتدا  استفاده شده است.    Aهمانی و دوران برای استخراج توابع شکل المان نوع  
نحوه انجام تبدیل مختصات برای هر یک از    ،ها آورده شده است. پس از محاسبه توابع ریشهآن  محاسبه  جزئیات  و  شده   معرفی

 .ارائه شده است Fا ت  Aهای نوع توابع شکل المان 
 

 محاسبه توابع ریشه   -3-2
با توجه به تعداد    شود.می  شوند دیده   در یک شبکه درخت چهارتایی ظاهر  ممکن است  که   متفاوتی  المان شش نوع    3  در شکل

تابع شکل    36هر    برای محاسبه  ها قابل تعریف است.تابع شکل مختلف در این المان  36  تعداد  در مجموع  ،های هر المانگره
با انجام تبدیل    عبارت دیگربه  نیاز است.   مختلف  تابع ریشه  4به    تنها   جموعمدر  توان نشان داد که می  Fتا    Aی نوع  هاالمان 

توابع ریشه باید به نحوی تعریف شوند که    .کردتابع ریشه استخراج    4از    متفاوت را  تابع شکل  36هر    توانمی  مختصات مناسب
واقع    مجاور  در فاصله بین هر دو گره  . علاوه بر آن لازم استها برابر صفر باشددر یک گره مقدار آن برابر یک و در دیگر گره

روی اضلاع المان در دستگاه مختصات   شههر چهار تابع ری  مقادیر  6در شکل    د. نطور خطی تغییر کنهبروی یک ضلع نیز    هشد
میان این  از  است.  شده  داده  نشان  ریشه    ،ریشه  1)(تابع  α  این از  بخش    پیش  )  1-3در  رابطه  در  یک    صورتبه  (2و 

 ای لاگرانژ تعریف شد. چندجمله 
2)(توابع ریشه   α    4)(تا α    ای چندجمله   توابع  توان توسطرا نمیشود  دیده می  6در شکل    روی مرز المان  ها آن  مقادیر که

حاضر  ایجاد تحقیق  در  ریشه    کرد.  توابع  محاسبه  برای  جدید  ایده  استیک  شده  شکل    .پیشنهاد  در  که  دیده    6همانطور 
است    ،شودمی مشخص  کاملاً  المان  وجوه  کلیه  روی  ریشه  توابع  المان درحالیمقادیر  درونی  نقاط  در  توابع  این  مقادیر  که 

ر برای تعیین توابع ریشه پیشنهاد شده این است که مقادیر معلوم توابع ریشه روی  ضباشد. روشی که در مقاله حامجهول می
عنوان تابع ریشه مرزی در نظر گرفته شده و حل مسئله مقدار مرزی به   صورت شرایط مرزی یک مسئله مقداروجوه المان به 

شده   بیانشده و مقادیر   انتخابعنوان مسئله مقدار مرزی به له لاپلاس روی یک ناحیه مربعیانتخاب شود. در مقاله حاضر معاد
شرایط مورد نیاز توابع ریشه را  شه کلیه  گونه انتخاب توابع ری این .  ه استدآن در نظر گرفته شعنوان شرایط مرزی به   6در شکل  

با    6شکل  براورده خواهد کرد. در اینجا لازم است اشاره شود که حل تحلیلی معادله لاپلاس با شرایط مرزی نشان داده شده در 
اشاره   [11]  مرجع  توان بهمی  و حل سری در منابع مختلف موجود است که به عنوان نمونه  جداسازی متغیرها  از روش  استفاده

 .کرد
 

شکل 5: الف- نمایش سه بعدی تابع ریشه 
),( و دستگاه مختصات  ηξ ب- تبدیل مختصات بین دستگاه مختصات محلی 

),( βα ریشه
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),(اگر    . به عنوان نمونهخواهند بودنسبت به یکدیگر   =ξ  که مبدا دستگاه مختصات    بیانگر مختصات محلی المان باشد
 چهارگوش چهارگرهی   توابع شکل یک المان+ باشد در این صورت  1تا    -1محلی در مرکز المان بوده و بازه تغییرات آن بین  

 . [10] قابل بیان هستند زیر صورتبه (A )المان نوع
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توان دریافت که  می  از این شکلمختصات محلی ترسیم شده است.    ر د  ( 1در رابطه )هر چهار تابع شکل بیان شده    4در شکل  
ند.  یکدیگر  هستند اما از نظر ساختار هندسی دقیقاً همانند  نسبت به یکدیگر  گرچه توابع متفاوت و مستقلی  هرچهار تابع شکل

حول مبدا مختصات محلی    یک ساختار هندسی یکساناز چرخش    4شکل    شده در  ترسیمهر چهار تابع شکل    ،در حقیقت
 2و تابع ریشه  1دو مفهوم جدید دستگاه مختصات ریشه ب  -5  در شکل  توجه شود.  5  برای توضیح بیشتر به شکلاند.  هایجاد شد

  مناسب  شود و با انجام یک تبدیل مختصاتمعرفی شده است. تابع ریشه تابعی است که در دستگاه مختصات ریشه تعریف می
),(توان توابع شکل را از آن استخراج کرد. اگر  می =α  1)(د تابع ریشه  مختصات ریشه باش  دستگاه  بیانگر α   که در

 . شودمیتعریف  زیرصورت بهترسیم شده است  الف-5شکل 
(2                     )                                          4/)1)(1()(1 −−=  α 

از تبدیل مختصات    I( دیده می شود که اگر  2( و )1)  وابطربا مقایسه   Iξαبیانگر تبدیل همانی باشد با استفاده  تابع    =
)()(صورت  ( به1N)   1شکل گره   11 Iξξ =N    اگر  حال    است.  بیانقابلR  حول مبدا    گردساعتپاد  بیانگر تانسور دوران

( 4صورت رابطه )( به1توان نشان داد که توابع شکل بیان شده در رابطه )( تعریف شده است می3مختصات باشد که در رابطه )
به اندازه    2Nاگر تابع شکل    شوددیده میتوجه شود.    4  در شکل  2Nتابع شکل    ترسیمعنوان نمونه به  به  قابل بیان هستند.

/3 منطبق خواهد شد. بنابراین برای   شوددیده می  الف-5  که در شکل  رادیان حول مبداء دوران کند بر روی تابع ریشه  2
تابع شکل  به آوردن مقدار  تبدیل   ξدر نقطه    2Nدست  از طریق  را  نقطه متناظر آن در دستگاه مختصات ریشه  باید  ابتدا 

ξRαمختصات  2/3= 2بنابراین تابع شکل گره   و سپس مقدار تابع ریشه را در این نقطه محاسبه کرد.دست آورد به  (2N ) 
)()(صورت  به 2/312 ξRξ =N  به است.  بیان  میقابل  مشابه  نوع  طور  المان  شکل  تابع  چهار  هر  که  داد  نشان    Aتوان 
1)(( برحسب تابع ریشه 4صورت رابطه )به α .و انجام تبدیل مختصات بیان کرد 
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Fig 4: Three dimensional representation of shape functions of four node quadrilateral element (element 
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به اندازه    2Nاگر تابع شکل    شوددیده میتوجه شود.    4  در شکل  2Nتابع شکل    ترسیمعنوان نمونه به  به  قابل بیان هستند.
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ξRαمختصات  2/3= 2بنابراین تابع شکل گره   و سپس مقدار تابع ریشه را در این نقطه محاسبه کرد.دست آورد به  (2N ) 
)()(صورت  به 2/312 ξRξ =N  به است.  بیان  میقابل  مشابه  نوع  طور  المان  شکل  تابع  چهار  هر  که  داد  نشان    Aتوان 
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Fig 4: Three dimensional representation of shape functions of four node quadrilateral element (element 
Type A) in local coordinate system ),(   
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ریشه  مختصات  دستگاه  حاضر  مقاله  در  شد  بیان  همانطورکه 
در  با  سپس  می شود.  استفاده  ریشه  تابع  تعریف  به منظور   ),( βα

تبدیل مختصات مناسب می توان  انجام  و  توابع ریشه  اختیار داشتن 
دستگاه  بین  ارتباط  کلی  به طور  کرد.  استخراج  را  المان  توابع شکل 
مختصات محلی و دستگاه مختصات ریشه از طریق یک تانسور تبدیل 
فراهم می شود. در رابطه )4( از دو تانسور تبدیل همانی و دوران برای 
استخراج توابع شکل المان نوع A استفاده شده است. در ادامه این 
مقاله ابتدا چهار تابع ریشه مورد نیاز معرفی شده و جزئیات محاسبه 
آن ها آورده شده است. پس از محاسبه توابع ریشه، نحوه انجام تبدیل 
مختصات برای هر یک از توابع شکل المان های نوع A تا F ارائه شده 

است.

محاسبه1توابع1ریشه-1 -1 
در شکل 3 شش نوع المان متفاوتی که ممکن است در یک شبکه 
درخت چهارتایی ظاهر شوند دیده می شود. با توجه به تعداد گره های 
المان ها  این  در  مختلف  تابع شکل   36 تعداد  مجموع  در  المان،  هر 
 A قابل تعریف است. برای محاسبه هر 36 تابع شکل المان های نوع
تا F می توان نشان داد که درمجموع تنها به 4 تابع ریشه مختلف نیاز 
است. به عبارت دیگر با انجام تبدیل مختصات مناسب می توان هر 36 
تابع شکل متفاوت را از 4 تابع ریشه استخراج کرد. توابع ریشه باید 
به نحوی تعریف شوند که در یک گره مقدار آن برابر یک و در دیگر 
گره ها برابر صفر باشد. علاوه بر آن لازم است در فاصله بین هر دو گره 
مجاور واقع شده روی یک ضلع نیز به طور خطی تغییر کنند. در شکل 
6 مقادیر هر چهار تابع ریشه روی اضلاع المان در دستگاه مختصات 
 پیش از 
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),(دستگاه مختصات ریشه  حاضر    مقالهدر  همانطورکه بیان شد     سپس با در    شود.تابع ریشه استفاده میمنظور تعریف  به

ارتباط بین   طور کلیهتوان توابع شکل المان را استخراج کرد. باختیار داشتن توابع ریشه و انجام تبدیل مختصات مناسب می
یل از دو تانسور تبد  (4در رابطه )  شود.دستگاه مختصات محلی و دستگاه مختصات ریشه از طریق یک تانسور تبدیل فراهم می

تابع ریشه مورد نیاز    چهاردر ادامه این مقاله ابتدا  استفاده شده است.    Aهمانی و دوران برای استخراج توابع شکل المان نوع  
نحوه انجام تبدیل مختصات برای هر یک از    ،ها آورده شده است. پس از محاسبه توابع ریشهآن  محاسبه  جزئیات  و  شده   معرفی

 .ارائه شده است Fا ت  Aهای نوع توابع شکل المان 
 

 محاسبه توابع ریشه   -3-2
با توجه به تعداد    شود.می  شوند دیده   در یک شبکه درخت چهارتایی ظاهر  ممکن است  که   متفاوتی  المان شش نوع    3  در شکل

تابع شکل    36هر    برای محاسبه  ها قابل تعریف است.تابع شکل مختلف در این المان  36  تعداد  در مجموع  ،های هر المانگره
با انجام تبدیل    عبارت دیگربه  نیاز است.   مختلف  تابع ریشه  4به    تنها   جموعمدر  توان نشان داد که می  Fتا    Aی نوع  هاالمان 

توابع ریشه باید به نحوی تعریف شوند که    .کردتابع ریشه استخراج    4از    متفاوت را  تابع شکل  36هر    توانمی  مختصات مناسب
واقع    مجاور  در فاصله بین هر دو گره  . علاوه بر آن لازم استها برابر صفر باشددر یک گره مقدار آن برابر یک و در دیگر گره

روی اضلاع المان در دستگاه مختصات   شههر چهار تابع ری  مقادیر  6در شکل    د. نطور خطی تغییر کنهبروی یک ضلع نیز    هشد
میان این  از  است.  شده  داده  نشان  ریشه    ،ریشه  1)(تابع  α  این از  بخش    پیش  )  1-3در  رابطه  در  یک    صورتبه  (2و 

 ای لاگرانژ تعریف شد. چندجمله 
2)(توابع ریشه   α    4)(تا α    ای چندجمله   توابع  توان توسطرا نمیشود  دیده می  6در شکل    روی مرز المان  ها آن  مقادیر که
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شکل 6 به عنوان شرایط مرزی آن در نظر گرفته شده است. این گونه 
انتخاب توابع ریشه کلیه شرایط مورد نیاز توابع ریشه را براورده خواهد 
کرد. در اینجا لازم است اشاره شود که حل تحلیلی معادله لاپلاس با 
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می توان به مرجع ]11[ اشاره کرد.
آن  حل  از  ریشه  توابع  که  مرزی ای  مقدار  مسئله  عمومی  فرم 
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با  و روی وجه سمت چپ   )(αϕ f= با  پایین  دیریشله روی وجه 

 
1)( توابع ریشه مقادیر :6شکل  α   4)(تا α روی اضلاع المان در دستگاه مختصات ریشه 

Fig 6: The value of the root functions )(1 α  to )(4 α  on the element boundaries in the root coordinate 
system 
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βϕ)( نشان داده شده است. شرایط مرزی روی دو وجه دیگر  g=

)وجوه بالا و راست( برابر صفر می باشد. حل تحلیلی معادله لاپلاس 
روی یک مربع با ابعاد و شرایط مرزی نشان داده شده در رابطه )5( 
و شکل 7 با روش جداسازی متغیرها در منابع مختلف قابل دستیابی 
اینجا در رابطه )6( آورده شده است. در  این مسئله در  است. پاسخ 
این رابطه ضرایب و پارامترهایی وجود دارد که در روابط )7( تا )12( 
تعریف شده اند. جزئیات حل این مسئله و استخراج روابط آن به عنوان 

نمونه در مرجع ]11[ قابل دستیابی است.
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 n رابطه )6( به صورت یک سری بی نهایت ارائه شده که در آن 
nB1 مقادیر ثابتی هستند که  nA1 و  اندیس جملات می باشد. ضرایب 
باید برای هر یک از توابع ریشه متناسب با شرایط مرزی بیان شده در 
شکل 6 محاسبه گردند. در اینجا برای نمونه به محاسبه این ضرایب 
2ϕ اشاره می شود. با توجه به شکل 6 شرایط مرزی  برای تابع ریشه 

2ϕ به صورت زیر بیان می شوند. دیریشله برای تابع ریشه 
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nB1 برای تابع ریشه  nA1 و  انجام انتگرال گیری جزء به جزء، ضرایب 

2ϕ به صورت زیر محاسبه می شوند.
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به طور مشابه می توان برای دیگر توابع ریشه نیز ضرایب مورد نیاز 
را با جایگذاری شرایط مرزی بیان شده در شکل 6 در روابط )7( و 
)10( به دست آورد. در اینجا از پرداختن به جزئیات محاسبات ضرایب 
nB1 برای توابع ریشه  nA1 و  خودداری می شود. در جدول 1 ضرایب 
4ϕ آورده شده است. پس از محاسبه ضرایب مورد نیاز می توان  2ϕ تا 

توابع ریشه را از رابطه )6( به صورت یک سری بی نهایت به دست آورد. 
مقادیر عددی  به  المان محدود  روابط  برای تشکیل  از آن جهت که 
توابع شکل و البته مشتقات آن ها در تعدادی نقاط انتگرال گیری نیاز 
است می توان سری بیان شده در رابطه )6( را به ازای تعداد محدودی 

 
 ه لاپلاس جهت استخراج توابع ریشهتعریف عمومی شرایط مرزی معادل :7شکل 

Fig 7: General definition of the boundary conditions of the Laplace equation as used in derivation of the root 
functions 

  

Fig. 7. General definition of the boundary conditions of the Laplace 
equation as used in derivation of the root functions

توابع  استخراج  جهت  لاپلاس  معادله  مرزی  شرایط  عمومی  تعریف   :7 شکل 
ریشه
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جمله محاسبه کرد. برای درک بهتر از ساختار هندسی توابع ریشه هر 
چهار تابع ریشه در شکل 8 ترسیم شده است.

محاسبه1توابع1شکل-1 -1 
همانطور که بیان شد می توان تعداد 36 تابع شکل المان های نوع 
A تا F را تنها به کمک چهار تابع ریشه و تبدیل مختصات مناسب 
برای هر مورد به دست آورد. به نحوه انجام این کار در بخش 3-1 اشاره 
اینجا  ارائه گردید. در  رابطه )4(  A در  نوع  المان  توابع شکل  و  شد 
به عنوان نمونه ای دیگر نحوه استخراج توابع شکل المان نوع B اشاره 
می شود. المان نوع B دارای پنج گره بوده )شکل 3( و برای ایجاد پنج 

4ϕ نیاز است. به عنوان مثال  2ϕ و   ، 1ϕ تابع شکل به سه تابع ریشه 
( المان نوع B به صورت انعکاس آیینه ای تابع  1N تابع شکل گره 1 )
π/ رادیان قابل بیان است. این  4 2ϕ حول خطی به زاویه  ریشه 
تابع شکل در شکل 9 ترسیم شده است. تانسور انعکاس1 حول خطی 
شکل  تابع  برای  بنابراین  است.  آمده   )17( رابطه  در   θ زاویه  به 
درنهایت  و  شده  انجام  باید   
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 در دستگاه مختصات ریشه  4تا   1تابع ریشه  چهار :8شکل 

Fig 8: Four root functions 1  to 4  in the root coordinate system 
 

 محاسبه توابع شکل  -3-3
  تابع ریشه و تبدیل مختصات   چهار  به کمک  تنها  را  Fتا    Aهای نوع  ابع شکل المانت  36تعداد  توان  می  همانطور که بیان شد 
(  4رابطه )در    Aالمان نوع  اشاره شد و توابع شکل    1-3کار در بخش    این  به نحوه انجام   دست آورد.به  مناسب برای هر مورد

دارای پنج گره    Bالمان نوع    .شوداشاره می  Bابع شکل المان نوع  ونحوه استخراج ت  ای دیگرعنوان نمونهبه. در اینجا  ارائه گردید
( 1N)  1به عنوان مثال تابع شکل گره   نیاز است. 4و   1  ،2برای ایجاد پنج تابع شکل به سه تابع ریشه   ( و 3شکل بوده )

/حول خطی به زاویه    2ای تابع ریشه  آیینه   انعکاسصورت  به  Bالمان نوع   این تابع شکل در    قابل بیان است.رادیان    4
  1بنابراین برای تابع شکل گره    ( آمده است.17در رابطه )  حول خطی به زاویه    1انعکاس تانسور    ترسیم شده است.  9شکل  

مختصات   ξMتبدیل  4/ به  = شکل  تابع  درنهایت  و  شده  انجام  )()(صورت  باید  4/21 ξMξ  =N  می   شود. بیان 
کلیه   (18در رابطه )  .از تانسور دوران و تانسور همانی قابل بیان هستند  همین ترتیب دیگر توابع شکل این المان با استفادهبه

 . اندترسیم شدهنیز  9شکل بیان شده و در  توابع شکل این المان
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Fig 8: Four root functions 1  to 4  in the root coordinate system 
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به صورت  تابع شکل 
و  دوران  تانسور  از  استفاده  با  المان  این  شکل  توابع  دیگر  ترتیب 
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1  Reflection

 4تا   2برای توابع ریشه  nB1و  nA1ضرایب  :1جدول 

Table 1: The cefficient nA1  and nB1  for the root functions 2  to 4  
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4ϕ 2ϕ تا  nB1 برای توابع ریشه  nA1 و  جدول 1: ضرایب 

Table 1. The cefficient nA1  and nB1  for the root functions 2ϕ  to 4ϕ
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Fig. 8. Four root functions 1ϕ  to 4ϕ  in the root coordinate system

4ϕ در دستگاه مختصات ریشه 1ϕ تا  شکل 8: چهار تابع ریشه 
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Fig. 9. Three dimentional representation of five shape functions of element type B

B شکل 9: ترسیم سه بعدی پنج تابع شکل المان نوع



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 2، سال 1400، صفحه 673 تا 686
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این المان بیان شده و در شکل 9 نیز ترسیم شده اند.
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و   )4( روابط  در   B و   A نوع  المان های  شکل  توابع  اینجا  تا 
انواع  توابع شکل دیگر  ترتیب می توان  به همین  ارائه گردید.   )18(
تبدیل  تانسورهای  و   4ϕ تا  1ϕ ریشه  تابع  چهار  توسط  را  المان ها 
همانی، دوران و انعکاس به دست آورد. در جدول 2 کلیه توابع شکل 
اینجا  در  که  موردی  است.  شده  آورده  المان  نوع  هر شش  مربوط 
باید به آن اشاره شود این است که توابع شکل شرط افراز واحد1 را 
ارضاء خواهند کرد. برای درک این موضوع کافی است توجه شود که 
تغییرات توابع شکل روی وجوه المان به صورت خطی است؛ بنابراین 
حاصل جمع توابع شکل روی تمام وجوه المان برابر یک خواهد بود. 
از طرف دیگر، از آن جهت که توابع شکل معادله لاپلاس را ارضاء 
ارضاء  را  لاپلاس  معادله  نیز  آن ها  جمع  حاصل  بنابراین  می کنند 
خواهد کرد. بنابراین حل معادله لاپلاس روی یک ناحیه که شرایط 
مرزی آن روی تمام مرزها برابر یک است در داخل دامنه نیز برابر 
یک خواهد بود. بنابراین شرط افراز واحد در تمام نقاط المان برقرار 

می گردد.

1  Partition of Unity

نگاشت1مختصات1عمومی1و1محلی-41
مختصات  دستگاه  دو  محدود  المان  روش  در  استاندارد  به طور 
 ),( yx عمومی و محلی معرفی می شود. دستگاه مختصات عمومی 
و  مرزی  شرایط  حاکم،  معادلات  مسئله،  دامنه  که  است  دستگاهی 
مختصات  دستگاه  آن  کنار  در  می شود.  تعریف  آن  در  المانی  شبکه 
),( دستگاهی است که توابع شکل در آن تعریف شده و  ηξ محلی 
تابع تقریب متغیر میدان ساخته می شود. این دو دستگاه توسط یک 
برای  حاضر  مقاله  در  می شوند.  وابسته  یکدیگر  به  مختصات  نگاشت 
ایجاد این ارتباط از یک نگاشت زیرپارامتری2 استفاده شده است. به 
عبارت دیگر از توابع شکل المان چهارگوش چهارگرهی که در رابطه 
)1( آمده است برای نگاشت مختصات بین دستگاه عمومی و محلی 
در المان های نوع A تا F استفاده خواهد شد. البته بدیهی است این 
است  یکسان  هم پارامتری3  نگاشت  با   A نوع  المان های  در  نگاشت 
اما در المان های نوع B تا F این نگاشت از مرتبه ای پایین تر از تابع 
تقریب متغیر میدان برخوردار خواهد بود. بنابراین به آن یک نگاشت 
دستگاه  بین  مختصات  نگاشت  بنابراین  می شود.  گفته  زیرپارامتری 
مختصات عمومی و محلی برای تمام المان های نوع A تا F به صورت 

زیر خواهد بود.

11 

Fig 9: Three dimentional representation of five shape functions of element type B 
 

بع شکل دیگر انواع  اتوان توبه همین ترتیب می  ( ارائه گردید.18( و )4در روابط )  Bو    Aهای نوع  توابع شکل المان  تا اینجا
کلیه توابع   2دست آورد. در جدول  به  و تانسورهای تبدیل همانی، دوران و انعکاس   4تا  1توسط چهار تابع ریشه    ها راالمان 

شرط افراز باید به آن اشاره شود این است که توابع شکل  موردی که در اینجا آورده شده است.هر شش نوع المان شکل مربوط 
  صورت به   المان  وجوه  یتوابع شکل رو   ییراتاست توجه شود که تغ  یموضوع کاف  یندرک ا  یبرا  خواهند کرد.  را ارضاء  1واحد
از آن جهت که توابع    از طرف دیگر،  خواهد بود.  یکالمان برابر    وجوه  ی تمامحاصل جمع توابع شکل رو  یناست؛ بنابرا  یخط

حل معادله    ینمعادله لاپلاس را ارضاء خواهد کرد. بنابرا  یزها ن حاصل جمع آن   ینکنند بنابرایرا ارضاء م  سشکل معادله لاپلا
  ینراخواهد بود. بناب  یک برابر    یزاست در داخل دامنه ن  یکتمام مرزها برابر    یآن رو  یمرز  یطکه شرا  یهناح  یک   ی لاپلاس رو

 . رددگیشرط افراز واحد در تمام نقاط المان برقرار م
 

 Fتا  Aهای نوع توابع شکل المانکلیه  :2جدول  
Table 2: All of the shape functions of element types A to F 

1)( المان  ξN )(2 ξN )(3 ξN )(4 ξN )(5 ξN )(6 ξN )(7 ξN )(8 ξN 
A )(1 Iξ )( 2/31 ξR  )(1 ξR )( 2/1 ξR - - - - 
B )( 4/2 ξM )( 2/32 ξR  )(1 ξR )( 2/1 ξR )(4 Iξ - - - 
C )( 4/2 ξM )( 2/33 ξR  )(2 ξR )( 2/1 ξR )(4 Iξ )( 2/34 ξR  - - 
D )( 4/2 ξM )( 2/32 ξR  )( 4/2 ξRM  )( 2/2 ξR )(4 Iξ )(4 ξR - - 
E )( 4/2 ξM )( 2/33 ξR  )(3 ξR )( 2/2 ξR )(4 Iξ )( 2/34 ξR  )(4 ξR  
F )(3 Iξ )( 2/33 ξR  )(3 ξR )( 2/3 ξR )(4 Iξ )( 2/34 ξR  )(4 ξR )( 2/4 ξR 
 
 نگاشت مختصات عمومی و محلی   -4
استاندارد  هب مختصاتطور  دستگاه  دو  محدود  المان  روش  محلی  در  و  می  عمومی  عمومی  .  شودمعرفی  مختصات  دستگاه 

),( yx  که است  و    دستگاهی  مرزی  شرایط  حاکم،  معادلات  مسئله،  میدامنه  تعریف  آن  در  المانی  آن   شود.شبکه  کنار   در 
),(دستگاه مختصات محلی     شود.  و تابع تقریب متغیر میدان ساخته می دستگاهی است که توابع شکل در آن تعریف شده

از یک نگاشت    برای ایجاد این ارتباط  حاضر  مقالهد. در  نشوه میوابست  یکدیگریک نگاشت مختصات به    توسط  این دو دستگاه 
( آمده است برای  1استفاده شده است. به عبارت دیگر از توابع شکل المان چهارگوش چهارگرهی که در رابطه )  2زیرپارامتری 

دیهی است این نگاشت در  استفاده خواهد شد. البته ب  Fتا    Aهای نوع  در المان  نگاشت مختصات بین دستگاه عمومی و محلی
نوع  المان  نگاشت هم  Aهای  المان  3پارامتری با  در  اما  است  نوع  یکسان  نگاشت  Fتا    Bهای  مرتبه   این  پاییناز  تابع  ای  از  تر 

 نگاشت مختصات بین بنابراین  .  شودگفته مییک نگاشت زیرپارامتری    بنابراین به آن  .خواهد بود  برخوردار  تقریب متغیر میدان
 خواهد بود.  زیرصورت به Fتا  Aهای نوع برای تمام المان دستگاه مختصات عمومی و محلی 
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~)(در این رابطه   ξiN  ( آمده است و  1چهارگرهی است که در رابطه )  چهارگوش  توابع شکل المانix    وiy   بیانگر مختصات
  ها گذاری محلی گرهشود شمارهمشاهده می  3. توجه شود همانطور که در شکل  های شماره یک تا چهار هر المان هستندگره

المان  المان  های یک  نحوی است که گرهبه  در هر شش نوع  از    . اندواقع شده  آندر چهار گوشه  تا چهار هر  نگاشت  درنهایت 

 
1 Partition of Unity 
2 Sub-Parametric Mapping 
3 Iso-Parametric Mapping 

                                                )19(

 توابع شکل المان چهارگوش چهارگرهی است 
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شکل 3 مشاهده می شود شماره گذاری محلی گره ها در هر شش نوع 
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اینجا از پرداختن به جزئیات روابط اجتناب می شود و استخراج روابط 

را می توان به عنوان نمونه در مرجع ]10[ مشاهده کرد.

معادله1مدل1و1گسسته1سازی-51
در مقاله حاضر برای بررسی کارآیی روش پیشنهادی یک معادله 
انتخاب شده و مورد گسسته سازی و حل قرار گرفته است. در  مدل 
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اشاره شده و برای مشاهده جزئیات قضایا و استخراج روابط می توان 
به منابع روش المان محدود به عنوان مثال مرجع ]10[ مراجعه کرد. 
دامنه  در  متغیر مجهول  میدان  بیانگر   ),( yxu اگر  به طور خلاصه 
Ω باشد معادله لاپلاس به همراه شرایط مرزی دیریشله و  دو بعدی 

نیومن به صورت زیر بیان می شود.

12 

( رابطه  در  بیان شده  برای  19مختصات  و  (  به محلی  عمومی  از دستگاه مختصات  روابط  و    عددیگیری  انتگرال  انجامانتقال 
توان  شود و استخراج روابط را میشود. در اینجا از پرداختن به جزئیات روابط اجتناب میهای المان استفاده میتشکیل ماتریس

 [ مشاهده کرد. 10] مرجعبه عنوان نمونه در 
 
 سازیمعادله مدل و گسسته  -5

مقاله حاضر   کارآییدر  بررسی  پیشنهادی    برای  و مورد گسستهروش  انتخاب شده  معادله مدل  قرار گرفته  یک  سازی و حل 
دار و تکنیک  وزنهای  ماندهباقیسازی براساس روش  گسسته   استفاده شده و است. در اینجا از معادله لاپلاس برای این منظور  

برای مشاهده جزئیات    واشاره شده    طور خلاصههبهای اساسی این روش  به گام  است. در ادامه این بخش  انجام شده   گالرکین
می روابط  استخراج  و  بهقضایا  محدود  المان  روش  منابع  به  مثال  توان  ب  راجعهم[  10]  مرجععنوان  خلاصه  هکرد.  اگر  طور 

),( yxu  بعدی  متغیر مجهول در دامنه دو  نبیانگر میدا    نیومن  به همراه شرایط مرزیباشد معادله لاپلاس   دیریشله و 
 شود. صورت زیر بیان میبه
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مقدار از پیش معین شده  بیانگر    qو    D  بیانگر مقدار از پیش معین شده متغیر میدان روی مرز دیریشله  uدر این روابط  
دار های وزنماندهباشد. مطابق روش باقیمی  Nروی مرز نیومن    nعمود بر مرز   ی بردارمشتق جهتی متغیر میدان در راستا

توابع وزن دلخواهی باشند که شکل همگن شرایط مرزی دیریشله   wو    ودهب  uبیانگر یک تقریب برای متغیر مجهول    huاگر  
 شود. صورت زیر بیان میبه فوق  معادله دیفرانسیل  شده دارفرم انتگرال وزن ،را ارضاء کنند
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فرم    ، کند شکل همگن شرایط مرزی دیریشله را ارضاء می  wکه تابع وزن    نکته  و توجه به این  جزءبه گیری جزءبا انجام انتگرال
 دست خواهد آمد. صورت زیر بهمرزی نیومن به  ضعیف شده معادله دیفرانسیل به همراه شرایط
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iN    بیانگر تابع شکل متعلق به گرهiالمان  از  ام  eبرابر    بوده و مقدار گرهی متغیر مجهول در این گره  امe

iu    باشد تابع
 شود. صورت زیر بیان میتقریب متغیر میدان به
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نشان داده شده که    3در شکل    هاهای هر یک از انواع المان گره  تعداد  است.  امe های المانبیانگر تعداد گره  emدر این رابطه 
المان نوع    گره   4بین   المان نوع    گره  8تا    Aبرای  )  Fبرای  رابطه  تقریب در  تابع  اگر  بود.  ( در فرم ضعیف 25متغیر خواهد 
)بیان رابطه  در  توابع وزن  24شده  انتخاب شود  w( جایگذاری شود و  توابع شکل  از بین  فرم    ، مطابق دستورالعمل گالرکین 

فرم    ها، بندی )مونتاژ( آنو انجام هم  سازی معادلات مرتبپس از    در نهایت  . گسسته شده معادله دیفرانسیل به دست خواهدآمد
 .قابل بیان است زیر دستگاه معادلات جبری خطی صورتبه یفرانسیل به همراه شرایط مرزی نیومنه دگسسته معادل
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ترتیب بیانگر ماتریس ضرایب و بردار   Rو بردار    Kماتریس    گرهی است.  مجهول  بیانگر بردار مقادیر  Uدر رابطه فوق   به 

های ماتریس ضرایب شود. درایه بندی )مونتاژ( ماتریس ضرایب المان و بردار بارگذاری المان حاصل میاز همبارگذاری است که  
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مقدار از پیش معین شده  بیانگر    qو    D  بیانگر مقدار از پیش معین شده متغیر میدان روی مرز دیریشله  uدر این روابط  
دار های وزنماندهباشد. مطابق روش باقیمی  Nروی مرز نیومن    nعمود بر مرز   ی بردارمشتق جهتی متغیر میدان در راستا

توابع وزن دلخواهی باشند که شکل همگن شرایط مرزی دیریشله   wو    ودهب  uبیانگر یک تقریب برای متغیر مجهول    huاگر  
 شود. صورت زیر بیان میبه فوق  معادله دیفرانسیل  شده دارفرم انتگرال وزن ،را ارضاء کنند
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فرم    ، کند شکل همگن شرایط مرزی دیریشله را ارضاء می  wکه تابع وزن    نکته  و توجه به این  جزءبه گیری جزءبا انجام انتگرال
 دست خواهد آمد. صورت زیر بهمرزی نیومن به  ضعیف شده معادله دیفرانسیل به همراه شرایط
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eاگر  
iN    بیانگر تابع شکل متعلق به گرهiالمان  از  ام  eبرابر    بوده و مقدار گرهی متغیر مجهول در این گره  امe

iu    باشد تابع
 شود. صورت زیر بیان میتقریب متغیر میدان به
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نشان داده شده که    3در شکل    هاهای هر یک از انواع المان گره  تعداد  است.  امe های المانبیانگر تعداد گره  emدر این رابطه 
المان نوع    گره   4بین   المان نوع    گره  8تا    Aبرای  )  Fبرای  رابطه  تقریب در  تابع  اگر  بود.  ( در فرم ضعیف 25متغیر خواهد 
)بیان رابطه  در  توابع وزن  24شده  انتخاب شود  w( جایگذاری شود و  توابع شکل  از بین  فرم    ، مطابق دستورالعمل گالرکین 

فرم    ها، بندی )مونتاژ( آنو انجام هم  سازی معادلات مرتبپس از    در نهایت  . گسسته شده معادله دیفرانسیل به دست خواهدآمد
 .قابل بیان است زیر دستگاه معادلات جبری خطی صورتبه یفرانسیل به همراه شرایط مرزی نیومنه دگسسته معادل

(26                                                                         )KU R= 
ترتیب بیانگر ماتریس ضرایب و بردار   Rو بردار    Kماتریس    گرهی است.  مجهول  بیانگر بردار مقادیر  Uدر رابطه فوق   به 

های ماتریس ضرایب شود. درایه بندی )مونتاژ( ماتریس ضرایب المان و بردار بارگذاری المان حاصل میاز همبارگذاری است که  

                                                              )22(

u بیانگر مقدار از پیش معین شده متغیر میدان  در این روابط 
q بیانگر مقدار از پیش معین شده مشتق  DΓ و  روی مرز دیریشله 
n روی مرز نیومن  جهتی متغیر میدان در راستای بردار عمود بر مرز 
hu بیانگر یک  NΓ می باشد. مطابق روش باقی مانده های وزن دار اگر 

w توابع وزن دلخواهی باشند  u بوده و  تقریب برای متغیر مجهول 
انتگرال  ارضاء کنند، فرم  را  که شکل همگن شرایط مرزی دیریشله 

وزن دار شده معادله دیفرانسیل فوق به صورت زیر بیان می شود.
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با انجام انتگرال گیری جزء به جزء و توجه به این نکته که تابع وزن 

w شکل همگن شرایط مرزی دیریشله را ارضاء می کند، فرم ضعیف 
زیر  به صورت  نیومن  به همراه شرایط مرزی  دیفرانسیل  معادله  شده 

به دست خواهد آمد.

∫∫
ΓΩ

Γ=Ω







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

N

dqwd
y

u
y
w

x
u

x
w hh

                                           )24(

ام بوده  e ام از المان  i e بیانگر تابع شکل متعلق به گره 
iN اگر 

e باشد تابع تقریب 
iu و مقدار گرهی متغیر مجهول در این گره برابر 

متغیر میدان به صورت زیر بیان می شود.
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ام است. تعداد  e em بیانگر تعداد گره های المان  در این رابطه 
گره های هر یک از انواع المان ها در شکل 3 نشان داده شده که بین 4 
گره برای المان نوع A تا 8 گره برای المان نوع F متغیر خواهد بود. 
اگر تابع تقریب در رابطه )25( در فرم ضعیف بیان شده در رابطه )24( 
w مطابق دستورالعمل گالرکین از بین  جایگذاری شود و توابع وزن 
توابع شکل انتخاب شود، فرم گسسته شده معادله دیفرانسیل به دست 
انجام هم بندی  و  معادلات  مرتب سازی  از  نهایت پس  در  خواهدآمد. 
)مونتاژ( آن ها، فرم گسسته معادله دیفرانسیل به همراه شرایط مرزی 

نیومن به صورت دستگاه معادلات جبری خطی زیر قابل بیان است.

KU R=                                                                         )26(

U بیانگر بردار مقادیر مجهول گرهی است. ماتریس  در رابطه فوق 
R به ترتیب بیانگر ماتریس ضرایب و بردار بارگذاری است  K و بردار 

که از هم بندی )مونتاژ( ماتریس ضرایب المان و بردار بارگذاری المان 
e و بردار بارگذاری  حاصل می شود. درایه های ماتریس ضرایب المان 
این  استخراج  برای مشاهده جزئیات  بیان می شود.  زیر  به صورت  آن 

روابط به مرجع ]10[ مراجعه شود.
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همانطور که در رابطه )27( مشاهده می شود تشکیل ماتریس ضرایب 
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المان نیازمند انجام انتگرال گیری دامنه ای روی المان ها می باشد. به طور 
مرسوم در روش المان محدود از فرمول انتگرال گیری گوس برای این منظور 
استفاده می شود. در اینجا نیز از همین روش برای محاسبه انتگرال های 
دامنه ای استفاده شده است. البته لازم است به این نکته توجه شود که 
 4ϕ 2ϕ تا  همانطور که در شکل های 6 و 8 مشاهده می شود توابع ریشه 
دارای یک شکستگی روی مرز المان هستند که این شکستگی به توابع 
 B شکل نیز سرایت خواهد کرد. بنابراین هرچند توابع شکل المان های نوع
تا F توابع پیوسته ای خواهند بود اما مشتقات برخی از آن ها دیگر پیوسته 
نیستند. بنابراین در این نوع المان ها عبارت زیر انتگرال در رابطه )27( 
دارای یک ناپیوستگی بر روی وجوه المان ها خواهد بود. وجود ناپیوستگی 
در عبارت زیر انتگرال موجب کاهش دقت انتگرال گیری عددی در این 

المان ها می شود.
در مقاله حاضر برای برطرف کردن مشکل مورد اشاره در بالا و 
جلوگیری از کاهش دقت انتگرال گیری دامنه ای در المان های نوع B تا 
F، آن ها را دقیقاً از نقاط ناپیوستگی به نواحی کوچکتری تجزیه کرده 
انتگرال گیری(  )سلول های  کوچکتر  نواحی  این  روی  انتگرال گیری  و 
موجب  انتگرال گیری  سلول های  به  المان ها  تجزیه  می شود.  انجام 
می شود که نقاط ناپیوستگی در مرز بین دو سلول واقع شده و عبارت 
زیر انتگرال در هر سلول انتگرال گیری پیوسته باقی بماند. البته واضح 
است که انتگرال گیری در المان های نوع A به روش مرسوم انجام شده 
و به ایجاد سلول های انتگرال گیری نیازی نخواهد بود. مورد دیگری که 
در انجام انتگرال گیری عددی با روش گوس باید به آن توجه کرد این 
است که توابع شکل در المان های نوع B تا F غیر چندجمله ای بوده 
و برای دستیابی به دقت مناسب در انتگرال گیری عددی باید از تعداد 

کافی نقاط گوس استفاده کرد.

مثال1های1عددی-61
مثال  دو  پیشنهادی  روش  کارآیی  بررسی  برای  بخش  این  در 
با حل تحلیلی مقایسه شده است.  نتایج حاصل  عددی حل شده و 
برای محاسبه خطای حل عددی و ارزیابی دقت روش پیشنهادی از 
تعریف  زیر  به صورت  که  است  شده  استفاده  نسبی  2L خطای  نرم 

می شود.
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hu به ترتیب بیانگر حل تحلیلی و حل عددی  au و  در این رابطه 
مسئله می باشد.

مثال1اول-1 -1 
به عنوان اولین مثال عددی، آزمون پچ1 مورد بررسی قرار گرفته 
است. به طور کلی در آزمون پچ بررسی می شود که آیا یک روش عددی 
امکان بازتولید یک میدان خطی برای متغیر مجهول را به طور دقیق 
دارد یا خیر. درواقع آزمون پچ یک شرط لازم برای همگرایی روش 
ناحیه  یک  آزمون  این  انجام  برای  اینجا  در  می باشد.  محدود  المان 
] در نظر گرفته شده است. یک حل تحلیلی برای  , ]= 20 1Ω مربعی 
معادله لاپلاس روی این ناحیه را می توان به صورت زیر در نظر گرفت.

]1,0[,; ∈+= yxyxu                                                              )30(

برای انجام آزمون پچ شرایط مرزی دیریشله مطابق حل تحلیلی 
در رابطه )30( برروی هر چهار ضلع دامنه مسئله در نظر گرفته شده 
المانی درخت چهارتایی  است. جهت حل این مسئله از چهار شبکه 

1  Patch Test

 
 مثال اول  کار رفته دربهدرخت چهارتایی  بکه المانیش: 10شکل 

Fig 10: The quadtree meshes which are used in the first example 
  

Fig. 10. The quadtree meshes which are used in the first example

شکل 10: شبکه المانی درخت چهارتایی به کار رفته در مثال اول
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نشان داده شده در شکل 10 استفاده شده است. پس از حل مسئله با 
روش پیشنهادی نرم خطای نسبی برای هر شبکه با استفاده از رابطه 
)29( محاسبه شده و در جدول 3 آمده است. همانطور که مشاهده 
می شود مقادیر نرم خطای نسبی برای هر شبکه به اندازه کافی کوچک 

بوده و آزمون پچ تایید می گردد.

مثال1دوم-1 -1 
با انجام آزمون پچ در مثال اول شرط لازم برای همگرایی روش 
پیشنهادی تایید گردید. در دومین مثال عددی به بررسی نرخ همگرایی 
 2[ , ]= 0Ω π مربعی  ناحیه  روی  لاپلاس  معادله  در حل  روش  این 
پرداخته شده است. یک حل تحلیلی معادله لاپلاس روی این ناحیه 

 14به صورت زیر قابل بیان می باشد.

(30                )                                               ]1,0[,; += yxyxu 
آزمون پچ انجام  دیریشله    برای  رابطه )شرایط مرزی  در  تحلیلی  نظر  (  30مطابق حل  دامنه مسئله در  برروی هر چهار ضلع 

  .شده است استفاده 10ر شکل نشان داده شده د درخت چهارتایی  شبکه المانی چهار ازاین مسئله جهت حل گرفته شده است. 
  3  ( محاسبه شده و در جدول 29پس از حل مسئله با روش پیشنهادی نرم خطای نسبی برای هر شبکه با استفاده از رابطه )

آزمون پچ تایید    شود مقادیر نرم خطای نسبی برای هر شبکه به اندازه کافی کوچک بوده و آمده است. همانطور که مشاهده می
 گردد. می
 

 
 مثال اول  کار رفته دربهدرخت چهارتایی  بکه المانیش: 10شکل 

Fig 10: The quadtree meshes which are used in the first example 
 

 : نتایج آزمون پچ در مثال اول3جدول 
Table 3: Results of the patch test in the first example 

 eنرم خطای نسبی   ها تعداد المان ها تعداد گره 
/ 16 27 1شبکه  − 175 39 10  
/ 28 43 2شبکه  − 189 81 10  
/ 40 59 3شبکه  − 188 98 10  
/ 331 428 4شبکه  − 187 91 10  

 
 مثال دوم   -6-2

  به بررسی نرخ  در دومین مثال عددی  آزمون پچ در مثال اول شرط لازم برای همگرایی روش پیشنهادی تایید گردید.   با انجام 
رویروش    این   همگرایی لاپلاس  معادله  حل  مربعی    در  ]2ناحیه  , ]= 0   حل یک  است.  شده  معادله    تحلیلی  پرداخته 
 باشد. می  قابل بیان صورت زیربهروی این ناحیه لاپلاس 

(31                  )                                      ],0[,);sin( = yxyeu x 
اعمال  (  31رابطه )صورت شرایط مرزی دیریشله روی تمام وجوه دامنه با استفاده از حل تحلیلی در  این مسئله به  شرایط مرزی

است المانی  .  شده  شبکه  درشتی  اثر  بررسی  شبکه  برای  چهارتاییچهار  درمختلف    درخت  که  شده  قابل    11شکل    ایجاده 
پس از حل مسئله با روش پیشنهادی و آمده است.    4  که در جدولهر شب  یهاها و تعداد المان. تعداد گرهباشندمشاهده می

برای هر شبکه ارائه   4  در جدول  و ( برای محاسبه نرم خطای نسبی استفاده شده  29از رابطه )  ، دست آمدن مقادیر گرهیبه
با ریز  شود  ه میهمانطور که دید  ها ترسیم شده است.نیز مقادیر نرم خطای نسبی برحسب تعداد گره  12شده است. در شکل  

 شود.ها نرم خطای نسبی کاهش یافته و حل عددی به پاسخ تحلیلی معادله دیفرانسیل همگرا میشدن اندازه المان
 

                                                       )31(

روی  دیریشله  مرزی  شرایط  به صورت  مسئله  این  مرزی  شرایط 
اعمال   )31( رابطه  در  تحلیلی  حل  از  استفاده  با  دامنه  وجوه  تمام 
شده است. برای بررسی اثر درشتی شبکه المانی چهار شبکه درخت 
چهارتایی مختلف ایجاده شده که در شکل 11 قابل مشاهده می باشند. 
است.  آمده   4 جدول  در  شبکه  هر  المان های  تعداد  و  گره ها  تعداد 
پس از حل مسئله با روش پیشنهادی و به دست آمدن مقادیر گرهی، 
در  و  شده  استفاده  نسبی  خطای  نرم  محاسبه  برای   )29( رابطه  از 
مقادیر  نیز   12 شکل  در  است.  شده  ارائه  شبکه  هر  برای   4 جدول 
ترسیم شده است. همانطور  تعداد گره ها  برحسب  نرم خطای نسبی 
که دیده می شود با ریز شدن اندازه المان ها نرم خطای نسبی کاهش 
یافته و حل عددی به پاسخ تحلیلی معادله دیفرانسیل همگرا می شود.

 : نتایج آزمون پچ در مثال اول3جدول 
Table 3: Results of the patch test in the first example 

 
هاتعداد گره   ها تعداد المان    e  نرم خطای نسبی  

/   شبکه   − 175 39 10  
/   شبکه   − 189 81 10  
/   شبکه   − 188 98 10  
/   شبکه   − 187 91 10

 

  

Table 3. Results of the patch test in the first example

جدول 3: نتایج آزمون پچ در مثال اول

 
 کار رفته در مثال دوم المانی درخت چهارتایی به : شبکه11شکل 

Fig 11: The quadtree meshes which are used in the second example 
  

Fig. 11. The quadtree meshes which are used in the second example

شکل 11: شبکه المانی درخت چهارتایی به کار رفته در مثال دوم

 نتایج آزمون همگرایی در مثال دوم : 4جدول 
Table 4: The results of the convergence test in the second example 

 
هاتعداد گره   ها تعداد المان    e  نرم خطای نسبی  

/   شبکه   − 32 20 10  
/   شبکه   − 44 49 10  
/   شبکه   − 54 30 10  
/   شبکه   − 64 40 10  

 

Table 4. The results of the convergence test in the second example

جدول 4: نتایج آزمون همگرایی در مثال دوم
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نتیجه1گیری-71
شکل  توابع  محاسبه  برای  جدید  روش  یک  حاضر  مقاله  در 
تولید  چهارتایی  درخت  الگوریتم  توسط  که  غیرانطباقی  المان های 
دستگاه  تعریف  با  ابتدا  روش  این  در  است.  شده  پیشنهاد  شده اند 
مختصات ریشه، توابعی تحت عنوان توابع ریشه تعریف شد و نشان 
داده شد که می توان تعداد 36 تابع شکل متفاوت مربوط به شش نوع 
المان مختلف که در شبکه درخت چهارتایی ظاهر می شوند را تنها با 
توابع  به عبارت دیگر کلیه  آورد.  به دست  تابع ریشه  از چهار  استفاده 
شکل شش نوع المان که از نظر چیدمان گره ها با یکدیگر تفاوت دارند 
شد.  استخراج  ریشه  تابع  چهار  از  مناسب  مختصات  تبدیل  انجام  با 
جهت تولید توابع ریشه یک مسئله مقدار مرزی تعریف شد و از حل 
گردید.  استفاده  مناسب  مرزی  با شرایط  مربعی  ناحیه  روی یک  آن 
این مسئله مقدار مرزی توسط روش جداسازی متغیرها و حل  حل 
سری در دسترس بوده و بنابراین توابع شکل در نهایت به صورت یک 
حل سری بیان شدند. پس از استخراج توابع شکل، گسسته سازی با 
استفاده از روش باقی مانده های وزن دار و تکنیک گالرکین انجام شد. 
برای بررسی کارآیی روش پیشنهادی از معادله لاپلاس به عنوان یک 
معادله مدل استفاده شد و روش پیشنهادی برای حل دو مثال عددی 
به کار برده شد. شبکه های مورد نیاز در هر دو مثال عددی براساس 
پرداخته  پچ  آزمون  به  اول  مثال  در  گردید.  تولید  چهارتایی  درخت 
ارضاء  شد و نشان داده شد که روش پیشنهادی آزمون پچ را دقیقاً 

 
 در مثال دوم  هاب تعداد گرهسنسبی برح : نرم خطا12شکل 

Fig 12: Relative error norm versus number of nodes in the second example 
 

می کند. در دومین مثال عددی نرخ همگرایی روش پیشنهادی با حل 
نتایج  شد.  بررسی  متفاوت  درشتی  با  شبکه  چند  برای  مدل  معادله 
نشان داد که روش پیشنهادی برای استخراج توابع شکل در المان های 
موثری  به طور  آن  از  می توان  و  داشته  مناسبی  کارکرد  غیرانطباقی 

استفاده کرد.
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