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Analytical Solution of Heat Transfer in a Cone Made of Functionally Graded Material
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ABSTRACT:  In the current study, the problem of two-dimensional steady-state heat conduction 
in a truncated hollow cone made of functionally graded materials is referred and an exact analytical 
solution is presented. In the present study, the properties of a material are modified in accordance with 
a power function. The thermal boundary conditions are also assumed to be non-homogeneous. The 
separation of variable method is implemented to acquire the exact steady-state temperature distribution. 
The obtained solution is adequately verified using numerical data. To further demonstrate the ability 
of the solution, an illustrative case that is exposed to a combination of boundary conditions is studied. 
In particular, the influences of effective parameters on the temperature distribution are investigated 
for the current geometry. The outcome of this study would be helpful to shed light on the process of 
designing and optimizing relatively complex geometries. Also, considering the analyticity of the present 
solution, the results of this study can be useful for a better understanding of the heat transfer mechanisms 
of functionally graded materials. In the present case, increasing the amount of m and κ, the thermal 
conductivity increased by about 8 and 2 percent respectively, which would increase the distribution of 
cone temperature. 
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1-INTRODUCTION
Functionally Graded Material (FGM) has grown in 

popularity due to their widespread applications in different 
fields. The foremost feature of such material is their high 
thermal-resistance [1]. Consequently, it is of great importance 
to study them in terms of thermal behavior to be able to hire 
them for practical usages. There are different methods that 
have been employed to study the temperature distribution (θ) 
of FGMs. Out many, analytical solutions have shown robust 
and solid outcomes regarding these problems. So far, rather 
simple geometries like spherical and cylindrical shells have 
been studied widely [2, 3], while more complicated ones like 
truncated cones have not been studied. Thus, in this study, 
the problem of two-dimensional (2D) heat conduction on a 
truncated conical shell which is made of FGM whose material 
properties vary in accordance with a power function is 
analytically investigated using Separation Of Variable (SOV) 
method. After validating the obtained exact solution, some 
parametric studies using a practical example are considered.

2-METHODOLOGY
In this section, the governing equations along with 

employed boundary conditions are noted. The geometry of 
the cone and imposed boundary conditions are illustrated 
in Fig. 1. It must be noted that the internal wall of the cone 
is considered to be insulated and there is convection current 
through its thickness. Due to the fact, that FGMs’ features 

are required to vary in different directions, its density, for 
example, has to change according to a function. Mostly, 
a power-law function is hired to fulfill such an important 
matter. Heat conductivity (k) is defined through Eqs. (1)-(3) 

with 1k ، 2k and m  being constant values. Moreover, since 2D 
heat transfer (y and φ) is considered to be orthotropic, there 
are only the values of yk  and ök  [4].
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The steady-state equation of energy after some 
simplifications and using the assumed heat conductivity 
distribution along with the relation of ( ) ( ) ,, , ry T y Tθ ϕ ϕ ∞= −  
can be written as in Eq. (4). 
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here h is the coefficient of convection. 
The considered boundary conditions with regard to the 

stated notation in Fig. 1 are as follows:
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(5)



A. Emamian et al., Amirkabir J. Mech Eng., 53(Special Issue 1) (2021) 133-136, DOI:   10.22060/mej.2019.16288.6320 

134

( ) ( )
0 ,

,
, 0.2 2cos

6 y

b
h b k q h

y
θ ϕ πθ ϕ ϕ θ ∞

∂   + = + + +  ∂   

 

(6)

0q  is heat flux. The exact analytical solution can be 
achieved as:
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Finally, heat distribution is as:
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The values of 0,  η η  and eigenvalues can be determined as:
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The constant coefficients are as follows:

2
2

1 0 0 ,0

0

2 2
1 0 1 0

245 0.2 2cos
6

m

n y

m m

n n

K a q h d
A

K a I a

π πη ϕ θ ϕ

η η

∞

     − + + +     
    = −

   
−   

   

∫

 

�)10(

2
2

1 0 0 ,0

0

2 2
1 0 1 0

245 0.2 2cos
6

m

n y

m m

n n

I a q h d
B

K a I a

π πη ϕ θ ϕ

η η

∞

     − + + +     
    =

   
−   

   

∫

 
�

)11(

( )

( )

2

0

2

0 ,
0

2 2
1

2 2 2 2
1 1

245 cos

1 0.2 2cos
6

cos

n n

y

m m

n

n m m m m

n n

d

q h

d a K a
A

a K a a I a

π

π

λ ϕ ϕ
π

πϕ θ
π

λ ϕ ϕ η

η η

∞

− −

   + + +      
  
     =
   

−   
   

∫

∫



 

�

)12(

 

( )

( )

2

0

2

0 ,
0

2 2
1

2 2 2 2
1 1

245 cos

1 0.2 2cos
6

cos

n n

y

m m

n

n m m m m

n n

d

q h

d a I a
B

a K a a I a

π

π

λ ϕ ϕ
π

πϕ θ
π

λ ϕ ϕ η

η η

∞

−

   + + +      
  
     =
   

−   
   

∫

∫



 

�)13(

( )

( )

2

0

2

0 ,
0

2 2
1

2 2 2 2
1 1

245 cos

1 0.2 2cos
6

cos

n n

y

m m

n

n m m m m

n n

d

q h

d a K a
C

a K a a I a

π

π

λ ϕ ϕ
π

πϕ θ
π

λ ϕ ϕ η

η η

∞

−

   + + +      
  
     = −
   

−   
   

∫

∫



 

�)14(

( )

( )

2

0

2

0 ,
0

2 2
1

2 2 2 2
1 1

245 cos

1 0.2 2cos
6

cos

n n

y

m m

n

n m m m m

n n

d

q h

d a I a
D

a K a a I a

π

π

λ ϕ ϕ
π

πϕ θ
π

λ ϕ ϕ η

η η

∞

−

   + + +      
  
     =
   

−   
   

∫

∫



 

�)15(

Also, 
n ,

n , 
n , and 

n are as

1
02 2 2

1 0 0 02

m m mm

n
m b

hb I b k I b
η

η η
−   

= +   
   

 , 

1
02 2 2

1 0 0 02

m m mm

n
m b

hb K b k K b
η

η η
−   

= +   
   


 

(16)

1
2 2 2

1 02

m m mm

n
m bhb I b k I bηη η

−   
= +   

   
 ,

1
2 2 2

1 02

m m mm

n
m bhb K b k K bηη η

−   
= +   

   


 

(17)

Fig. 1. Problem geometry and boundary conditions 
imposed on cones  
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3- RESULTS AND DISCUSSION
In this section, a practical test example is considered to 

do some parametric studies and further verify the obtained 

exact solution. The solution is verified against the result 
found via the Finite Element Method (FEM). As can be seen 
from Fig. 2, there is a good match between the results. Fig. 
3 illustrates the distribution of temperature in both y and φ 
directions. 

4-  CONCLUSION
In the current paper, 2D temperature distribution in a 

truncated cone made of FGM is analytically studied. The 
separation of variable method is used for obtaining the 
exact solution. After the solution being validated against 
the numerical data, some parametric studies are done to 
shed light on the thermal behavior of FGM cones under 
asymmetric boundary conditions. It is found out that  
and�k are two important parameters in this matter and have 
strong effects on the shell’s behavior. Increasing these two 
would enhance heat conductivity. 

The presented solution can be used for other similar 
problems with small modifications. Further, it would help 
to have a better understanding of the rather complicated 
geometries.
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Fig. 2. Comparison of analytical solution and numerical 
results at 𝒒𝟎=𝟏𝟑𝟓𝟕 𝑾/𝒎𝟐, 𝒉𝟎=𝟐 𝑾/𝑲 and 𝜿=𝟏 for different 

values of 𝒎

Fig. 3. Contours of temperature distribution in y 
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Fig. 3. Contours of temperature distribution in 𝒚𝒚 and 𝝋𝝋 
directions at 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐, 𝜿𝜿 = 𝟏𝟏, 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟐𝟐 𝐖𝐖/𝐊𝐊 
and 𝒎𝒎 = 𝟏𝟏 
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In the current paper, 2D temperature distribution in a 
truncated cone made of FGM is analytically studied. 
The separation of variable method is used for 
obtaining the exact solution. After the solution being 
validated against the numerical data, some parametric 
studies are done to shed light on the thermal behavior 
of FGM cones under asymmetric boundary 
conditions. It is found out that 𝒎𝒎 and  𝜿𝜿 are two 
important parameters in this matter and have strong 

effects on the shell’s behavior. Increasing these two 
would enhance heat conductivity.  
The presented solution can be used for other similar 
problems with small modifications. Further, it would 
help to have a better understanding of the rather 
complicated geometries. 
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حل تحلیلی انتقال حرارت در یک مخروط ساخته شده از مواد مدرج تابعی
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از مواد  انتقال حرارت هدایتی دوبعدی در یک مخروط توخالی ناقص ساخته شده  خلاصه: در این مطالعه، مساله 
مدرج تابعی مورد بررسی قرار گرفته و یک حل تحلیلی دقیق ارائه شده است. در مطالعه حاضر، خواص مواد مطابق با 
یک تابع توانی تغییر می کند. شرایط مرزی حرارتی نیز به صورت غیرهمگن فرض شده است. از روش جدایی متغیرها 
از داده های عددی  با استفاده  پایا در مخروط استفاده شده است. حل بدست آمده  برای تعیین دقیق توزیع دمای 
صحت سنجی شده است. برای اثبات توانایی حل حاضر، یک مثال کاربردی که در معرض شرایط مرزی ترکیبی قرار 
دارد، مورد مطالعه قرار گرفته است. اثرات پارامترهای موثر در توزیع دما برای هندسه حاضر مورد بررسی قرار گرفته 
است. نتیجه این مطالعه برای روشن شدن روند طراحی و بهینه سازی هندسه های نسبتا پیچیده از مواد مدرج تابعی 
مفید خواهد بود. همچنین با توجه به تحلیلی بودن حل حاضر، نتایج حاصل از این مطالعه می تواند برای فهم بهتر 
، هدایت پذیري  و  افزایش مقدار   با  باشد. در مساله حاضر  تابعی مفید  مواد مدرج  انتقال حرارت  مکانیزم های 

حرارتی به ترتیب به میزان حدود 8 و 2 درصد افزایش یافته که منجر به افزایش توزیع دمای مخروط خواهد شد.
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1- مقدمه 
امروزه مطالعه مواد مدرج تابعی1 دارای اهمیت بسیار بالایی است. 
بررسی مسائل مربوط به مواد مدرج تابعی اهمیت ویژه ای در مهندسی 
]1 و 2[ و زیست فن آوری2 ]3 و 4[ دارد. شناخت بهتر این مواد و 
آشنایی با عوامل مؤثر بر رفتار حرارتی آن ها، موجب بهبود و افزایش 
تابعی  مدرج  مواد  مفهوم  می گردد.  مرتبط  صنعتی  فرآیندهای  بازده 
اولین بار به منظور کاهش تنش های حرارتی مطرح گردید. با استفاده 
از مواد مدرج تابعی، امکان دست یابی به مزایای فنی و اقتصادی قابل 
اجزائی که ساختار آن ها در طول  و  توجهی در پوشش های سطحی 
تابعی  مواد مدرج  مفهوم  امروزه  دارد.  تغییر می کند، وجود  ضخامت 
یک ایده بسیار نوین و جدید است که نه تنها برای موادی که تحت 
1  Functionally Graded Materials
2  Biotechnology

سایش و بارگذاری ترمومکانیکی واقع می شوند؛ بلکه برای تولید مواد 
الکترونیکی، مواد زیست سازگار و مقاوم حرارتی به کار گرفته می شود. 
مواد مدرج تابعی موادی هستند که در آن ها خواص ماده از یک طرف 
زمینه   .]6 و   5[ می کند  تغییر  تدریجی  به صورت  آن  دیگر  به طرف 
کاربردی این مواد وسیع و گسترده  است. از مصارف مواد مدرج تابعی، 
پوشش های مقاوم به خوردگی و فرسایش که برای جابجایی سنگ های 
معدن ساینده و سنگین به کار می روند، مجراهای مبدل های حرارتی، 
حرارتی،  ماشین های  اجزای  برقی(،  )دما  ترموالکتریک  ژنراتورهای 
فلزی- الکتریسیته  عایق  اتصالات  و  حرارت  منتشرکننده  صفحات 

در  مطابقت  برای کاهش عدم  مواد  این  سرامیکی هستند. همچنین 
اتصالات فلزی-سرامیکی به کار می روند.

ناهمسانگرد3  محیط  یک  در  گرما  انتقال  مسائل  تحلیلی  حل 

3  Anisotropic

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode


نشریه مهندسی مکانیک، دوره 53، شماره ویژه ۱، سال ۱۴۰۰، صفحات 539 تا 552

540

مشتقات  شامل  گرما  هدایت  دیفرانسیل  معادله  زیرا  است،  پیچیده 
متغیرهای مکانی است. اما در مقابل در مورد محیط های ایزوتروپ1، 
شده  انجام  تحقیقات  شد.  خواهد  ساده  توجهی  قابل  به طور  تحلیل 
تحلیلی،  متفاوت  دیدگاه های  از  استفاده  با  حرارت  انتقال  زمینه  در 
عددی و آزمایشگاهی صورت گرفته است ]9-7[. به طور خاص، مواد 
کامپوزیتی و مواد مدرج تابعی، بیشتر به صورت عددی صورت گرفته 
است ]10 و 11[ و سهم حل تحلیلی ]12 و 13[ در حل مسائلی از 
این دست کم است. در ادامه به تعدادی از حل های موجود اشاره شده 

است.
توزیع  و  دما  توزیع   ،]14[ آواجی  عددی،  حل های  با  رابطه  در 
در  تابعی  مدرج  مواد  از  شده  ساخته  صفحه  یک  در  حرارتی  تنش 
حالت گذرا را به صورت عددی بررسی کرده است. توزیع دمای گذرا و 
تنش های حرارتی صفحه ساخته شده از مواد مدرج تابعی برای یک 
افشاری  و  ترابی  است.  گرفته  قرار  بررسی  مورد  آلومینا-نیکل  مدل 
و  مکانیکی  تنش های  تحلیل  و  دما  توزیع  بر  حاکم  معادلات   ]10[
راستای  با ضخامت و خواص متغیر در  حرارتی در یک دیسک دوار 
تابع  شعاعی استخراج کردند. آن ها خواص حرارتی ماده را به صورت 
راستای  در  حرارتی  هدایت پذیري  تغییرات  و  گرفتند  نظر  در  توانی 
شعاعی و وابستگی آن به سرعت زاویه ای دیسک را نیز در کار خود 
استوانه  یک  دمای  توزیع   ]15[ همکاران  و  کیهانی  گرفتند.  نظر  در 
دوبعدی را با استفاده از حل تحلیلی بدست آوردند. آن ها با استفاده 
تحلیلی  به صورت  را  انتقال حرارت  مسئله  متغیرها2  روش جدایی  از 
حل کرده و توزیع دمای استوانه را برای شار حرارتی مختلف نمایش 
ناپایا را  انتقال حرارت یک استوانه در حالت  دادند. لی و لای ]16[ 
طول  خود،  کار  در  آن ها  دادند.  قرار  بررسی  مورد  تحلیلی  به صورت 
استوانه  بی بعد شده  دمای  توزیع  و  نامحدود فرض کردند  را  استوانه 
انتقال حرارت  را نسبت به شعاع استوانه نمایش دادند. حل تحلیلی 
دوبعدی در مختصات استوانه ای همسانگرد توسط بهادر و بار کوهن 
توابع  به صورت  استوانه  دمای  توزیع  آن ها،  در حل  شد.  انجام   ]17[
و  است  شده  فرض  توپر  به صورت  استوانه  آنجایی که  از  و  بوده  بسل 
دما در داخل استوانه به صورت محدود می باشد؛ ضریب تابع بسل نوع 
دوم برابر صفر بدست آمده است. حسینی و همکاران ]18[، مسئله 
شرایط  در  را  تابعی  مدرج  استوانه های  در  یک بعدی  حرارت  انتقال 

1  Isotropic
2  Separation of Variables

همچنین  داده اند.  قرار  بررسی  مورد  تحلیلی  به صورت  خاص  مرزی 
مراجع ]22-19[، اطلاعات مفیدی در زمینه انتقال حرارت در مسائل 

گوناگون که مورد توجه محققان می باشد، را ارائه می دهند.
در زمینه انتقال حرارت در کره های کامپوزیتی نیز معدود کارهایی 
کره  یک  ترموالاستیک3  حل   ]23[ همکاران  و  دینگ  دارد.  وجود 
متقارن ساخته شده از مواد مدرج تابعی را تحت بار حرارتی متقارن 
و  شعاعی  تنش های  عددی،  حل  از  استفاده  با  آن ها  داده اند.  ارائه 
زاویه ای را به ازای پارامترهای مسئله نمایش داده اند. دلوئی و نوروزی 
]24[ انتقال حرارت ناپایای کره کامپوزیتی را با اعمال شرایط مرزی 
کلی بر روی هندسه مسئله، مورد بررسی قرار دادند. همچنین، مهزاب 
و جباری ]25[ تنش های دو بعدی یک کره توخالی ساخته شده از 
مواد مدرج تابعی را بررسی کردند. از سوی دیگر، راه حل تحلیلی یک 
زمینه جذاب برای مطالعه و پژوهش است که نتیجه آن دقیق تر و قابل 

اطمینان است ]26 و 27[.
در این قسمت، نوبت به هندسه مقاله حاضر )مخروط( می رسد که 
به دلیل پیچیدگی هندسه مخروط )نسبت به هندسه صفحه، استوانه و 
کره(، کارهای بسیار کمی صورت گرفته است. ترابی و همکاران ]28[ 
انقباض حرارتی یک پوسته مخروطی ساخته شده از مواد مدرج تابعی 
رو مورد تجزیه و تحلیل قرار دادند. در کار آن ها، خواص مواد به صورت 
تابع توانی فرض شده و پوسته مخروطی تحت بار ترکیبی حرارتی و 
الکتریکی قرار گرفته است. همچنین اکبری و همکاران ]29[ انقباض 
حرارتی یک پوسته مخروطی ضخیم که در آن وابستگی دما به اجزای 

تشکیل در نظر گرفته شده است، را مورد مطالعه قرار دادند.
در تحقیق حاضر، انتقال حرارت یک مخروط ساخته شده از مواد 
مدرج تابعی تحت شرایط مرزی خاص مورد بررسی قرار گرفته است. 
مسئله حاضر، انتقال حرارت هدایتی دائم دو بعدی بدون تولید انرژی 
داخلی در یک پوسته مخروطی به ضخامت کم می باشد. در این مقاله 
با استفاده از روش جدایی متغیرها مسئله به صورت تحلیلی حل شده 
به دست  بر روی معادلات  از حل معادلات، شرایط مرزی  است. پس 
به منظور  می آیند.  به دست  مسئله  ثابت  ضرایب  و  شده  اعمال  آمده 
عددی  حل  نتایج  با  تحلیلی  حل  نتایج  حاضر،  مسئله  حل  درستی 
مسئله  مختلف  مقادیر  برای  دما  توزیع  تغییرات  است.  شده  مقایسه 
حاضر مورد بررسی قرار گرفته است. شایان ذکر است نوآوری اصلی 

3  Thermo-Elastic
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مقاله روی ارائه یک حل تحلیلی دقیق برای ساختار مخروطی ساخته 
با توجه به  شده از مواد مدرج تابعی تحت شرایط مرزی کلی است. 
انتقال  برای  تحلیلی  حل  گونه  هیچ  تاکنون  نویسندگان،  اطلاعات 

حرارت مواد مدرج تابعی در هندسه مخروط ارائه نشده است. 

2- معادلات حاکم و شرایط مرزی
مرزی  شرایط  و  مسئله  بر  حاکم  معادله  بیان  به  قسمت  این  در 
اعمال شده بر مخروط پرداخته شده است. هندسه مخروط و شرایط 
شده  داده  نمایش   1 شکل  در  مسئله  هندسه  بر  شده  اعمال  مرزی 
است. با استفاده از یک المان از مخروط و موازنه انرژی های وارد بر 
باید اشاره  انتقال حرارت مخروط به دست خواهد آمد.  المان، معادله 
شود که دیواره داخلی پوسته مخروطی به صورت عایق در نظر گرفته 

شده است.

2-1- معادلات حاکم 
از  استفاده  با  که  آزمایشگاهی هستند  موادی  تابعی،  مدرج  مواد 
روش های خاص مانند ریخته گری سانتریفیوژ ساخته می شوند. در این 
با توجه به تفاوت چگالی مواد تشکیل دهنده،  روش ها سعی می شود 
اکثر  در  نمایند.  ایجاد  دلخواه  جهت  در  متفاوت  چگالی  توزیع  یک 
کارهای انجام شده این تغییر چگالی به صورت یک تابع توانی برازش 
استفاده  نمایی  توایع  از  اکثر کارها  می شود. شایان ذکر است که در 
تابعی  مدرج  مواد  ترکیب  گذشته،  مطالعات  به  توجه  با  است.  شده 
به صورت  می توان  را  سرامیکی  و  فلزی  مواد  هرگونه  از  شده  ساخته 
توانی در نظر گرفت. هدایت پذیري حرارتی در جهت y تابعی از y بوده 

و به صورت توابع توانی زیر تعریف می شود:

1
m

yk k y −=  )1(

ö 2k k=  )2(

m همگی اعداد ثابت هستند و نسبت  2k و ، 1k که در آن ضرایب
2k به صورت زیر تعریف می شود: 1k به 

1

2

k
k

κ =  )3(

در این مطالعه فرض شده است که مخروط در راستای ضخامت 
( است. بعد از ساده سازی  convq خود، دارای انتقال حرارت جابجایی )

انرژی های وارد بر المان، معادله انرژی به صورت زیر خواهد بود:
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 باشند. می، به ترتیب، چگالی، گرمای ویژه و توزیع دمای مخروط  Tو ،pcکه در آن

توزیع  و  ویژه  ترتیب، چگالی، گرمای  به   ،T و  pc ، ρ که در آن
دمای مخروط می باشند.

زیر  به صورت  المان  بر  وارده   ) convq ( جابجایی  حرارت  انتقال 
محاسبه می شود:

( ),conv rq h T T ∞= −  )5(

rT, دمای محیط هستند.  ∞ که h ضریب انتقال حرارت جابجایی و
در کاربرد علوم مهندسی، ضریب انتقال حرارت جابجایی ثابت نیست. 
ضریب انتقال حرارت h معمولاً به برخی از عوامل از جمله: هندسه، 
عدد رینولدز و در جریان های تراکم ناپذیر به عدد پرانتل بستگی دارد. 

 
Fig. 1. Problem geometry and boundary conditions imposed on cones  

مخروط روی بر شده اعمال مرزی شرایط و مسئله هندسه  :1 شکل

شکل1. هندسه مسئله و شرایط مرزی اعمال شده بر روی مخروط
Fig. 1. Problem geometry and boundary conditions 

imposed on cones  
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ضریب   ،]30[ هندسه  این  در  شده  انجام  قبلی  کارهای  به  توجه  با 
است  شده  گرفته  نظر  در  مسئله  هندسه  از  تابعی  حرارت  انتقال 

convq بنابراین، انتقال حرارت جابجایی در راستای ضخامت مخروط )
( به صورت رابطه )6( در نظر گرفته شده است:

( )0
,2conv r

h
q T T

y ∞= −  )6(

شایان ذکر است، با توجه به این که انتقال حرارت دوبعدی برای 
ارتوتروپیک در نظر گرفته می شود ]31 و  از نوع  تابعی  مواد مدرج 
این  برای  مختصات  دستگاه  در  هدایت پذیری  تانسور  بنابراین   ،]32
ök در آن وجود  yk و  مواد یک ماتریس قطری است که تنها مقادیر
کامل  به طور   ]30[ مرجع  در  مربوطه  ماتریس های  و  معادلات  دارد. 
 ( ) ( ) ,, , ry T y Tθ ϕ ϕ ∞= − تشریح شده اند. نهایتاً، با استفاده از رابطه

و ساده سازی، معادله انرژی در حالت پایا به صورت زیر خواهد بود:

0
2

1 0
sin

yk y
y y

hk
y yϕ

θ

θ θ
γ ϕ ϕ

 ∂ ∂
+ ∂ ∂ 
 ∂ ∂

− = ∂ ∂  ò

 )7(

2-2- شرایط مرزی 
آوردن  به دست  و  تابعی  مدرج  استوانه  دمای  توزیع  تعیین  برای 
ضرایب ثابت حاصل از حل مسئله، شرایط مرزی حاکم بر مسئله را 

به صورت زیر می باشد:

( ), 245 Kaθ ϕ =  )8(

( ) ( )

0 ,

,
,

0.2 2cos
6 y

b
h b k

y

q h

θ ϕ
θ ϕ

πϕ θ ∞

∂
+ =

∂

  + + +  
  

 )9(

0q شار  که k و h به ترتیب، هدایت پذیري حرارتی و جابجایی و 
حرارتی هستند.

3- حل تحلیلی
با ترکیب روابط )1( و )7( معادله دیفرانسیل جزئی زیر حاصل 

می شود:

 

6 

 

 حل تحلیلی -3
 شود:( معادله دیفرانسیل جزئی زیر حاصل می7( و )1با ترکیب روابط )

(10 ) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0
2 2 2

2

, , ,11 , 0
sin

m y y yh
y y m y

y k yy y
     

  
 

−
   

+ − + − + =    
 

 کرد: تابع زیر بیان   دو صورتبهمتغیرها  توان با استفاده از روش جداییتوزیع دمای مخروط را می

(11 ) ( ) ( ) ( ),y y  =  

 : داریم (10( در رابطه )11با جایگذاری رابطه )

(12 ) 
( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

2 2 20

2

φ
sin 1 λ

φ
m y y h

y y y m
y y k

  −
  

+ − + − = − =   


  

  




 

در  .  شودیم  تعیین  (14)  ( و13معادلات )  در  مرزی  شرایط  از  استفاده  با  است که  گرما  انتقال  معادله  مقدار ویژه λ(، 12)  معادله  در
 : شوندتعریف میزیر  صورتبه، شرایط مرزی راستای  

(13 ) ( ) ( )0 2=  

(14 ) ( ) ( )0 2
 

 
=

 
 

 :است زیر صورتبه ،در راستای   (12) معادله پاسخ

(15 ) ( ) ( ) ( )cos sinn n n na b    = +  

 : آیند بدست می زیر معادلات(،  15)  معادله در با جایگزین کردن شرایط مرزی

) ( الف -16) )( ) ( )cos 2 1 sin 2 0n n n na b − + =  

) ( ب -16) ) ( )( )sin 2 cos 2 1 0n n n na b − − =  

 دترمینان ضرایب آن صفر باشد: (( جواب غیر صفر داشته باشد، این است که 16که دستگاه فوق )معادلات )شرط این 

(17 ) ( )( ) ( )2 2cos 2 1 sin 2 0n n − + =  
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توزیع دمای مخروط را می توان با استفاده از روش جدایی متغیرها 
به صورت دو تابع زیر بیان کرد:

( ) ( ) ( ),y yθ ϕ ϕ=    )11(

با جایگذاری رابطه )11( در رابطه )10( داریم:

  
Fig. 2. Energy balance on the cone element   

های انرژی موازنه  :2 شکل مخروط المان بر وارد  

شکل 2: موازنه انرژی های وارد بر المان مخروط
Fig. 2. Energy balance on the cone element
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با  که  است  گرما  انتقال  معادله  ویژه  مقدار 
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 کرد: تابع زیر بیان   دو صورتبهمتغیرها  توان با استفاده از روش جداییتوزیع دمای مخروط را می
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) ( ب -16) ) ( )( )sin 2 cos 2 1 0n n n na b − − =  
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 ،)12( معادله  در 
استفاده از شرایط مرزی در معادلات )13( و )14( تعیین می شود. در 

ϕ، شرایط مرزی به صورت زیر تعریف می شوند: راستای 

( ) ( )0 2π=   )13(

( ) ( )0 2π
ϕ ϕ

∂ ∂
=

∂ ∂

   )14(

ϕ، به صورت زیر است: پاسخ معادله )12( در راستای 

( ) ( ) ( )cos sinn n n na bϕ λ ϕ λ ϕ= +  )15(

زیر  معادلات   ،)15( معادله  در  مرزی  شرایط  کردن  جایگزین  با 
بدست می آیند:

( )( ) ( )cos 2 1 sin 2 0n n n na bπλ πλ− + = )16-الف( 

( ) ( )( )sin 2 cos 2 1 0n n n na bπλ πλ− − = )16-ب( 

شرط این که دستگاه فوق )معادلات )16(( جواب غیر صفر داشته 
باشد، این است که دترمینان ضرایب آن صفر باشد:

( )( ) ( )2 2cos 2 1 sin 2 0n nπλ πλ− + =  )17(

ویژه  مقادیر   ،)17( معادله  ساده سازی  و  حل  از  پس  آنجا  از  و 
به صورت زیر به دست خواهد آمد:

                 0,1 , 2, n n nλ = = …  )18(

اکنون، معادله )12( در جهت y به صورت زیر خواهد بود:
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 دست خواهد آمد: هزیر ب صورتبهتوزیع دمای مسئله ، تاًینها
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 : اندتعریف شدهزیر  صورتبه،  nو    n  ،n  ،n(،  22)که در معادلات 
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 شود:زیر محاسبه می صورتبه nD  و 0A  ،0B  ،nA  ،nB  ،nCضرایب ثابت   ، تاًینها
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 : اندتعریف شدهزیر  صورتبه،  nو    n  ،n  ،n(،  22)که در معادلات 
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 شود:زیر محاسبه می صورتبه nD  و 0A  ،0B  ،nA  ،nB  ،nCضرایب ثابت   ، تاًینها

 ( الف-24)
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)25-د(

4- نتایج و بحث
آزمایشگاهی  مواد  تابعی،  مدرج  مواد  گردید،  بیان  که  همانگونه 
و ساخته می شوند.  بکارگیری، طراحی  مکان  به  توجه  با  که  هستند 
هدف از کار حاضر ارائه یک حل تحلیلی برای اینگونه مسائل است تا 
بتوان بر اساس آن توزیع دما را تعیین کرده و در یک فرایند معکوس 
نحوه توزیع چگالی و ساخت مواد را تعیین نمود. در تحقیق حاضر، 
انتقال حرارت در یک مخروط ساخته شده از مواد مدرج تابعی تحت 
قرار گرفته است. شرایط مرزی  بررسی  شرایط مرزی مشخص مورد 
y a= به صورت نامتقارن بر روی هندسه مساله اعمال شده است. در 

، شار حرارتی  y b= ، دمای مخروط برابر 245 درجه کلوین است و در
 2

0  W / mq =1357   اعمال شده است که مقدار
0 ( / cos( ))q πϕ+ +0 2 2

6
وارد  اجسام  به  نزدیکی سطح زمین  در  که  تشعشعی خورشید  )شار 
می شود، به طور متوسط برابر 1357 وات بر مترمربع فرض شده است(، 
در نظر گرفته شده است. در ابتدا به منظور صحت سنجی حل تحلیلی 
انجام شده در مقاله حاضر، نتایج حاصله از حل تحلیلی با نتایج حل 
عددی مقایسه شده است و بعد از اطمینان از صحت حل تحلیلی، به 
κ  ، 0q  ،m ارائه نتایج پرداخته شده است. در این بخش، تاثیر مقادیر
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0h بر روی توزیع دمای مخروط بررسی شده است.  ،

1-4- استقلال از شبکه و مقایسه حل تحلیلی و عددی
برای حل معادلات انتقال حرارت ابتدا هندسه مورد نظر شبکه بندی 
شده است تا حل عددی در این شبکه ها ایجاد شود. به منظور دسترسی 
به بهینه ترین اندازه و تعداد شبکه، استقلال از شبکه برای مدل های 
دادن  نشان  از شبکه،  استقلال  از  بررسی می گردد. هدف  محاسباتی 
مستقل بودن نتایج محاسبات به تعداد سلول به کار رفته و همچنین 
کاستن از هزینه محاسباتی بالا است. در جدول 1 مشاهده می شود، 
به منظور بررسی استقلال از شبکه در محدوده محاسباتی، مقدار دما 
در پایه مخروط به ازای چهار نوع مش به تعداد سلول های 15750، 
دما  توزیع  که  است  استفاده شده  و 1008000   252000 ،63000
در دو حالت 252000 و 1008000 سلول، تغییر چندانی ندارد. در 
است.   κ =1 و   0  W/Kh = 2  ، 2

0  W / mq =1357 ،m=2 بخش،  این 

از آنجایی که افزایش تعداد سلول های محاسباتی، تنها هزینه و زمان 
محاسباتی را افزایش می دهد و تاثیری بر کیفیت نتایج ندارد، بنابراین 
استفاده   252000 سلول  تعداد  از  محاسباتی  زمان  کاهش  دلیل  به 
شده است. در جدول 1 مقدار دما در پایه مخروط و درصد خطا به 
است. همانطور که مشاهده  داده شده  نشان  ازای چهار مش مذکور 
بین دو حالت 252000 و 1008000 سلول  نتایج  می شود اختلاف 
تقریباً ناچیز و تغییرات بسیار جزئی و کمتر از 1 درصد است. به منظور 

کاهش هزینه محاسباتی تعداد سلول 252000 انتخاب شده است.
می توان نتایج حل تحلیلی مطالعه حاضر را با حل عددی از لحاظ 
برای  داد.  قرار  بررسی  مورد  را  تحقیق حاضر  و صحت  بررسی  کمی 
قسمت حل عددی از روش اجزاء محدود1 استفاده شده است تا بتوان 
حل عددی را با حل تحلیلی بررسی نمود و صحت حل حاضر را بررسی 
پارامترهای  برای مقایسه حل تحلیلی و عددی  این قسمت  کرد. در 
κ در  =1 0 و   W/Kh = 2  ، 2

0  W / mq =1357 مسئله حاضر به صورت،

1  Finite Element Method (FEM)

m ،2=2: استقلال از شبکه برای  1جدول 
0  W / mq =1357 ،0  W/Kh =  و 2 =1 

Table 1: Grid independency study  
 

 1008000 252000 63000 15750 تعداد سلول 

 2/223 9/222 9/218 8/212( مقدار دما در پایه مخروط )

 13/0 27/0 05/2 78/4 خطا )درصد( 
 

κ =1 0 و   W/Kh = 2  ، 2
0  W / mq =1357 ،m=2 جدول 1. استقلال از شبکه برای

Table 1. Grid independency study

 
Fig. 3. Comparison of analytical solution and numerical results at 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐, 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟐𝟐 𝐖𝐖/𝐊𝐊 and 𝜿𝜿

= 𝟏𝟏 for different values of 𝒎𝒎 

2  ددی درعمقایسه حل تحلیلی و  :3شکل 
0  W / mq =1357 ،0  W/Kh =  و 2 𝒎𝒎برای مقادیر مختلف  1=

κ برای مقادیر مختلف  =1 0 و   W/Kh = 2  ، 2
0  W / mq =1357 شکل 3. مقایسه حل تحلیلی و عددی در 

Fig. 3. Comparison of analytical solution and numerical results at 2
0 1357 /= W mq  , 0 2 /= W Kh   and 

 

10 

 

2  ددی درعمقایسه حل تحلیلی و  :3شکل 
0  W / mq =1357 ،0  W/Kh =  و 2 𝒎𝒎برای مقادیر مختلف  1=

  

 حل تحلیلی نتایج  -4-2

شود، تغییر در جنس مواد،  مشاهده می  4همانطور که در شکل  روط بررسی شده است.  بر توزیع دمای مخ  mتاثیر تغییر    4در شکل  
باشند. در  ، دو عامل تاثیرگذار بر روی جنس مواد می𝜅𝜅 و  𝑚𝑚(، مقدار  2( و )1)ابط  وا توجه به ربدهد.  مخروط را تغییر میتوزیع دمای  

 پذیریهدایتمقدار   m، با افزاش مقدار 4در شکل  کند.، توزیع دمای مخروط افزایش پیدا می𝜅𝜅 و   𝑚𝑚با افزایش مقدار  5و شکل  4شکل 

شود اختلاف  شود انتقال حرارت با سرعت بیشتری صورت گیرد و این امر باعث میافزایش پیدا کرده و باعث می  yدر راستای    حرارتی
افزایش مقدار    yدمای بین دو نقطه در راستای   پیدا    mبه یکدیگر نزدیک شود. به همین خاطر با  افزایش  پایه مخروط  مقدار دما در 

افزایش مقدار    5شود. در شکل  کرده و به دما در قسمت قاعده بالای مخروط نزدیک می افزایش پیدا    حرارتی پذیریهدایت،  𝜅𝜅نیز با 
پذیری  هدایت،  𝜿𝜿و   𝒎𝒎با افزایش مقدار   شود. باعث افزایش دما می  4کند و مطابق شکل  کرده و سرعت انتقال حرارت افزایش پیدا می

را  𝜑𝜑و   𝑦𝑦  هایدر جهت  مخروطتوزیع دمای    هایکانتورنیز    6شکل    درصد افزایش یافته است.  2و    8حرارتی، به ترتیب به میزان حدودا  
 دهد. نشان می  mبرای مقادیر مختلف 

 

 
Fig. 4. Temperature distribution respect to y for different values of 𝒎𝒎 and at 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐, 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟐𝟐 𝐖𝐖/𝐊𝐊 

and 𝜿𝜿 = 𝟏𝟏 

2 در 𝒎𝒎برای مقادیر مختلف  y جهتتوزیع دما در  :4شکل 
0  W / mq =1357  ،0  W/Kh =   و 2 =1    

 for different 
values of m
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نظر گرفته شده است و نمودارها برای مقادیر مختلف m رسم شده 
است. در شکل 3 نتایج به دست آمده برای توزیع دما در حل تحلیلی 
m مقایسه شده است.  = m و 4 = 2 با نتایج عددی مقاله حاضر برای 
همان طور که در شکل 3 دیده می شود نتایج حل تحلیلی تطابق خوبی 

با نتایج عددی دارد. 

2-4- نتایج حل تحلیلی
تاثیر تغییر m بر توزیع دمای مخروط بررسی شده  در شکل 4 

است. همانطور که در شکل 4 مشاهده می شود، تغییر در جنس مواد، 
توزیع دمای مخروط را تغییر می دهد. با توجه به روابط )1( و )2(، مقدار 
، دو عامل تاثیرگذار بر روی جنس مواد می باشند. در شکل 4   و 
، توزیع دمای مخروط افزایش پیدا  و شکل 5 با افزایش مقدار  و 
می کند. در شکل 4، با افزاش مقدار m مقدار هدایت پذیري حرارتی 
با  حرارت  انتقال  می شود  باعث  و  کرده  پیدا  افزایش   y راستای  در 
سرعت بیشتری صورت گیرد و این امر باعث می شود اختلاف دمای 
بین دو نقطه در راستای y به یکدیگر نزدیک شود. به همین خاطر 

 
Fig. 4. Temperature distribution respect to y for different values of 𝒎𝒎 and at 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐, 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟐𝟐 𝐖𝐖/𝐊𝐊 

and 𝜿𝜿 = 𝟏𝟏 

2 در 𝒎𝒎برای مقادیر مختلف  y جهتتوزیع دما در  :4شکل 
0  W / mq =1357  ،0  W/Kh =   و 2 =1    

 

 
Fig. 5. Temperature distribution versus y for different values of 𝜿𝜿 and at 𝒎𝒎 = 𝟐𝟐, 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐 and 𝒉𝒉𝟎𝟎 =

𝟐𝟐 𝐖𝐖/𝐊𝐊 
2 در 𝜿𝜿برای مقادیر مختلف  y جهت: توزیع دما در 5شکل 

0  W / mq =1357  ،0  W/Kh = m  و 2 = 2    
 

  

  κ =1 0 و   W/Kh = 2  ، 2
0  W / mq =1357 شکل 4 . توزیع دما در جهت y برای مقادیر مختلف  در 

Fig. 4. Temperature distribution respect to y for different values of m  and at 2
0 1357 /= W mq  , 0 2 /= W Kh   and
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2  ددی درعمقایسه حل تحلیلی و  :3شکل 
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Fig. 4. Temperature distribution respect to y for different values of 𝒎𝒎 and at 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐, 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟐𝟐 𝐖𝐖/𝐊𝐊 

and 𝜿𝜿 = 𝟏𝟏 

2 در 𝒎𝒎برای مقادیر مختلف  y جهتتوزیع دما در  :4شکل 
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  m = 2 0 و   W/Kh = 2  ، 2
0  W / mq =1357 شکل 5. توزیع دما در جهت y برای مقادیر مختلف  در 

Fig. 5. Temperature distribution versus y for different values of 
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Fig. 5. Temperature distribution versus y for different values of 𝜿𝜿 and at 𝒎𝒎 = 𝟐𝟐, 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐 and 𝒉𝒉𝟎𝟎 =

𝟐𝟐 𝐖𝐖/𝐊𝐊 
2 در 𝜿𝜿برای مقادیر مختلف  y جهت: توزیع دما در 5شکل 
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با افزایش مقدار m مقدار دما در پایه مخروط افزایش پیدا کرده و به 
دما در قسمت قاعده بالای مخروط نزدیک می شود. در شکل 5 نیز با 

افزایش پیدا کرده و سرعت  ، هدایت پذیري حرارتی  افزایش مقدار 
انتقال حرارت افزایش پیدا می کند و مطابق شکل 4 باعث افزایش دما 
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Fig. 6. Contours of temperature distribution in 𝒚𝒚 and 𝝋𝝋 directions at 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐, 𝜿𝜿 = 𝟏𝟏, 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟐𝟐 𝐖𝐖/𝐊𝐊 

and (a) 𝒎𝒎 = 𝟏𝟏, (b) 𝒎𝒎 = 𝟐𝟐, (c) 𝒎𝒎 = 𝟏𝟏, and (d) 𝒎𝒎 = 𝟒𝟒  

2 در 𝝋𝝋و  𝒚𝒚: کانتور توزیع دما در جهت  6شکل 
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m = m ، )د(3 = 4 
  

m = 4 ، )د(  m = 3 ، )ج(  m = 2 ، )ب(  m κ و )الف( 1= =1 0 و   W/Kh = 2  ، 2
0  W / mq =1357 شکل 6. کانتور توزیع دما در جهت  و  در 

Fig. 6. Contours of temperature distribution in y  and 
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Fig. 6. Contours of temperature distribution in 𝒚𝒚 and 𝝋𝝋 directions at 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐, 𝜿𝜿 = 𝟏𝟏, 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟐𝟐 𝐖𝐖/𝐊𝐊 and 
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دو   مخروط،  همچنین  دمای  توزیع  بر  تاثیرگذار  مقدار  𝑞𝑞0مقدار یعنی  پارامتر  و  مخروط(  پایه  بر  شده  اعمال  حراتی  ورد م ℎ0)شار 
در    کند.تغییر میتوزیع دمای مخروط  ،  ℎ0و   𝑞𝑞0شود با تغییر مقدار  مشاهده می  8و    7  هایهمانطور که در شکل.  اندبررسی قرار گرفته

مقدار  7شکل   افزایش  می 𝑞𝑞0با  افزایش  مخروط  واقعیابد؛  توزیع دمای  افزایش دمای    در  پایه مخروط موجب  در  افزایش شار حرارتی 
میزان ، ℎ0یابد که افزایش مقدار توزیع دمای مخروط کاهش می، ℎ0با افزایش مقدار    8  شود. بالعکس، در شکل مخروط در این ناحیه می

باعث کاهش توزیع دمای مخروط میخنک  داده و به همین خاطر  افزایش  را  از خنک   شود.کاری مخروط  افزایش   کاریاین میزان  با 
تاثیری بیشتری را نسبت ،  ℎ0نتیجه گرفت که تغییرات مقدار توان  ، می8و    7  هایبا مقایسه شکل  باشد.می  درصد  9حدودا    ،ℎ0مقدار 

کانتور توزیع بر روی   ،ℎ0و   𝑞𝑞0مقدار   ییراتتغ  یرتأث  یببه ترت  10و    9  هایشکلبر روی توزیع دمای مخروط دارد.    ،𝑞𝑞0به تغییرات مقدار 
 دهند. نشان میرا  𝜑𝜑و   𝑟𝑟دمای استوانه در جهت 
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، هدایت پذیري حرارتی، به ترتیب به  میزان حدودا 8 و 2 درصد افزایش یافته است. شکل 6 نیز کانتورهای می شود. با افزایش مقدار  و 

 
 

  
Fig. 8. Temperature distribution versus y for different values of 𝒉𝒉𝟎𝟎 at 𝒎𝒎 = 𝟐𝟐, 𝜿𝜿 = 𝟏𝟏 and 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐  

2در  𝒉𝒉𝟎𝟎 برای مقادیر مختلف y جهتتوزیع دما در  :8شکل 
0  W / mq =1357  ، m  و 1= = 2    

 
 

  

  m = 2 κ و  =1  ، 2
0  W / mq =1357 شکل 8 .توزیع دما در جهت y برای مقادیر مختلف  در 

Fig. 8. Temperature distribution versus y for different values of 0h  at 2=m ,
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and 𝜿𝜿 = 𝟏𝟏 

2 در 𝒎𝒎برای مقادیر مختلف  y جهتتوزیع دما در  :4شکل 
0  W / mq =1357  ،0  W/Kh =   و 2 =1    

  and 2
0 1357 /= W mq  

 
 
 
 
 
 
 

 )ب(  )الف( 

 
 

 
 

 )د(  )ج( 

 
 

 
 

 
Fig. 9. Contours of temperature distribution in 𝒚𝒚 and 𝝋𝝋 directions at 𝒎𝒎 = 𝟐𝟐, 𝜿𝜿 = 𝟏𝟏, 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟐𝟐 𝐖𝐖/𝐊𝐊 and (a) 

𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟎𝟎 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐, (b) 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟕𝟕𝟎𝟎𝟎𝟎 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐, (c) 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟎𝟎𝟏𝟏𝟎𝟎 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐, and (d) 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟑𝟑𝟑𝟑𝟕𝟕 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐 

 در 𝝋𝝋و  𝒚𝒚کانتور توزیع دما در جهت  : 9شکل  =1  ،0  W/Kh = m  و 2 = 2و )الف(   2
0  W / mq = ، )ب(  350

2
0  W / mq = 2، )ج(  700

0  W / mq =1010  ،2
0  W / mq =1357  

  

 ، 2
0  W / mq =1010 ، )ج(  2

0  W / mq = 700 ، )ب(  2
0  W / mq = 350 0 و  و )الف(   W/Kh = 2  ،κ =1 شکل 9.کانتور توزیع دما در جهت  و  در 

 2
0  W / mq =1357

Fig. 9. Contours of temperature distribution in y  and 
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Fig. 6. Contours of temperature distribution in 𝒚𝒚 and 𝝋𝝋 directions at 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐, 𝜿𝜿 = 𝟏𝟏, 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟐𝟐 𝐖𝐖/𝐊𝐊 and 

(a) 𝒎𝒎 = 𝟏𝟏, (b) 𝒎𝒎 = 𝟐𝟐, (c) 𝒎𝒎 = 𝟏𝟏, and (d) 𝒎𝒎 = 𝟒𝟒  

2 در 𝝋𝝋و  𝒚𝒚: کانتور توزیع دما در جهت  6شکل 
0  W / mq =1357  ،0  W/Kh =   و 2 m  و )الف( 1= m  ، )ب(1= m )ج( ، 2= = 3  ،

m  )د( = 4 
 

دو   مخروط،  همچنین  دمای  توزیع  بر  تاثیرگذار  مقدار  𝑞𝑞0مقدار یعنی  پارامتر  و  مخروط(  پایه  بر  شده  اعمال  حراتی  ورد م ℎ0)شار 
در    کند.تغییر میتوزیع دمای مخروط  ،  ℎ0و   𝑞𝑞0شود با تغییر مقدار  مشاهده می  8و    7  هایهمانطور که در شکل.  اندبررسی قرار گرفته

مقدار  7شکل   افزایش  می 𝑞𝑞0با  افزایش  مخروط  واقعیابد؛  توزیع دمای  افزایش دمای    در  پایه مخروط موجب  در  افزایش شار حرارتی 
میزان ، ℎ0یابد که افزایش مقدار توزیع دمای مخروط کاهش می، ℎ0با افزایش مقدار    8  شود. بالعکس، در شکل مخروط در این ناحیه می

باعث کاهش توزیع دمای مخروط میخنک  داده و به همین خاطر  افزایش  را  از خنک   شود.کاری مخروط  افزایش   کاریاین میزان  با 
تاثیری بیشتری را نسبت ،  ℎ0نتیجه گرفت که تغییرات مقدار توان  ، می8و    7  هایبا مقایسه شکل  باشد.می  درصد  9حدودا    ،ℎ0مقدار 

کانتور توزیع بر روی   ،ℎ0و   𝑞𝑞0مقدار   ییراتتغ  یرتأث  یببه ترت  10و    9  هایشکلبر روی توزیع دمای مخروط دارد.    ،𝑞𝑞0به تغییرات مقدار 
 دهند. نشان میرا  𝜑𝜑و   𝑟𝑟دمای استوانه در جهت 
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2  ددی درعمقایسه حل تحلیلی و  :3شکل 
0  W / mq =1357 ،0  W/Kh =  و 2 𝒎𝒎برای مقادیر مختلف  1=

  

 حل تحلیلی نتایج  -4-2

شود، تغییر در جنس مواد،  مشاهده می  4همانطور که در شکل  روط بررسی شده است.  بر توزیع دمای مخ  mتاثیر تغییر    4در شکل  
باشند. در  ، دو عامل تاثیرگذار بر روی جنس مواد می𝜅𝜅 و  𝑚𝑚(، مقدار  2( و )1)ابط  وا توجه به ربدهد.  مخروط را تغییر میتوزیع دمای  

 پذیریهدایتمقدار   m، با افزاش مقدار 4در شکل  کند.، توزیع دمای مخروط افزایش پیدا می𝜅𝜅 و   𝑚𝑚با افزایش مقدار  5و شکل  4شکل 

شود اختلاف  شود انتقال حرارت با سرعت بیشتری صورت گیرد و این امر باعث میافزایش پیدا کرده و باعث می  yدر راستای    حرارتی
افزایش مقدار    yدمای بین دو نقطه در راستای   پیدا    mبه یکدیگر نزدیک شود. به همین خاطر با  افزایش  پایه مخروط  مقدار دما در 

افزایش مقدار    5شود. در شکل  کرده و به دما در قسمت قاعده بالای مخروط نزدیک می افزایش پیدا    حرارتی پذیریهدایت،  𝜅𝜅نیز با 
پذیری  هدایت،  𝜿𝜿و   𝒎𝒎با افزایش مقدار   شود. باعث افزایش دما می  4کند و مطابق شکل  کرده و سرعت انتقال حرارت افزایش پیدا می

را  𝜑𝜑و   𝑦𝑦  هایدر جهت  مخروطتوزیع دمای    هایکانتورنیز    6شکل    درصد افزایش یافته است.  2و    8حرارتی، به ترتیب به میزان حدودا  
 دهد. نشان می  mبرای مقادیر مختلف 

 

 
Fig. 4. Temperature distribution respect to y for different values of 𝒎𝒎 and at 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐, 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟐𝟐 𝐖𝐖/𝐊𝐊 

and 𝜿𝜿 = 𝟏𝟏 

2 در 𝒎𝒎برای مقادیر مختلف  y جهتتوزیع دما در  :4شکل 
0  W / mq =1357  ،0  W/Kh =   و 2 =1    

 , 0 2 /= W Kh   and (a) 2
0 350 /= W mq  

, (b) 2
0 700 /= W mq  , (c) 2

0 1010 /= W mq  , and (d) 2
0 1357 /= W mq  
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Fig. 10. Contours of temperature distribution in 𝒚𝒚 and 𝝋𝝋 directions at 𝒎𝒎 = 𝟐𝟐, 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐, 𝜿𝜿 = 𝟏𝟏 and 

(a) 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐊𝐊, (b) 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟐𝟐 𝐖𝐖/𝐊𝐊, (c) 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐊𝐊, and (d) 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟒𝟒 𝐖𝐖/𝐊𝐊 

2 در 𝝋𝝋و  𝒚𝒚کانتور توزیع دما در جهت   :10شکل 
0  W / mq =1357  ، m  و 1= = 0و )الف(   2  W / Kh ، )ب(  1=

0  W / Kh = 0، )ج(  2  W / Kh = 0، )د(  3  W/Kh = 4  
 

، )د(  0  W / Kh = 3 ، )ج(  0  W / Kh = 2 ، )ب(  0  W / Kh =1 )الف(  m و  = 2 و   κ =1  ، 2
0  W / mq =1357 و  در  کانتور توزیع دما در جهت   شکل10. 

 0  W/Kh = 4
Fig. 10. Contours of temperature distribution in y  and 
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Fig. 6. Contours of temperature distribution in 𝒚𝒚 and 𝝋𝝋 directions at 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐, 𝜿𝜿 = 𝟏𝟏, 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟐𝟐 𝐖𝐖/𝐊𝐊 and 

(a) 𝒎𝒎 = 𝟏𝟏, (b) 𝒎𝒎 = 𝟐𝟐, (c) 𝒎𝒎 = 𝟏𝟏, and (d) 𝒎𝒎 = 𝟒𝟒  

2 در 𝝋𝝋و  𝒚𝒚: کانتور توزیع دما در جهت  6شکل 
0  W / mq =1357  ،0  W/Kh =   و 2 m  و )الف( 1= m  ، )ب(1= m )ج( ، 2= = 3  ،

m  )د( = 4 
 

دو   مخروط،  همچنین  دمای  توزیع  بر  تاثیرگذار  مقدار  𝑞𝑞0مقدار یعنی  پارامتر  و  مخروط(  پایه  بر  شده  اعمال  حراتی  ورد م ℎ0)شار 
در    کند.تغییر میتوزیع دمای مخروط  ،  ℎ0و   𝑞𝑞0شود با تغییر مقدار  مشاهده می  8و    7  هایهمانطور که در شکل.  اندبررسی قرار گرفته

مقدار  7شکل   افزایش  می 𝑞𝑞0با  افزایش  مخروط  واقعیابد؛  توزیع دمای  افزایش دمای    در  پایه مخروط موجب  در  افزایش شار حرارتی 
میزان ، ℎ0یابد که افزایش مقدار توزیع دمای مخروط کاهش می، ℎ0با افزایش مقدار    8  شود. بالعکس، در شکل مخروط در این ناحیه می

باعث کاهش توزیع دمای مخروط میخنک  داده و به همین خاطر  افزایش  را  از خنک   شود.کاری مخروط  افزایش   کاریاین میزان  با 
تاثیری بیشتری را نسبت ،  ℎ0نتیجه گرفت که تغییرات مقدار توان  ، می8و    7  هایبا مقایسه شکل  باشد.می  درصد  9حدودا    ،ℎ0مقدار 

کانتور توزیع بر روی   ،ℎ0و   𝑞𝑞0مقدار   ییراتتغ  یرتأث  یببه ترت  10و    9  هایشکلبر روی توزیع دمای مخروط دارد.    ،𝑞𝑞0به تغییرات مقدار 
 دهند. نشان میرا  𝜑𝜑و   𝑟𝑟دمای استوانه در جهت 
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2  ددی درعمقایسه حل تحلیلی و  :3شکل 
0  W / mq =1357 ،0  W/Kh =  و 2 𝒎𝒎برای مقادیر مختلف  1=

  

 حل تحلیلی نتایج  -4-2

شود، تغییر در جنس مواد،  مشاهده می  4همانطور که در شکل  روط بررسی شده است.  بر توزیع دمای مخ  mتاثیر تغییر    4در شکل  
باشند. در  ، دو عامل تاثیرگذار بر روی جنس مواد می𝜅𝜅 و  𝑚𝑚(، مقدار  2( و )1)ابط  وا توجه به ربدهد.  مخروط را تغییر میتوزیع دمای  

 پذیریهدایتمقدار   m، با افزاش مقدار 4در شکل  کند.، توزیع دمای مخروط افزایش پیدا می𝜅𝜅 و   𝑚𝑚با افزایش مقدار  5و شکل  4شکل 

شود اختلاف  شود انتقال حرارت با سرعت بیشتری صورت گیرد و این امر باعث میافزایش پیدا کرده و باعث می  yدر راستای    حرارتی
افزایش مقدار    yدمای بین دو نقطه در راستای   پیدا    mبه یکدیگر نزدیک شود. به همین خاطر با  افزایش  پایه مخروط  مقدار دما در 

افزایش مقدار    5شود. در شکل  کرده و به دما در قسمت قاعده بالای مخروط نزدیک می افزایش پیدا    حرارتی پذیریهدایت،  𝜅𝜅نیز با 
پذیری  هدایت،  𝜿𝜿و   𝒎𝒎با افزایش مقدار   شود. باعث افزایش دما می  4کند و مطابق شکل  کرده و سرعت انتقال حرارت افزایش پیدا می

را  𝜑𝜑و   𝑦𝑦  هایدر جهت  مخروطتوزیع دمای    هایکانتورنیز    6شکل    درصد افزایش یافته است.  2و    8حرارتی، به ترتیب به میزان حدودا  
 دهد. نشان می  mبرای مقادیر مختلف 

 

 
Fig. 4. Temperature distribution respect to y for different values of 𝒎𝒎 and at 𝒒𝒒𝟎𝟎 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐖𝐖/𝐦𝐦𝟐𝟐, 𝒉𝒉𝟎𝟎 = 𝟐𝟐 𝐖𝐖/𝐊𝐊 

and 𝜿𝜿 = 𝟏𝟏 

2 در 𝒎𝒎برای مقادیر مختلف  y جهتتوزیع دما در  :4شکل 
0  W / mq =1357  ،0  W/Kh =   و 2 =1    

  and (a) 0 1 /= W Kh  
, (b) 0 2 /= W Kh  , (c) 0 3 /= W Kh  , and (d) 0 4 /= W Kh  

 m توزیع دمای مخروط در جهت های  و  را برای مقادیر مختلف
نشان می دهد.

همچنین دو پارامتر تاثیرگذار بر توزیع دمای مخروط، یعنی مقدار 
 )شار حراتی اعمال شده بر پایه مخروط( و مقدار مورد بررسی 
با  قرار گرفته اند. همانطور که در شکل های 7 و 8 مشاهده می شود 
، توزیع دمای مخروط تغییر می کند. در شکل  تغییر مقدار  و 
افزایش می یابد؛ در واقع  افزایش مقدار توزیع دمای مخروط  با   7
افزایش شار حرارتی در پایه مخروط موجب افزایش دمای مخروط در 
، توزیع  این ناحیه می شود. بالعکس، در شکل 8 با افزایش مقدار 
، میزان خنک کاری  دمای مخروط کاهش می یابد که افزایش مقدار 
مخروط را افزایش داده و به همین خاطر باعث کاهش توزیع دمای 
، حدودا  مخروط می شود. این میزان از خنک کاری با افزایش مقدار 
9 درصد می باشد. با مقایسه شکل های 7 و 8، می توان نتیجه گرفت 

، تاثیری بیشتری را نسبت به تغییرات مقدار  که تغییرات مقدار 
، بر روی توزیع دمای مخروط دارد. شکل های 9 و 10 به ترتیب تأثیر 

، بر روی کانتور توزیع دمای استوانه در جهت  تغییرات مقدار  و 
 و  را نشان می دهند.

5- نتیجه گیری
در مقاله حاضر، انتقال حرارت یک مخروط ساخته شده از مواد 
مورد  تحلیلی  به صورت  مشخص  مرزی  شرایط  تحت  تابعی  مدرج 
جدایی  روش  از  استفاده  با  مقاله  این  در  است.  گرفته  قرار  بررسی 
متغیرها یک حل دقیق برای هندسه پیچیده مساله ارائه شده است. 
دائم دوبعدی،  توزیع دمای  برای  تحلیلی  نوآوری مسئله حاضر، حل 
مخروط ساخته شده از مواد مدرج تابعی می باشد. در مطالعه حاضر، 
توزیع دمای مخروط نسبت به پارامترهاي تأثیرگذار مورد بررسی قرار 
گرفته است. با بررسی این پارامترها روی توزیع دمای مخروط مشخص 

گردید که:
-تغییر در جنس مواد، توزیع دمای مخروط را تغییر می دهد. با 
، دو عامل تاثیر گذار بر روی  توجه به روابط )1( و )2(، مقدار  و 
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، هدایت پذیري حرارتی  جنس مواد می باشند. با افزایش مقدار  و 
افزایش و به تبع آن سرعت انتقال حرارت افزایش و در نهایت توزیع 

دمای مخروط افزایش پیدا می کند.
شار  مخروط،  حرارت  انتقال  روی  بر  تاثیرگذار  عوامل  از  -یکی 
، توزیع دمای مخروط افزایش  حرارتی  است. با افزایش مقدار 
می یابد. در واقع افزایش شار حرارتی در پایه مخروط موجب افزایش 

دمای مخروط در این ناحیه می شود.
، توزیع دمای مخروط کاهش می یابد. افزایش  -با افزایش مقدار 
، میزان خنک کاری مخروط را افزایش داده و به همین خاطر  مقدار 

باعث کاهش توزیع دمای مخروط می شود.
حل ارائه شده قابل تعمیم بوده و نتایج حاصل از آن می تواند در 
مرحله پیش ساخت لمینیت های مخروطی ساخته شده از مواد مدرج 
تابعی کمک کند. همچنین نتایج ناشی از این حل تحلیلی می تواند 
برای صحت سنجی مطالعات عددی پیچیده تر مفید باشد. علاوه بر این 
حل دقیق ارائه شده می تواند به فهم بهتر مکانیزم های انتقال حرارت 

در مواد مدرج تابعی با هندسه خاص مخروط کمک نماید.
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