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Spherical Lame-Type Problem in Second Strain Gradient Theory

F. Ojaghnezhad* 

Engineering Department, Alzahra University, Tehran, Iran

ABSTRACT:  Second strain gradient theory is employed to examine the spherical single/double-phase 
Lame-type problem. Due to the capability of strain gradient theory to capture the effects of the surface, 
size, and discrete nature of materials, the pertinent relaxed configuration is sought. The theory is written 
in the spherical coordinate system and the equilibrium equations, stress/strain components, constitutive 
relations, and tractions are derived. The relaxed configuration is obtained for both the diamond carbon 
and carbon-coated crystalline silicon shell. Afterwards, the external symmetric loading is applied to the 
relaxed configuration to analyze the mechanical response. The elastic material parameters are calculated 
via the quantum computations, lattice dynamics, and material continuum description. The analysis 
shows that the mechanical response in the augmented theory is significantly different from that in the 
classical elasticity. For example, in the single-phase problem with an inner and outer radius equal to two 
and ten lattice parameter, respectively, under a normalized external pressure of about 0.0001, the classic 
elasticity predicts an approximately constant normalized radial stress of about -0.0001 in the nanoshell. 
However, in the framework of strain gradient theory, the normalized radial stress is varying from about 
-0.001 and -0.0002 in the vicinity of the inner and outer boundaries, respectively, to about 0.0003 in the 
middle of the hollow nanoshell. With increasing the inner radius, the difference between the two results 
in the middle points decreases. 
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1. INTRODUCTION
Recently, consideration of the mechanics and physics 

of nanowires, nanotubes, and nano-particles has been of 
interest due to their vast applications in electronics, energy 
conversion, optics, chemical sensing, cancer therapy, and 
drug delivery, among other fields. In view of the traditional 
continuum inadequacy in treating the mechanical aspects of 
nanostructures, resorting to augmented continuum theories 
especially, Second Strain Gradient Theory (SSGT), seems 
to be remedial [1-3]. Based on the methodology presented 
by Shodja et al. [4], the material parameters in SSGT are 
calculated via quantum computations and lattice dynamics 
combined with the continuum description of materials. 
Because of the vast possible applications of the carbon-coated 
silicon nanospheres in lithium batteries [5, 6], the present 
work focuses on the physical and mechanical characteristics 
of these nanostructures. First, The relaxed configuration 
under the surface effects is obtained. Afterwards, an external 
symmetric loading is applied to the nanospherical relaxed 
configuration and SSGT mechanical response is resulted and 
compared with the pertinent response in the Classic Theory 
(CT).

2. SECOND STRAIN GRADIENT THEORY IN A 
MEDIUM WITH SPHERICAL SYMMETRY 

The governing equilibrium equation in a medium with 

spherical symmetry in SSGT in the spherical coordinate 
system has the following form [3]:
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where 1p  and 2p  depend on Mindlin characteristic 
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, r  is the radial variable in the spherical 
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Three of the above solutions are undefined at origin (
0r = ) and the others are undefined at infinity. The tractions 

at the boundaries of the spherical domain are obtained in 
the spherical coordinates, as well. Employing the obtained 
solution, two problems of spherical Lame-type and coated 
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spherical shell are examined. In the Lame-type problem 
depicted in Fig. 1, with inner and outer radii α and β , the 
external surface loadings are inp  and outp . For this problem, 
there are six unknown coefficients in the displacement field 
that are determined via the six traction boundary conditions. 

In the coated shell problem, Fig. 2, with two material 
phases ( 1S  and 2S ), there are twelve unknown coefficients 
in ru  determined via nine traction and three displacement 
boundary conditions. It should be noted that at the boundary 
of 1S  and 2S , the radial components of traction and 
displacement are assumed to be continuous.

3. RESULTS AND DISCUSSION
To give the numerical results, the material parameters 

in SSGT should be evaluated. Exploiting the results and 
methodology of Ojaghnezhad and Shodja [2, 7] and Shodja 
et al. [4], Lame constants and characteristic lengths are 
computed as summarized in Table 1. 

In a carbon shell, the surface relaxation implies a radial 
strain causing a thickness change. The average radial strain 
is plotted in Fig. 3 versus the normalized thickness, ξ  for 
two normalized radii, γ . It is observed that the average strain 
tends to zero with increasing ξ .

Applying 0.0001in out carbonp p E= =  on the carbon shell 
( 10,  10γ ξ= = ) relaxed configuration implies radial stress 
plotted versus radial normalized variable η  and compared 
with that of CT in Fig. 4.

Consider a carbon-coated silicon nanosphere in SSGT to 
obtain its relaxed configuration under the surface effect. For 
example, the average radial strain in the silicon shell versus 
its initial normalized thickness 1ξ  is plotted in Fig. 5 for 
different values of the normalized inner radius γ  and coating 
normalized thickness 2ξ .

 

Fig. 1. The spherical Lame-type problem with inner and outer radii   and   under the external pressures inp  and outp . 

  

 

Fig. 2. The spherical coated shell with radii  ,  , and   under the external pressures inp  and outp . 

  

Fig. 1. The spherical Lame-type problem with inner and outer 
radii α  and β  under the external pressures inp  and outp .

Fig. 2. The spherical coated shell with radii α , β , and ζ  under 
the external pressures inp  and outp .
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Table 1. Lame constants in terms of 3o
eV/ A  and characteristic lengths in terms of o

A  for silicon and carbon

 

Fig. 3. The average radial strain in the carbon shell due to the surface relaxation versus   for two values of  . 

  

 

Fig. 4. The normalized radial stress versus   for the carbon shell under external pressure. 

  

Fig. 3. The average radial strain in the carbon shell due to the 
surface relaxation versus ξ  for two values of γ .

Fig. 4. The normalized radial stress versus η  for the carbon 
shell under external pressure.
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4. CONCLUSION
The surface effect in spherical domains implies a radial 

strain field causing the thicknesses change. With increasing 
the dimensions, the effects tend to zero as predicted by CT. 
Under an external loading, SSGT predictions are different 
from those of CT, especially near the boundaries.
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1- مقدمه
نانوذرات  و  نانوتیوب ها  نانوکرات،  نانوسیم ها،  اخیر،  سال های  در 
فلزات،  مانند  موادی  از  شده  ساخته  متقارن  نانوسازه های  عنوان  به 
بررسی  و  علاقه  مورد  بسیار  طبیعی،  مواد  و  عایق ها  نیمه رساناها، 
این  سوی  به  جهت گیری  و  رویکرد  این  دلیل  است.  بوده  محققین 
نانوسازه ها کاربرد فراوانی است که این نانوشکل ها در صنایع مختلف 
سنسورهای  اپتیک،  انرژی،  تبدیل  باتری ها،  الکترونیک،  مانند 
شیمیایی، درمان سرطان و غیره پیدا کرده است. کاربردهای فراوان 
فیزیکی  و  مکانیکی  خواص  تعیین  جهت  بررسی،  و  مطالعه  مذکور، 
یادآوری  به  اجتناب ناپذیر می نماید. لازم  را  اشاره  مورد  نانوسازه های 
است که مهمترین ویژگی این ساختارها نانو مقیاس بودن در یک الی 

سه بعد و داشتن شکل هندسی متقارن است. 
خرابی  یک  عنوان  به  سطح  اثر  وجود  دلیل  به  که  است  بدیهی 
دوبعدی و همچنین اثر اندازه در نانوساختارها، بررسی دقیق خواص 
کلاسیک  الاستیسیته   نظریه   چهارچوب  در  نانوسازه ها  مکانیکی 
امکان پذیر نیست و ناگزیر باید از روش های آزمایشگاهی و عددی برای 
حل مسایل مکانیکی بهره برد ]3-1[. همین مساله در حدود سال های 
1960 الی 1975 انگیزه ای قوی برای ارائه ی نظریه های الاستیسیته  
تقویت یافته به عنوان یک راهکار محیط پیوسته برای بررسی و مطالعه  
ویژگی های مکانیکی نانوسازه ها بوده است. به عنوان مثال، لازار ]4[ 
نظریه  محیط پیوسته ی نابجایی غیرتکین را با استفاده از الاستیسیته  
و  مقاله ای دیگر، لازار  است. در  داده  توسعه  و  گرادیان کرنش بسط 
و  تعمیم یافته  الاستیسیته  را در  بنیادی  آگیاسوفیتو ]5[ کمیت های 
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نظریه نابجایی بلورها ارائه داده اند. همچنین، از فعالیت های پژوهشی 
صورت گرفته در این زمینه می توان به استخراج تانسور گرین برای 
 ]6[ همکاران  و  پو  توسط  غیرهمسانگرد  کرنش  اول  گرادیان  نظریه 
از  استفاده  با   ]7[ همکاران  و  دلفانی  دیگر،  فعالیتی  در  کرد.  اشاره 
مواد  برای  را  موثر  برشی  مدول  کرنش،  دوم  گرادیان  الاستیسیته 
مرکب تخمین زده اند. با توجه به فعالیت های پژوهشی ذکر شده در 
زمینه الاستیسیته تعمیم یافته در سال های اخیر، لازم است تاریخچه 
گرادیان  نظریه  در  ارائه شود.  کرنش  گرادیان  نظریه  برای  مختصری 
تابعی  کرنشی  انرژی  چگالی  که  کرد  فرض   ]8[ توپین  کرنش،  اول 
از تانسور مرتبه دوم کرنش و گرادیان اول آن است. تناظر بین این 
نظر  در  با   ]9[ گیزیس  و  توپین  توسط  ماده  اتمی  ساختار  با  نظریه 
شد  داده  نشان  دوم  و  اول  همسایه های  با  اتم  هر  اندرکنش  گرفتن 
تقارن مرکزی  اتمی در موادی که  و آن ها دریافتند که لایه نخست 
اثر خواص سطحی و بر اساس نظریه گرادیان اول کرنش  بر  ندارند، 
در  سطح  اثر  این که  برای  می کند.  حرکت  خارج  یا  داخل  سمت  به 
مواد با تقارن مرکزی نیز مشاهده شود، میندلین ]10[ چگالی انرژی 
کرنشی را به صورت تابعی از تانسور کرنش و گرادیان های اول و دوم در 
نظر گرفت. در این نظریه، میندلین پارامتری به نام مدول چسبندگی 
معرفی می کند که منجر به لحاظ شدن اثر سطح در تحلیل نانوسازه ها 
در چهارچوب این نظریه است ]11[. اخیرا، با توجه به توانایی نظریه 
و  اجاق نژاد  سازه ها،  در  سطح  اثر  احتساب  در  کرنش  دوم  گرادیان 
در  را   ]13[ مرداک  و  گرتین  الاستیسیته سطح  نظریه   ]12[ شجاع 
ارتباط  و  کردند  صورت بندی  کرنش  دوم  گرادیان  الاستیسیته  قالب 
میان پارامترهای الاستیک سطح و ثابت های میندلین را مورد بررسی 

قرار دادند. 
به منظور استفاده از نظریه گرادیان دوم کرنش برای تحلیل خواص 
مکانیکی نانوکرات، لازم است که این نظریه در مختصات منحنی الخط 
متعامد کروی نوشته شود. با استفاده از ابزار ریاضی ارائه شده توسط 
ارینگن ]14[ و نماد کریستوفل، این تبدیل دستگاه مختصات صورت 
می گیرد. جی و همکاران ]15[ صورت بندی کلی نظریه گرادیان اول 
کرنش ساده شده توسط ژو و همکاران ]16[ را در دستگاه منحنی الخط 
متعامد ارائه کرده اند. اجاق نژاد و شجاع ]17[ معادلات تعادل، شرایط 
الاستیسیته  چهارچوب  در  را  تنش-کرنش  بنیادی  روابط  و  مرزی 
گرادیان دوم کرنش میندلین در دستگاه مختصات منحنی الخط ارائه 

داده اند. بر این اساس، تحلیل مکانیکی کامپوزیت های با تقارن کروی 
به کاربرد وسیعی  با توجه  در چهارچوب نظریه گرادیان دوم کرنش 
که این مسایل در صنایع نوین امروزی )به خصوص در صنعت باتری( 
اهمیت  دادن  نشان  برای  عددی  مثال های  ارائه  همچنین  و  دارند 
مقاله  مهمترین دستاورد  نانومقیاس  در سازه های  تئوری  این  کاربرد 
پیش روست. با استفاده از روش سری فروبینیس معادله تعادل برای 
حاصل  معادله  مستقل  جواب های  شده،  کروی حل  تقارن  با  محیط 
نانومحیط  مکانیک  مناسب،  مرزی  شرایط  اعمال  با  سپس،  می شود. 
مورد بررسی قرار می گیرد. برای به دست آوردن نتایج عددی و نمودار 
کمیت ها، داشتن مقادیر عددی ثابت های مواد لازم و ضروری است. 
در نظریه های الاستیسیته تعمیم یافته علاوه بر ثابت های متداول لمه، 
ثابت های مواد جدید در تئوری وارد می شود. به عنوان مثال، در تئوری 
گرادیان دوم کرنش میندلین، شانزده ثابت ماده جدید معرفی می شود. 
مقادیر  تعیین  زمینه  در  توجهی  قابل  فعالیت های  اخیر  در سال های 
عددی ثابت های اضافی مواد در چهارچوب نظریه های گرادیان اول و 

دوم کرنش صورت گرفته است ]11، 12، 18-21[. 
با توجه به اهمیت و کاربرد وسیع نانوکرات سیلیکونی با پوشش 
تعیین   ،]22-31[ لیتیومی  باتری های  کارایی  افزایش  در  کربنی 
خواص فیزیکی و مکانیکی این قبیل سازه ها در اثر آسایش سطحی1، 
مساله  کروی،  متقارن  خارجی  بارگذاری  و  اندازه  اثر  و  سطح  اثر 
ارائه شده  راهکار  اساس  بر  مطالعه،  این  در  نظر می رسد.  به  مهمی 
با ساختار مکعبی در  برای ماده  توسط شجاع و همکاران ]19[ که 
ارائه شده است، ثابت های لمه و شانزده  نظریه گرادیان اول کرنش 
پارامتر اضافی میندلین، با در نظر گرفتن تئوری دینامیک شبکه و 
محاسبات اصول اولیه کوانتمی برای عناصر بلوری سیلیکون و کربن 
که ساختار الماس دارند، محاسبه می شود. با در دست داشتن مقادیر 
متعادل2  پیکربندی  در  مرز  و  سطح  اثرات  مواد،  ثابت های  عددی 
نانوکره توخالی کربنی و نانوکره توخالی سیلیکونی با پوشش کربنی 
در چهارچوب نظریه گرادیان دوم کرنش مورد بررسی قرار می گیرد. 
سپس، بارگذاری با تقارن کروی بر سطوح داخلی و خارجی نانوکره 
سطحی  متعادل  پیکربندی  با  پوشش  بدون  و  پوشش دار  توخالی 
با پاسخ کلاسیک مقایسه  نانوسازه  اعمال می شود و پاسخ مکانیکی 

1  Surface Relaxation
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مواد در چهارچوب    های اضافیتعیین مقادیر عددی ثابت   ه قابل توجهی در زمین  های های اخیر فعالیت در سال شود.  جدید معرفی می   هماد
 .  [18-21  ،12 ،11]  تصورت گرفته اسول و دوم کرنش های گرادیان انظریه

اص ، تعیین خو[22-31]  های لیتیومی با پوشش کربنی در افزایش کارایی باتری ه به اهمیت و کاربرد وسیع نانوکرات سیلیکونی  با توج
مهمی به    ه، اثر سطح و اثر اندازه و بارگذاری خارجی متقارن کروی، مسال1آسایش سطحی اثر    ها درفیزیکی و مکانیکی این قبیل سازه

گرادیان  هبرای ماده با ساختار مکعبی در نظریکه  [19] بر اساس راهکار ارائه شده توسط شجاع و همکاران در این مطالعه،  رسد.نظر می 
ی میندلین، با در نظر گرفتن تئوری دینامیک شبکه و محاسبات اصول  اضاف  پارامتر شانزده  ی لمه و  ها، ثابت ارائه شده است  اول کرنش 

های داشتن مقادیر عددی ثابتست  ر دبا دشود.  اولیه کوانتمی برای عناصر بلوری سیلیکون و کربن که ساختار الماس دارند، محاسبه می 
 ه در چهارچوب نظریبا پوشش کربنی  توخالی سیلیکونی    هو نانوکر  کربنی  توخالی  هنانوکر  2اثرات سطح و مرز در پیکربندی متعادل مواد،  

و   دار پوشش   توخالی  هنوکرخارجی ناسطوح داخلی و  گیرد. سپس، بارگذاری با تقارن کروی بر  مورد بررسی قرار میگرادیان دوم کرنش  
پرواضح است که شود.  شود و پاسخ مکانیکی نانوسازه با پاسخ کلاسیک مقایسه میاعمال می  با پیکربندی متعادل سطحی  بدون پوشش

و شود  دار و بدون پوشش بدون هیچ بارگذاری خارجی در نظر گرفته می کلاسیک برای حالتی که نانوتیوب پوشش  هجواب الاستیسیت 
برای این مساله پاسخ    گرادیان دوم کرنش  هشود، پاسخ بدیهی )پاسخ صفر( است. این درحالیست که نظریمی  آسوده  صرفا تحت اثر سطح

ورت نمودار آورده شده است.  صبه ها بعد از آسایش سطحی در بخش نتایج  غیربدیهی )غیر صفر( دارد. توزیع کرنش شعاعی در این سازه
حی به ضخامت اولیه است، برای چند حالت هندسی رسم و یر ضخامت در اثر آسایش سطشعاعی متوسط که برابر تغی کرنش  همچنین،  

غییر  ت  ،برابر پارامتر شبکه  3و ضخامت  شبکه    پارامتربرابر    10انوتیوب کربنی با شعاع داخلی  به عنوان مثال، برای یک نمقایسه شده است.  
تغییر ضخامت به    ،شبکه و همان ضخامتبرابر پارامتر    2ع داخلی  ت و برای نانوتیوب با شعااس  -1/0ضخامت به ضخامت اولیه حدود  

ها  است. بعد از رسیدن به حالت متعادل سطحی، بارگذاری خارجی متقارن روی سطوح داخلی و خارجی سازه  -31/0ضخامت اولیه حدود  
سیلیکونی با پوشش کربنی با شعاع تیوب  نانو  هنوان مثال، در مسالبه ع  شود.شود و پاسخ حاصل با پاسخ کلاسیک مقایسه میاعمال می

کربنی برابر یک برابر   هضخامت لای  ،سیلیکون  هسیلیکون برابر یک برابر پارامتر شبک  هضخامت لای  ،سیلیکون  هبرابر پارامتر شبک  10داخلی  
بر اساس   کربنی  هر پوستتغییر ضخامت د  ،برابر مدول یانگ کربن  -0001/0  بارگذاری داخلی و خارجی حدودکربن و تحت    هپارامتر شبک
مسایل در نظر   همهم در این است که در هم  ه کاهشی است. نکت  ،گرادیان دوم کرنش  هافزایشی اما بر اساس نظری  ،کلاسیک  ه الاستیسیت

 شود.   کلاسیک همگرا می همطابق انتظار، به پاسخ الاستیسیتگرادیان دوم کرنش،  هگرفته شده، با افزایش ابعاد، پاسخ نظری
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خطی،  هدر یک مادارائه شده توسط میندلین،  هبر اساس نظریشود. طور مختصر ارائه میبه گرادیان دوم کرنش  هدر این بخش، نظری

) علاوه بر میدان کرنش (W) الی انرژی کرنشیچگالاستیک، همگن و همسانگرد با تقارن مرکزی، 
1
) به گرادیان دوم میدان جابجایی  

(
2
)  و همچنین گرادیان سوم آن  (

3
 )  بردار    همادی به وسیل  ه وابسته است. فرض کنید که میدان جابجایی مربوط به یک نقطu   نشان

   : [ 10] شودهای دوم و سوم جابجایی به شکل زیر تعریف میرت میدان کرنش و گرادیانداده شود، در این صو
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پرواضح است که شود.  شود و پاسخ مکانیکی نانوسازه با پاسخ کلاسیک مقایسه میاعمال می  با پیکربندی متعادل سطحی  بدون پوشش

و شود  دار و بدون پوشش بدون هیچ بارگذاری خارجی در نظر گرفته می کلاسیک برای حالتی که نانوتیوب پوشش  هجواب الاستیسیت 
برای این مساله پاسخ    گرادیان دوم کرنش  هشود، پاسخ بدیهی )پاسخ صفر( است. این درحالیست که نظریمی  آسوده  صرفا تحت اثر سطح

ورت نمودار آورده شده است.  صبه ها بعد از آسایش سطحی در بخش نتایج  غیربدیهی )غیر صفر( دارد. توزیع کرنش شعاعی در این سازه
حی به ضخامت اولیه است، برای چند حالت هندسی رسم و یر ضخامت در اثر آسایش سطشعاعی متوسط که برابر تغی کرنش  همچنین،  

غییر  ت  ،برابر پارامتر شبکه  3و ضخامت  شبکه    پارامتربرابر    10انوتیوب کربنی با شعاع داخلی  به عنوان مثال، برای یک نمقایسه شده است.  
تغییر ضخامت به    ،شبکه و همان ضخامتبرابر پارامتر    2ع داخلی  ت و برای نانوتیوب با شعااس  -1/0ضخامت به ضخامت اولیه حدود  

ها  است. بعد از رسیدن به حالت متعادل سطحی، بارگذاری خارجی متقارن روی سطوح داخلی و خارجی سازه  -31/0ضخامت اولیه حدود  
سیلیکونی با پوشش کربنی با شعاع تیوب  نانو  هنوان مثال، در مسالبه ع  شود.شود و پاسخ حاصل با پاسخ کلاسیک مقایسه میاعمال می

کربنی برابر یک برابر   هضخامت لای  ،سیلیکون  هسیلیکون برابر یک برابر پارامتر شبک  هضخامت لای  ،سیلیکون  هبرابر پارامتر شبک  10داخلی  
بر اساس   کربنی  هر پوستتغییر ضخامت د  ،برابر مدول یانگ کربن  -0001/0  بارگذاری داخلی و خارجی حدودکربن و تحت    هپارامتر شبک
مسایل در نظر   همهم در این است که در هم  ه کاهشی است. نکت  ،گرادیان دوم کرنش  هافزایشی اما بر اساس نظری  ،کلاسیک  ه الاستیسیت

 شود.   کلاسیک همگرا می همطابق انتظار، به پاسخ الاستیسیتگرادیان دوم کرنش،  هگرفته شده، با افزایش ابعاد، پاسخ نظری

 گرادیان دوم کرنش هنظری -2

خطی،  هدر یک مادارائه شده توسط میندلین،  هبر اساس نظریشود. طور مختصر ارائه میبه گرادیان دوم کرنش  هدر این بخش، نظری

) علاوه بر میدان کرنش (W) الی انرژی کرنشیچگالاستیک، همگن و همسانگرد با تقارن مرکزی، 
1
) به گرادیان دوم میدان جابجایی  

(
2
)  و همچنین گرادیان سوم آن  (

3
 )  بردار    همادی به وسیل  ه وابسته است. فرض کنید که میدان جابجایی مربوط به یک نقطu   نشان

   : [ 10] شودهای دوم و سوم جابجایی به شکل زیر تعریف میرت میدان کرنش و گرادیانداده شود، در این صو
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احاطه شده است، چنانچه نیروی   Sکه توسط سطح    Vبر اساس تحلیل صورت گرفته توسط میندلین، برای محیط مادی با حجم  
 : [10] شودبرداری تعادل جسم به شکل زیر استخراج می  هباشد، معادل fحجمی برابر 
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در مرز   1نیروهای سطحیباشد،    S  سو برای سطحبردار واحد برون  nهمچنین، اگر  است.    k  دار پایه در جهترب  keفوق،    هکه در رابط

 : [10] آیددست می بهصورت زیر به
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= −L n n   با در نظر گرفتن  شود.  تعریف می

 : [10]  صورت زیر نوشتبهتوان الاستیک و همسانگرد می  هقرارداد جمع اندیسی انیشتن، چگالی انرژی کرنشی را برای ماد
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های تانسورهای  ، به ترتیب، مولفهijklو    ij  ،ijk  ،(12)  هدر رابط
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ε  ،

2
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3
ε    است. ضرایب    و  1های لمه و ضرایب  ثابتa   تا

5a  ،1b    7تاb  ،1c    3تاc    0وb   0شود. ثابت  ای اضافی میندلین نامیده می هثابتb    2مدول چسبندگی که دارای بعد نیرو است تحت عنوان 
 است: صورت زیر قابل استخراجبه کرنش -معادلات تنش، (12)و  (6)تا  (4). با استفاده از روابط شودمی تعریف
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 است: صورت زیر قابل استخراجبه کرنش -معادلات تنش، (12)و  (6)تا  (4). با استفاده از روابط شودمی تعریف

(13) 1 2 3
12 ( ),
2pq ii pq pq iijj pq pqii iipq iiqpc c c        = + + + + + 

(14) 
1 2 3 4

5

1( ) ( 2 ) 2 2
2

( ),

pqr pii qr qii pr iip qr rii qp iiq pr iir pq pqr

rqp rpq

a a a a

a

             

 

= + + + + + +

+ +
 

 
1 Traction Boundary Conditions 
2 Modulus of Cohesion 

 )6(

بر اساس تحلیل صورت گرفته توسط میندلین، برای محیط مادی 
نیروی  احاطه شده است، چنانچه   S V که توسط سطح  با حجم 
زیر  شکل  به  جسم  تعادل  برداری  معادله  باشد،   f برابر  حجمی 

استخراج می شود ]10[:

1 2 3
.( . : ) .− + + =∇ τ ∇ τ ∇∇ τ f 0  )7(

تعریف  زیر  به صورت  فوق،  عبارت  در  نقطه ای  دو  اسکالر  ضرب 
می شود:

3

,: ,ijkl ij k lτ=∇∇ τ e e  )8(

k است. همچنین، اگر  ke بردار پایه در جهت  که در رابطه فوق، 
S باشد، نیروهای سطحی2 در مرز  n بردار واحد برون سو برای سطح 

به صورت زیر به دست می آید ]10[:

1  Hyperelastic 
2  Traction Boundary Conditions
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1 1 2 3 2 3 3 3
.( . : ) .( .( . ) .( . ) ( ).( : )),

s
= − + + − + −τ ∇ τ ∇∇ τ τ ∇ τ τ ∇ τt n L n L n n nn  )9(

2 2 3 3 3
: ( . ) .( .( . )) .( : ),= − + +τ ∇ τ τ τt nn n L n L nn   )10(

3 3
,= τt nnn                                                            )11(

  
به صورت   L و   s

∇ سطح،  گرادیان  عملگرهای  فوق،  عبارات  در 
گرفتن  نظر  در  با  می شود.  تعریف   .

s s
= −∇ ∇L n n و   .

s
= −∇ ∇ ∇nn

ماده  برای  را  کرنشی  انرژی  چگالی  انیشتن،  اندیسی  جمع  قرارداد 
الاستیک و همسانگرد می توان به صورت زیر نوشت ]10[:

1 2

3 4 5

1 2 3 4

5 6 7

1 2 3

1
2 ii jj ij ij ijj ikk iik kjj

iik jjk ijk ijk ijk kji

iijj kkll ijkk ijll iijk jkll iijk llkj

iijk lljk ijkl ijkl ijkl jkli

ii jjkk ij ijkk ij kkij

W a a

a a a
b b b b

b b b
c c c b

λε ε µε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

= + + + +

+ +

+ + + + +

+ +

+ + + + 0 ,iijjε

 )12(

4 
 

(4) 1

1 ,W
=


τ
ε

 

(5) 2

2 ,W
=


τ
ε

 

(6) 3

3 .W
=


τ
ε

 

احاطه شده است، چنانچه نیروی   Sکه توسط سطح    Vبر اساس تحلیل صورت گرفته توسط میندلین، برای محیط مادی با حجم  
 : [10] شودبرداری تعادل جسم به شکل زیر استخراج می  هباشد، معادل fحجمی برابر 

(7) 
1 2 3

.( . : ) .− + + =f 0      
 شود:صورت زیر تعریف میبه ای در عبارت فوق، ضرب اسکالر دو نقطه 

(8)  
3

,: ,ijkl ij k l= e e   
در مرز   1نیروهای سطحیباشد،    S  سو برای سطحبردار واحد برون  nهمچنین، اگر  است.    k  دار پایه در جهترب  keفوق،    هکه در رابط

 : [10] آیددست می بهصورت زیر به

(9) 
1 1 2 3 2 3 3 3

.( . : ) .( .( . ) .( . ) ( ).( : )),
s

= − + + − + −t n L n L n n nn           
(10) 

2 2 3 3 3
: ( . ) .( .( . )) .( : ),= − + +t nn n L n L nn     

(11) 
3 3

,=t nnn  
در عبارات فوق، عملگرهای گرادیان سطح،  

s
    وL  صورت  به.

s
= − nn      و.

s s
= −L n n   با در نظر گرفتن  شود.  تعریف می

 : [10]  صورت زیر نوشتبهتوان الاستیک و همسانگرد می  هقرارداد جمع اندیسی انیشتن، چگالی انرژی کرنشی را برای ماد

(12) 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3

1
2 ii jj ij ij ijj ikk iik kjj iik jjk ijk ijk ijk kji

iijj kkll ijkk ijll iijk jkll iijk llkj iijk lljk ijkl ijkl ijkl jkli

ii jjkk ij ijkk ij kkij

W a a a a a

b b b b b b b
c c c b
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+ + + + 0 ,iijj

 

های تانسورهای  ، به ترتیب، مولفهijklو    ij  ،ijk  ،(12)  هدر رابط
1
ε  ،

2
ε    و

3
ε    است. ضرایب    و  1های لمه و ضرایب  ثابتa   تا

5a  ،1b    7تاb  ،1c    3تاc    0وb   0شود. ثابت  ای اضافی میندلین نامیده می هثابتb    2مدول چسبندگی که دارای بعد نیرو است تحت عنوان 
 است: صورت زیر قابل استخراجبه کرنش -معادلات تنش، (12)و  (6)تا  (4). با استفاده از روابط شودمی تعریف

(13) 1 2 3
12 ( ),
2pq ii pq pq iijj pq pqii iipq iiqpc c c        = + + + + + 

(14) 
1 2 3 4

5

1( ) ( 2 ) 2 2
2

( ),

pqr pii qr qii pr iip qr rii qp iiq pr iir pq pqr

rqp rpq

a a a a

a

             

 

= + + + + + +

+ +
 

 
1 Traction Boundary Conditions 
2 Modulus of Cohesion 

، به ترتیب، مولفه های تانسورهای  ijklε ijkε و   ، ijε در رابطه ، 
 ، 5a 1a تا  µ ثابت های لمه و ضرایب  λ و   است. ضرایب 

4 
 

(4) 1

1 ,W
=


τ
ε

 

(5) 2

2 ,W
=


τ
ε

 

(6) 3

3 .W
=


τ
ε

 

احاطه شده است، چنانچه نیروی   Sکه توسط سطح    Vبر اساس تحلیل صورت گرفته توسط میندلین، برای محیط مادی با حجم  
 : [10] شودبرداری تعادل جسم به شکل زیر استخراج می  هباشد، معادل fحجمی برابر 

(7) 
1 2 3

.( . : ) .− + + =f 0      
 شود:صورت زیر تعریف میبه ای در عبارت فوق، ضرب اسکالر دو نقطه 

(8)  
3

,: ,ijkl ij k l= e e   
در مرز   1نیروهای سطحیباشد،    S  سو برای سطحبردار واحد برون  nهمچنین، اگر  است.    k  دار پایه در جهترب  keفوق،    هکه در رابط

 : [10] آیددست می بهصورت زیر به

(9) 
1 1 2 3 2 3 3 3

.( . : ) .( .( . ) .( . ) ( ).( : )),
s

= − + + − + −t n L n L n n nn           
(10) 

2 2 3 3 3
: ( . ) .( .( . )) .( : ),= − + +t nn n L n L nn     

(11) 
3 3

,=t nnn  
در عبارات فوق، عملگرهای گرادیان سطح،  

s
    وL  صورت  به.

s
= − nn      و.

s s
= −L n n   با در نظر گرفتن  شود.  تعریف می

 : [10]  صورت زیر نوشتبهتوان الاستیک و همسانگرد می  هقرارداد جمع اندیسی انیشتن، چگالی انرژی کرنشی را برای ماد

(12) 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3

1
2 ii jj ij ij ijj ikk iik kjj iik jjk ijk ijk ijk kji

iijj kkll ijkk ijll iijk jkll iijk llkj iijk lljk ijkl ijkl ijkl jkli

ii jjkk ij ijkk ij kkij

W a a a a a

b b b b b b b
c c c b

             

             

     

= + + + + + +

+ + + + + + +

+ + + + 0 ,iijj

 

های تانسورهای  ، به ترتیب، مولفهijklو    ij  ،ijk  ،(12)  هدر رابط
1
ε  ،

2
ε    و

3
ε    است. ضرایب    و  1های لمه و ضرایب  ثابتa   تا

5a  ،1b    7تاb  ،1c    3تاc    0وb   0شود. ثابت  ای اضافی میندلین نامیده می هثابتb    2مدول چسبندگی که دارای بعد نیرو است تحت عنوان 
 است: صورت زیر قابل استخراجبه کرنش -معادلات تنش، (12)و  (6)تا  (4). با استفاده از روابط شودمی تعریف

(13) 1 2 3
12 ( ),
2pq ii pq pq iijj pq pqii iipq iiqpc c c        = + + + + + 

(14) 
1 2 3 4

5

1( ) ( 2 ) 2 2
2

( ),

pqr pii qr qii pr iip qr rii qp iiq pr iir pq pqr

rqp rpq

a a a a

a
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1 Traction Boundary Conditions 
2 Modulus of Cohesion 

 و 

4 
 

(4) 1

1 ,W
=


τ
ε

 

(5) 2

2 ,W
=


τ
ε

 

(6) 3

3 .W
=


τ
ε

 

احاطه شده است، چنانچه نیروی   Sکه توسط سطح    Vبر اساس تحلیل صورت گرفته توسط میندلین، برای محیط مادی با حجم  
 : [10] شودبرداری تعادل جسم به شکل زیر استخراج می  هباشد، معادل fحجمی برابر 

(7) 
1 2 3

.( . : ) .− + + =f 0      
 شود:صورت زیر تعریف میبه ای در عبارت فوق، ضرب اسکالر دو نقطه 

(8)  
3

,: ,ijkl ij k l= e e   
در مرز   1نیروهای سطحیباشد،    S  سو برای سطحبردار واحد برون  nهمچنین، اگر  است.    k  دار پایه در جهترب  keفوق،    هکه در رابط

 : [10] آیددست می بهصورت زیر به

(9) 
1 1 2 3 2 3 3 3

.( . : ) .( .( . ) .( . ) ( ).( : )),
s

= − + + − + −t n L n L n n nn           
(10) 

2 2 3 3 3
: ( . ) .( .( . )) .( : ),= − + +t nn n L n L nn     

(11) 
3 3

,=t nnn  
در عبارات فوق، عملگرهای گرادیان سطح،  

s
    وL  صورت  به.

s
= − nn      و.

s s
= −L n n   با در نظر گرفتن  شود.  تعریف می

 : [10]  صورت زیر نوشتبهتوان الاستیک و همسانگرد می  هقرارداد جمع اندیسی انیشتن، چگالی انرژی کرنشی را برای ماد

(12) 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3

1
2 ii jj ij ij ijj ikk iik kjj iik jjk ijk ijk ijk kji

iijj kkll ijkk ijll iijk jkll iijk llkj iijk lljk ijkl ijkl ijkl jkli

ii jjkk ij ijkk ij kkij

W a a a a a

b b b b b b b
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= + + + + + +

+ + + + + + +

+ + + + 0 ,iijj

 

های تانسورهای  ، به ترتیب، مولفهijklو    ij  ،ijk  ،(12)  هدر رابط
1
ε  ،

2
ε    و

3
ε    است. ضرایب    و  1های لمه و ضرایب  ثابتa   تا

5a  ،1b    7تاb  ،1c    3تاc    0وb   0شود. ثابت  ای اضافی میندلین نامیده می هثابتb    2مدول چسبندگی که دارای بعد نیرو است تحت عنوان 
 است: صورت زیر قابل استخراجبه کرنش -معادلات تنش، (12)و  (6)تا  (4). با استفاده از روابط شودمی تعریف

(13) 1 2 3
12 ( ),
2pq ii pq pq iijj pq pqii iipq iiqpc c c        = + + + + + 

(14) 
1 2 3 4

5

1( ) ( 2 ) 2 2
2

( ),

pqr pii qr qii pr iip qr rii qp iiq pr iir pq pqr

rqp rpq

a a a a

a

             

 

= + + + + + +

+ +
 

 
1 Traction Boundary Conditions 
2 Modulus of Cohesion 

 ،
0b ثابت های اضافی میندلین نامیده می شود.  3c و  1c تا   ، 7b 1b تا 

چسبندگی1  مدول  عنوان  تحت  است  نیرو  بعد  دارای  که   0b ثابت 
تعریف می شود. با استفاده از روابط)4( تا )6( و )12(، معادلات تنش-

کرنش به صورت زیر قابل استخراج است:

1 2 3
12 ( ),
2pq ii pq pq iijj pq pqii iipq iiqpc c cτ λε δ µε ε δ ε ε ε= + + + + +  )13(

1

2

3 4 5

( )
1 ( 2 )
2
2 2 ( ),

pqr pii qr qii pr

iip qr rii qp iiq pr

iir pq pqr rqp rpq

a

a

a a a

τ ε δ ε δ

ε δ ε δ ε δ

ε δ ε ε ε

= + +

+ + +

+ + +

 )14(

1  Modulus of Cohesion

1 2

3

4 5 6

7 1

2 3 0

2 2
3 3

1 (( ) 2 )
6
2 2 2
3 3
2 1( )
3 3
1 1 1 ,
3 3 3

pqr iijj pqrs jkii jkpqrs

iijk iikj jkpqrs jsii jpqr

iisj jpqr iijs jpqr pqrs

qrsp rspq spqr ii pqrs

ij ijpqrs is pqrs pqrs

b b

b

b b b

b c

c c b

τ ε δ ε δ

ε ε δ ε δ

ε δ ε δ ε

ε ε ε ε δ

ε δ ε δ δ

= + +

+ + +

+ + +

+ + + +

+ +
 

)15(

ijδ تابع دلتای کرانیکر2 است و همچنین: در روابط فوق 

ln

,
.

ijkl ij kl ik jl jk il

ijklmn ik jl mn ik jm il jm kn

δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

= + +

= + +  
)16(

با استفاده از روابط تنش-کرنش ارائه شده و تعاریف کرنش های 
مرتبه دو، سه و چهار و جایگذاری در معادله )7( ، معادله تعادل بر 

حسب میدان جابجایی به صورت زیر حاصل می شود ]10[:

2 2 2 2 2 4
11 12 11 12

2 2 2 2 2 4
21 22 21 22

( 2 )(1 ( ) ) .
(1 ( ) ) ,

λ µ

µ

+ − + ∇ + ∇ −

− + ∇ + ∇ × × + =

   

   

∇∇

∇ ∇

u
u f 0

 )17(

 طول های مشخصه ظاهر شده در عبارت فوق به صورت زیر برای 
j, تعریف می شود: =1 2

1
2 2 2
12( 2 ) 2 (( 2 ) 4 ( 2 )) ,j a c a c bλ µ λ µ+ = − ± − − +

 )18(

1
2 2 2
2 3 32 (( ) 4 ) ,j a c a c bµ µ′ ′ ′= − ± − −  )19(

طول های  تعریف  در  شده  ظاهر  پارامترهای  به  مربوط  تعاریف 
مشخصه عبارتند از: 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3

3 4

5 6

2( ),

2( ),
,

2( ),

2( ).

a a a a a a

b b b b b b b b
c c c c
a a a

b b b

= + + + +

= + + + + + +
= + +

′ = +

′ = +
 

)20( 

2  Kronecker Delta



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 2، سال 1400، صفحه 713 تا 732

717

همانطور که ملاحظه می شود، علاوه بر ثابت های لمه متداول در 
تئوری الاستیسیته، در نظریه گرادیان دوم کرنش برای ماده همگن و 
همسانگرد، شانزده ثابت ماده جدید در روابط مربوط به معادله تعادل، 

تنش-کرنش و نیروهای سطحی در مرزها وارد می شود.

3- محیط مادی با تقارن کروی
در  کروی  تقارن  دارای  که  بگیرید  نظر  در  را  پیوسته ای  محیط 
هندسه و بارگذاری است. در این صورت، تنها مولفه غیرصفر میدان 
r متغیر فاصله از مرکز محیط  ) است که در آن )ru r جابجایی مولفه
در  تعادل،  معادلات  نوشتن  با  حالت،  این  در  است.  کروی  تقارن  با 
دستگاه مختصات کروی و اعمال تقارن کروی مساله، معادله تعادل 
مولفه های تنش  بر حسب  نظریه گرادیان دوم کرنش  در چهارچوب 

به صورت زیر خواهد بود:

, , , ,

, , , , ,

, ,

2
, , ,

3

(2 2 4
4 2 6 6 6 ) /

( 2 8 4 6 24

24 6 6 ) /

(12 12 6 6 ) / 0,

rr r rrr rr rrrr rrr rr rrr r

r r r r rrrr rr rr rr r r rr

rrr r r rrrr r rr r

r r r r r

rr r r

r

r

r

θθ

θθ θθ θθ θθ

θθ θθ θθ

θθ θθθθ θθϕϕ

θθ ϕϕ θϕϕθ ϕϕϕϕ

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

τ τ τ

τ τ τ τ

− + + − − +

+ + − −

+ − + + + − −

+ +

− + − − =

  )21(

) مختصات نقطه در دستگاه مختصات کروی  , , )r θ φ  که در آن
معادله   ،)15( تا   )13( روابط  از  تنش  مولفه های  جایگذاری  با  است. 

تعادل بر حسب میدان جابجایی به شکل زیر حاصل می شود:

 
6 5 4 6 5

1 1

4 6 5 4
1 2 2 2

6 (6 ) 4

(4 ) 2 2 0,
r r r r

r r r

r u r u r p r u r p u

p r p r u p r u p r u

′′′′′′ ′′′′′ ′′′′ ′′′+ − + − +

′′ ′+ + − =
 )22(

 که در آن: 

2 2
11 12

1 22 2 2 2
11 12 11 12

1, .p p+
=                   =
 

     
)23(

خطی   6 مرتبه  دیفرانسیل  معادله  یک   )22( دیفرانسیل  معادله 
سری  به صورت  فوق  معادله  جواب  گرفتن  نظر  در  با  است.  همگن 
فروبینیس1، جواب عمومی این معادله دیفرانسیل یک ترکیب خطی 

1  Frobenius series

از توابع زیر خواهد بود:

11 12

11
2

11 11

12
2

12 12

11 12
2 2 2

1( ) { , cosh sinh ,

1 cosh sinh ,

1 , , }.

r

r r

r ru r r
r r

r r
r r

r re e
r r r

− −

= −

−

+ +
 



 



 

 

L

 

)24(

در  دیفرانسیل مذکور، سه جواب  معادله  از شش جواب مستقل 
با  همچنین،  هستند.  نشده  تعریف  بینهایت  در  جواب  سه  و  صفر 
تا )11( مولفه های غیر صفر نیروهای سطحی  از روابط )9(  استفاده 
در روی سطوح فضای مورد نظر که تقارن کروی دارد، به صورت زیر 

استخراج خلاصه می شود:
1
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)27(
 

با در دست داشتن جواب معادله دیفرانسیل برای مساله با تقارن 
مرز  روی  سطحی  نیروهای  و  تنش-کرنش  روابط  همچنین  کروی، 
محیط مورد نظر، در ادامه مساله لمه کروی و مساله دو پوسته کروی 

بررسی و مطالعه می شود.  
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1-3- مساله لمه
 مساله لمه کروی با استفاده از یک محیط با تقارن کروی که شعاع 
داخلی و خارجی آن به ترتیب با نمادهای α و β نمایش داده می شود 
outp قرار دارد، مطابق شکل  inp و  و تحت فشار داخلی و خارجی 

1 در نظر گرفته می شود. 
دوم  گرادیان  الاستیسیته  اساس  بر  مساله  این  جابجایی  میدان 

کرنش با استفاده از رابطه )24( به صورت زیر نوشته می شود:

 )28(

11 12

11
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11 11
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1( ) ( cosh sinh )
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6A در رابطه فوق، با استفاده از شرایط مرزی  1A الی  که ضرایب 
مساله به دست می آید. شرایط مرزی مساله لمه با استفاده از مقادیر 

نیروهای سطحی )روابط ،  و ( به صورت زیر نوشته می شود:
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با محاسبه نیروهای سطحی بر حسب میدان جابجایی از روابط )25( 
تا )27( و )28( و حل معادلات جبری )29( ضرایب مجهول بر حسب  
outp به دست می آید. با در دست داشتن ضرایب  inp و   ، β  ،α
، میدان تنش مرتبه دوم در ماده از روابط زیر محاسبه  6A 1A الی 

می شود:
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 outp و inpتحت فشار داخلی و خارجی   βاع خارجی و شع   αبا شعاع داخلی  کروی  هگونلمه همسال :1کل ش
Fig. 1. The spherical Lame-type problem with inner and outer radii   and   under the external pressures inp  

and outp . 

 
 

Fig. 1. The spherical Lame-type problem with inner and outer radii α  and β  under the external pressures inp  and outp .

outp inp و  شکل 1: مساله لمه گونه کروی با شعاع داخلی α و شعاع خارجی β تحت فشار داخلی و خارجی 
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در چهارچوب صورت بندی کلاسیک الاستیسیته، میدان جابجایی 
به صورت زیر است:

2
1 2( ) ,r

Bu r B r
r

= +  )32(

و میدان تنش به شکل زیر ساده می شود:
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)33(

نظریه  تنش در چهارچوب  میدان  همانطور که ملاحظه می شود 
گرادیان دوم کرنش به مشخصه های طولی در ماده که منعکس کننده 

ساختار اتمی و گسسته محیط است، بستگی دارد. 

2-3- مساله دو پوسته ای1
 در این قسمت مساله دو پوسته ای به عنوان دومین مساله با تقارن 

1  Double-Shell

کروی معرفی می شود. با توجه به شکل 2، در این مساله یک محیط 
ζ در نظر گرفته می شود که تحت  β و   ،α با شعاع های  کروی 
outp به ترتیب روی سطوح خارجی و داخلی قرار دارد.  inp و  فشار 
رابطه  مطابق  جابجایی  میدان  لمه،  مساله  مشابه  نیز،  مساله  این  در 
2S به صورت جداگانه نوشته می شود.  1S و  )28( برای محیط های 
به این ترتیب دوازده ضریب نامعلوم در این مساله وجود دارد که با 

استفاده از شرایط مرزی به دست می آید.  
شرایط مرزی مربوط به نیروهای سطحی در این مساله به صورت 

زیر در نظر گرفته می شود:
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)34(

و همچنین، شرایط مرزی مربوط به میدان جابجایی و مشتقات 
عمود بر مرز آن به صورت زیر نوشته می شود:

2 1

2 1

2 1

, ,

, ,

( ) ( ),
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S S
r r
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r r r r

S S
r rr r rr
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= = =
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)35(

2S بیانگر نیروی سطحی یا  1S و  که در روابط فوق، بالانویس 
جابجایی به ترتیب، در فضای پوسته داخلی و پوسته خارجی است. با 
استفاده از دوازده شرط مرزی بالا، دوازده ضریب مجهول مربوط به دو 

محیط مادی در نظر گرفته شده، محاسبه می شود. 

4-  نتایج
به منظور ارائه نتایج عددی برای خواص مکانیکی نانوسازه، ابتدا 
باید مقادیر عددی ثابت های مواد در نظریه گرادیان دوم کرنش تعیین 
شود. مطابق راهکار ارائه شده توسط اجاق نژاد و شجاع ]11 و 12[ و 
شجاع و همکاران ]19[، ثابت های لمه و طول های مشخصه میندلین 
پیوسته  محیط  توصیف  اولیه،  اصول  کوانتومی  محاسبات  وسیله  به 
مواد و نظریه دینامیک شبکه تعیین می شود. بعلاوه، از معادل کردن 
چگالی انرژی کرنشی حاصل از دیدگاه دینامیک شبکه با چگالی انرژی 

کرنشی حاصل از توصیف محیط پیوسته روابط زیر حاصل می شود:
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  )36(

با بهره گیری از روابط ارائه شده برای انرژی سطح و تنش سطح 
توسط اجاق نژاد و شجاع ]12[ و داشتن مقادیر عددی این کمیت ها با 
استفاده از راهکار ارائه شده توسط اجاق نژاد و شجاع ]32[ و استفاده 
از محاسبات کوانتومی، تمام ثابت های اضافی میندلین مطابق جدول 
1 محاسبه می شود. با استفاده از محاسبات اصول اولیه1 مقدار انرژی 
 0/32 و   0/079 برابر  ترتیب  به   C)001( و   Si)001( برای  سطح 
 Si)001( الکترون-ولت بر مجذور آنگستروم و مقدار تنش سطح برای
و )C)001 به ترتیب برابر 0/053 و 0/82- الکترون-ولت بر مجذور 

1  Ab Initio Calculations

آنگستروم محاسبه شده است.
11 از  12 21 22, , ,    در جدول 1، طول های مشخصه حجمی، 
روابط)18( و )19( محاسبه می شود. همچنین، طول مشخصه سطحی 

2 تعریف و تعیین می شود.
10 / ( )c λ µ= + 2 بر اساس رابطه 

1-4- مساله لمه
نازک،  جداره  با  کربنی  توخالی  نانوکره  یک  قسمت،  این  در 
اثر سطح در چهارچوب نظریه گرادیان دوم کرنش مورد  ابتدا تحت 
نظر  بارگذاری خارجی صفر در  این حالت،  قرار می گیرد. در  بررسی 
گرفته می شود. در نتیجه اثر سطح، و البته تقارن کروی فضا، نظریه 
در  شعاعی  کرنش  یک  که  می کند  پیش بینی  کرنش  دوم  گرادیان 
کربنی  توخالی  نانوکره  در  ضخامت  تغییر  و  شود  القا  کروی  فضای 
 به وجود آید. سپس، بارگذاری به صورت فشار داخلی و خارجی برابر 
اثر  در  می شود.  اعمال  کربنی  توخالی  نانوکره  بر   ) in outp p= (
بارگذاری متقارن کروی اعمال شده بر نانوکره توخالی، کرنش شعاعی 

2 
 

 

 
 outpو  inpتحت فشار داخلی و خارجی   و    ،  هایای با شعاعدو پوسته  همسال :2شکل 

Fig. 2. The spherical coated shell with radii  ,  , and   under the external pressures inp  and outp . 

 

 

Fig. 2. The spherical coated shell with radii α , β , and ζ  under the external pressures inp  and outp
outp inp و  ζ تحت فشار داخلی و خارجی  β و   ،α شکل 2: مساله دو پوسته ای با شعاع های 

حجمی بر حسب آنگستروم، طول   ه های مشخص، طول3ولت بر آنگستروم به توان -های لمه بر حسب الکترونثابت  :1جدول 
ای بر حسب  متر شبکهم و پارا ولت بر آنگسترو-وم، مدول چسبندگی بر حسب الکترونسطح بر حسب آنگستر  ه مشخص

آنگستروم برای سیلیکون و کربن بلوری با ساختار الماس 
3o

A
o
A

o
A

o
A

0a 0b 10 21 22, 11 12,   عنصر 
46/5 77/0 - 51/1 1 i /1 35/19 0 i /0 71/44 62/0 45/0 سیلیکون 
59/3 91/3 94/1 1 i /0 05/87 0 i /0 84/67 94/2 94/0 کربن 

جدول 1: ثابت های لمه بر حسب الکترون-ولت بر آنگستروم به توان 3، طول های مشخصه حجمی بر حسب آنگستروم، طول مشخصه سطح بر حسب آنگستروم، مدول 
چسبندگی بر حسب الکترون-ولت بر آنگستروم و پارامتر شبکه ای بر حسب آنگستروم برای سیلیکون و کربن بلوری با ساختار الماس

Table 1. Lame constants in terms of eV/
3o

A , bulk and surface characteristic lengths in terms of 
o
A , modulus of cohesion in terms of eV/

o
A , and lattice 

parameter in terms of 
o
A  for crystalline silicon and carbon with diamond structure
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جدیدی به وجود می آید و تغییر ضخامت القا می شود. به منظور ارائه 
اولیه  بیانگر شعاع داخلی و ضخامت  ξ که  γ و  نتایج، پارامترهای 
شبکه ای  پارامتر  حسب  بر  هستند،  بی بعد  به صورت  توخالی  نانوکره 

کربن به صورت زیر تعریف می شوند:

0

0

,
,

c

c

a
a

α γ

β α ξ

=

− =
                                          )37(

به  است.  الماس  ساختار  با  کربن  بلور  شبکه ای  پارامتر   0
ca که 

منظور بررسی اثر سطح در تغییر ضخامت نانوکره توخالی کربنی به 
نسبت ضخامت اولیه، که به صورت کرنش متوسط شعاعی قابل تعبیر 
شعاعی  کرنش  شده،  گرفته  نظر  در   10 و   2 برابر   γ پارامتر است، 
ξ در شکل 3 رسم شده است.  متوسط در نانوکره کربنی بر حسب 
ξ به  همانطور که ملاحظه می شود، کرنش شعاعی متوسط با افزایش 
سمت صفر میل می کند و اثر سطح در کاهش ضخامت نانوکره توخالی 

γ، مطابق انتظار، کاهش پیدا می کند.   با افزایش 
برای  توخالی  نانوکره  شعاع  در  شده  القا  شعاعی  کرنش  توزیع 
به ترتیب در شکل های 4 )الف( تا 4  , ,ξ = 2 10 γ و  50 مقادیر10=
0 تعریف شده  0

c ca aη γ ξ= + η که به صورت  )ج( بر حسب پارامتر 
η در ضخامت نانوکره از مقدار  است، نشان داده شده است. پارامتر 
می کند.  تغییر  در جدار خارجی  یک  مقدار  تا  داخلی  در جدار  صفر 

همانطور که ملاحظه می شود، کرنش شعاعی القایی در اثر سطح در 
نزدیکی سطوح داخلی و خارجی نانو کره زیاد است و هر چه ضخامت 
نانوکره توخالی افزایش می یابد، بخش وسیعی از نواحی داخلی دارای 
به همسایگی  اثر سطح  و  بود  به صفر خواهد  نزدیک  کرنش شعاعی 

سطوح داخلی و خارجی محدود خواهد بود.
بعد از محاسبه اثر سطح توسط نظریه گرادیان دوم کرنش )بعد 
از آسایش سطحی(، بارگذاری خارجی به صورت فشاری )یا کششی( 
مساوی  به صورت  توخالی  نانوکره  خارجی  و  داخلی  سطوح   روی 
به  نسبت  ضخامت  تغییر  درصد  می شود.  اعمال   ) in outp p= (
و  سطحی  آسایش  از  بعد  نانوکره  )ضخامت  نانوکره  اولیه  ضخامت 
)یا  فشاری  بارگذاری  درصد  حسب  بر  خارجی(،  بار  اعمال  از  قبل 
مدول  به  نسبت  شده  )یکه  خارجی  و  داخلی  سطوح  روی  کششی( 
و )ب(  )الف(  برای دو هندسه مختلف در شکل های 5  یانگ کربن( 
رسم شده است. در این اشکال، درصد تغییر ضخامت، به ترتیب، برای 
اساس  بر   ξ = 10 ،γ = و 10  ξ = 2،γ = دو حالت هندسی 10
نظریه گرادیان دوم کرنش1 و نظریه الاستیسیته کلاسیک2 رسم شده 
نانوکره  در حالتی که ضخامت  که ملاحظه می شود،  است. همانطور 
با  چشمگیری  تفاوت  کرنش  دوم  گرادیان  پاسخ  است،  کم  توخالی 

1  Second Strain Gradient Theory (SSGT)
2  Classic Theory of Elasticity (CT)
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دو حالت  گرادیان دوم کرنش برای هبر اساس نظری  بر حسب کربنی  لیتوخا   هکردر نانودر اثر سطح . کرنش شعاعی متوسط ایجاد شده 3ل کش

,  هندسی = 2 10 . 
Fig. 3. The average radial strain in the carbon shell due to the surface relaxation versus  for two values 

of 2,10 =  in second strain gradient theory. 

 

Fig. 3. The average radial strain in the carbon shell due to the surface relaxation versus ξ  for two values of
2,10γ =  in second strain gradient theory.

ξ بر اساس نظریه  شکل 3: کرنش شعاعی متوسط ایجاد شده در اثر سطح در نانوکره توخالی کربنی بر حسب 
,γ = 2 گرادیان دوم کرنش برای دو حالت هندسی 10
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نظریه در خصوص  به گونه ای که پیش بینی دو  دارد  حالت کلاسیک 
انقباض یا انبساط نانوکره در اثر بارگذاری بر عکس یکدیگر است. این 

در حالی  است که با افزایش ضخامت نانوکره توخالی این دو پاسخ به 
یکدیگر همگرا می شود. 

4 
 

 
 

 )ب(  )الف(

 )ج(
گرادیان دوم کرنش به ازای  هکربنی بر اساس نظری  توخالی  هاشی از اثر سطح در نانوکرشعاعی نیع شعاعی کرنش . توز 4شکل    و )الف( 10=

 = )ب( ، 2 و )ج(   10=  . بر حسب  50=

Fig. 4. The radial distribution of the radial strain versus   due to the surface effect in the carbon shell for 
10 = and a) 2 = , b) 10 = , and c) 50 =  in second strain gradient theory. 

Fig. 4. The radial distribution of the radial strain versus η  due to the surface effect in the carbon shell for 10γ = and a) 2ξ = , b) 10ξ = , and c)
50ξ =  in second strain gradient theory.

ξ، )ب( 10 = 2 γ و )الف(  شکل 4: توزیع شعاعی کرنش شعاعی ناشی از اثر سطح در نانوکره توخالی کربنی بر اساس نظریه گرادیان دوم کرنش به ازای 10=
.η ξ بر حسب = ξ و )ج( 50 =
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 )ب )الف
برابر روی سطوح داخلی و   )یا کششی( خامت اولیه تحت بارگذاری فشارینسبت به ضآسوده کربنی  توخالی هنانوکر. درصد تغییر ضخامت 5شکل 

الف(  خارجی بر حسب درصد بارگذاری نسبت به مدول یانگ کربن برای =10،   ب(  و 2= =10 ، گرادیان   هظریبر اساس ن 10=
 کلاسیک.  هدوم کرنش و الاستیسیت

Fig. 5. The thickness change normalized with respect to the initial thickness in the carbon shell under the equal 
inner and outer external pressure (tension) normalized with respect to the carbon Young’s modulus for a) 

10, 2 = =  and b) 10, 10 = =  in second strain gradient as well as classic elasticity. 

Fig. 5. The thickness change normalized with respect to the initial thickness in the carbon shell under the equal inner and outer external pressure (ten-
sion) normalized with respect to the carbon Young’s modulus for a) 10, 2γ ξ= =  and b) 10, 10γ ξ= =  in second strain gradient as well as classic 

elasticity.

شکل 5: درصد تغییر ضخامت نانوکره توخالی کربنی آسوده نسبت به ضخامت اولیه تحت بارگذاری فشاری )یا کششی( برابر روی سطوح داخلی و خارجی بر حسب 
ξ بر اساس نظریه گرادیان دوم کرنش و الاستیسیته کلاسیک. = 10 ،γ = ξ و ب( 10 = 2،γ = درصد بارگذاری نسبت به مدول یانگ کربن برای الف( 10
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توخالی،  نانوکره  آسوده  پیکربندی  بارگذاری  اثر  در  همچنین، 
θθ در محیط نانوکره توخالی کربنی  ϕϕτ τ= rrτ و  مولفه های تنش 
به صورت شعاعی توزیع می شود. به عنوان مثال، توزیع مولفه های تنش 
یکه شده نسبت به مدول یانگ کربن در اثر بارگذاری خارجی فشاری 
/ برای حالت هندسی10 /in carbon out carbonp E p E= = 0/0001

ξ در  = 10  ،γ = ξ در شکل های 6 )الف( و )ب( و 10 = 2 ،γ =

شکل های 7 )الف( و )ب( نمایش داده شده است. در این اشکال نیز، 
نتایج حاصل از نظریه گرادیان دوم کرنش با نظریه کلاسیک مقایسه 

شده است.
توزیع  بارگذاری،  حالت  این  در  می شود،  ملاحظه  که  همانطور 
خلاف  بر  کلاسیک  نظریه  در  نانوکره  ضخامت  در  تنش  مولفه های 
نظریه گرادیان دوم کرنش یکنواخت است. این درحالی  است که بر 
اساس نظریه گرادیان دوم کرنش و برای ضخامت های کوچک نانوکره 
با  است.  متغیر  بسیار  ضخامت  در  تنش  مولفه های  توزیع  توخالی، 
افزایش ضخامت نانوکره توزیع این مولفه های تنش در نقاط داخلی به 
جواب کلاسیک نزدیک می شود، در حالی که در نقاط نزدیک به سطوح 

6 
 

 
                                                                                 ب(                                                                             الف(

و ب(   rrالف( تنش  همولف. توزیع 6شکل     = حسبکربنی تو خالی بر  هکه شده بر حسب مدول یانگ کربن، در محیط نانوکری   
ب اثر  // 0001  فشاری  ارگذاری خارجیدر  /in carbon out carbonp E p E= برای حالت هندسی    0= =10،   نظریب   2= اساس  یان گراد  هر 

 کلاسیک.  هالاستیسیت هنظری دوم کرنش و 
Fig. 6. The stress a) rr  and b)   =  normalized with respect to the carbon Young’s modulus in the carbon 

shell versus   under the external pressure 0.0001in out carbonp p E= =  for 10, 2 = =  in second strain gradient as 
well as classic elasticity. 
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  ب(   (الف
و ب(   rrتنش الف(  همولف. توزیع  7شکل   = ،کربنی تو خالی بر حسب   هدر محیط نانوکر یکه شده بر حسب مدول یانگ کربن   در

// 0001  فشاری اثر بارگذاری خارجی /in carbon out carbonp E p E= برای حالت هندسی  0= =10 ، گرادیان دوم   هنظری بر اساس  10=
 کلاسیک.  هتیسیتالاس هکرنش و نظری

Fig. 7. The stress a) rr  and b)   =  normalized with respect to the carbon Young’s modulus in the carbon 
shell versus  under the external pressure 0.0001in out carbonp p E= =  for 10, 10 = =  in second strain gradient as 

well as classic elasticity. 

Fig. 6. The stress a) rrτ  and b) θθ ϕϕτ τ=  normalized with respect to the carbon Young’s modulus in the carbon shell versus η  under the external 
pressure 0.0001in out carbonp p E= =  for 10, 2γ ξ= =  in second strain gradient as well as classic elasticity.

η در اثر بارگذاری خارجی  θθ یکه شده بر حسب مدول یانگ کربن، در محیط نانوکره کربنی تو خالی بر حسب  ϕϕτ τ= rrτ و ب(  شکل 6: توزیع مولفه تنش الف(
ξ بر اساس نظریه گرادیان دوم کرنش و نظریه الاستیسیته کلاسیک. =  2 ،γ = 0 برای حالت هندسی10  / /in carbon out carbonp E p E= = فشاری 0001/

Fig. 7. The stress a) rrτ  and b) θθ ϕϕτ τ=  normalized with respect to the carbon Young’s modulus in the carbon shell versusη  under the external pres-
sure 0.0001in out carbonp p E= =  for 10, 10γ ξ= =  in second strain gradient as well as classic elasticity.

η در اثر بارگذاری خارجی  θθ یکه شده بر حسب مدول یانگ کربن، در محیط نانوکره کربنی تو خالی بر حسب  ϕϕτ τ= rrτ و ب(  شکل 7: توزیع مولفه تنش الف(
ξ بر اساس نظریه گرادیان دوم کرنش و نظریه الاستیسیته کلاسیک. = 10 ،γ = / برای حالت هندسی 10 /in carbon out carbonp E p E= = فشاری 0/0001
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داخلی و خارجی تغییرات ناگهانی و زیاد در مولفه ها ملاحظه می شود.
  

2-4- مساله دوپوسته ای
در این قسمت، نتایج مربوط به مساله دو پوسته ای، با فرض یک 
می شود.  ارائه  و  گرفته  نظر  در  کربنی  پوشش  با  سیلیکونی  پوسته 
 ، 0

siaα γ= به صورت  مساله  این  برای  هندسی  بی بعد  پارامترهای 

 0
ca 0 و 

sia 2 تعریف می شود که 0
caζ β ξ− = 1 و  0

siaβ α ξ− =

پارامترهای شبکه ای سیلیکون و کربن بلوری با ساختار الماس است. 

اگر این ساختار تحت اثر سطح و بدون اعمال بارگذاری خارجی در 
یک  گیرد،  قرار  بررسی  مورد  کرنش  دوم  گرادیان  نظریه  چهارچوب 
القا  پوسته  دو  کروی  فضای  در  غیربدیهی  شعاعی  جابجایی  میدان 
اثر  به دلیل  ابعاد هندسی  تغییر شعاعی در  و درنتیجه یک  می شود 
نشان دادن پیش بینی  به منظور  به وجود می آید.  اندازه  اثر  و  سطح 
میزان  8-الف،  شکل  در  سطح،  اثر  مورد  در  کرنش  دوم  گرادیان 
به  اندازه  و  سطح  اثر  در  سیلیکونی  داخلی  پوسته  ضخامت  تغییر 
1ξ نمایش داده  ازای ضخامت اولیه این پوسته که با پارامتر بی بعد 
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 ب(                                                                                                                                                          (   الف

)کربنی خارجی   هالف( پوست . تغییر ضخامت 8شکل  )  
 

−
−

)سیلیکونی داخلی    هپوستو ب(    )  
 

−
−

در اثر سطح و   1بر حسب   

2اندازه به ازای مقادیر مختلف  = =1 ، =10، 2 و  1= =10، 2  گرادیان دوم کرنش.  هنظریبر اساس  4=

Fig. 8. The normalized thickness change in the a) carbon coating ( )  
 

−
−  and b) inner silicon shell 

( )  
 

−
−

versus 1 due to the surface and size effect for the different geometries 2 1 = = , 210, 1 = = , 

210, 4 = =  in second strain gradient theory. 

Fig. 8. The normalized thickness change in the a) carbon coating ( )δ ζ β
ζ β

−
−  and b) inner silicon shell ( )δ β α

β α
−

− versus 1ξ due to the surface and size effect for 
the different geometries 

2 1γ ξ= = , 
210, 1γ ξ= = , 

210, 4γ ξ= =  in second strain gradient theory.

 در اثر سطح و اندازه به ازای مقادیر مختلف 11
1ξ ) بر حسب  )δ β α

β α
−

− ) و ب( پوسته سیلیکونی داخلی  )δ ζ β
ζ β

−
−

شکل 8: تغییر ضخامت الف( پوسته کربنی خارجی 
 بر اساس نظریه گرادیان دوم کرنش.

2ξ = 4 ،γ =  و 10
2ξ = 1 ،γ = 10 ، 2γ ξ= =
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 ب(                                                                                  لف(ا   
برای الف(  بر حسب  کروی  هدو پوست فضایاز اثر سطح و اثر اندازه در  عاعی حاصلتوزیع کرنش ش  .9شکل  =10، 1 =5، 2   ب(و  1=

 =10، 1 =5، 2  نش. گرادیان دوم کر هبر اساس نظری 5=

Fig. 9. The radial strain distribution under the surface and size effect in the spherical double shell versus   for 
a) 1 210, 5, 1  = = =  and b) 1 210, 5, 5  = = = in second strain gradient theory. 

Fig. 9. The radial strain distribution under the surface and size effect in the spherical double shell versus η  for a) 1 210, 5, 1γ ξ ξ= = =  and b) 

1 210, 5, 5γ ξ ξ= = = in second strain gradient theory.

5 ،γ = 2ξ و ب( 10 = 1 ، 1ξ = 5 ،γ = η برای الف( 10 شکل 9: توزیع کرنش شعاعی حاصل از اثر سطح و اثر اندازه در فضای دو پوسته کروی بر حسب 
2ξ بر اساس نظریه گرادیان دوم کرنش. = 5 ، 1ξ =
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γ می شود، برای مقادیر مختلف شعاع حفره داخلی )پارامتر بی بعد 
( ترسیم شده  2ξ ( و ضخامت پوسته خارجی کربنی )پارامتر بی بعد 
است. همچنین، در شکل 8-ب، تغییر ضخامت پوسته کربنی خارجی 
در اثر سطح و اندازه نسبت به ضخامت اولیه این پوسته برای مقادیر 
1ξ رسم شده است. پرواضح است که در  2ξ بر حسب  γ و  مختلف 
چهارچوب نظریه کلاسیک الاستیسیته، میدان جابجایی به وجود آمده 
در اثر سطح و اندازه و در غیاب بارگذاری خارجی جواب بدیهی صفر 
خواهد بود. همانطور که در شکل 8-الف ملاحظه می شود، اثر اندازه 
سیلیکونی  داخلی  پوسته  شعاعی  بعد  افزایش  به  منجر  سطح  اثر  و 
می شود این در حالی است که بر اساس نتایج نشان داده شده در شکل 
8-ب، اثر سطح و اندازه منجر به کاهش بعد شعاعی پوسته خارجی 
کربنی می شود. میزان این افزایش یا کاهش در بعد شعاعی پوسته های 
2ξ کاهش پیدا می کند. همچنین،  γ و/یا  داخلی یا خارجی با افزایش 
1ξ تغییر در ضخامت پوسته داخلی به سمت  مطابق انتظار، با افزایش 
صفر و تغییر در ضخامت پوسته خارجی به سمت یک عدد ثابت میل 
نتیجه می شود  و ب  مقایسه شکل های 8-الف  از  می کند. همچنین، 
از  بیشتر   1ξ پارامتر  به  پوسته داخلی  تغییر ضخامت  که حساسیت 
حساسیت تغییر ضخامت پوسته خارجی به این پارامتر است که البته 

این نتیجه نیز منطقی به نظر می رسد.
اثر  از  کرنش حاصل  شعاعی  مولفه  میدان  توزیع  این،  بر  علاوه   
بر  )الف( و )ب(  اندازه در فضای دو پوسته در شکل های 9  و  سطح 
و  2ξ = 1  ، 1ξ = 5  ،γ = 10 هندسی  حالت  دو  برای   η  حسب 

این  در  است.  شده  رسم  ترتیب،  به   ، 2ξ = 5  ، 1ξ = 5  ،γ = 10  
اشکال، توزیع میدان کرنش شعاعی در پوسته سیلیکونی با رنگ قرمز 
و خط پر و کرنش شعاعی در پوسته کربنی با رنگ آبی و خط چین 
نمایش داده شده است. همانطور که در این اشکال مشاهده می شود، 
میدان کرنش شعاعی در داخل محیط کروی و دور از سطوح مرزی 
حدود صفر و در نقاط نزدیک به مرز غیرصفر است و با افزایش ضخامت 

پوسته خارجی تغییرات در مولفه شعاعی کرنش زیادتر می شود. 
حال بعد از آسایش سطحی، اگر دو پوسته کروی تحت بارگذاری 
in قرار گیرد، تغییر در ابعاد آسوده دو پوسته به  outp p= خارجی 
وجود می آید. درصد تغییر ضخامت نسبت به ضخامت اولیه )ضخامت 
بارگذاری  درصد  حسب  بر  پوسته  هر  در  سطحی(  آسایش  از  بعد 
نسبت  که  خارجی  و  داخلی  سطوح  روی   inp کششی  یا  فشاری 
،γ = 10 حالت های  برای  است،  شده  یکه  کربن  یانگ  مدول   به 

1ξ = 10 ،γ = 10 ، 2ξ = 10 ، 1ξ = 1 ،γ = 10 ، 1 2ξ ξ= = 1 
1 به ترتیب در شکل های 10 الی 13  2γ ξ ξ= = = 2ξ و 10 = 1 ،
بر اساس نظریه های کلاسیک و گرادیان دوم کرنش نمایش داده شده 
است. مشاهده می شود که در حالتی که ضخامت هر دو پوسته کوچک 
و گرادیان  نظریه کلاسیک  اختلاف پیش بینی دو  است )شکل 10(، 
پوسته چشمگیر است و حتی  تغییر ضخامت هر دو  دوم کرنش در 
عکس  خارجی  پوسته  ضخامت  تغییر  مورد  در  نظریه  دو  پیش بینی 
پوسته  ضخامت  و  کم  داخلی  پوسته  ضخامت  وقتی  است.  یکدیگر 
خارجی زیاد است )شکل 11(، اختلاف پیش بینی دو نظریه در تغییر 
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 ب(                                                                           ف(   ال

بر حسب   داخلی سیلیکونی هپوستخارجی کربنی و ب(  هپوستدر الف(   آسایش سطحی یکه شده نسبت به ابعاد بعد از   . تغییر ضخامت10شکل 
اری خارجی یکه شده نسبت به مدول یانگ کربن برای بارگذ =10، 1 2 =  های کلاسیک و گرادیان دوم کرنش. ه بر اساس نظری 1=

Fig. 10. The thickness change normalized with respect to the relaxed dimensions in the a) carbon coating and b) 
silicon inner shell versus the external loading normalized with respect to the carbon Young’s modulus for 

1 210, 1  = = = in second strain gradient as well as classic elasticity. 

Fig. 10. The thickness change normalized with respect to the relaxed dimensions in the a) carbon coating and b) silicon inner shell versus 
the external loading normalized with respect to the carbon Young’s modulus for 1 210, 1γ ξ ξ= = = in second strain gradient as well as 

classic elasticity.

شکل 10: تغییر ضخامت یکه شده نسبت به ابعاد بعد از آسایش سطحی در الف( پوسته خارجی کربنی و ب( پوسته داخلی سیلیکونی بر حسب بارگذاری 
1 بر اساس نظریه های کلاسیک و گرادیان دوم کرنش. 2ξ ξ= = 1 ،γ = خارجی یکه شده نسبت به مدول یانگ کربن برای 10
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 ب(                      ف(                                            ال

بر حسب  داخلی سیلیکونی  هپوست و ب( خارجی کربنی   هپوستدر الف(   آسایش سطحی . تغییر ضخامت یکه شده نسبت به ابعاد بعد از 11شکل 
 بارگذاری خارجی یکه شده نسبت به مدول یانگ کربن برای =10، 1 =1، 2  های کلاسیک و گرادیان دوم کرنش. بر اساس نظریه  10=

Fig. 11. The thickness change normalized with respect to the relaxed dimensions in the a) carbon coating and b) 
silicon inner shell versus the external loading normalized with respect to the carbon Young’s modulus for 
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ضخامت پوسته داخلی زیاد و در تغییر ضخامت پوسته خارجی کم 
است اما در هر دو پوسته پیش بینی دو نظریه همسو است. در شکل 
12، ضخامت پوسته داخلی زیاد و ضخامت پوسته خارجی کم است 
انتظار تفاوت پیش بینی دو نظریه در تغییر ضخامت پوسته  بر  بنا  و 
داخلی و خارجی، به ترتیب کم و زیاد است. اما، این پیش بینی ها در 
نهایت،  مورد تغییر ضخامت پوسته خارجی عکس یکدیگر است. در 
پیش بینی   ،)13 )شکل  باشد  زیاد  پوسته  دو  هر  که ضخامت  زمانی 
نظریه گرادیان دوم کرنش در مورد تغییر ضخامت هر دو پوسته، هم 
از نظر جهت به پیش بینی نظریه کلاسیک میل  از نظر مقدار و هم 

می کند.

یکه   θθ ϕϕτ τ= و   rrτ تنش  مولفه های  توزیع  این،  بر  علاوه 
شده در فضای دو پوسته سیلیکونی و کربنی در اثر بارگذاری خارجی 
سطوح  روی   / /in carbon out carbonp E p E= = 0/0001 فشاری 
η، برای چهار  داخلی و خارجی بر حسب موقعیت شعاعی یکه شده 

1ξ = 1 ،γ = 10 ، 1 2ξ ξ= = 1 ،γ = حالت هندسی مختلف 10
1 به  2γ ξ ξ= = = 2ξ و 10 = 1 ، 1ξ = 10 ،γ = 10 ، 2ξ = 10 ،
ترتیب در شکل های 14 الی 17 نمایش داده شده و با پاسخ کلاسیک 
با  پوسته  مولفه های تنش در دو  اشکال،  این  است. در  مقایسه شده 
دیده  اشکال  این  در  که  همانطور  شده اند.  ترسیم  متفاوت  رنگ های 
می شود، جواب الاستیسیته کلاسیک در هر دو پوسته و در تمام حالات 
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تقریبا در ضخامت ثابت است. این در حالی  است که پاسخ مربوط به 
نظریه الاستیسیته تقویت شده در نزدیکی مرزها به شدت متغیر است 
در  چشمگیر  تغییرات  کل  در  باشد،  کم  پوسته  ضخامت  چنانچه  و 
rrτ در پاسخ کلاسیک  میدان تنش ملاحظه می شود. همچنین، تنش 
θθ در  ϕϕτ τ= در مرز دو پوسته پیوسته است در حالی که مولفه های 
مرز گسسته است. این در حالی  است که در پاسخ گرادیان دوم کرنش 
همه مولفه های تنش در مرز گسسته است که با توجه به صورت بندی 
این نظریه، این مساله قابل پیش بینی بوده است. نکته قابل ذکر دیگر 

در خصوص این اشکال این است که مرز دو پوسته در نظریه گرادیان 
دوم کرنش محلی غیر از مرز دو پوسته در نظریه کلاسیک است که 
دوم  گرادیان  نظریه  غیربدیهی  جواب  و  اثر سطح  به  نیز  مساله  این 
کرنش در خصوص اثر سطح و اندازه است که منجر به آسایش سطحی 

قبل از بارگذاری خارجی در نظریه گرادیان دوم کرنش می شود. 

5- نتیجه گیری
در این مقاله مساله لمه گونه کروی در الاستیسیته گرادیان دوم  16 
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می گیرد.  قرار  بررسی  مورد  دوفازی  و  تک فازی  حالت  دو  در  کرنش 
محیط  در  کرنشی  انرژی  چگالی  میندلین،  کرنش  دوم  گرادیان  در 
پیوسته به صورت تابعی از تانسور کرنش و گرادیان های مرتبه اول و 
ماده  ثابت  لمه، شانزده  ثابت های  بر  نوشته می شود و علاوه  دوم آن 
جدید شامل مدول چسبندگی و همچنین چهار طول مشخصه حجمی 
به دلیل وجود مدول  و یک طول مشخصه سطحی معرفی می شود. 
پیوسته  محیط  تعادل  امکان  میندلین،  صورت بندی  در  چسبندگی 
فراهم  دوم کرنش  گرادیان  نظریه  توسط  اندازه  و  اثرات سطح  تحت 
این  ابتدا  کروی،  تقارن  با  لمه گونه  مساله  حل  منظور  به  می شود. 
نظریه در دستگاه مختصات کروی نوشته می شود و معادلات تعادل، 
شرایط مرزی نیرویی و جابجابی و روابط بنیادین تنش و کرنش در 
این دستگاه مختصات استخراج می شود. با لحاظ کردن تقارن کروی 
در مساله لمه گونه، معادله تعادل یک معادله دیفرانسیل مرتبه شش 
خطی می شود که با استفاده از سری فروبینیوس حل شده، جواب های 
معادله حاصل می شود. در این مقاله، نانوکره توخالی کربنی به عنوان 
مساله لمه گونه تک فازی و نانوکره توخالی سیلیکونی با پوشش کربنی 
به عنوان مساله لمه گونه دوفازی مورد مطالعه قرار می گیرد. به منظور 
طول  و  مواد  ثابت های  عددی  مقادیر  عددی،  نتایج  آوردن  به دست 
کوانتمی  محاسبات  و  شبکه  نظریه  از  استفاده  با  آن ها  مشخصه های 
برای سیلیکون و کربن بلوری با ساختار الماس تعیین می شود. برای 
هر دو مساله، ابتدا آسایش سطحی در نتیجه اثرات سطح و اندازه مورد 
بررسی قرار می گیرد و میدان جابجایی و کرنش حاصل از آن تعیین 
گرفته،  قرار  خارجی  بارگذاری  تحت  مساله  دو  هر  سپس،  می شود. 
میدان تنش و تغییرات شعاعی در آن ها محاسبه و ارائه می شود. برخی 
نتایج ارائه شده با نتایج الاستیسیته کلاسیک مقایسه می شود. اثرات 
القای  به  منجر  دوپوسته  و  لمه گونه  مساله  دو  هر  در  اندازه  و  سطح 
کرنش های شعاعی و در نتیجه تغییر ابعاد در محیط های مادی مورد 
کرنش  کلاسیک،  الاستیسیته  که  است  درحالی   این  می شود.  بحث 
شعاعی ناشی از اثرات سطح و اندازه را پیش بینی نمی کند. هنگامی که 
اندازه شعاع فازها بسیار کوچک باشد، اثر سطح و اندازه بر نتایج قابل 
و  تعمیم یافته  نظریه  دو  نتایج  فازها  شعاع  افزایش  با  است.  ملاحظه 
کلاسیک به یکدیگر همگرا می شود. به عنوان مثال، در مساله دوپوسته، 
اثر سطح و اندازه در گرادیان دوم کرنش، تغییر ضخامت به ضخامت 
 2ξ γ= = 1ξ و 1 = اولیه را در فاز سیلیکون حدود 0/03 برای 3

 ،γ = پیش بینی می کند. با افزایش شعاع حفره داخلی در حالت 10
2ξ این تغییر حدود 50 درصد کاهش می یابد. بعد از رسیدن به  = 1
آسایش سطحی، بارگذاری خارجی متقارن اعمال می شود. به عنوان 
مثال، برای بارگذاری خارجی یکه حدود0/0001، تنش شعاعی یکه 
1 تقریبا در  2ξ ξ= = 1 ،γ = در دوپوسته برای حالت هندسی 10
بر  این در حالی  است که  ثابت و حدود 0/0001- است؛  فاز  هر دو 
اساس گرادیان دوم کرنش، تنش شعاعی یکه در مرز پیوسته نیست 
و مثلا در فاز کربن و در مجاورت مرز دو فاز حدود 0/00315- است. 
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