
Amirkabir Journal of Mechanical Engineering

Amirkabir J. Mech. Eng., 53(Special Issue 1) (2021)137-140
DOI: ﻿ 10.22060/mej.2019.16538.6383

Nonlinear Transient Heat Transfer Analysis Using Two Integration Methods with 
Different Distributions of Integration Points in the Domain in a Meshless Formulation
S. Kooshki1, M. Khodadad1* , A. Khosravifard2

1 Department of Mechanical Engineering, Yazd University, Yazd, Iran
2 Department of Mechanical Engineering, Shiraz University, Shiraz, Iran

ABSTRACT:  In this article, the transient heat transfer problem with both convection and radiation 
boundary conditions is studied. The meshless radial point interpolation method is implemented in this 
numerical study. Also, two integration methods, the Cartesian transformation method and the Gaussian 
quadrature method which uses background cells, are employed for computation of the domain integral. 
First, a homogenous medium with both convection and radiation boundary conditions is considered. 
The temperature distribution obtained by the proposed meshless method is compared with the analytical 
solution for a heat transfer problem and excellent agreement is observed. Then, a number of example 
problems in a layered composite and a functionally graded sample with both convection and radiation 
boundary conditions are solved and the temperature results are compared with those of ABAQUS 
software. Through the numerical examples it is observed that using the cartesian transformation method 
in comparison with the background cell method in convection boundary conditions reduces the error to 
half and in radiation boundary conditions reduces the error to one-quarter. This numerical method is a 
meshless method which does not require any background mesh. Moreover, the amount of error using 
the background cell method in problems with radiation boundary conditions is more than those with 
convection boundary conditions. This shows the advantage of using the cartesian transformation method 
in problems with radiation boundary condition which have a higher degree of nonlinearity, due to the 
temperature-dependent boundary conditions. 
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1. INTRODUCTION
Nowadays, new materials like layered composites and 

Functionally Graded Materials (FGMs) have many applications 
because of their commercial and environmental advantages 
[1]. Because of a gradual change of microstructure in FGMs, 
their macroscopic properties such as thermal conductivity 
and specific heat, change gradually. Therefore, FGMs are 
very good candidates for high-temperature applications like 
Thermal Barrier Coatings (TBCs), combustion chambers, etc. 
[2, 3]. Consequently, the study of numerical methods which 
can evaluate their thermal behavior is valuable. 

Since FGMs are non-homogenous, many analytical 
solutions are not applicable to them [4]. Solving the transient 
heat transfer problem in FGMs needs a powerful numerical 
method. Also, in temperatures higher than 600°C, radiation 
should be considered. However, transient heat conduction 
with radiation has not been the subject of many studies [5]. 
Therefore, the study of transient heat conduction problems 
with radiation Boundary Conditions (BCs) is valuable. 

In this study, the meshless Radial Point Interpolation 
Method (RPIM) is adopted for numerical analyses. This 
method was first introduced by Wang and Liu [6, 7]. The RPIM 
is based on the local weak formulation; consequently, it should 
be combined with an integration method for computation 

of the domain integrals. In this study, the application of the 
traditional method of the Gaussian Quadrature (GQ) by the 
use of background cells is compared with the application 
of the Cartesian Transformation Method (CTM) [8] in 
RPIM formulation. Using the CTM for calculation of the 
domain integrals results in a truly-meshless Radial Point 
Interpolation Method (t-RPIM) [4, 9] which does not require 
any background mesh.

Firstly, the transient temperature responses in a 
homogenous domain with both convection and radiation 
BCs obtained by the t-RPIM are validated by analytical 
temperature responses of the same problem. Then, a layered 
composite and a Functionally Graded (FG) sample made 
of Al2O3 and ZrO2 powders are considered. The transient 
temperature responses in these samples with both convection 
and radiation BCs using both the GQ method and the CTM 
in RPIM formulation are calculated and the results are 
compared to those obtained from ABAQUS software, and an 
excellent agreement is observed.

2. METHODOLOGY
The transient heat transfer problem in a non-homogenous 

and isotropic medium with temperature-dependent thermal 
properties is considered. The governing differential equation 
without internal heat sources in the domain can be written as:
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in which ρ(x) is the density, k(x,T) is the thermal 
conductivity and c(x,T) is the specific heat. The corresponding 
transient heat transfer problem with convection and radiation 
BCs (Fig. 1) is considered. In Fig. 1, hc is the convection heat 
transfer coefficient, T∞ is the ambient temperature, σ is Stefan-
Boltzmann constant and ε is the absorptivity coefficient of the 
surface, which is between 0 and 1.

By calculation of the RPIM shape functions for the 
transient heat transfer problem, and substituting them in the 
weak form of Eq. (1), the following system of equations is 
obtained in which {T} is the temperature vector and {F(t,T)} 
is the thermal load vector, both with the dimension of N×1. 
[M] is mass matrix and [K(T)] is the thermal stiffness matrix, 
both with the dimension of N×N, where N is the total number 
of meshless nodes in the domain [8].

[ ]{ } [ ]{ } { }( ) ( )+ = T t,TM T K T F �
(2)

Eq. (2) is solved in the time domain using the Crank-
Nicolson scheme [10]. Mass, stiffness, and load matrices are 
in the form of the domain and boundary integrals as follows, 
where φi is the shape function of node i. 
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hr in Eqs. (4) to (6) is the effective radiation heat transfer 
coefficient [11] which is a non-linear function of temperature. 
In the t-RPIM, the domain integrals in Eqs. (3) and (4) are 
calculated using the CTM. In traditional RPIM, these integrals 
are calculated using the GQ. In this work, the analyses are 
performed using both of these integration methods in the 
RPIM and the obtained results are compared.

3. RESULTS AND DISCUSSION 
A transient heat transfer problem in a homogenous domain 

with both convection and radiation BCs is considered. The 
analytical temperature response in this problem calculated 
using the Fourier expansion [12] has an excellent agreement 
with the calculated t-RPIM temperature responses which 
verifies the validity of the t-RPIM.

Also, a similar problem is studied in a layered composite 
and an FG sample. The obtained temperature responses 
are compared with those obtained from ABAQUS software 
and good agreement between them is observed. Moreover, 
these problems are solved using the RPIM combined with 
the GQ method for domain integrals calculation and the 
calculated temperature responses are compared with those 
obtained using the t-RPIM and ABAQUS. It is observed that 
the calculated temperatures using the t-RPIM have better 
agreement with those calculated using the GQ which shows 
the better ability of the t-RPIM in dealing with transient heat 
transfer problems. A comparison of these temperature-depth 
profiles for the layered sample along a horizontal path with all 
the boundaries subjected to convection heat transfer is shown 
in Fig. 2, as an example. 

4. CONCLUSION
The t-RPIM is capable of solving the transient heat transfer 

problem both in homogenous and non-homogenous media with 
convection and radiation BCs. In radiation BC, the problem has 
a higher degree of nonlinearity, due to temperature-dependent 
BCs. However, the t-RPIM can calculate temperature responses 
with less than 2% difference in comparison with analytical 
(homogenous) and ABAQUS results. 

Moreover, a comparison of the temperature responses 
obtained using the CTM and the GQ method with those 
obtained by ABAQUS shows that by using the CTM in the 
meshless solution, the error reduces to half and one quarter 
in convection and radiation BCs, respectively. It should be 
mentioned that the number of integration points used in the 
CTM is less than those in the GQ method. Therefore, this 
improvement in the accuracy of the calculated temperature 
responses is obtained without using more integration points. 
This is a positive point for the CTM since it requires a smaller 
number of integration points and therefore reduces the 
computational time.

 

Fig. 1. Different boundary conditions in the domain problem. 

  

Fig. 1. Different boundary conditions in the domain 
problem.

 

 

Fig. 2. Comparison of the temperature-depth profile in the layered sample with convection boundary condition. 

 

Fig. 2. Comparison of the temperature-depth profile in the 
layered sample with convection boundary condition.



139

S. Kooshki et al., Amirkabir J. Mech Eng., 53(Special Issue 1) (2021) 137-140, DOI: 10.22060/mej.2019.16538.6383 ﻿ 

REFERENCES
[1] R. Joshi, S. Alwarappan, M. Yoshimura, V. Sahajwalla, Y. Nishina, 

Graphene oxide: the new membrane material, Applied Materials 
Today, 1(1) (2015) 1-12.

[2] Y. Torres, P. Trueba, J. Pavón, E. Chicardi, P. Kamm, F. 
García-Moreno, J. Rodríguez-Ortiz, Design, processing and 
characterization of titanium with radial graded porosity for bone 
implants, Materials & Design, 110 (2016) 179-187.

[3] S. Naga, M. Awaad, H. El-Maghraby, A. Hassan, M. Elhoriny, 
A. Killinger, R. Gadow, Effect of La2Zr2O7 coat on the hot 
corrosion of multi-layer thermal barrier coatings, Materials & 
Design, 102 (2016) 1-7.

[4] A. Khosravifard, M. Hematiyan, L. Marin, Nonlinear transient 
heat conduction analysis of functionally graded materials in 
the presence of heat sources using an improved meshless radial 
point interpolation method, Applied Mathematical Modelling, 
35(9) (2011) 4157-4174.

[5] W. Ge, C. Zhao, B. Wang, Thermal radiation and conduction in 
functionally graded thermal barrier coatings. Part I: Experimental 
study on radiative properties, International Journal of Heat and 
Mass Transfer, 134 (2019) 101-113.

[6] J. Wang, G. Liu, On the optimal shape parameters of radial basis 
functions used for 2-D meshless methods, Computer methods 
in applied mechanics and engineering, 191(23) (2002) 2611-
2630.

[7] J. Wang, G. Liu, A point interpolation meshless method based 
on radial basis functions, International Journal for Numerical 
Methods in Engineering, 54(11) (2002) 1623-1648.

[8] A. Khosravifard, M.R. Hematiyan, A new method for meshless 
integration in 2D and 3D Galerkin meshfree methods, 
Engineering Analysis with Boundary Elements, 34(1) (2010) 30-
40.

[9] T. Bui, A. Khosravifard, C. Zhang, M. Hematiyan, M. Golub, 
Dynamic analysis of sandwich beams with functionally graded 
core using a truly meshfree radial point interpolation method, 
Engineering structures, 47 (2013) 90-104.

[10] J.N. Reddy, An Introduction to the Finite Element Method,  
(1993) 227–230.

[11] J.N. Reddy, D.K. Gartling, The finite element method in heat 
transfer and fluid dynamics, CRC press, 2010.

[12] Y. Cengel, Heat and mass transfer: fundamentals and 
applications, McGraw-Hill Higher Education, 2014.

HOW TO CITE THIS ARTICLE
S. Kooshki, M. Khodadad, A. Khosravifard,  Nonlinear Transient Heat Transfer Analysis Using 
Two Integration Methods with Different Distributions of Integration Points in the Domain in 
a Meshless Formulation, Amirkabir J. Mech Eng., 53(Special Issue 1) (2021) 137-140.

DOI: ﻿ 10.22060/mej.2019.16538.6383



This
 pa

ge
 in

ten
tio

na
lly

 le
ft b

lan
k



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر

نشریه مهندسی مکانیک، دوره ۵۳، شماره ویژه 1، سال ۱۴۰۰، صفحات 553 تا 572
DOI: ﻿ 10.22060/mej.2019.16538.6383

تحلیل انتقال حرارت گذرا غیرخطی با استفاده از دو روش انتگرال‌گیری با توزیع متفاوت نقاط 
انتگرال‌گیری در دامنه در یک فرمولاسیون بدون مش

سحر کوشکی1، محمود خداداد سریزدی1*، امیر خسروی‌فرد2

1 دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه یزد، یزد، ایران 
2 دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه شیراز، شیراز، ایران 

خلاصه: در این مقاله، مسئله انتقال حرارت گذرای غیرخطی، با هر دو شرط مرزی همرفتی و تابشی، مطالعه شده است. 
فرمولاسیون بدون مش درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی در ترکیب با دو روش انتگرال‌گیری تبدیل کارتزین و روش مربعی گاوس 
که از سلول پس‌زمینه استفاده می‌کند؛ برای محاسبه انتگرال‌های دامنه‌ای، به‌کار رفته است. ابتدا دمای حاصل از حل 
تحلیلی مسئله انتقال حرارت گذرا با شرایط مرزی همرفتی و تابشی در یک دامنه همگن، با نتایج حل بدون مش مقایسه 
و همخوانی آن‌ها تایید شده است. سپس، مسئله انتقال حرارت گذرا با هر دو نوع شرط مرزی در نمونه‌های کامپوزیت 
لایه‌ای و مدرج تابعی، با استفاده از هر دو روش انتگرال‌گیری ذکر شده در فرمولاسیون بدون مش، حل شده است و دماهای 
به‌دست آمده با دمای حاصل از حل مسئله مشابه با نرم‌افزار آباکوس، مقایسه شده‌اند. مطابق نتایج حاصله، استفاده از روش 
تبدیل کارتزین در مقایسه با روش سلول پس‌زمینه، در مسائل با شرایط مرزی همرفتی حداقل خطا را به نصف و در مسائل 
با شرایط مرزی تشعشعی، خطا را تا یک چهارم کاهش می‌دهد. همچنین، این روش عددی یک روش بدون مش است که 
به هیچ مش‌بندی نیاز ندارد. میزان خطا با استفاده از روش سلول پس‌زمینه در مسائل دارای شرایط مرزی تشعشعی در 
مقایسه با شرایط مرزی همرفتی، بیشتر است. همین موضوع، مزیت استفاده از روش تبدیل کارتزین را در مسائل با شرط 
مرزی تشعشعی، که به دلیل وابسته بودن شرایط مرزی به دما، میزان غیرخطی بودن مسئله در آن‌ها بیشتر است؛ نشان 

می‌دهد.
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1- مقدمه
امروزه مواد جدیدی مانند مواد کامپوزیت لایه‌ای و مدرج تابعی، 
به دلیل مزایای اقتصادی و زیست‌محیطی آن‌ها، کاربردهای متعددی 
مثال، در  برای   .]1[ پیدا کرده‌اند  بالاتر  با دماهای  به‌ویژه در صنایع 
تابعی، به دلیل داشتن یک میکروساختار پیوسته، تغییر  مواد مدرج 
ویژه،  گرمای  و  حرارتی  رسانایی  مانند  ماکروسکوپی  پیوسته خواص 
استفاده  برای  مناسبی  کاندیدای  به  مواد  این  درنتیجه،  می‌دهد.  رخ 
در صنایع با گرادیان دمایی بالا، مانند پوشش‌های حفاظت حرارتی، 
تبدیل  غیره،  و  گاز  توربین‌های  پره  سوخت،  احتراق  محفظه‌های 

شده‌اند ]5-2[ .

با توجه به کاربردهای متعدد مواد مدرج تابعی در صنایع مختلف، 
ارائه روش‌هایی که بتواند رفتار حرارتی این مواد را بررسی کند، کار 
ارزشمندی است. به دلیل طبیعت غیرهمگن مواد مدرج تابعی، حل 
مسئله انتقال حرارت گذرا در این مواد، نیازمند استفاده از یک ابزار 
عددی قدرتمند است؛ زیرا، حل‌های تحلیلی برای مسئله انتقال حرارت 
همچنین  و  ایزوتروپیک  و  همگن  مواد  با  دامنه‌هایی  در  تنها  گذرا 
از طرف   .]6[ هندسه‌ها و شرایط مرزی ساده در دسترس می‌باشند 
به‌کار بردن  با  با در دست داشتن روش‌های عددی کارآمد، و  دیگر، 
یک الگوریتم حل معکوس مناسب، می‌توان از این روش‌های عددی، 
برای شناسایی خواص یا عیوب مواد ناهمگن و به‌ویژه، برای مانیتور 
کردن سلامت سازه‌ها در صنایع مختلف، استفاده کرد ]7[. بعلاوه، در 

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode
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کاربردهای با دمای بالاتر از 600 درجه سانتی‌گراد، پدیده تشعشع در 
تحلیل مسائل انتقال حرارت اهمیت پیدا می‌کند. اما، بررسی مسئله 
رسانایی حرارتی همراه با تشعشع، کمتر مورد توجه قرار گرفته است 
]8[. به همین دلیل، بررسی روش‌هایی که قادر به تحلیل این دسته از 

مسائل باشند، یک کار مهندسی با ارزش است.
گسترش  روی  بر  زیادی  مطالعات  گذشته،  دهه  چند  طول  در   
و  مرزی،  اجزا  روش  محدود،  اجزا  روش  مانند  عددی،  روش‌های 
مدرج  مواد  حرارتی  رفتار  تحلیل  منظور  به  المان،  بدون  روش‌های 
روش‌های  عددی،  روش‌های  این  بین  در  است.  گرفته  تابعی صورت 
بدون مش به دلیل عدم وابستگی به مش‌بندی )برخلاف روش اجزای 
روش  )برخلاف  اساسی  تکین  حل  محاسبه  به  نیاز  عدم  و  محدود( 
اجزای مرزی(، که در حالت کلی برای مسائل غیرهمگن در دسترس 
نیست؛ مزایای بیشتری دارند. برای مثال، این روش‌ها به راحتی قابل 
اعمال‌اند، سرعت محاسبه بالایی دارند، به فضای کمتری برای ذخیره 
اطلاعات نیاز دارند و سرعت همگرایی بالاتری در مقایسه با روش‌های 
کلاسیک مش‌بندی دامنه یا مرز دارند ]9[. روش عددی مورد نظر در 
این مقاله، جهت تحلیل مسئله گذرای انتقال حرارت در مواد ناهمگن، 
روش  است.  شعاعی1  نقطه‌ای  درون‌یابی  بدون‌مش  روش  اساس  بر 
تحلیل  برای  بار  اولین  برای  شعاعی،  نقطه‌ای  مش ‌‌درون‌یابی  بدون 
مسائل مکانیک جامدات توسط ونگ و لیو ارائه شد ]10 و 11[. این 
روش، بعد از آن برای حل مسائل مختلفی مانند، تحلیل استاتیکی و 
دینامیکی سازه‌های پیزوالکتریک ]12[، ارتعاشات آزاد صفحات مدرج 
تابعی در حضور منابع  ]13[، رسانایی حرارتی صفحات مدرج  تابعی 

حرارتی ]6[ و غیره، به‌کار برده شده است.
روش بدون مش ‌‌درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی، بر اساس فرمولاسیون 
دامنه‌ای  انتگرال‌های  محاسبه  نیازمند  بنابراین،  است.  کلی  ضعیف 
بدون  فرمولاسیون  این  در  استفاده  مورد  انتگرال‌گیری  روش  است. 
مش، در این مقاله مطالعه شده است. روش انتگرال‌گیری مرسوم در 
فرمولاسیون درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی، استفاده از مش پس‌زمینه و 
با استفاده از روش مربعی گاوس2 است. از جمله  انتگرال‌ها  محاسبه 
دیگر روش‌های انتگرال‌گیری، روش تبدیل کارتزین3 است که توسط 
درون‌یابی  مش  بدون  فرمولاسیون  با   ،]6[ همکاران‌  و  خسروی‌فرد 

1   Radial Point Interpolation Method (RPIM)
2   Gaussian Quadrature (GQ)
3   Cartesian Transformation Method (CTM)

با  برای صحت‌سنجی حل  ابتدا،  است.  ترکیب شده  نقطه‌ای شعاعی 
هر  با  گذرا  حرارت  انتقال  مسئله  شعاعی،  نقطه‌ای  درون‌یابی  روش 
دو نوع شرط مرزی همرفتی و تابشی در یک صفحه بزرگ از جنس 
فولاد ضدزنگ )ماده همگن و ایزوتروپیک( در نظر گرفته شده است 
سپس،  است.  شده  استخراج  مراجع  از  مسئله  این  تحلیلی  حل  و 
از روش  با روش درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی و استفاده  همین مسئله 
انتگرال‌گیری تبدیل کارتزین، حل شده و نتایج در راستای عمق نمونه 
در لحظه 420 ثانیه با هم مقایسه شده است؛ که از همخوانی بسیار 
خوبی برخوردار هستند. در ادامه، نمونه‌های کامپوزیت لایه‌ای و مدرج 
اکساید در نظر گرفته  اکساید و زیرکونیوم  آلومنیوم  از جنس  تابعی 
شده‌اند و ابتدا خواص این مواد از مراجع استخراج شده است. سپس، 
مسئله انتقال حرارت گذرا با هر دو شرط مرزی همرفتی و تابشی، و با 
به‌کار‌گیری روش بدون مش پیشنهاد شده، در ترکیب با هر دو روش 
انتگرال‌گیری ذکر شده، برای هر دو نمونه، حل شده و نتایج با حل 
و صحه‌گذاری  مقایسه  آباکوس  نرم‌افزار  از  استفاده  با  اجزای محدود 

شده‌اند. 

2-روش درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی
روش‌های بدون‌‎مش فرم کلی، مانند روش بدون مش ‌‌درون‌یابی 
نقطه‌ای شعاعی، در حقیقت تنها از نظر عامل درون‌یاب متغیر میدان، 
برای  پس‌زمینه  یک مش  که  است  لازم  و  هستند  بدون‌‎مش  نوع  از 
قرار  استفاده  مورد  دامنه مسئله،  تمام  در  فرم ضعیف،  انتگرال‌گیری 
بگیرد. در فرمولاسیون اصلی درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی، انتگرال‌های 
گاوس  مربعی  روش  و  پس‌زمینه  مش‌های  از  استفاده  با  دامنه‌ای 
مقداریابی می‌شوند. اما، استفاده از مش‌های پس‌زمینه برای محاسبه 
همان  که  بدون‌‎مش  روش‌های  اصلی  مزیت  دامنه‌ای،  انتگرال‌های 
عدم نیاز به مش‌بندی است را، از بین می‌برد. از طرف دیگر، استفاده 
روش  با  ترکیب  در  شعاعی  نقطه‌ای  مش ‌‌درون‌یابی  بدون  روش  از 
انتگرال‌گیری تبدیل کارتزین، موجب می‌شود که انتگرال‌های دامنه‌ای 
بدون نیاز به ‌‌مش‌بندی پس‌زمینه محاسبه شوند. بنابراین، این روش، 
یک روش بدون‌‎ مش و بدون نیاز به مش پس‌زمینه است، که به عنوان 
روش بدون مش درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی شناخته می‌شود. بعلاوه، 
عدم نیاز به پیوستگی المان‌ها، آسانی حذف یا اضافه کردن گره‌ها به 
دامنه مسئله و هموار بودن نتایج به دست آمده، از دیگر ویژگی‌های 
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بدون  روش  فرمولاسیون  ابتدا  ادامه،  در   .]6[ است  روش  این  مثبت 
مش ‌‌درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی، شرح داده می‌شود و سپس، محاسبات 
عددی مربوط به مقداریابی انتگرال‌های دامنه‌ای، با استفاده از هر یک 

از روش‌های انتگرال‌گیری مورد بررسی در این کار، بیان می‌شود. 

1-2- محاسبه توابع شکلدر روش درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی
از تعدادی گره در  برای تقریب زدن جواب در هر نقطه دلخواه، 
اطراف آن نقطه، که اصطلاحاً در ناحیه پشتیبانی مربوط به آن نقطه 
قرار دارند؛ مطابق رابطه )1( استفاده می‌شود. زیرا، برای داشتن جواب 
در هر نقطه، تنها داشتن اطلاعات مربوط به گره‌های اطراف آن نقطه، 
که در ناحیه پشتیبانی مربوط به آن نقطه قرار دارند، کفایت می‌کند و 

نیازی به داشتن اطلاعات مربوط به گره‌های دورتر نیست.
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 مرزی   شرط  دو  هر  با  گذرا  حرارت  انتقال  مسئله  سپس، .  است   شده  استخراج  مراجع  از  مواد  این  خواص  ابتدا  و  اندشده   گرفته  نظر
 ، نمونه  دو  هر  گیری ذکر شده، برای انتگرال  در ترکیب با هر دو روش  شده،  پیشنهاد  شم  بدون  روش  گیری کاربه   با  و  تابشی،  و  همرفتی

   .اندشده گذاری صحه و مقایسه آباکوس افزارنرم از  استفاده با محدود اجزای  حل با نتایج  و شده حل
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روش  کلی،  فرم  مشبدون  های روش  متغیر   یاب درون  عامل  نظر  از  تنها   حقیقت  در  شعاعی،  ای نقطه   یابیدرون  مش  بدون  مانند 
 استفاده   مورد  ،مسئله  دامنه  تمام  در  ،ضعیف  فرم  گیری انتگرال   برای   زمینهپس   مش  یک  که  است  لازم  و  هستند   مشبدون  نوع  از  میدان،

 گاوس   مربعی  روش  و  زمینهپس   های مش   از  استفاده   با  ای دامنه   های انتگرال  شعاعی،  ای نقطه   یابیدرون اصلی  فرمولاسیون  در.  بگیرد  قرار
 همان  که   مشبدون  های روش  اصلی  مزیت  ای،دامنه  های انتگرال   محاسبه  برای   زمینه پس   های مش   از  استفاده  ، اما.  شوندمی   مقداریابی

 روش   با  ترکیب  در  شعاعی  ای قطه ن   یابیدرون  مش  بدون   روش  از  استفاده  ،از طرف دیگر.  بردمی   بین  از  را،  است  بندی مش   به  نیاز  عدم
 این   بنابراین،.  شوند  محاسبه  زمینهپس  بندی مش   به  نیاز  بدون  ای دامنه  های انتگرال   که  شودمی   موجب  ،کارتزین  تبدیل  گیری انتگرال 
روش    ، است  زمینهپس   مش  به  نیاز  بدون  و  مش بدون  روش   یک  روش، عنوان  به  نقطه درون  بدون مشکه  شنیابی  شعاعی  اخته ای 

 از  آمده،   دست  به  نتایج  بودن  هموار  و  مسئله  دامنه  به  هاگره  کردن  اضافه  یا  حذف  آسانی  ها،المان  پیوستگی  به  نیاز  عدم  بعلاوه،.  شودمی 
و  شودشرح داده می  ،شعاعی  ای نقطه  یابیدرونفرمولاسیون روش بدون مش   ابتدا  ،در ادامه.  [6] است  روش  این   مثبت  های ویژگی  دیگر

گیری مورد بررسی در این های انتگرالبا استفاده از هر یک از روش  ،ایهای دامنهسپس، محاسبات عددی مربوط به مقداریابی انتگرال
   شود.کار، بیان می 

 شعاعی  اییابی نقطه ن روش درودر محاسبه توابع شکل   -1-2
 نقطه   آن  به  مربوط  پشتیبانی  ناحیه  در  اصطلاحاً  که  ،نقطه  آن  اطراف  در  گره  تعدادی   از  دلخواه،  نقطه  هر  در  جواب  زدن   تقریب  برای 

 آن   افاطر  های گره   به  مربوط   اطلاعات  داشتن   تنها   نقطه،  هر  در  جواب  داشتن  برای   ،زیرا.  شودمی   استفاده(  1)  رابطه  مطابق  ؛دارند  قرار
 . نیست دورتر های گره  به  مربوط اطلاعات داشتن به  نیازی   و کندمی کفایت دارند، قرار نقطه آن به مربوط پشتیبانی  ناحیه در که  ،نقطه

(1)    1
( ) ( , )

=
= =n T

i i j j si
u u x yX φ u  

  n.  است  مجهول  آن  در  u  میدانی   متغیر   که  ،است  j,yj=(xX(  نقطه  محل   در  ام،i  گره   به   مربوط   شکل  تابع  xiφ)j,yj(  ،(1)  رابطه  در
 هاییگره   برای   نقطه  هر  در  شکل  تابع  مقدار.  است  ایگره   نقاط  محل  در  میدانی  متغیر  مقدار  iu  و  ،پشتیبانی  ناحیه  در  هاگره  کل  تعداد

 پشتیبانی   ناحیه   اندازه  و  شکل  به  نقطه،  هر  در  یابیدرون  دقت.  است  صفر   گیرند؛می  قرار  نقطه  آن  به  مربوط  پشتیبانی   ناحیه  از  خارج  که
 ،روش  این  در.  است  شده   استفاده  ،پشتیبانی   ناحیه  ابعاد  محاسبه  برای   [ 15]   گائو  و  لیو  روش  اینجا  در.  [ 14]  دارد  بستگی  نقطه  آن  در

 که   است  ثابت  یک  sα  آن  در  که  cd sα=sd  از  است  عبارت  پشتیبانی  ناحیه  شعاع  و  شودمی   گرفته  نظر  در  دایره  شکل  به  پشتیبانی  ناحیه
 .است  پشتیبانی  حیهنا در هاگره  بین  متوسط فاصله cd و شودمی  گرفته نظر در 3 تا  5/1 بین معمولًا

 بردار   T(t)  آن در  که  شود نوشته( 2)  رابطه  شکل  به  تواندمی   حرارت  انتقال  مسئله در  شده  زده  تقریب  دمایی  میدان  ، (1)  رابطه  بنابر
 . است شکل تابع دربرگیرنده  بردار X(Tφ( و ای گره  نقاط  در دما مقدار دربرگیرنده 

(2) 
1

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )
=

= =
n

T
i j j i

i
T t x y T t tX φ x T  

  و   شعاعی  پایه  تابع  سری   یک  از  دلخواه،   نقطه  هر  در  دمایی   میدان  تقریب   و  شکل   توابع  ساختن  برای   مش،  بدون  سیونفرمولا این    در
 : [ 14 و 11] شودمی   استفاده( 3) رابطه مطابق ،ای جمله تک پایه تابع سری  یک

(3) 
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
= =

= + 
n m

i i k k
i k

T t R a t P b tX X X  

 های گره   تعداد  ،رابطه  این  در  n.  هستند  ای جملهتک  پایه  توابع  همان  X(kP(  و  شعاعی  پایه  توابع  همان  iR)X(  ،(3)  رابطه  در
  توابع  اینجا  در.  هستند   مسئله  زمانی  مجهولات  ،kb(t)  و  ia(t)  و  شعاعی  پایه  توابع  تعداد  m  ،مورد نظر  نقطه   پشتیبانی  دامنه   در  پراکنده

 : گیرندمی  قرار استفاده مورد m=3 با خطی پایه

�)1(

در رابطه )φi(xj,yj) ،)1 تابع شکل مربوط به گره iام، در محل 
 n .در آن مجهول است u است، که متغیر میدانی X=(xj,yj) نقطه
در  میدانی  متغیر  مقدار   ui و  پشتیبانی،  ناحیه  در  گره‌ها  کل  تعداد 
محل نقاط گره‌‌ای است. مقدار تابع شکل در هر نقطه برای گره‌هایی 
که خارج از ناحیه پشتیبانی مربوط به آن نقطه قرار می‌گیرند؛ صفر 
است. دقت درون‌یابی در هر نقطه، به شکل و اندازه ناحیه پشتیبانی 
در آن نقطه بستگی دارد ]14[. در اینجا روش لیو و گائو ]15[ برای 
روش،  این  در  است.  شده  استفاده  پشتیبانی،  ناحیه  ابعاد  محاسبه 
ناحیه پشتیبانی به شکل دایره در نظر گرفته می‌شود و شعاع ناحیه 
پشتیبانی عبارت است از ds=αs dc که در آن αs یک ثابت است که 
معمولاً بین 1/5 تا 3 در نظر گرفته می‌شود و dc فاصله متوسط بین 

گره‌ها در ناحیه پشتیبانی است.
بنابر رابطه )1(، میدان دمایی تقریب زده شده در مسئله انتقال 
حرارت می‌تواند به شکل رابطه )2( نوشته شود که در آن T(t) بردار 
دربرگیرنده مقدار دما در نقاط گره‌‌ای و φT(X) بردار دربرگیرنده تابع 

شکل است.
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 ،روش  این  در.  است  شده   استفاده  ،پشتیبانی   ناحیه  ابعاد  محاسبه  برای   [ 15]   گائو  و  لیو  روش  اینجا  در.  [ 14]  دارد  بستگی  نقطه  آن  در

 که   است  ثابت  یک  sα  آن  در  که  cd sα=sd  از  است  عبارت  پشتیبانی  ناحیه  شعاع  و  شودمی   گرفته  نظر  در  دایره  شکل  به  پشتیبانی  ناحیه
 .است  پشتیبانی  حیهنا در هاگره  بین  متوسط فاصله cd و شودمی  گرفته نظر در 3 تا  5/1 بین معمولًا

 بردار   T(t)  آن در  که  شود نوشته( 2)  رابطه  شکل  به  تواندمی   حرارت  انتقال  مسئله در  شده  زده  تقریب  دمایی  میدان  ، (1)  رابطه  بنابر
 . است شکل تابع دربرگیرنده  بردار X(Tφ( و ای گره  نقاط  در دما مقدار دربرگیرنده 

(2) 
1

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )
=

= =
n

T
i j j i

i
T t x y T t tX φ x T  

  و   شعاعی  پایه  تابع  سری   یک  از  دلخواه،   نقطه  هر  در  دمایی   میدان  تقریب   و  شکل   توابع  ساختن  برای   مش،  بدون  سیونفرمولا این    در
 : [ 14 و 11] شودمی   استفاده( 3) رابطه مطابق ،ای جمله تک پایه تابع سری  یک

(3) 
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
= =

= + 
n m

i i k k
i k

T t R a t P b tX X X  

 های گره   تعداد  ،رابطه  این  در  n.  هستند  ای جملهتک  پایه  توابع  همان  X(kP(  و  شعاعی  پایه  توابع  همان  iR)X(  ،(3)  رابطه  در
  توابع  اینجا  در.  هستند   مسئله  زمانی  مجهولات  ،kb(t)  و  ia(t)  و  شعاعی  پایه  توابع  تعداد  m  ،مورد نظر  نقطه   پشتیبانی  دامنه   در  پراکنده

 : گیرندمی  قرار استفاده مورد m=3 با خطی پایه

�)2(

در این فرمولاسیون بدون مش، برای ساختن توابع شکلو تقریب 
میدان دمایی در هر نقطه دلخواه، از یک سری تابع پایه شعاعی و یک 
سری تابع پایه تک جمله‌ای، مطابق رابطه )3( استفاده می‌شود ]11 

و 14[:

1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

n m

i i k k
i k

T t R a t P b t
= =

= +∑ ∑
  

X X X �)3(

در رابطه )Ri(X) ،)3 همان توابع پایه شعاعی و Pk(X) همان 
توابع پایه تک‌جمله‌‌ای هستند. n در این رابطه، تعداد گره‌های پراکنده 
و  شعاعی  پایه  توابع  تعداد   m نظر،  مورد  نقطه  پشتیبانی  دامنه  در 
پایه  توابع  اینجا  bk(t)، مجهولات زمانی مسئله هستند. در  ai(t) و 

خطی باm=3  مورد استفاده قرار می‌گیرند:

( ) [1, , ]T
j jP x y=



X �)4(

فهرست توابع پایه شعاعی که در روش درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی 
مرسوم هستند، در مرجع ]6[ آمده است. در این مقاله، تابع تی‌پی‌اس1ِ 
استفاده ‌‌شده ‌است. این تابع پایه شعاعی، از رابطه )5( به‌دست می‌آید. 
همچنین، مقدار 3/001 برای پارامتر 𝜂 انتخاب شده است. ri در این 
 )xi,yi( و گره واقع در X رابطه، فاصله اقلیدسی بین نقطه ‌‌درون‌یابی

در ناحیه پشتیبانی این نقطه، است.

2 2( (( ) ( ) )))i j i j iR x x y y η= − + − �)5(

گره‌های  برای  معادله   n کرانکر،  دلتای  تابع  خاصیت  اعمال  با 
موجود در دامنه به شکل رابطه )6(، خواهیم داشت:

( )h
i iu u=


X � )6(

گره  محل  در  شده  زده  تقریب  دمای  مقدار   ،)6( رابطه  مطابق 
واقع در نقطه X=(xi,yi)، برابر با مقدار دمای گره iام است. همین 
شرط، دستگاهی شامل  nمعادله برای n نقطه گره‌ای در دامنه مسئله 
به‌دست می‌دهد که شکل ماتریسی این دستگاه معادلات مطابق رابطه 

1   Thin Plane Spline (TPS)
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)7( است:

i o m= +u R a P b �)7(

ui بردار دربرگیرنده مقدار دما 
T={u1,u2,…,un} ،)7( در رابطه

در محل گره‌ها است و R0 ماتریس ممان توابع پایه شعاعی به شکل 
رابطه )8( است:

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 1

(r ) (r ) ... (r )
(r ) (r ) (r )

(r ) (r ) (r )

n

n
o

n n n n

R R R
R R R

R R R

 
 
 =
 
 
 



   



R �)8(

همچنین، ضرایب مجهول ai باید در معادلات قید مطابق رابطه 
یکتایی  از  اطمینان  برای  معادلات، شرط لازم  این  کنند.  )9( صدق 

ضرایب مجهول به دست آمده هستند ]6[:

1
( ) ( ) 0; 1,2,..., .

n
T

j i i m
i

P X a t j m
=

= = =∑


P a �)9(

Pm ماتریس ممان تک‌جمله‌‌ای است که برابر است 
T ،)9( در رابطه

با:

1 2

1 1 1
1 2
1 2

( ) ( ) ( )

T
m

m m m n

x x xn
y y yn

p x p x p x

 
 
 
 =
 
 
  







  



P �)10(

با در نظر گرفتن معادلات )7( و )9(، در مجموع n+m معادله، 
برای به‌دست آوردن تمام مجهولات، در دست خواهد بود. این دستگاه 

معادلات می‌تواند به شکل ماتریسی مطابق رابطه )11( نوشته شود:

0
i   
=   

   

u a
G

b
�)11(

که G ماتریس ممان مطابق رابطه )12( است:

0

0
m

T
m

 
=  
 

R P
G

P
�)12(

با جاگذاری معادله )12( در معادله )11(، و با توجه به معادله )2(، 
رابطه )13( برای محاسبه توابع شکل به دست می‌آید:

4 
 

(4) ( ) [1, , ]=T
j jP x yX  

  ابع ت  ،مقاله  این  در.  است   آمده  [6]  مرجع  در  ، هستند  مرسوم  شعاعی  ای نقطه   یابیدرون  روش  در  که  شعاعی  پایه  توابع  فهرست
  شده  انتخاب  𝜂𝜂  پارامتر  برای   001/3  مقدار  همچنین، .  آیدمی   دست به(  5)  رابطه   از  ،شعاعی  پایه  تابع   این   .است  شده   استفاده  1اِسپیتی

 . است ،ین نقطه ا پشتیبانی ناحیه در )i,yix( در واقع  گره و X یابیدرون  نقطه   بین اقلیدسی فاصله ،رابطه این در ir. است
(5) 2 2( (( ) ( ) )))i j i j iR x x y y = − + −  

 : داشت خواهیم ،(6) رابطه شکل به دامنه در  موجود های گره  برای  معادله n ،کرانکر دلتای  تابع خاصیت  اعمال با

(6) ( ) =h
i iu uX  

  همین .  است  امi  گره  دمای   مقدار  با  برابر  ،i,yi=(xX(  نقطه  در  واقع  گره   محل  در  شده   زده  تقریب  دمای   مقدار  ،( 6)  رابطه  مطابق 
  مطابق   معادلات  دستگاه   این  ماتریسی  شکل  که  دهدمی  دستبه   مسئله  دامنه  در  ای گره  نقطه  n  برای   معادلهn   شامل  دستگاهی   شرط،
 : است( 7) رابطه

(7) = +i o mu R a P b  

n,…,u2,u1u={T{  ،(7)  رابطه  در
iu  0  و  است   هاگره   محل  در  دما   مقدار  دربرگیرنده  بردارR  شکل   به   شعاعی  پایه  توابع  ممان  ماتریس  

 : است( 8) رابطه

(8) 
1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 1

(r ) (r ) ... (r )
(r ) (r ) (r )

(r ) (r ) (r )

 
 
 =
 
 
 
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n n n n

R R R
R R R

R R R

R
 

  یکتایی   از  اطمینان  برای   لازم  شرط  معادلات،  این.  کنند  صدق(  9)   رابطه  مطابق  قید  معادلات  در  باید  ia  مجهول  ضرایب  همچنین،
 : [6]  هستند  آمده دست به مجهول ضرایب

(9) 
1

( ) ( ) 0; 1,2,..., .
=

= = =
n

T
j i i m

i
P X a t j mP a  

T ،(9) رابطه در
mP با است  برابر  که است  ای جملهتک ممان ماتریس : 

(10) 

1 2

1 1 1
1 2
1 2

( ) ( ) ( )

 
 
 
 =
 
 
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T
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m m m n

x x xn
y y yn
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P
 

بود  دست  در  ،مجهولات  تمام  آوردن  دستبه   برای   ،معادله   n+m  مجموع  در  ،(9)  و(  7)  معادلات  گرفتن  نظر  در  با   این   .خواهد 
 : شود نوشته( 11) رابطه مطابق  ماتریسی شکل  به تواندمی  معادلات دستگاه 

(11) 
0

   
=   

   
iu a

G
b

 

 : است( 12) رابطه مطابق ممان ماتریس G که

(12) 0

0
 

=  
 

m
T

m

R P
G

P
 

 :آیدبه دست می  شکل توابع محاسبه برای  (13) رابطه  ،(2) معادله به توجه با و ،(11) معادله در( 12) معادله جاگذاری  با

(13) 1[ ] −= T Tφ R P G  

 
1 Thin Plane Spline (TPS) 

�)13(

3-فرمولاسیون مسئله انتقال حرارت گذرا
انتقال حرارت هدایت گذرای غیرخطی در  این مقاله، مسئله  در 
محیطی با خواص غیرهمگن و وابسته به دما در نظر گرفته می‌شود. 
فرض بر آن است که انتقال حرارت گذرا در یک محیط ایزوتروپیک 
رخ می‌دهد. معادله انتقال حرارت گذرا، در محیط ایزوتروپیک و بدون 

وجود منبع حرارتی، به فرم معادله )14( است:

.( ) /k c  tρ∇ ∇ = × ×∂ ∂T T �)14(

و  ویژه  گرمای   c(x,T) ماده،  چگالی   ρ(x) رابطه،  این  در  که 
k(x,T) ضریب رسانایی حرارتی است. با قرار دادن معادله )2( در فرم 

ضعیف شده از معادله )14(، دستگاه معادلات )15( به دست می‌آید:

[ ]{ } [ ]{ } { }( ) ( )T t,T+ =M T K T F �)15(

ماتریس   ]M[ دما در محل گره‌ها،  بردار   }T{ ،)15( رابطه  در 
جرم، ]K(T([ ماتریس سختی، و }t,T)F({ بردار نیرو است. از آنجا 
انتقال حرارت، هر گره دارای یک درجه آزادی است،  که در مسئله 
 N×N 1 و ابعاد ماتریس جرم و سختی×N ابعاد ماتریس دما و نیرو
می‌باشد؛ که N تعداد کل گره‌های مسئله است. ماتریس جرم از رابطه 
)16( به‌دست می‌آید ]16 و 17[ و مقدار آن مستقل از شرایط مرزی 
اعمال شده به مسئله است. اما، ماتریس‌های سختی و نیرو، وابسته به 

شرایط مرزی مسئله هستند.

i j( ) ( ) dijM x,T c x,Tρ ϕϕ
Ω

= Ω∫ �)16(
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آن‌ها  زمانی  مشتق‌های  و  دمایی  مجهولات  شامل   ،)15( معادله 
است؛ که در اینجا برای حل مسئله در دامنه زمانی، از روش کرنک- 
گرفتن  نظر  در  با  ترتیب،  این  به   .]18[ می‌شود  استفاده  نیکلسون 
حل مسئله بین دو گام زمانی s و s+1، معادله )15( به یک دستگاه 
معادلات دیفرانسیل معمولی به شکل معادلات )17( تا )20( تبدیل 

می‌شود:

{ } 1
1 , 11

ˆ ˆ[ ] ( )s s s s ss
T K K T F−

+ ++
= + �)17(

1 1 1 1
ˆ 0.5s s s sK M t K+ + + += + ×∆ �)18(

1 10.5s s s sK M t K+ += − ×∆ �)19(

[ ], 1 1 1
ˆ 0.5s s s s sF t F F+ + += ×∆ + �)20(

می‌شوند،  گرفته  نظر  در  دما  از  تابعی  ماده،  خواص  که  آنجا  از 
ماتریس‌های جرم، سختی و نیرو در هر گام زمانی با استفاده از یک 
روش تکرار و توزیع دما در گام زمانی قبلی، به‌دست می‌آیند. سپس، 
این ماتریس‌ها در یک حلقه تکرار تا همگرایی به حل با دقت مناسب، 

به روز می‌شوند.
مرزی  شرط  نوع  دو  هر  با  حرارت  انتقال  مسئله  مقاله،  این  در 
ثابت در یک مرز  با در نظر گرفتن شار حرارتی  همرفت و تشعشع، 
هندسه  با  جسم  یک  اگر  گرفت.  خواهد  قرار  بررسی  مورد  جسم، 
ساده‌ای مطابق شکل1 را در حالت کلی در نظر بگیریم، به‌طوری‌که در 

مرز Γq، شار حرارتی ثابت q̅، در مرز Γc انتقال حرارت همرفت و در 
مرز Γr، تشعشع داشته باشیم، شرایط مرزی در هر یک از این مرزها 
مطابق روابط )21( تا )23( خواهد بود. در رابطه )n ،)21 بردار یکه 
عمود بر مرز به سمت خارج است. در روابط )22( و )T ،)23∞ دمای 
به  نیز،   qr و   qc و  انتقال حرارت همرفت  ضریب   hc و  اطراف  سیال 
ترتیب حرارت منتقل شده از طریق همرفت و تشعشع، در مرز جسم 
هستند. همچنین، σ=5/7603×10 -8 W/(m2∙K4)  ثابت استفان-

بولتزمن و ε ضریب تشعشع سطح، بین صفر تا 1 است.

( . )k T q− ∇ =n )21( روی مرز Γq با شار حرارتی ثابت�

( )c ch T T∞= −q )22( روی مرز Γc با شرایط مرزی همرفت�

4 4( )r T Tσε ∞= −q )23( روی مرز Γr با شرایط مرزی تشعشع�

و   )24( روابط  از  نیز  مرزها  این  روی  نیرو  و  اتریس‌های سختی 
)25( به دست می‌آیند ]16 و 17[. در مسئله با شرایط مرزی تابشی، 
اثر  انتقال حرارت  از طریق شرایط مرزی روی  تنها  اگر چه تشعشع 
می‌گذارد، اما، از آنجا که حرارت منتقل شده از مرز دارای تشعشع، 
شامل ترم‌های غیرخطی با توان چهارم از دما است، تاثیر آن بر روی 
حرارت  انتقال  ضریب  حالت  این  در  است.  توجه  قابل  جسم  دمای 
تشعشعی موثر مطابق رابطه )26( تعریف می‌شود ]19[ و از آنجا که 
تابع دما است، باعث تشدید غیرخطی بودن  این ضریب خود شدیداً 

 
 . مسئله  دامنه  در  شده اعمال مرزی شرایط  انواع:  1 شکل 

Fig. 1. Different boundary conditions in the domain problem. 

  

شکل 1 . انواع شرایط مرزی اعمال شده در دامنه مسئله.
Fig. 1. Different boundary conditions in the domain problem.
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مسئله می‌شود.

( , )

c

j ji i
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x x y y

h d h d
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∂ ∂ ∂ ∂
= + Ω+ ∂ ∂ ∂ ∂ 

Γ + Γ

∫

∫ ∫

x
�)24(

q c r

i q c i c r i rF q id h T d h T dϕ ϕ ϕ∞ ∞
Γ Γ Γ

= − Γ + Γ + Γ∫ ∫ ∫ �)25(

2 2[( )( )]rh T T T Tσε ∞ ∞= + + �)26(

4-روش انتگرال‌گیری 
باید  و سختی  ماتریس‌های جرم   ،)24( و   )16( معادلات  مطابق 
مقاله،  این  در  آیند.  به‌دست  دامنه‌ای  انتگرال‌های  محاسبه  از طریق 
فرمولاسیون بدون مش درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی در دو حالت: الف( 
استفاده از روش انتگرال‌گیری دوبعدی تبدیل کارتزین و ب( استفاده 
برای  مربعی گاوس ]14[،  انتگرال‌گیری  و روش  از سلول پس‌زمینه 
مرسوم  روش  است.  بررسی شده  دامنه‎ای،  انتگرال‌های  این  محاسبه 
انتگرال‌گیری در روش‌های بدون مش، روش مربعی گاوس است. اما، 
استفاده از این روش دارای مشکلاتی است. از جمله آن‌که استفاده از 
که  است،  پس‌زمینه  سلول  به‌کارگیری  نیازمند  گاوس،  مربعی  روش 

کارآیی روش‌های بدون مش را کاهش می‌دهد. در ادامه، تاثیر استفاده 
غیرخطی  مسائل  در  گاوس  مربعی  روش  و  کارتزین  تبدیل  روش  از 
انتقال حرارت با هم مقایسه می‌شود. در ابتدا، گام‌های اصلی در هر 

یک از این روش‌های انتگرال‌گیری به اختصار بررسی می‌شود.

1-4- گام‌های اصلی روش انتگرال‌گیری تبدیل کارتزین
یک انتگرال روی یک دامنه دو بعدی را به شکل رابطه )27( در 
ناحیه  دامنه   Ω و  دلخواه  تابع  یک   h(x,y) آن  در  که  بگیرید،  نظر 

انتگرال‌گیری، مطابق با شکل2 است.

( )I h x, y d
Ω

= Ω∫ �)27(

توسط  دامنه‌ای،  انتگرال  بدون مش،  روش  یک  به  رسیدن  برای 
تبدیل  یک‌بعدی،  انتگرال  یک  و  مرزی  انتگرال  یک  به  گرین  قضیه 

می‌شود ]20[:

( , )
x

a

I h x y d dyξ
Γ

= ∫ ∫ �)28(

با در نظر گرفتن یک ناحیه کمکی مستطیلی که ناحیه اصلی را 
در بر بگیرد، و انجام یک سری محاسبات ریاضی، انتگرال معادله بالا 

 
 .[20] کارتزین مختصات  روش در گیریانتگرال  نقاط و گیریالانتگر امنهد : 2 شکل 

Fig. 2. Domain of integration and integration points in the CTM [20] . 

  

شکل 2 . دامنه انتگرال‌گیری و نقاط انتگرال‌گیری در روش مختصات کارتزین ]20[.
Fig. 2. Domain of integration and integration points in the CTM [20].
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به دو انتگرال یک‌بعدی تبدیل می‌شود:

2

1

( )
y

y

I g y dy= ∫ �)29(

به‌طوری‌که:

( ) ( , )
b

a

g y h x y dx= ∫ �)30(

انتگرال یک‌بعدی در معادلات )29( و )30(، می‌تواند با استفاده 
از روش‌های انتگرال‌گیری عددی، مانند روش گاوس کامپوزیتی داده 

شده در مرجع ]20[ محاسبه شود:

1 1
( )

u v

i j
j jJW G η

= =
∑∑ �)31(

است.   J=dy/dη=(yi+1-yi)/2 و   G(η)=g(y(η)) آن،  در  که 
g(yi) نیز مطابق رابطه زیر محاسبه می‌شود:

2

2 1
1

( ) ( , )
j

j

xI

i i
j x

g y h x y dx
−

=

= ∑ ∫ �)32(

2 1
1 1

ˆ( , ) ( )
j

j

x p q

i s s
r sx

h x y dx JW H ξ
−

= =

= ∑∫ ∑ �)33(

محدوده   J=(x2j-x2j-1)/2p. و   H(ξ)=h(x(ξ),yi) به‌طوری‌که 
 ]20[ مرجع  در  که  روندی  اساس  بر  نیز،   )32( معادله  در  انتگرال 
ساده‌سازی،  کمی  از  بعد  می‌شود.  تعیین  است،  شده  داده  توضیح 
انتگرال معادله )27(، مطابق مرجع ]20[، می‌تواند به شکل زیر نوشته 

شود:

2 2

1
( ) ( .)

M
D D

i i
i

I W x h x
=

= × =∑ W H �)34(

نقطه  iامین  به  مربوط  انتگرال‌گیری  وزن   W2D(xi) به‌طوری‌که 
انتگرال‌گیری، و M تعداد نقاط انتگرال‌گیری در روش انتگرال‌گیری 

تبدیل کارتزین است.

2-4- محاسبات عددی روش انتگرال‌گیری تبدیل کارتزین
در روش تبدیل کارتزین، معادله )34( برای محاسبه انتگرال‌های 
مرزی  انتگرال‌های  می‌رود.  به‌کار   ))24( و   )16( )معادلات  دامنه‌ای 
روش  از  استفاده  با  نیز،  نیرو  بردار  و  سختی  ماتریس  محاسبات  در 
ماتریس‌های  ترتیب،  این  به  می‌شوند.  محاسبه  گاوس  انتگرال‌گیری 
جرم و سختی و بردار نیرو، از روابط )35( تا )37( به‌دست می‌آیند، که 
در آن‌ها، M تعداد نقاط انتگرال‌گیری تبدیل کارتزین در دامنه مسئله، 
Gq و Gc و Gr نیز، به ترتیب تعداد نقاط انتگرال‌گیری گاوسی روی 

Wp نیز وزن مربوط به نقاط انتگرال‌گیری 
2D .هستند Γr و Γc و Γq مرز

تبدیل کارتزین، در رابطه مربوطه است. اما در انتگرال‌های یک‌بعدی 
)روی مرز جسم(، که شامل ترم‌های دوم و سوم در معادله )36( و تمام 
Wp وزن مربوط به نقاط انتگرال‌گیری 

1D ،ترم‌های معادله )37( است
گاوسی است.

2
, ,

1
( )ij

M
D

i p p p p p j
p

M W R C S S
=

× × ×=∑ �)35(

2
, , , ,

1

1 1
, , 4 , ,

1 1

[ ( )]

( ) ( ( ) )
c r

M
D x x y y

i j p p p i p j p i p j
p

G G
D D

p c p i p j p r p i p j
p p

K W A S S S S

W h S S W h G S S

=

= =

× ×

× × × ×

= + +

+

∑

∑ ∑
)36(

1
,

1

1 1
c , ,

1 1

)

) (( )

(
q

rc

G
D

i p p i
p

G G
D D

p p i p r p i
p p

F W q S

W h T S W h T S

=

∞ ∞
= =

= − ×

×

+

× + × ×

∑

∑ ∑
�)37(

دیگر بردارها و ماتریس‌ها در روابط )35( تا )37( نیز، مطابق با 
روابط )38( تا )41( تعریف می‌شوند:

{ } { } { }

1 1 1

2 2 2

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

; ;

( , ) ( , ) ( , )M M M

x T k x T c x T
x T k x T c x T

R A C

x T k x T c x T

ρ
ρ

ρ

     
     
     = = =     
     
          

  

)38(

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

M

M

N N N M

x x x
x x x

S

x x x

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

 
 
 =
 
 
 





   



�)39(
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1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

M

M
x

N N N M

x x x
x x x
x x x

S x x x

x x x
x x x

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

 
 ∂ ∂ ∂ 
 
 = ∂ ∂ ∂
 
 
 
 ∂ ∂ ∂ 





   



�)40(

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

M

M
y

N N N M

x x x
y y y
x x x
y y yS

x x x
y y y

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

 
 ∂ ∂ ∂ 
 
 ∂ ∂ ∂=  
 
 
 
 ∂ ∂ ∂ 





   



�)41(

و  گاوس  انتگرال‌گیری  روش  از  استفاده  در  عددی  3-4-محاسبات 
سلول پس‌زمینه

سلول  از  استفاده  با  انتگرال‌گیری  نقاط  مختصات  محاسبه  در 
برگیرنده  در  که  پس‌زمینه،  سلول‌بندی  یک  است  کافی  پس‌زمینه، 
تقسیم‌بندی  یک  با  و  شود  گرفته  نظر  در  است؛  مسئله  دامنه  تمام 
منظم در راستای عمودی و افقی، این نقاط تولید شوند. برای محاسبه 
انتگرال‌های دامنه‌ای در این حالت نیر، از روش گاوس کامپوزیتی داده 
شده در رابطه )31( استفاده می‌شود. برای محاسبه انتگرال‌های روی 
از روش گاوس یک‌بعدی  مرز در معادلات )36( و )37( نیز، مجدداً 

استفاده می‌شود.

5-صحت‌سنجی با حل تحلیلی
دامنه  در  همرفتی،  مرزی  شرایط  با  گذرا  حرارت  انتقال  مسئله 
همگن، دارای حل تحلیلی با استفاده از سری فوریه است ]21[. این 
حل تحلیلی برای انتقال حرارت یک‌بعدی در راستای محور x و برای 

یک صفحه مستطیلی بزرگ عبارت است از:

2

1

4sin cos( / )
2 sin 2

nn
n

n n n

e x Lλ τλθ λ
λ λ

∞
−

=

=
+∑ �)42(

دمای  ( , ) / iT x t T T Tθ ∞ ∞= − −  ،)42( رابطه  در  که 
 ،x راستای محور  L طول کل جسم در  اولیه،  iT دمای  بعد،  بدون 
t/2 زمان بدون بعد، معروف به عدد فوریه است. همچنین، Lτ α=

/ همان دیفیوزیویتی حرارتی ماده است.  ( )k cα ρ=

در حالتی که انتقال حرارت تشعشعی نیز در مرز جسم در حال رخ 
دادن است، با محاسبه ضریب انتقال حرارت همرفتی معادل با استفاده 
از رابطه )26(، می‌توان ضریب انتقال حرارت همرفتی کل در مرز را از 
nλ مقادیر ویژه  t به‌دست آورد. در رابطه )42(،  c rh h h= + رابطه 

معادله زیر هستند:

tann n Biλ λ = �)43(

درمحاسبه  است.  بایو  عدد   /tBi h L k=  ،)43( رابطه  در  که 
ترم  بالای  میرایی  سرعت  دلیل  به   ،)42( رابطه  از  استفاده  با  دما 
نمایی، نیازی به در نظر گرفتن تعداد بینهایت ترم نیست، بلکه برای 
می‌توان تنها ترم اول را برای تقریب‌زدن حل استفاده کرد و  /τ >0 2

در این حالت خطایی کمتر از 2 درصد داریم ]21[.
برای بررسی صحت حل با استفاده از روش بدون مش درون‌یابی 
نقطه‌ای شعاعی، یک صفحه بزرگ از جنس فولاد ضدزنگ و با خواص 
همگن و مستقل از دما و شرایط مرزی و اولیه مطابق شکل3، در نظر 
در  مترمربع  بر  وات   16 برابر  ماده  حرارتی  رسانایی  می‌‍‌‌‌‌شود.  گرفته 
کلوین، چگالی آن برابر با 8314 کیلوگرم بر مترمکعب، گرمای ویژه 

آن 502/1 ژول بر کیلوگرم در کلوین است ]21[. 
با  ثانیه،   420 زمان  در   )42( معادله  از  استفاده  با  مسئله  این 
استفاده از گام زمانی 5 ثانیه‌ای برای محاسبه ضریب همرفتی معادل 
این ضریب، در  برای محاسبه  برای حالت تشعشعی حل شده است. 
که  rh هر گام زمانی، دمای جسم در مرز آن محاسبه شده و ضریب 
تابعی از دما است، برای آن محاسبه شده است و ضریب همرفت کل 
بعدی  گام  در  دما  محاسبه  برای  ضریب  این  از  است.  آمده  به‌دست 
استفاده می‌شود و به همین ترتیب ضریب همرفتی کل در مرز، در هر 
گام زمانی تا همگرایی به حل با دقت مناسب، به روز رسانی می‌شود. 
همچنین، برای محاسبه دمای تحلیلی با استفاده از معادله )42(، از 
τ/ برقرار  >0 2 تقریب ترم اول استفاده شده است زیرا همواره شرط 
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 x-y است. همچنین، مسئله معادل انتقال حرارت یک‌بعدی در صفحه
با استفاده از 255 گره در دامنه و گام زمانی 5 ثانیه، با استفاده از روش 
بدون مش درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی و استفاده از روش انتگرال‌گیری 
تبدیل کارتزین، حل شده است. نمودار تغییر دما در نمونه در راستای 
محور x در زمان 420 ثانیه با استفاده از حل تحلیلی و مدل کردن 
همین مسئله با استفاده از روش درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی در شکل4 

مقایسه شده است که هم‌خوانی بالایی با هم دارند. 
مش  بدون  روش  از  استفاده  با  حل  بالای  دقت  ترتیب  این  به 
تبدیل  انتگرال‌گیری  روش  از  استفاده  با  شعاعی  نقطه‌ای  درون‌یابی 
کارتزین در مقایسه با استفاده از فرمولاسیون حل تحلیلی در مسئله‌ای 
با شرایط مرزی همرفتی و تابشی تایید می‌شود. در ادامه، روش بدون 

مش درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی برای حل مسئله انتقال حرارت گذرا 
در نمونه‌های کامپوزیت لایه‌ای و مدرج تابعی به‌کار گرفته می‌شود.

6-خواص فیزیکی و مشخصات نمونه‌های غیرهمگن
در هر یک از مثال‌های زیر، دو نمونه در نظر گرفته شده ‌است. 
نمونه اول، یک نمونه کامپوزیت لایه‌ای با یک حفره دایره‌ای در وسط 
نمونه، و نمونه دوم، یک نمونه مدرج تابعی است. هر مثال با شرایط 
این  سازنده  مواد  است.  شده  حل  نمونه  دو  هر  برای  مشابه،  مرزی 
نمونه‌ها از دو پودر آلومنیوم اکساید و زیرکونیوم اکساید 3 درصد مولی، 
در نظر گرفته شده‌اند. نمونه لایه‌ای، شامل چهار لایه است که لایه 
اول زیرکونیوم اکساید خالص، لایه دوم 25 درصد حجمی آلومنیوم 

 
 .دامنه و شرایط مرزی و اولیه برای مسئله همگن با حل تحلیلی :  3 شکل 

Fig. 3. Domain, boundary and initial conditions for homogenouse problem with analytical solution. 

  

شکل 3 . دامنه و شرایط مرزی و اولیه برای مسئله همگن با حل تحلیلی.
Fig. 3. Domain, boundary and initial conditions for homogenouse problem with analytical solution.

 
 از حل بدون مش در طول عمق نمونه همگن.  دست آمده به ه دمای تحلیلی و دمای : مقایس 4 شکل 

Fig. 4. Comparsion of temperature depth profiles obtained from analytical and meshless solution in the homogenouse 
sample.  

  

شکل 4 . مقایسه دمای تحلیلی و دمای به‌دست آمده از حل بدون مش در طول عمق نمونه همگن.
Fig. 4. Comparsion of temperature depth profiles obtained from analytical and meshless solution in the homogenouse sample
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اکساید و 75 درصد حجمی زیرکونیوم اکساید است. در لایه‌های بعد، 
در هر لایه کسر حجمی آلومنیوم اکساید 25 درصد افزایش می‌یابد 
طوری که در لایه سوم کسر حجمی هر پودر 50 درصد و در لایه آخر 
کسر حجمی آلومنیوم اکساید و زیرکونیوم اکساید به ترتیب 75 و 25 
و طول کل جسم 10  میلی‌متر،  است. ضخامت هر لایه 2/5  درصد 
‌میلی‌متر است. همچنین یک حفره دایره‌ای به شعاع 2/5 میلی‌متر، در 

مرکز این نمونه ایجاد شده است.
در نمونه مدرج تابعی، مجدداً طول کل نمونه 10 ‌میلی‌متر است و 
2 میلی‌متر اول و آخر نمونه، شامل ده لایه با ضخامت 0/2 میلی‌متر 
است، طوری که لایه سطحی در هر دو سمت نمونه آلومنیوم اکساید 
حجمی  کسر  سمت  دو  هر  در  بعد،  به  دوم  لایه  از  و  است  خالص 
زیرکونیوم اکساید 10 درصد افزایش می‌یابد، تا در لایه 10ام از هر 
دو سمت، 90 درصد زیرکونیوم اکساید و 10 درصد آلومنیوم اکساید 

داریم. 6 میلی‌متر وسط نمونه نیز زیرکونیوم اکساید خالص است. 
یا  نمونه‌های لایه‌ای  از  نقطه  در یک  موثر  برای محاسبه خواص 
تابعی، تکنیک‌های همگن‌سازی مانند قانون مخلوط‌ها مورد استفاده 
گسترده‌ای  به شکل  آن،  سادگی  دلیل  به  قانون  این  می‌گیرند.  قرار 
مورد استفاده قرار می‌گیرد ]6[. خواص موثر در هر نقطه با استفاده از 

معادله )44( به شکل زیر محاسبه می‌شوند:

1 1 2 2p p v p v= + 	   �         )44(
و   ]23 و   22[ اکساید  آلومنیوم  ویژه  گرمای  و  حرارتی  رسانایی 
زیرکونیوم اکساید ]24 و 25[ مطابق روابط )45( تا )48( وابسته به 
دما می‌باشد. همچنین، چگالی آلومنیوم اکساید و چگالی زیرکونیوم 
اکساید به ترتیب برابر با 3800 و 5900 کیلوگرم بر متر مکعب است 

]24 و 25[ )از تغییر چگالی با دما صرف‌نظر شده است(.

{ }
2 3

5.5 34 exp 0.0033 ( 273) ;

(in(W/ m K),298 1573K)
Al Ok T= + × − × −

× −
�)45(

2 3

4 4

2 -1 -1
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c
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−

−
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− −
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×
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;
×
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T T− −

= + × − ×
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�)48(

در مثال‌های حل شده، دمای محیط اطراف T 299/65 K∞=دمای 
اولیه جسم T0 299/15 K=است.

7-مثال‌های عددی و بررسی نتایج
1-7-مسئله با مرز دارای انتقال حرارت همرفت

 Γq قایم  مرز  به   1  kW/m2 ثابت  حرارتی  شار  مثال،  این  در 
انتقال حرارت  اعمال می‌شود، و سه مرز دیگر دارای  مطابق شکل1 
همرفت با ضریب انتقال حرارت همرفت hc=3/1 kW/(m2∙K)/در 
المان  با  آباکوس  در  گذرا  حرارت  انتقال  مسئله  شده‌اند.  گرفته  نظر 
خطی DC2D4 و گام زمانی 30 ثانیه حل شده )با استفاده از 204 
گره و 172 المان برای نمونه لایه‌ای و 275 گره و 240 المان برای 
نمونه مدرج تابعی( و سپس نتایج با حل بدون مش درون‌یابی نقطه‌ای 
شعاعی، با همین گام زمانی در حل کرنک-نیکلسون، و همین تعداد 
تبدیل  از روش  استفاده  تاثیر  مقایسه  برای  است.  مقایسه شده  گره، 
کارتزین با استفاده از مش پس‌زمینه، هر مثال با استفاده از هر کدام 
از این روش‌ها در ترکیب با روش درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی به شکل 

جداگانه‌ای حل شده است و نتایج مقایسه شده‌اند.

1-1-7- مقایسه کانتورهای دمایی در نمونه با شرایط مرزی همرفتی
کانتور دمایی در زمان 1200 ثانیه حاصل از حل اجزای محدود با 
نرم‌افزار آباکوس، برای نمونه لایه‌ای در شکل5، آمده است. همچنین، 
روش  از  استفاده  با  مش  بدون  حل  از  آمده  دست  به  دمایی  کانتور 

تبدیل کارتزین، در نرم‌افزار تک‌پلات در همین زمان رسم 
مشاهده ‌‌می‌شود؛  )الف(  شکل5  در  که  همان‌طور  و  است  شده 
مطابقت قابل توجهی با حل آباکوس دارد. وجود حفره در دامنه نمونه 
وجود،  این  با  نامنظم ‌‌می‌شود؛  هندسه  یک  ایجاد  به  منجر  لایه‌ای، 
حفره،  نزدیکی  در  حتی  مشاهده ‌‌می‌شود،  شکل5  در  که  همان‌طور 
کانتور دمایی حاصل از حل آباکوس و بدون مش بسیار شبیه به هم 
هستند؛ که نشان از دقت بالای پاسخ دمایی به‌دست آمده با این روش 
از حل  حاصل  ثانیه،   1200 زمان  در  دمایی  دارد.کانتور  مش  بدون 
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اجزای محدود با نرم‌افزار آباکوس، برای نمونه مدرج تابعی در شکل6 
آمده است. مقایسه توزیع دما در نمونه لایه‌ای و نمونه مدرج تابعی، 
نشان می‌دهد که کانتور توزیع دما در نمونه مدرج تابعی یکنواخت‌تر 
است. به عبارت دیگر، طراحی نمونه با تغییر خواص یکنواخت‌تر در 
نمونه تابعی، نسبت به نمونه کامپوزیت لایه‌ای، منجر به داشتن توزیع 
دمای یکنواخت‌تر شده است؛ به‌طوری‌که در ابتدا و انتها نمونه تابعی، 

توزیع دما  کانتور  بازه در  تنها یک  به شکل مدرج مدل شده‌اند،  که 
دیده ‌‌می‌شود. بعلاوه، با مقایسه .شکل‌های 5 و 6، دیده می‌شود که 
برای نمونه  ثانیه،  بازه تغییر دما در طول کل نمونه درلحظه 1200 
کامپوزیت لایه‌ای حدود 23 درجه کلوین و برای نمونه مدرج تابعی 
در  خواص  یکنواخت  تغییر  بنابراین،  است.  کلوین  درجه   13 حدود 
نمونه تابعی، باعث کمتر شدن اختلاف دما در طول نمونه و در نتیجه 

 

  تبدیل  روش با مش بدون حل: )الف(. از آمده دست به ثانیه 1200 زمان  در همرفت  مرزی شرایط  با ایلایه  نمونه در دما توزیع : 5 شکل 
 . آباکوس محدود  اجزای حل)ب(. . کارتزین 

Fig. 5. Temperature distribution in the layered sample with convection boundary condition at t=1200 sec obtained from: 
(a). Meshless method with CTM. (b). FEM (ABAQUS). 

  

شکل 5 . توزیع دما در نمونه لایه‌ای با شرایط مرزی همرفت در زمان 1200 ثانیه به دست آمده از. )الف(. حل بدون مش با روش تبدیل کارتزین. )ب(. حل 
اجزای محدود آباکوس.

Fig. 5. Temperature distribution in the layered sample with convection boundary condition at t=1200 sec obtained from. (a). 
Meshless method with CTM. (b). FEM (ABAQUS).

 
  .حل بدون مش با روش تبدیل کارتزین  .: )الف(ثانیه به دست آمده از 1200در نمونه تابعی با شرایط مرزی همرفت در زمان توزیع دما  : 6 شکل 

 .حل اجزای محدود آباکوس . )ب(

Fig. 6. Temperature distribution in the FGM sample with convection boundary condition at t=1200 sec obtained from: (a). 
Meshless method with CTM. (b). FEM (ABAQUS). 

  

شکل 6 . توزیع دما در نمونه تابعی با شرایط مرزی همرفت در زمان 1200 ثانیه به دست آمده از. )الف(. حل بدون مش با روش تبدیل کارتزین. )ب(. حل 
اجزای محدود آباکوس.

Fig. 6. Temperature distribution in the FGM sample with convection boundary condition at t=1200 sec obtained from. (a). 
Meshless method with CTM. (b). FEM (ABAQUS).
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کمتر شدن گرادیان دمایی و تنش‌های حرارتی ناشی از آن می‌‌‌‍‌‌‌‌‌‌‎شود، 
که به روشنی مزیت استفاده از مواد تابعی در دماهای بالا را نشان می‌دهد.

2-1-7-مقایسه نتایج در راستای یک مسیر افقی در مسئله با شرایط 
مرزی همرفتی

نمونه  برای   y  =14 mm راستای خط  تغییر دما در در  نمودار 
)در  تابعی  نمونه  برای   y  =9/5  mm خط  راستای  در  و  لایه‌ای 
شده،  ذکر  انتگرال‌گیری  تکنیک  دو  هر  از  استفاده  با  نمونه(،  وسط 
و   7 .شکل‌های  در  که  همان‌طور  است.  آمده   8 و   7 .شکل‌های  در 
با  میزان خطا  تابعی،  و  نمونه لایه‌ای  دو  8 مشاهده ‌‌می‌شود، در هر 
استفاده از روش تبدیل کارتزین در مقایسه با استفاده از روش مربعی 

گاوس و مش ‌پس‌زمینه، کاهش می‌یابد.
مقدار حداکثر و متوسط خطا در نمونه لایه‌ای و تابعی در طول 
مسیر افقی، در جدول 1 نشان داده شده است. همان‌طور که در این 
جدول مشاهده ‌‌می‌شود، مقدار خطا همواره کمتر از 1 درصد می‌باشد، 

که نشان‌دهنده دقت بالای حل بدون مش و توافق آن با حل
با  بدون مش  دقت حل  مقایسه  همچنین،  است.  محدود  اجزای 
استفاده از هر دو روش انتگرال‌گیری، نشان می‌دهد که استفاده از مش 
پس‌زمینه همواره باعث افزایش میزان خطا در دمای محاسبه شده در 

مقایسه با حل آباکوس می‌شود.
در نمونه لایه‌ای، در حل با استفاده از روش تبدیل کارتزین، در 
مجموع از 1408 نقطه انتگرال‌گیری استفاده شده است، در حالی‌که 

 
 ای با شرایط مرزی همرفت. توزیع دما در راستای یک مسیر افقی در نمونه لایه : مقایسه   7 شکل 

Fig. 7. Comparsion of the temperature depth profile in the layered sample with convection boundary condition. 

  
 

 

 . نمونه تابعی با شرایط مرزی همرفتتوزیع دما در راستای یک مسیر افقی در مقایسه  : 8 شکل 

Fig. 8. Comparsion of the temperature depth profile in the FGM sample with convection boundary condition.  

  

شکل 7 . مقایسه توزیع دما در راستای یک مسیر افقی در نمونه لایه‌ای با شرایط مرزی همرفت.
Fig. 7. Comparsion of the temperature depth profile in the layered sample with convection boundary condition.

شکل 8 . مقایسه توزیع دما در راستای یک مسیر افقی در نمونه تابعی با شرایط مرزی همرفت.
Fig. 8. Comparsion of the temperature depth profile in the FGM sample with convection boundary condition.
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در روش مش‌ پس‌زمینه، در مجموع 1536 نقطه انتگرال‌گیری به‌کار 
برده شده است. جهت مقایسه، چیدمان نقاط انتگرال‌‌گیری با استفاده 
از هر دو روش، در شکل9 آمده است. در واقع، روش تبدیل کارتزین 
انتگرال‌گیری کمتری استفاده می‌کند،  از تعداد نقاط  با وجود آن‌که 
روش  این  برای  مزیت  یک  این  که  است؛  برخوردار  بالاتری  دقت  از 
محسوب ‌‌می‌شود. با مقایسه توزیع نقاط انتگرال‌گیری در طول دامنه 
در این دو روش، دیده می‌شود که تعداد نقاط روی مرز حفره داخلی، 
در روش تبدیل کارتزین، بیشتر از روش سلول پس‌زمینه است. همین 

موضوع باعث محاسبه دقیق‌تر انتگرال‌های دامنه‌ای در مرز نامنظم، با 
استفاده ار روش تبدیل کارتزین می‌شود.

3-1-7-تاریخچه دمایی در مسئله با شرایط مرزی همرفتی
آن،  در  و  است  شده  انتخاب  دامنه  از  گره  یک  مسئله،  هر  در 
تاریخچه زمانی مربوط به پاسخ دمایی، حاصل از حل با روش حقیقتاً 
بدون مش درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی با استفاده از تبدیل کارتزین، با 
تاریخچه زمانی حاصل از حل با استفاده از نرم‎افزار آباکوس مقایسه 

ان خطا درمسئله با شرایط مرزی همرفتی در مقایسه با حل آباکوس در طول مسیر افقی.: میز1جدول 

 
 حداکثر درصد خطا  خطا درصد متوسط  

ثانیه  300در  ثانیه  600در ثانیه  300در ثانیه  600در 
روش 

 گیریانتگرال 
 تبدیل  
کارتزین

 سلول
زمینه پس

 تبدیل  
کارتزین

 سلول
زمینه پس

 تبدیل  
کارتزین

 سلول
زمینه پس

 تبدیل  
کارتزین

 سلول
زمینه پس

نمونه  
کامپوزیت  

 ایلایه
016/0 55/0 019/0 32/0 025/0 47/0 028/0 26/0 

 35/0 32/0 33/0 26/0 26/0 20/0 23/0 13/0 نمونه تابعی 

 

جدول 1. میزان خطا درمسئله با شرایط مرزی همرفتی در مقایسه با حل آباکوس در طول مسیر افقی.
Table 1. Error value in the problem with convection boundary condition compared with ABAQUS solution along the depth.

 
 .زمینهگیری در روش مختصات کارتزین و روش مش پس توزیع نقاط انتگرال  همقایس : 9 شکل 

Fig. 9. Comparsion of integration points distribution in the CTM and background cell method. 

  

شکل 9  مقایسه توزیع نقاط انتگرال‌گیری در روش مختصات کارتزین و روش مش پس‌زمینه.
Fig. 9. Comparsion of integration points distribution in the CTM and background cell method.
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برای  و  شکل10  در  لایه‌ای  نمونه  برای  دمایی  تاریخچه  است.  شده‌ 
نمونه تابعی در شکل11 آمده است. 

خطای  مقدار  و  نمونه،  هر  در  بررسی  مورد  نقاط  مختصات 
مطابق  است.  آمده   2 جدول  در  مسئله  هر  در  حداکثر  و  متوسط 
جدول 2، میزان خطا در مقایسه تاریخچه دمایی ناشی از دو روش 
اجزای محدود و روش بدون مش درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی، نشان 

می‌دهد که حل به‌دست آمده از روش بدون مش پیشنهادی کاملًا 
با  این، تاریخچه دمایی حل در هر دو نمونه  بر  علاوه  پایدار است. 
انتقال حرارت  با  ثانیه، نشان می‌دهد که در مسئله  گام زمانی 30 
حل  برای  بالایی  همگرایی  نیز،  ثانیه   30 زمانی  گام  با  همرفت 
آباکوس،  نرم‌افزار  در  محدود  اجزای  با حل  مقایسه  در  بدون مش 

وجود دارد.

 
 .=mm 14 yو =mm 12 xگره واقع در  ای با شرایط مرزی همرفت در: تاریخچه دمایی در نمونه لایه  10 شکل 

Fig. 10. Temperature history in the layered sample with convection boundary condition at x=12 mm and y=14 mm. 

  

 

 
 .=mm  5/9 yو  =mm  5/13 xگره واقع در  در: تاریخچه دمایی در نمونه مدرج تابعی با شرایط مرزی همرفت  11 شکل 

Fig. 11. Temperature history in the FGM sample with convection boundary condition at x= 13.5 mm and y= 9.5 mm. 
  

.y=14 mm و x=12 mm شکل 10 . تاریخچه دمایی در نمونه لایه‌ای با شرایط مرزی همرفت در گره واقع در
Fig. 10. Temperature history in the layered sample with convection boundary condition at x=12 mm and y=14 mm.

.y= 9/5 mm و x= 13/5 mm  شکل 11 . تاریخچه دمایی در نمونه مدرج تابعی با شرایط مرزی همرفت در گره واقع در
Fig. 11. Temperature history in the FGM sample with convection boundary condition at x= 13.5 mm and y= 9.5 mm.

درمسئله با شرایط مرزی همرفتی در مقایسه با حل آباکوس.   تاریخچه دمایی  در محاسبه  میزان خطا:  2جدول 

  
 متر مختصات بر حسب میلی حداکثر درصد خطا  خطا درصد متوسط  

 زمینه سلول پستبدیل کارتزینزمینه سلول پستبدیل کارتزین گیریانتگرال روش
نمونه کامپوزیت 

 (12و14) 36/0 33/0 18/0 03/0 ایلایه

 (5/13و5/9)  37/0 34/0 52/0 17/0 نمونه تابعی 

 

جدول 2. میزان خطا در محاسبه تاریخچه دمایی درمسئله با شرایط مرزی همرفتی در مقایسه با حل آباکوس.
Table 2. Error value in the temperature history calculation in problem with convection boundary condition compared with 

ABAQUS.
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2-7- مسئله با مرز دارای انتقال حرارت تشعشعی
در این مثال، شار حرارتی ثابت kW/m2 1به مرز قائم Γq مطابق 
عایق  شرایط  در  پایین  و  بالا  افقی  مرز  دو  و  اعمال ‌‌می‌شود  شکل1 
حرارتی در نظر گرفته شده‌اند. مرز قائم دوم نیز، دارای انتقال حرارت 
گرفته  نظر  در   0/3 با  برابر  سطح  تشعشع  ضریب  است.  تشعشعی 
شده است. در این مسئله نیز، مانند مسئله قبلی که با شرایط مرزی 
همرفتی بررسی شد، مسئله انتقال حرارت گذرا در نرم‌افزار آباکوس با 
المان خطی DC2D4 و گام زمانی 30 ثانیه حل شده، و سپس نتایج 
با حل بدون مش با همین گام‌ زمانی در حل کرنک-نیکلسون، مقایسه 
‌شده‌است. برای نمونه لایه‌ای، حل تا زمان 600 ثانیه، و برای نمونه 
المان‌های  و  گره  تعداد  است.  شده  انجام  ثانیه،   300 زمان  تا  تابعی 

به‌کار رفته برای حل در هر نمونه، مانند قبل است.

1-2-7-مقایسه کانتورهای دمایی با شرایط مرزی تابشی
کانتور دمایی به‌دست آمده از حل بدون مش با استفاده از روش 
تبدیل کارتزین، با کمک نرم‌افزار تک‌پلات در نمونه لایه‌ای در زمان 
600 ثانیه در شکل12)الف( رسم شده است. همچنین، کانتور دمایی 
حاصل از حل اجزای محدود با استفاده از نرم‌افزار آباکوس در زمان 
600 ثانیه در شکل12)ب( آمده است. از آنجا که حرارت منتقل شده 

از مرز دارای تشعشع، تابعی از دما از مرتبه چهارم است،

مسئله  بودن  غیرخطی  میزان  افزایش  باعث  مرزی،  شرط  این 
بالایی  تطابق  همچنان  شکل12،  به  توجه  با  وجود،  این  با  می‌شود. 
میان دو حل اجزای محدود و بدون مش وجود دارد، که توانایی روش 
بدون مش درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی را، در حل مسائل غیرخطی و در 

هندسه‎های نامنظم نشان می‌دهد. 
انتقال  از حل مسئله  آمده  به‌دست  کانتور دمایی  تابعی،  نمونه  در 
حرارت گذرا با شرایط مرزی تشعشعی، با استفاده از روش بدون مش 
با   300 زمان  در  کارتزین،  تبدیل  روش  و  شعاعی  نقطه‌ای  درون‌یابی 
از نرم‌افزار تک‌پلات در شکل13)الف( رسم شده است. کانتور  استفاده 
دمایی حاصل از حل اجزای محدود با استفاده از نرم‌افزار آباکوس نیز، در 
شکل13)ب( آمده است. وجود تقارن در شرایط مرزی و طراحی نمونه، در 
جهت محور قایم، موجب ایجاد یک توزیع دمای متقارن در جهت محور 
قایم شده است. بعلاوه، مطابق طراحی نمونه، دو میلی‌متر اول و آخر نمونه، 
به‌صورت مدرج تابعی هستند. مجدداً، تغییر دما در این نواحی تابعی بسیار 
ناچیز است، که توانایی مواد مدرج تابعی در ایجاد یک تغییر دمای تدریجی 

حتی در تغییر دماهای بالاتر را در مقایسه با نمونه لایه‌ای نشان می‌دهد.

 2-2-7-مقایسه نتایج در راستای یک مسیر افقی در شرایط مرزی 
تابشی

نمودار تغییر دمای به‌دست آمده از حل بدون مش با استفاده از هر 

 
  .با روش تبدیل کارتزین حل بدون مش : )الف(. با استفاده از ثانیه 600ای با شرایط مرزی تشعشعی در زمان در نمونه لایه توزیع دما  : 12 شکل 

 حل اجزای محدود آباکوس.  .  )ب(

Fig. 12. Temperature distribution in the layered sample with radiation boundary condition at t=600 sec obtained from: 
(a). Meshless method using CTM. (b). FEM (ABAQUS). 

  

شکل 12 . توزیع دما در نمونه لایه‌‌ای با شرایط مرزی تشعشعی در زمان 600 ثانیه با استفاده از. )الف(. حل بدون مش با روش تبدیل کارتزین. )ب( . حل 
اجزای محدود آباکوس.

Fig. 12. Temperature distribution in the layered sample with radiation boundary condition at t=600 sec obtained from. (a). 
Meshless method using CTM. (b). FEM (ABAQUS).
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دو روش انتگرال‌گیری، با دمای به‌دست آمده از حل اجزای محدود با 
استفاده از نرم‌افزار آباکوس، در راستای خط افقی y =14 mm نمونه 

لایه‌ای، در شکل14 مقایسه شده است. همانطور که در 
در  کارتزین،  تبدیل  روش  از  استفاده  می‌شود؛  دیده  شکل  این 
مقایسه با استفاده از روش انتگرال‌گیری گاوس از تطابق بیشتری با 
حل اجزای محدود برخوردار است. در ضمن، با توجه به ثابت بودن 
هندسه نمونه لایه‌ای در مقایسه با مسئله حل شده با شرایط مرزی 
همرفتی، توزیع نقاط انتگرال‌گیری تبدیل کارتزین و گاوسی در دامنه 

مسئله، همچنان مطابق شکل9 است.
در نمونه مدرج تابعی، مسیر افقی y =9/5 mm در نظر گرفته 
روش  از  استفاده  با  آمده  به‌دست  دمای  توزیع  نمودار  و  است  شده 
روش  دو  هر  به ‌کارگیری  با  شعاعی  نقطه‌ای  درون‌یابی  مش  بدون 
دمای  با  در شکل15،  گاوس،  روش  و  کارتزین  تبدیل  انتگرال‌گیری 
مطابق  مجدداً،  است.  شده  مقایسه  محدود  اجزای  حل  از  حاصل 
با حل  بیشتری  تطابق  از  کارتزین  تبدیل  روش  از  استفاده  شکل15 
اجزای محدود برخوردار است. در ضمن، به روشنی مشاهده می‌شود 

 

  .با روش تبدیل کارتزین حل بدون مش : )الف(. ثانیه با استفاده از 300در نمونه تابعی با شرایط مرزی تشعشعی در زمان توزیع دما :  13 شکل 
 . حل اجزای محدود آباکوس)ب(. 

Fig. 13. Temperature distribution in the FGM sample with radiation boundary condition at t=300 sec obtained from: (a). 
Meshless method using CTM. (b). FEM (ABAQUS). 

  

شکل 13 . توزیع دما در نمونه تابعی با شرایط مرزی تشعشعی در زمان 300 ثانیه با استفاده از. )الف(. حل بدون مش با روش تبدیل کارتزین. )ب(. حل اجزای 
محدود آباکوس.

Fig. 13. Temperature distribution in the FGM sample with radiation boundary condition at t=300 sec obtained from. (a). 
Meshless method using CTM. (b). FEM (ABAQUS).

 
 یط مرزی تشعشعی. ای با شرادر نمونه لایه =mm 14 yتوزیع دما در راستای مسیر افقی  :  14 شکل 

Fig. 14. Temperature depth profile at y=14 mm in the layered sample with radiation boundary condition. 

  

شکل 14 . توزیع دما در راستای مسیر افقی y=14 mm در نمونه لایه‌ای با شرایط مرزی تشعشعی.
Fig. 14. Temperature depth profile at y=14 mm in the layered sample with radiation boundary condition.
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که در دو میلی‌متر اول و آخر نمونه که تغییر خواص به شکل تابعی 
بوده است، تغییر دما بسیار تدریجی و هموار است.

مقدار حداکثر و متوسط خطا در طول مسیر افقی، در جدول 3 
نشان داده شده است. مطابق این جدول، اختلاف دمای محاسبه شده 
از حل اجزای محدود و حل بدون مش با استفاده از تبدیل کارتزین، 

همواره کمتر از 2 درصد می‌باشد که نشان‌دهنده دقت بالای 
حل بدون مش و توافق آن با حل اجزای محدود است. مطابق این 
جدول، در مسئله با شرط مرزی تابشی، استفاده از مش پس‌زمینه، 
به‌ویژه در نمونه تابعی که میزان غیرهمگن بودن خواص در آن بیشتر 
است، خطا را سه تا چهار برابر بیشتر ‌می‌کند. همچنین، در مقایسه 
مسئله با شرایط مرزی همرفتی و تشعشعی، با وجود آن‌که در مسئله 
با انتقال حرارت همرفت، سه مرز جسم دارای انتقال حرارت همرفت 
تنها  تابشی،  تبادل حرارتی  با  در نظر گرفته شده است و در مسئله 

تابشی  مسئله  در  خطا  مقدار  است،  تشعشع  دارای  جسم  مرز  یک 
با  زیرا  می‌رسد،  نظر  به  منطقی  کاملًا  امر  این  است.  بزرگتر  همواره 
توجه به آن‌که حرارت تابشی تابع درجه چهارم دما است، وجود این 
ترم غیرخطی موجب وابستگی شدیدتر مسئله به دما ‌‌می‌شود و میزان 

خطا را افزایش می‌دهد.

3-2-7- تاریخچه دمایی در شرایط مرزی تابشی
تاریخچه  و  است  انتخاب شده  دامنه  از  در هر مسئله، یک گره 
مش  بدون  روش  با  حل  از  حاصل  دمایی  پاسخ  به  مربوط  زمانی 
روش‌های  ار  هرکدام  از  استفاده  با  شعاعی  نقطه‌ای  درون‌یابی 
از  استفاده  با  از حل  به‌دست آمده  تاریخچه زمانی  با  انتگرال‌گیری، 
نرم‎افزار آباکوس مقایسه شده‌اند. مختصات نقاط مورد بررسی در هر 
در  مسئله  هر  در  حداکثر  و  متوسط  خطای  مقدار  و  نمونه،  مسئله 

 

 
 در وسط نمونه تابعی با شرایط مرزی تشعشعی. =mm 5/9 yتوزیع دما در راستای مسیر افقی  :  15 شکل 

Fig. 15. Temperature depth profile at y=9.5 mm in the FGM sample with radiation boundary condition. 

  

شکل 15 . توزیع دما در راستای مسیر افقی  y=9/5 mm در وسط نمونه تابعی با شرایط مرزی تشعشعی.
Fig. 15. Temperature depth profile at y=9.5 mm in the FGM sample with radiation boundary condition.

: مقایسه میزان خطا درمسئله با شرایط مرزی تشعشعی در مقایسه با حل آباکوس.  3جدول 

 
 حداکثر درصد خطا  خطا درصد متوسط  

ثانیه  300در  ثانیه  600در ثانیه  300در ثانیه  600در 

 تبدیل   گیریروش انتگرال 
کارتزین

 سلول
زمینه پس

 تبدیل  
کارتزین

 سلول
زمینه پس

 تبدیل  
کارتزین

 سلول
زمینه پس

 تبدیل  
کارتزین

سلول  
زمینه پس

 23/0 32/0 31/0 53/0 16/0 07/0 11/0 09/0 ی انمونه کامپوزیت لایه
 35/4 3/1 09/1 25/0 05/4 22/1 92/0 16/0 نمونه تابعی 

 

جدول 3 . مقایسه میزان خطا درمسئله با شرایط مرزی تشعشعی در مقایسه با حل آباکوس.
Table 3. Comparsion of error values in problem with radiation boundary condition compared with ABAQUS solution.
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جدول 4 آمده است. 
همانطور که در جدول 4 مشاهده ‌‌می‌شود، میزان خطا در مقایسه 
استفاده  با  اجزای محدود و حل  از دو روش  ناشی  تاریخچه دمایی 
که  می‌دهد  نشان  شعاعی،  نقطه‌ای  درون‌یابی  مش  بدون  روش  از 
حل به‌دست آمده از روش بدون مش پیشنهادی کاملًا پایدار است. 

همچنین، مقایسه تاریخچه دمایی برای هر دو روش انتگرال‌گیری با 
حل آباکوس در مسئله با شرایط مرزی تشعشعی نشان‌دهنده دقت 
بالای حل با استفاده از تبدیل کارتزین در این نوع مسئله می‌باشد. 
کارتزین  تبدیل  از  استفاده  با  حل  دقت  که  می‌شود  دیده  مجدداً 

بیشتر از روش مش پس‌زمینه است.

مسئله با شرایط مرزی تشعشعی در مقایسه با حل آباکوس. : مقایسه میزان خطا در محاسبه تاریخچه دمایی در 4جدول  

 حداکثر درصد خطا خطا درصد متوسط  متر مختصات بر حسب میلی شماره گره  

تبدیل    گیریانتگرال روش
کارتزین

سلول  
زمینه پس

تبدیل  
کارتزین

سلول  
زمینه پس

مونه کامپوزیت ن
 51/0 32/0 21/0 14/0 (12و14)  82 ایلایه

 3/4 26/1 51/1 52/0 (15و5/9)  148 نمونه تابعی 

جدول 4 . مقایسه میزان خطا در محاسبه تاریخچه دمایی در مسئله با شرایط مرزی تشعشعی در مقایسه با حل آباکوس.
Table 4. Comparsion of erro values in the problem with radiation boundary condition compared with ABAQUS solution.

 
 .=mm 14 yو =mm 12 xدر ای با شرایط مرزی تشعشعی در گره واقع : تاریخچه دمایی در نمونه لایه  16 شکل 

Fig. 16. Tmeperature history in the layered sample with radiation boundary condition at x=12 mm and y= 14 mm. 

  

 

 
 .=mm 5/9 yو  =mm 5/13 xدر گره واقع در  : تاریخچه دمایی در نمونه تابعی با شرایط مرزی تشعشعی 17 شکل 

Fig. 17. Temperature history in the FGM sample with radiation boundary condition at x= 13.5 mm and y=9.5 mm. 

 

.y= 14 mm  و x=12 mm شکل 16 . تاریخچه دمایی در نمونه لایه‌ای با شرایط مرزی تشعشعی در گره واقع در
Fig. 16. Tmeperature history in the layered sample with radiation boundary condition at x=12 mm and y= 14 mm.

.y=9/5 mm و x= 13/5 mm شکل 17 . تاریخچه دمایی در نمونه تابعی با شرایط مرزی تشعشعی در گره واقع در
Fig. 17. Temperature history in the FGM sample with radiation boundary condition at x= 13.5 mm and y=9.5 mm.
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8-نتیجه‌گیری
مقایسه حل تحلیلی انتقال حرارت گذرا با شرایط مرزی همرفتی 
بدون  از حل  آمده  به‌دست  نتیجه  با  دامنه همگن،  تابشی در یک  و 
مش درون‌یابی نقطه‌ای شعاعی و روش انتگرال‌گیری تبدیل کارتزین، 
است.  عددی  روش  این  با  مسئله  این  حل  بالای  دقت  کننده  تایید 
همچنین، با توجه به مثال‌های حل شده، روش بدون مش درون‌یابی 
نقطه‌ای شعاعی، ‌می‌تواند با دقت بسیار بالا، در مقایسه با روش اجزای 
محدود، انتقال حرارت گذرا در مواد ناهمگن و با خواص وابسته به دما 
را حل کند. حتی در مسئله با شرایط مرزی تابشی که در آن حرارت 
از مرتبه چهارم دما است و یک  دارای تشعشع،  از مرز  منتقل شده 
مسئله شدیداً غیرخطی است، این روش با خطای کمتر از 2 درصد 
)با استفاده از روش انتگرال‌گیری تبدیل کارتزین(، قادر به حل مسئله 
انتقال حرارت غیرخطی است. با توجه به دقت بالای حل بدون مش 
در ترکیب با روش انتگرال‌گیری تبدیل کارتزین، و با در نظر گرفتن 
این امر که، استفاده از روش تبدیل کارتزین موجب داشتن یک روش 
بدون مش و بدون نیاز به مش پس‌زمینه می‌شود، این روش ‌می‌تواند 
انتقال حرارت گذرا در  کاندیدای مناسبی برای حل مسائل معکوس 
مواد ناهمگن و غیرخطی که نیاز به استفاده از حل مستقیم، در یک 

حلقه تکرار دارند، باشد.
همچنین، مقایسه نتایج حل با روش تبدیل کارتزین و روش مش 
در  کارتزین،  تبدیل  روش  از  استفاده  که  می‌دهد،  نشان  پس‌زمینه، 
مسئله با شرایط مرزی همرفتی حداقل خطا را به نصف و در مسئله 
تا یک چهارم کاهش می‌دهد. در  را  با شرایط مرزی تشعشعی خطا 
حالی‌که، تعداد نقاط انتگرال‌گیری در روش مش پس‌زمینه حتی کمی 
بیشتر از روش تبدیل کارتزین بوده است. بنابراین، این افزایش دقت 
با استفاده از روش تبدیل کارتزین، بدون نیاز به افزایش تعداد نقاط 
انتگرال‌گیری و زمان حل مسئله به‌دست می‌آید، که خود یک امتیاز 

مثبت برای این روش محسوب ‌‌می‌شود.
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