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Investigation of Quality Factor for Linear Vibrations of Rectangular Micro-plates with 
Thermoelastic Damping
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ABSTRACT:  Regarding the necessity of obtaining high-quality resonators in micro-electromechanical 
systems, recognizing and investigating the parameters that affect the quality factor of micro-structures 
are essential and inevitable. Thermoelastic damping is a dominant source of damping which has a 
considerable effect on the quality factor. In micro-electromechanical systems, microplates are used as 
resonators and radio frequency filters and so on. In this paper, the effect of thermoelastic damping, which 
is one of the most important factors affecting the quality factor, has been investigated for rectangular 
micro-plates. The micro-plate is subjected to an electrostatic actuation. Galerkin method has been used 
to simplify and solve the governing equations. The result is a nonlinear algebraic equation for the quality 
factors of microplates of general conditions due to thermoelastic damping. Unlike previous researches, 
the proposed model can directly calculate the quality factor and there is no need of calculating undamped 
natural frequency. COMSOL multiphysics software is used for finite element simulation. After 
verification of the proposed model, the effect of various parameters on the quality factor is investigated. 
The proposed model can also be used to calculate the pull-in instability voltage. The results of the current 
paper can be used to design micro-electromechanical systems.
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1- INTRODUCTION
In1 recent years Micro-Electromechanical Systems 

(MEMS) have gained the attention of many researchers due 
to their unique features such as light weight, small dimensions 
and low energy consumption [1]. Micro-plates are used in 
many applications, such as resonant sensors and RF filters 
[2]. For these applications, it is necessary to consider the 
effects of damping as it can affect the quality factor of the 
micro-structure. There are many damping mechanisms that 
contribute to lowering the quality factors of microstructures. 
Thermoelastic damping has a significant effect on the 
performance of micro-resonators because it determines 
the quality factor of the resonators [3, 4]. When a structure 
vibrates in a vibrational mode there are some regions of 
compression and some of the extension. Depending on the 
timescale of the vibration heat flows from the warmer parts 
of the micro-structure to the cooler parts. Since heat flow is an 
irreversible process, this heat flow is associated with energy 
loss from the vibrational mode and corresponding damping 
for the resonant mode [5].

Motivated by the aforementioned remarks, in this paper 
the quality factor of rectangular micro-plates for the cases 
of free and forced vibrations is investigated. Galerkin 
decomposition method is used to discretize the governing 
equations.  Finite element simulation is also carried out using 

COMSOL multiphysics software. It is shown that the FE 
simulation is reliable. The results of the present work can be 
used to design MEMS resonators.

2- MODELING
Here we consider a rectangular micro-plate as Fig. 1 

subjected to an electrostatic load.
Assuming small strains and displacements, we obtain 

the following thermoelastic linear equation of motion as 
[6]:
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where w(x, y, t) is the transverse deflection of the plate 
at the position x and y at time t, ρ is the material density, d 
is the initial gap width, D = Eh3/12(1-ν2) is the plate flexural 
rigidity, h is the micro-plate thickness, E is Young’s modulus, 
ν is Poisson’s ratio and M T is the thermal bending moment 
and is defined as
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where 0T Tθ = − . The temperature distribution is 
governed by the classical heat conduction equation as: 
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where K is the thermal conductivity and Cp is the heat 
capacity coefficient at constant pressure. For the linear 
damped eigenvalue problem, we have:
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where φmn(x, y) and θmn(x, y, z) are the nth complex mode 
shapes of the plate and the associated temperature variation, 
respectively and Ωmn is the nth complex eigenvalue. Based on 
the Galerkin method the following equations can be obtained.
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and:
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The quality factor is defined as:
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3- RESULTS AND DISCUSSION
In this section, as a case study, we present the numerical 

results for the quality factor of a fully clamped silicon micro-
plate. Table 1 lists the dimensions of the micro-plate. Fig. 2 
shows the variation of Q of the first mode of a plate with T0. 
It is obvious that there is a very good agreement between the 
results of the present study and Ref. [6]. 

Fig. 3 shows the effect of applied DC voltage on the 
quality factor. It can be seen that as the voltage increases the 
quality factor decreases.

4- CONCLUSIONS
In this study, we derived a semi-analytical expression 

for the quality factor of rectangular micro-plates of general 
boundary conditions. Comparing the calculated quality 
factors using the proposed semi-analytical model and FE 
simulation to those of in Ref. [6] verifies our calculations.

 

 
Fig. 1. Schematic model of the micro-plate 

 

  

Fig. 1. Schematic model of the micro-plate

 
Fig. 2. Variation of the quality factor of the first 

mode with the temperature 
 

  

Fig. 2. Variation of the quality factor of the first mode with the 
temperature
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Fig. 3. Variation of the quality factor of the first 

mode with the DC voltage 
 

Fig. 3. Variation of the quality factor of the first mode with the 
DC voltage
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بررسی ضریب کیفیت در ارتعاشات خطی میکروصفحه مستطیلی با در نظر گرفتن اثر میرایی 
ترموالاستیک

علی اصغر یلدایی، حسین رحمانی*، فرامرز سرحدی، محمد رضا صالحی کلاهی

گروه مهندسی مکانیک، دانشگاه سیستان و بلوچستان، زاهدان، ایران

خلاصه: با توجه به لزوم دستیابی به تشدیدگرهای با ضریب کیفیت بالا در سیستم های میکروالکترومکانیکی، شناخت 
و بررسی عوامل موثر بر ضریب کیفیت امری ضروری و اجتناب ناپذیر می باشد. در سیستم های میکروالکترومکانیکی 
اثر  بررسی  به  پژوهش  این  در  استفاده می شود.  رادیویی  فیلترهای  و  تشدیدگر  عنوان  به  مرتعش  میکروصفحات  از 
ارتعاشات  برای  بر ضریب کیفیت میکروساختارها می باشد،  تاثیر گذار  از مهم ترین عوامل  ترموالاستیک که  میرایی 
عرضی میکروصفحه مستطیلی شکل در دو حالت آزاد و اجباری پرداخته شده است. ارتعاشات اجباری میکروصفحه در 
پژوهش حاضر ناشی از اعمال نیروی الکترواستاتیک در نظر گرفته می شود. جهت ساده سازی و حل معادلات از روش 
گالرکین استفاده شده است. نتیجه یک معادله جبری غیرخطی می باشد که می تواند برای محاسبه ضریب کیفیت 
میکروصفحات مستطیلی با شرایط مرزی مختلف مورد استفاده قرار گیرد. بر خلاف پژوهش های پیشین، مدل ارائه 
شده به طور مستقیم می تواند ضریب کیفیت را محاسبه کند و نیازی به محاسبه فرکانس طبیعی در حالت بدون در نظر 
گرفتن میرایی ترموالاستیک ندارد. برای شبیه سازی اجزای محدود از نرم افزار کامسول مولتی فیزیکس استفاده شده 
است. در پایان پس از اطمینان از صحت نتایج، تاثیر پارامترهای مختلف بر ضریب کیفیت میکروصفحه مورد بررسی 

قرار گرفته است. مدل ارائه شده جهت محاسبه ولتاژ ناپایداری کششی نیز می تواند موثر واقع شود.

تاریخچه داوری:
دریافت: 1398/03/20
بازنگری: 1398/09/04
پذیرش: 1398/10/08

ارائه آنلاین: 1398/10/14

کلمات کلیدي:
ارتعاشات خطی

میکروالکترومکانیک 
میکروصفحه 

میرایی ترموالاستیک 
ضریب کیفیت

851

h_rahmani@eng.usb.ac.ir : :نویسنده عهده دار مکاتبات *

 )Creative Commons License( حقوق مؤلفین به نویسندگان و حقوق ناشر به انتشارات دانشگاه امیرکبیر داده شده است. این مقاله تحت لیسانس آفرینندگی مردمی 
در دسترس شما قرار گرفته است. برای جزئیات این لیسانس، از آدرس https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode دیدن فرمائید.

1- مقدمه
در سال های اخیر سیستم های میکروالکترومکانیکی1 با ویژگی های 
منحصر به فرد خود نظیر اندازه کوچک و دقت بالا موضوع بسیاری 
دلیل  به  سیلیکون   .]1[ داده اند  اختصاص  خود  به  را  پژوهش ها  از 
داشتن خواص فیزیکی و مکانیکی مناسب به عنوان عنصر اصلی در 
میکروصفحه  و  میکروتیر  به شکل  میکروالکترومکانیکی  سیستم های 
الکترواکتیو  پلیمرهای  نیز  اخیرا   .]2[ می گیرد  قرار  استفاده  مورد 
برای استفاده در سیستم های میکروالکترومکانیکی پیشنهاد شده اند. 
سیستم های میکروالکترومکانیکی از لحاظ ساختاری به دو نوع پیوسته 

1  Micro Electro Mechanical Systems (MEMS)

و گسسته قابل تفکیک هستند. میکروتیرها و میکروصفحات مرتعش از 
نوع سیستم های پیوسته می باشند ]3[. در حالی که قطعات الکترونیکی 
عناصر  می شوند،  ساخته  مجتمع2  مدار  ساخت  روال  از  استفاده  با 
میکروماشین  فرایندهای  طریق  از  میکروالکترومکانیکی  سیستم های 

کاری تولید می شوند ]4[.
مرتعش  میکروصفحات  از  میکروالکترومکانیکی  سیستم های  در 
می شود.  استفاده  رادیویی  فرکانس  فیلتر های  و  تشدیدگر  عنوان  به 
ضریب  از  میکروسازه  که  دارد  اهمیت  بسیار  کاربردها  این  برای 
باشد. مکانیزم هایی متعددی وجود دارد که  برخوردار  بالایی  کیفیت 
این  از  بسیاری  اثر   .]5[ می شوند  سازه  کیفیت  کاهش ضریب  باعث 

2  Integrated Circuit
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مکانیزم ها را با طراحی مناسب می توان از میان برداشت. به طور مثال 
اثر میرایی فیلم نازک1 را می توان با افزایش طول گپ و کاهش فشار 
اثر  کنترل  میان  این  در   .]6[ رساند  حداقل  به  را  میکروسازه  روی 
میرایی ذاتی میکروسازه بسیار مشکل می باشد. میرایی ترموالاستیک2 
می باشند.  ذاتی  میرایی های  مهم ترین  ویسکوالاستیک3  میرایی  و 
پلیمرها  مانند  ویسکوالاستیک  مواد  در  تنها  ویسکوالاستیک  میرایی 
مشاهده می شود اما میرایی ترموالاستیک در تمامی مواد وجود دارد 

.]7-9[
می کند،  نوسان  خود  مودهای  از شکل  یکی  در  سازه  یک  وقتی 
قرار  فشار  تحت  قسمت هایی  و  کشش  تحت  سازه  از  قسمت هایی 
با افزایش دما و قسمت های تحت  می گیرند. قسمت های تحت فشار 
کشش با کاهش دما رو به رو می شوند. این اختلاف دمای ایجاد شده 
باعث بوجود آمدن یک شار گرمایی درون سازه می شود. از آنجا که 
با  این شار گرمایی  ناپذیر می باشد،  برگشت  فرآیند  انتقال گرما یک 
اتلاف انرژی ارتعاشات در ارتباط می باشد. بنابراین می توان این اتلاف 
انرژی را به عنوان یک عامل میرایی به نام میرایی ترموالاستیک در 
بالایی  اهمیت  از  میکرو  ابعاد  در  ترموالاستیک  میرایی  گرفت.  نظر 
برخوردار است، چرا که نواحی تحت کشش و فشار بسیار به یکدیگر 
نزدیک بوده و از اثر شار گرمایی ایجاد شده نمی توان صرف نظر کرد 

.]10[
را  ترموالاستیک  میرایی  اهمیت  بودکه  کسی  اولین   ]11[ زنر 
بررسی  ضریب  برای  را  عبارتی  تحلیلی  صورتی  به  و  داد  تشخیص 
با سطح مقطع  ارائه داد. لیفشیتز و روکس ]7[ تیری  کیفیت تیرها 
و  کردند  مدل  ترموالاستیک  میرایی  گرفتن  نظر  در  با  را  مستطیلی 
اقدام به محاسبه ضریب کیفیت نمودند. مدل آن ها دقیق تر از مدل زنر 
بود. روسژارت به صورت آزمایشی نشان داد که میرایی ترموالاستیک 
روسژارت  کند.  محدود  میکرو  ابعاد  برای  را  کیفیت  ضریب  می تواند 
حالت  رزوناتور های  کیفیت  ضریب  محاسبه  برای  زنر  مدل  از   ]12[
جامد استفاده نمود و تطابق خوبی را بین نتایج آزمایشگاهی خود و 
مدل زنر مشاهده نمود. سوتیپدو و همکاران ]13[ با در نظر گرفتن 
را  ترموالاستیک  میرایی  مدل  دلخواه  الکترواستاتیکی  تحریک  یک 
 ]10[ یونس  و  نایفه  گذشته  پژوهش های  ادامه  در  بخشیدند.  بهبود 

1  Squeeze Film Damping  
2  Thermoelastic
3  Viscoelastic

به بررسی ضریب کیفیت با در نظر گرفتن میرایی ترموالاستیک در 
آنالیز  از  آن ها  پرداختند.  مستطیلی  میکروصفحات  عرضی  ارتعاشات 
اغتشاش جهت حل معادلات حاکم بهره گرفتند. ضریب کیفیت با در 
نظر گرفتن میرایی ترموالاستیک در ارتعاشات صفحه ای توسط دولتی 

و همکاران ]14[ بررسی شده است.
میکروصفحات  کیفیت  ضریب  بررسی  حاضر  پژوهش  از  هدف 
حالت  دو  در  ترموالاستیک  میرایی  گرفتن  نظر  در  با  مستطیلی 
حل  و  ساده سازی  جهت  می باشد.  اجباری  و  آزاد  عرضی  ارتعاشات 
معادلات حاکم، روش گالرکین مورد استفاده قرار می گیرد. برخلاف 
پژوهش جهت محاسبه  این  در  ارائه شده  پیشین مدل  پژوهش های 
عادی  حالت  در  طبیعی  فرکانس  محاسبه  به  نیازی  کیفیت  ضریب 
)بدون در نظر گرفتن میرایی ترموالاستیک( ندارد و به طور مستقیم 
محدود  اجزای  شبیه سازی  جهت  می گردد.  محاسبه  کیفیت  ضریب 
به  توجه  با  می شود.  استفاده  مولتی فیزیکس  کامسول  نرم افزار  از 
ترموالاستیک  میرایی  شبیه سازی  تاکنون جهت  نگارندگان  مطالعات 
نرم افزار  است.  نشده  استفاده  کامسول  نرم افزار  از  میکروصفحات  در 
کامسول ابزاری قوی جهت شبیه سازی و تحلیل مسائل چند فیزیکی 
سیستم های  طراحی  جهت  می تواند  پژوهش  این  نتایج  می باشد. 

میکروالکترومکانیکی مورد استفاده قرار گیرد.
 

2- مدل سازی
 ،L شکل 1 به طور شماتیک یک میکروصفحه مستطیلی به طول
عرض b و ضخامت h را با شرایط مرزی کاملا درگیر نشان می دهد. 
روی  بر  مطالعه صفحه  برای  کارتزین  مختصات  محور های  همچنین 

شکل نشان داده شده است.

1-2- ضریب کیفیت در ارتعاشات آزاد
حاکم  خطی  ترموالاستیک  معادله  کوچک  کرنش های  فرض  با 
بر جابه جایی عرضی میکروصفحه به صورت رابطه )1( در نظر گرفته 

می شود ]15 و 16[.

2
4 2 T

2 0wD w h M
t

ρ ∂
∇ + +∇ =

∂
 )1(

ضخامت   h چگالی،   ρ میکروصفحه،  عرضی  جابه جایی   w که 
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 صلبیت میکروصفحه، ν نسبت پواسون، 
3

2( )
EhD
ν

=
−12 1

میکروصفحه و 
E مدول یانگ و M T گشتاور خمشی گرمایی می باشند که به صورت 

رابطه )2( به دست می آید.

2

2

1

h

T t

h

EM z dzα
θ

−

=
−ν ∫  )2(

ذکر  به  0T می باشد. لازم  Tθ = − و  انبساط طولی  αt ضریب  که 
است T(x , y , z, t) توزیع دمای صفحه و T0 دمای اولیه می باشد. 
از معادله هدایت حرارتی که در  توزیع دما در صفحه  برای محاسبه 

رابطه )3( آورده شده است، استفاده می کنیم ]16[.

2 0

1 2
t

P
E T eK q C

t t
αθθ ρ
υ

∂ ∂
∇ + = −

∂ − ∂
 )3(

 e شار گرمایی و q ،ظرفیت گرمایی ویژه در فشار ثابت Cp که
کرنش با در نظر گرفتن انبساط گرمایی و اثرات مکانیکی می باشد، که 

به صورت رابطه )4( تعریف می شود.

11 22 33e ε ε ε= + +  )4(

برای ε داریم:

( ) ( )11 11 22 0
1 T T
E

ε σ υσ α= − + −  )5(

( ) ( )22 22 11 0
1 T T
E

ε σ υσ α= − + −  )6(

( ) ( )33 11 22 0T T
E
υε σ σ α= − + + −  )7(

با استفاده از روابط )5( و )6( می توانیم رابطه )7( را به صورت زیر 
بازنویسی کنیم.

( ) ( ) ( )( )33 11 22 0
1 1

1
T Tε υ ε ε υ α

υ
= − + + + −

−
 )8(

با استفاده از رابطه کرنش با جابه جایی نیز داریم:

2

11 2

2

22 2

wz
x
wz
y

ε

ε

∂
= −

∂
∂

= −
∂

 )9(

با جایگذاری روابط )8( و )9( در رابطه )4(، رابطه )10( به دست 
می آید.

( )2
0

1 2 1
1 1

e z w T Tυ υ α
υ υ

− +
= − ∇ + −

− −
 )10(

جهت  همچنین  و   )3( رابطه  در   )10( رابطه  جایگذاری  با 
خطی سازی با جایگزینی T با T0 در سمت راست رابطه )3( صورت 
نهایی و خطی شده معادله گرما به صورت رابطه )11( حاصل می شود.

 
Fig. 1. Schematic model of rectangular micro-plate with fully clamped boundary conditions 

 : شماتیک میکروصفحه مستطیلی با شرایط مرزی کاملا درگیر 1شکل 
 

  

Fig. 1. Schematic model of rectangular micro-plate with fully clamped boundary conditions

شکل 1: شماتیک میکروصفحه مستطیلی با شرایط مرزی کاملا درگیر
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( )2 20

1
t

P
E TK q C z w

t t
αθθ ρ
υ

∂ ∂
∇ + = − ∇

∂ − ∂
 )11(

لازم به ذکر است که روابط )1( و )11( با یکدیگر کوپل بوده و 
باید هم زمان مورد حل قرار بگیرند. با فرض هارمونیک بودن ارتعاشات 

پاسخ معادلات )1( و )11( به صورت زیر در نظر گرفته می شود.

( ) ( )
1 1

, , , i tmn
mn

m n
w x y t x y eϕ

∞ ∞
Ω

= =

= ∑∑  )12(

( ) ( )
1 1

, , , , , i tmn
mn

m n
x y z t x y z eθ

∞ ∞
Ω

= =

= Θ∑∑

و  ارتعاشی صفحه  مودهای  ترتیب شکل  به   mnΘ و   mnϕ که 
mnΩ فرکانس طبیعی مختلط ارتعاشات میکروصفحه  دما می باشند.

می باشد.

mn mn mniω λΩ = +  )13(

در رابطه )13( قسمت حقیقی آن به اثر کوپلینگ ترموالاستیکی 
می شود.  مربوط  صفحه  ارتعاشات  میرایی  به  آن  موهومی  قسمت  و 
و   q و حذف   )11( و   )1( روابط  در   )12( رابطه  کردن  جایگزین  با 
همچنین در نظر گرفتن این نکته که گرادیان دما در راستای ضخامت 
z بسیار بزرگ تر از دو راستای دیگر می باشد به روابط )14( تا )16( 

دست می یابیم.

4 4 4
2

4 2 2 4

2 2

2 2

2

0

mn mn mn
mn mn

mn mn

x x y y

M M
x y

ϕ ϕ ϕ
ϕ

∂ ∂ ∂
+ + −Ω

∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂
+ + = 

∂ ∂ 

 )14(

که در آن:

2
T

2

1

h

t
mn mn

h

EM z dzα
υ

−

= Θ
− ∫  )15(

معادله گرما نیز به صورت رابطه )16(حاصل می شود.

2
20

2 1
tmn

mn P mn mn mn
E Ti C i z

z
α

ρ ϕ
υ

∂ Θ
= Ω Θ − Ω ∇

−∂
 )16(

برای حل رابطه )16( از شرایط مرزی شار گرمایی صفر استفاده 
می کنیم. زیرا که سطح رویه ها ایزوله در نظر گرفته می شود و هیچ شار 

گرمایی از آن ها عبور نمی کند ]11[.

0
2

mn hat z
z

∂Θ
= = ±

∂
 )17(

با استفاده از شرایط مرزی )17( حل رابطه )16( به صورت رابطه 
)18( می باشد.

( ) ( )

( )

20 sin( ), , ,
1 cos

2

1
2

t P
mn mn

PP
P

mn p
P

E T K zx y z z
K hC K

C
K i

K

α
ϕ

υ ρ

ρ

 
 
 Θ = ∇ −

−   
    

Ω
= −

 )18(

با جایگزین کردن رابطه )18( در رابطه )15( به رابطه )19( دست 
می یابیم.

( )
2 2 23

T 0
2 3 2 2

2 tan
2

1 12

P

t mn mn
mn

P P

K h
E T h hM

K K x y
α ϕ ϕ
υ

  
   ∂ ∂  = + − + 

− ∂ ∂   
        

)19(

نهایی  معادله   ،)14( رابطه  در   )19( رابطه  دادن  قرار  با  حال 
به صورت رابطه )20( حاصل می شود.

( ) 4 2 0mn mn mnD D hϕ ρ ϕ+ ∇ − Ω = )20(

که در آن:

( )

2 2 3
0

2 2 3

2 tan
2

121

P

P PP

K h
E T h hD

K KC
α

υ ρ

  
    = + −

 −
 
 

  )21(

برای حل رابطه )20( از روش گالرکین استفاده می کنیم. با در نظر 
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گرفتن اولین مود ارتعاشی داریم:

( )( )4 2
11 11 11 11 0

A

D D hϕ ρ ϕ ϕ+ ∇ − Ω =∫∫   )22(

رابطه )22( را به صورت زیر نیز می توان نوشت.

( )( ) 2
1 2 3 11 4 0D D a a a h aρ+ + + − Ω =  )23(

و برای ضرایب a1 تا a4 داریم:

4
11

1 114

4
11

2 112 2

4
11

3 114

2
4 11

A

A

A

A

a dxdy
x

a dxdy
x y

a dxdy
y

a dxdy

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

∂
=

∂

∂
=

∂ ∂

∂
=

∂

=

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

 )24(

با حل رابطه )23( و محاسبه فرکانس طبیعی و تفکیک قسمت های 
حقیقی و موهومی آن می توان با استفاده از رابطه )24( ضریب کیفیت 

را محاسبه کرد ]17[.

11

11

1
2

Q ω
λ

=  )25(

2-2- ضریب کیفیت در ارتعاشات اجباری
کیفیت  ضریب  برای  رابطه ای  استخراج  به  قسمت  این  در 

در  پرداخت.  خواهیم  الکترواستاتیک  تحریک  تحت  میکروصفحه 
معادله  باشد،  الکترواستاتیک  تحریک  تحت  میکروصفحه  که  حالتی 

حاکم به صورت رابطه )25( می باشد.

2
4 T 2 2 T

2 e
wD w h N w M F

t
ρ ∂

∇ + + ∇ +∇ =
∂

 )26(

که Fe نیروی الکترواستاتیک بر واحد سطح می باشد و به صورت 
زیر قابل محاسبه می باشد ]18[.

( )
( )

2
0

2, ,
2 , ,

e
VF x y t

d w x y t

ε
=

 − 
 )27(

در ابطه )V )27 ولتاژ اعمالی، 0ε ضریب گذردهی الکتریکی خلا و 
d فاصله بین میکروصفحه و الکترود ثابت )طول گپ( می باشد. شکل 
را  الکترواستاتیک  تحریک  تحت  میکروصفحه  شماتیک  به صورت   2
 VDC نشان می دهد. ولتاژ اعمالی را می توان ترکیبی از ولتاژ مستقیم

و VAC متناوب در نظر گرفت.

( ) ( )DC ACV t V V t= +  )28(

همچنین  و   )26( رابطه  در   )28( و   )27( روابط  جایگذاری  با 
رابطه )29(  به   w=0 نقطه  رابطه )27( حول  تیلور  از بسط  استفاده 

دست می یابیم.

 

2 2 2
4 T 2 2 TAC 0 DC 0 DC

2 2 32
w V VD w h N w M w
t d d

ε ε
ρ

∂
∇ + + ∇ +∇ = +

∂
 )29(

2
2 20 DC 0 DC 0 DC 0 DC

AC AC AC2 4 3 2
3 2

2 2
V V V VV w V w V
d d d d

ε ε ε ε
+ + + + +

 
Fig. 2. Schematic model of micro-plate under electrostatic actuation 

 : شماتیک میکروصفحه تحت تحریک الکترواستاتیک2شکل 
 

  

Fig. 2. Schematic model of micro-plate under electrostatic actuation

شکل 2: شماتیک میکروصفحه تحت تحریک الکترواستاتیک
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 VAC متناوب  ولتاژ  مقدار  کوچک  شکل های  تغییر  برای 
که  است  معنی  بدان  این  می باشد.   VDC ولتاژ  از  کوچک تر  بسیار 
معادله   )29( رابطه  در  بالا  مرتبه  با حذف جملات   . AC DCV V

حرکت دینامیکی به صورت زیر ساده می شود.

2 22
4 T 2 2 T 0 DC 0 DC 0 DC

AC2 2 3 22
V V VwD w h N w M w V

t d d d
ε ε ε

ρ ∂
∇ + + ∇ +∇ = + +

∂
)30(

جهت دست یابی به معادله مقدار ویژه، مقدار VAC و اولین جمله 
سمت راست در رابطه )30( برابر صفر در نظر گرفته می شود.

22
4 T 2 2 T 0 DC

2 3
VwD w h N w M w

t d
ε

ρ ∂
∇ + + ∇ +∇ =

∂
)31(

رابطه )31( معادله مقدار ویژه می باشد. با استفاده از رابطه )12( 
جهت   )32( معادله  به   ،)22( تا   )13( روابط  مشابه  روندی  تکرار  و 

محاسبه فرکانس طبیعی مختلط دست می یابیم.

)3 2 (

( )( )
2

2 0
1 2 3 11 43 0DCVD D a a a h a

d
ε

ρ
 

+ + + − Ω + = 
 



3-2- تغییر شکل دینامیکی با در نظر گرفتن میرایی ترموالاستیک
در این قسمت به بررسی جابه جایی میکروصفحه با در نظر گرفتن 
معادلات  حالت  این  در  می شود.  پرداخته  ترموالاستیک  میرایی  اثر 

حاکم بر مسئله با فرض های پیشین به صورت رابطه )33( می باشد.

( )

22
4 2 T 0

2 2
2 , ,

VwD w h M
t d w x y t

ε
ρ ∂

∇ + +∇ =
∂  − 

)33- الف(

( )
2

20
2 1

t
P

E TK q C z w
z t t

αθ θρ
υ

∂ ∂ ∂
+ = − ∇

∂ ∂ − ∂
)33- ب( 

در این حالت پاسخ مسئله به صورت ترکیب خطی از توابع شکلی1 
نظر  در  زمان  به  وابسته  و ضرایب  سازند  برقرار  را  مرزی  که شرایط 

گرفته می شود.
1  Shape Functions

( ) ( ) ( )
1 1

, , ,
M N

mn mn
m n

w x y t x y q tϕ
= =

= ∑∑ )34- الف( 

( ) ( ) ( )
1 1

, , , , ,
I J

ij ij
i j

x y z t x y z tθ ς
= =

= Θ∑∑ )34- ب( 

روش  از  استفاده  با  و   )33( رابطه  در   )34( رابطه  جایگذاری  با 
به  ارتعاشی  مود  اولین  گرفتن  نظر  در  با  و  گارکین  وزنی  باقی مانده 

دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی زیر دست می یابیم.

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1 2 3 11 4 11

2
0 11

5 6 11 2
11 11

0
2 A

D a a a q t a hq t

V t
a a t dA

d q t

ρ

ε ϕς
ϕ

+ + + +

+ − =
 − 

∫∫



)35- الف(

( ) ( ) ( ) ( )0
7 11 8 11 9 10 11 0

1
t

p
E TKa t C a t a a q tα

ζ ρ ζ
υ

− + + =
−





)35- ب(

و برای ضرایب a5 تا a10 داریم:

2
11

5 112

2
11

6 112

2
11

7 112

2
8 11

2
11

9 112

2
11

10 112

V

V

V

V

V

V

a z dV
x

a z dV
y

a dV
z

a dV

a z dV
x

a z dV
y

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

=

∂ Θ
=

∂
∂ Θ

=
∂

∂ Θ
= Θ

∂
= Θ

∂
Θ

∂
∂

= Θ
∂

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

 )36(

3- نتایج
نتایج حاصل از حل عددی روابط )23(، )32( و  در این قسمت 
)35( به همراه نتایج شبیه سازی اجزای محدود برای مطالعه موردی 
نشان   1 جدول  می شود.  ارائه  سیلیکون  جنس  از  میکروصفحه  یک 

دهنده ابعاد میکروصفحه مورد بررسی می باشد.



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 2، سال 1400، صفحه 851 تا 862

857

مود  اولین شکل  با  متناظر  کیفیت  تغییرات ضریب   3 در شکل 
میکروصفحه  برای  آزاد  ارتعاشات  حالت  در  دما  تغییرات  به  نسبت 
نتایج،  صحت  از  اطمینان  منظور  به  است.  شده  داده  نشان  مذکور 
نتایج حاصل با پژوهش آقایان نایفه و یونس ]10[ مقایسه شده است. 
لازم به ذکر است که نتایج مرجع ]10[ با استفاده از آنالیز اغتشاش 
محاسبه شده است. مزیت روش ارائه شده در پژوهش حاضر نسبت 
محاسبه  امکان  مستقیم  به طور  که  است  این  در  اغتشاش  آنالیز  به 
ضریب کیفیت و فرکانس طبیعی مختلط وجود دارد. در حالی که در 
آنالیز اغتشاش ابتدا می بایست فرکانس طبیعی میکروصفحه بدون در 
نظر گرفتن میرایی ترموالاستیک محاسبه شده و سپس با استفاده از 
آن اقدام به محاسبه ضریب کیفیت و فرکانس طبیعی مختلط نمود. 
همان گونه که در شکل 3 مشاهده می شود تطابق خوبی بین نتایج 
وجود دارد. میزان خطا برای روش تئوری 3 درصد و برای شبیه سازی 
اجزای محدود 1 درصد می باشد. لازم به ذکر است که میکروصفحه 
از جنس سیلیکون می باشد. جدول 2 نشان دهنده خواص فیزیکی و 

ارتعاشی  مود  شکل  اولین   4 شکل  در  می باشد.  سیلیکون  مکانیکی 
میکروصفحه برای شرایط مرزی کاملا درگیر با در نظر گرفتن میرایی 
است.  شده  داده  نشان   0  KT = 300 اولیه  دمای  و  ترموالاستیک 

توزیع دمای متناظر نیز در شکل 5 نشان داده شده است.
ماژول های ترموالاستیسیته1 و الکترومکانیک2 در نرم افزار کامسول 
مولتی فیزیکس به ترتیب جهت محاسبه ضریب کیفیت و اعمال نیروی 
ترموالاستیسیته  ماژول  می گیرند.  قرار  استفاده  مورد  الکترواستاتیک 
صورت خطی شده رابطه )3( و معادله الاستیسیته را به صورت کوپل 
حل می کند. از ماژول الکترومکانیک جهت اعمال ولتاژ الکتریکی به 
میکروصفحه استفاده می شود. این دو ماژول از زیرشاخه های فیزیک 
مکانیک ساختاری3 می باشند. مدل سازی به صورت سه بعدی و شرایط 
مرزی گرمایی اعمال شده در نرم افزار نیز همان شار گرمایی صفر بر 
ضریب  محاسبه  جهت  می باشد.  میکروصفحه  زیرین  و  رویین  سطح 

1  Thermoelasticty (TE)
2  Electromechanics (EMI)
3  Structural Mechanics

(: ابعاد میکروصفحه )1جدول 

 
 مقدار کمیت 
 200(طول ) 
100(عرض ) 

 5/1 (ضخامت ) 

 

 
Fig. 3. Variation of quality factor of the first mode with the temperature 

 دما  : تغییرات ضریب کیفیت متناظر با اولین شکل مود نسبت به3شکل 
 

  

Fig. 3. Variation of quality factor of the first mode with the temperature

شکل 3: تغییرات ضریب کیفیت متناظر با اولین شکل مود نسبت به دما

)μm( جدول 1: ابعاد میکروصفحه
Table 1. Dimensions of the micro-plate (μm)
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کیفیت از حل گر فرکانس ویژه1 نرم افزار استفاده می شود. لازم به ذکر 
است با توجه به ابعاد کوچک میکروصفحه نوع و تعداد مش تاثیری 
در حد 1 درصد بر دقت نتایج دارد. در پژوهش حاضر از مش بندی 
خودکار نرم افزار که از نوع مثلثی و به تعداد 21012 می باشد، استفاده 

1  Eigenfrequency

شده است. شکل 6 نشان دهنده تاثیر تعداد مش بر دقت نتایج می باشد.
مود  اولین شکل  با  متناظر  کیفیت  تغییرات ضریب   7 در شکل 
نسبت به تغییرات ضخامت میکروصفحه ) با ثابت بودن طول، عرض و 
دمای 300 کلوین( نشان داده شده است. شکل های 8 و 9 به ترتیب 
تغییرات ضریب کیفیت متناظر با اولین شکل مود را نسبت به تغییرات 

 
: خواص فیزیکی و مکانیکی سیلیکون 2جدول 

 
 مقدار کمیت 
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2329

 25/0 
700 
130 

0000026/0 

 

 
Fig. 4. First mode shape of fully clamped rectangular micro-plate considering thermoelastic damping 

 ولین شکل مود میکروصفحه برای شرایط مرزی کاملا درگیر با در نظر گرفتن میرایی ترموالاستیک : ا4شکل 
 

  

 
 

 
Fig. 5. Temperature distribution in fully clamped rectangular micro-plate for first vibrational mod 

 ایط مرزی کاملا درگیر زیع دما در میکروصفحه برای اولین شکل مود ارتعاشی برای شر: تو 5شکل 
 

  

جدول 2: خواص فیزیکی و مکانیکی سیلیکون

Table 2. Physical and mechanical properties of silicon

Fig. 4. First mode shape of fully clamped rectangular micro-plate considering thermoelastic damping

شکل 4: اولین شکل مود میکروصفحه برای شرایط مرزی کاملا درگیر با در نظر گرفتن میرایی ترموالاستیک

Fig. 5. Temperature distribution in fully clamped rectangular micro-plate for first vibrational mod

شکل 5: توزیع دما در میکروصفحه برای اولین شکل مود ارتعاشی برای شرایط مرزی کاملا درگیر
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T0( میکروصفحه نشان می دهند.   = 300 K طول و عرض ) دمای 
عرض  و  طول  افزایش  دما  و  ضخامت  برخلاف  که  می شود  مشاهده 

میکروصفحه منجر به افزایش ضریب کیفیت می گردد.
تغییرات ضریب کیفیت متناظر با اولین شکل مود نسبت به ولتاژ 
برای دمای T0 = 100 K و طول گپ d = 1/2 μm در شکل 10 
نشان داده شده است. شکل 11 تغییرات ضریب کیفیت را نسبت به 
طول گپ در دمای T0 = 100 K و ولتاژ V 10 نشان  می دهد. لازم 
 16 V به ذکر است که در شکل 10 با افزایش ولتاژ کمی بیش تر از

که  است  معنی  بدان  این  می گردد.  صفر  برابر  کیفیت  ضریب  مقدار 
میکروصفحه دچار پدیده ناپایداری کششی1 گردیده است. در توضیح 
با رسیدن  این نکته ضروری است که  ناپایداری کششی، ذکر  پدیده 
ولتاژ به یک مقدار معین نیروهای داخلی میکروصفحه از تعادل با فشار 
الکترواستاتیک خارج شده و باعث می شوند که میکروصفحه به سمت 

1  Pull-In

 
Fig. 6. The effect of mesh size on quality factor 

 اثیر تعداد مش بر دقت محاسبه ضریب کیفیت: ت6شکل 
 

  

 

 
Fig. 7. Variation of quality factor of the first mode with the thickness 

 ضریب کیفیت متناظر با اولین شکل مود نسبت به ضخامت میکروصفحه  : تغییرات7شکل
 

  

Fig. 6. The effect of mesh size on quality factor

شکل 6: تاثیر تعداد مش بر دقت محاسبه ضریب کیفیت
Fig. 7. Variation of quality factor of the first mode with the thickness

شکل7: تغییرات ضریب کیفیت متناظر با اولین شکل مود نسبت به ضخامت 
میکروصفحه

 

 
Fig. 8. Variation of quality factor of the first mode with the length 

 : تغییرات ضریب کیفیت متناظر با اولین شکل مود نسبت به طول میکروصفحه 8شکل 
 

  

Fig. 8. Variation of quality factor of the first mode with the length

به طول  نسبت  مود  اولین شکل  با  متناظر  تغییرات ضریب کیفیت  شکل 8: 
میکروصفحه

 
 

 
Fig. 9. Variation of quality factor of the first mode with the width 

 میکروصفحه : تغییرات ضریب کیفیت متناظر با اولین شکل مود نسبت به عرض 9شکل 
 

  

Fig. 9. Variation of quality factor of the first mode with the width

به عرض  اولین شکل مود نسبت  با  تغییرات ضریب کیفیت متناظر  شکل 9: 
میکروصفحه
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الکترود ثابت کشیده شده ) پدیده ناپایداری کششی ( و با آن تماس 
پیدا کند. پدیده ناپایداری کششی یک پدیده مخرب است و می بایست 
سیستم های  طراحی  به هنگام  بنابراین   .]19[ شود  اجتناب  آن  از 
شود.  مشخص  ولتاژ  نهایی  حد  می بایست  میکروالکترومکانیکی 
به عنوان کاربردی دیگر از رابطه )32( نیز می توان برای مشخص کردن 
میکروصفحه  برای  مقدار  این  نمود.  استفاده  کششی  ناپایداری  ولتاژ 
 17 V توسط نرم افزار تقریبا برابر T0 = 100 K مورد نظر در دمای
محاسبه شد. به طور کلی دما تاثیر چندانی بر ولتاژ ناپایداری کششی 

ناپایداری کششی را  بر ولتاژ  تاثیر میزان طول گپ  ندارد. شکل 12 
نشان می دهد. مشاهده می شود که با افزایش طول گپ ولتاژ ناپایداری 

کششی افزایش می یابد.
گرفتن  نظر  در  با  میکروصفحه  میانی  تغییر شکل   13 در شکل 
میرایی ترموالاستیک ترسیم شده است. در محاسبه مقدار ماکسیمم 
جابه جایی نیز تطابق خوبی بین مقادیر روش نیمه تحلیلی و شبیه سازی 
 d = 1/2 μm اجزای محدود وجود دارد. شکل 13 برای طول گپ
رسم شده است. از مقایسه دو شکل 12 و 13 مشاهده می گردد که 

 
Fig. 10. Variation of quality factor of the first mode with the DC voltage 

 با اولین شکل مود نسبت به ولتاژ: تغییرات ضریب کیفیت متناظر 10شکل 
 

  

 

 
Fig. 11. Variation of quality factor of the first mode with the gap length 

 : تغییرات ضریب کیفیت متناظر با اولین شکل مود نسبت به طول گپ11شکل 

 
  

Fig. 10. Variation of quality factor of the first mode with the DC voltage

شکل 10: تغییرات ضریب کیفیت متناظر با اولین شکل مود نسبت به ولتاژ
Fig. 11. Variation of quality factor of the first mode with the gap length

شکل 11: تغییرات ضریب کیفیت متناظر با اولین شکل مود نسبت به طول گپ

 

 
Fig. 12. The effect of gap length on the pull-in voltage 

 گپ بر ولتاژ ناپایداری کششی : تاثیر طول 12شکل
 

  

 
Fig. 13. Deflection of the mid-point to pull-in instability 

 تا ناپایداری کششی  تغییر شکل نقطه میانی میکروتیر: 13شکل
 

Fig. 12. The effect of gap length on the pull-in voltage

شکل12: تاثیر طول گپ بر ولتاژ ناپایداری کششی
Fig. 13. Deflection of the mid-point to pull-in instability

شکل13: تغییر شکل نقطه میانی میکروتیر تا ناپایداری کششی
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ولتاژ ناپایداری کششی از چه از طریق محاسبه ضریب کیفیت و چه از 
طریق جابه جایی مقدار تقریبا یکسانی دارد.

3- نتیجه گیری
کیفیت  ضریب  محاسبه  جهت  تئوری  مدلی  تحقیق  این  در 
شد.  ارائه  اجباری  و  آزاد  ارتعاشات  در  مستطیلی  میکروصفحات 
روش گالرکین جهت حل معادله هدایت حرارتی و معادله جابه جایی 
غیرخطی  جبری  معادله  یک  نتیجه،  شد.  گرفته  به کار  میکروصفحه 
می باشد که با استفاده از روش های عددی موجود به راحتی قابل حل 
برای  کیفیت  ضریب  محاسبه  جهت  می توان  مدل  این  از  می باشد. 
دستگاه  یک  شکل  به  رابطه ای  کرد.  استفاده  مختلف  مرزی  شرایط 
معادلات دیفرانسیل معمولی نیز جهت بررسی تغییر شکل میکروصفحه 
ارائه شد. در ادامه پس از اطمینان از صحت نتایج، تاثیر پارامترهای 
ارتعاشی مورد  اولین شکل مود  با  متناظر  بر ضریب کیفیت  مختلف 
بررسی قرار گرفت. از نرم افزار کامسول نیز جهت شبیه سازی اجزای 
محدود استفاده شد. مقایسه نتایج شبیه سازی اجزای محدود با روش 
از  می نماید.  تایید  را  کامسول  نرم افزار  محاسبات  دقت  نیمه تحلیلی، 
میکروالکترومکانیکی  سیستم های  طراحی  جهت  پژوهش  این  نتایج 
نتایج حاصل  به  توجه  با  از طرفی  قرار گیرد.  استفاده  می تواند مورد 
می توان از شبیه سازی اجزای محدود جهت بررسی پارامترهای طراحی 
با اطمینان استفاده نمود و با توجه به پیچیدگی های محاسبات تئوری 

این یک مزیت شمرده می شود.
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