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ABSTRACT:  The purpose of this paper is to study the free vibrations along a longitudinal line of 
a targeted graded nano beam with an attached mass based on the theory of nonlocal strain gradient 
theory using the asymptotic development method. nowadays due to the importance and usage of nano 
structures, investigation and recognition of their mechanical and mechanical properties seem necessary. 
Due to its small size and behavior depending on its size and the inability of classical theories to predict 
dependant mechanical behaviors, non-classical theories have been used. The governing equations and 
boundary condition relations of targeted graded nano beam with five boundary conditions simple simple, 
clamped-free, clamped-clamped, clamped simple, and clamped-attached mass have derived by using 
Hamiltonian principle. Then differential equation is solved analytically to obtain the frequency equations 
for the five boundary conditions. In the following, dimensionless frequencies by using the solving zero 
and the first order of numerical asymptotic development method have derived. Advantage of this method 
is simplicity, noncomplex mathematical relations and proper coding execution time. Eventually, the 
effect of nonlocal parameters, material length scale, type of material, the ratio of length to thickness, and 
mode number on free vibration nano beam has been investigated.
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1. INTRODUCTION
Nonlocal elasticity theory is presented by Eringen [1]. In 

this theory, the stress at a point is dependent on the strain at all 
points. Strain gradient theory was first presented by Mindlin 
[2]. In elastic gradient elasticity theory, strain gradient is 
used to express the effect of four measured parameters. The 
modified strain gradient theory is presented by Lam et al. 
[3]. In this theory, the effect of three different length scales is 
used to express the effect of the effect. Couple stress theory is 
presented by Toupin [4].

Cao et al. [5], studied the free vibration of an axially 
functionally graded beam with different boundary conditions 
and compared the results with finite element results and 
the results of other literature, in this paper, the effect of the 
gradient parameter on three natural frequencies is discussed.

2. METHODOLOGY
The purpose of this study is to investigate the free 

vibration of a nano beam functionally graded nano beam 
with concentrated mass using strain gradient theory. The 
solution of this paper will be done using the new method of 
approximate development. After extracting the differential 
equations of the beam and then nondimensionalization of 
equations, the first frequencies for boundary conditions are 
extracted from the solution of the frequency equation. In the 
following, the displacement equation is extended as a series 
that is multiplied by a small perturbation parameter. This 
method consists of two order solving (zero and one order) 

solving, which is extended to one sentence to solve the zero 
frequency of frequencies and is extended to solve the order of 
one to two sentences. Finally, the dimensionless equations are 
solved by solving the differential equations

3. RESULTS AND DISCUSSION
In this section, we use the proposed method for free 

vibration analysis of a functionally graded nano beam with 
different boundary conditions. In this paper, nano beam is 
considered from aluminum and titanium. It is the right side of 
the pure titanium and the left side of the pure aluminum. The 
nano beam dimensions are 10, 2L B H

H
= = . 

In Fig. 2, the effect of size-dependent parameters on the 
first dimensionless natural frequencies of a functional nano 
beam for the simply boundary condition is plotted.

Increasing the dimensionless nonlocal parameter 
decreases the dimensionless natural frequencies as well as 
increasing the dimensionless longitudinal parameter, which 
increases the frequency values ​​due to the nano beam stiffness 
changes due to the effect of size on the nano beam. It is also 
seen in Fig. 2 that the dimensionless natural frequencies 
can be larger or smaller than the classical model, depending 
on the different values ​​of the nonlocal parameter and the 
longitudinal scale parameter of the material. Classical theories 
are not suitable for modeling nano beam and must consider 
the nonlocal effects in the static and dynamic analysis of these 
structures. The effect of the small-scale parameter of the nano 
beam makes the nanotube behavior closer to the softer nano 
beam.
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4. CONCLUSION
- As the power index parameter (k) increases, the natural 

frequencies increase, indicating the influence of the power 
index parameter on the natural frequencies. As the nanotube 
changes, Young’s modulus increases and the mass density 
decreases and also increases the natural frequency and the 
non-local effects on the frequency response.

-Longitudinal free vibration analysis revealed that 
different length-thickness ratios did not affect the values of 
natural frequencies.

-The dimensionless natural frequencies decreased with 
increasing nonlocal parameter ( ea ) and increased with 
increasing length scale parameter ( l ).

-The natural frequencies of the nonlocal strain gradient 
model, depending on the values of the size-dependent 
parameters, can be larger or smaller than the classical model. 
By increasing the parameter length of the material scale 
as well as decreasing the nonlocal parameter, it results in 
increased scaling behavior of the functional nano  beam.

-The use of strain gradient theory in nano and micro scale 
is considered necessary. As the size is smaller, the linear frequency 
ratio of these theories leads to more classical theory.

  
(a) (b) 

Fig. 1. The geometry and coordinate system of an FG nano beam (a) with attached mass (b) without 
attached mass 

  

 

 
Fig. 2. The first order of dimensionless natural frequencies varying with the size-dependent parameters 

1  and 2  for simply supported FG beams (k =1) 
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Fig. 1. The geometry and coordinate system of an FG nano beam (a) with attached mass (b) without attached mass

Fig. 2. The first order of dimensionless natural frequencies varying with the size-dependent parameters 1α  and 2α  for simply supported 
FG beams (k =1)
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بررسی ارتعاشات آزاد یک نانو تیر مدرج هدفمند طولی به همراه جرم متمرکز با استفاده از روش 
عددی جدید توسعه تقریبی و تئوری غیرموضعی گرادیان کرنشی
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خلاصه: در این مقاله هدف، مطالعه ارتعاشات آزاد طولی یک نانو تیر مدرج هدفمند به همراه جرم متمرکز براساس 
با استفاده از روش عددی توسعه تقریبی می‌باشد. امروزه با توجه به اهمیت و  تئوری غیرموضعی گرادیان کرنشی 
کاربرد روز افزون نانو سازه‌ها، بررسی و شناخت خصوصیات مکانیکی و ارتعاشی آن‌ها ضروری به نظر می‌رسد. به دلیل 
ابعاد کوچک سازه و رفتار وابسته به اندازه آن و عدم توانایی تئوری‌های کلاسیک در پیش‌بینی رفتارهای مکانیکی 
وابسته به اندازه، از تئوری‌های غیرکلاسیک استفاده گردیده است. معادلات حاکم و روابط شرایط مرزی با استفاده 
از اصل همیلتون استخراج گردیده و برای نانو تیر مدرج هدفمند با پنج شرط مرزی لولا-لولا، گیردار-آزاد، گیردار-

گیردار، گیردار-لولا و گیردار-جرم متمرکز ارائه شده است. سپس، معادله دیفرانسیل به صورت تحلیلی حل گردیده 
است تا معادله‌های فرکانس برای پنج شرط مرزی به دست آیند. در ادامه با استفاده از روش عددی توسعه تقریبی و 
با حل مرتبه صفر و مرتبه یک، فرکانس‌های بی‌بعد استخراج گردیده است. مزایای استفاده از این روش سادگی روابط 
و زمان اجرا مناسب در کدنویسی می‌باشد. در نهایت تاثیر پارامترهایی مانند پارامتر غیرموضعی، مقیاس طول ماده، 

تاثیر نوع تغییر ماده و نسبت طول به ضخامت بر روی ارتعاشات آزاد نانو تیر بررسی شده است.
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1- مقدمه
تغرییات  هک  هدنتس  مواد  از  دیدج  نوع  یک  باتعی  دمرج  وماد 
دماومی در خواص وماد از یک زجء بـه جـزء دگیـر دارنـد. بـهدیلـل 
خواص کیناکمی و رحارتی آنها، این وماد معوملا در اوناع اسزههاي 
سدنهمی اب ههسدن ریت، صهحف و پهتسو هبطور رتسگده دریحمطهاي 
سدنهمـی، بـهویژه رباي وترنیب اگز و سدنهمی هوافضا ومرد اافتسده 
اهتیم  اسزهها  انی  ارتعاشات  مطلاعه  درگی  وسي  از  میدنریگ.  رقار 
نتش  زکرمت  و  لاعی  رحارتی  اقموتم  هبدیلل  همچنین  دارد.  زایدي 
ایقمس  تسیسمهاي  در  تابعی  مدرج  وماد  وهفمم  ارموزه  پرتنییا، 

وکچک دننام تسیسمهاي رکیمو/ ونان ارتکلومکانیکی به کار میرود.
و  سدنهمی  علوم  در  دشه  احصل  اخری  پتفرشیهاي  بسب  هب 

ابعاد رکیمورتمي راه خود را در  اب  صیانع اسخت و دیلوت، اسزههاي 
رکیمو،  ابعاد  اب  ریتهاي  اسزهها،  انی  ایمن  در  انی صیانع وشگده‌ادن. 
بسهبب اکرربدهاي رتسگده‌اي هک در رکیمووکسپهاي رینوي امتی، 
ومرد  داردن،  رکیمواکورگشها  و  رکیمورحمكها  زتسیی،  رگسحهاي 
ابعاد  بسهبب  معوملاً  اکرربدها،  انی  در  هتفرگادن.  رقار  ویژه‌اي  هجوت 

وکچک، خواص کیزیفی افتموت و دیدجي در ریت اشمهده میوشد.
رکیموارتکلوکیناکمی  داگتسهی  رکیموارتکلوکیناکمی1  رگدیدشت 
دیقق  نسجش  رباي  داگتسهی  ونعهبان  هک  اتس  وکچک  ایسبر  و 
یک  از  رکیموارتکلوکیناکمی  رگدیدشت  میریگد.  اافتسده  ومرد  زامن 
ابلا  ایسبر  سناکرفی  اب  هک  اتس  یکشتل دشه  دوریگرسدار  رکیموریت 
ارتعاش میدنک. علاوه رب انی، چنیدن رکیمورگسح و دمار یرحتک زین 

1   Micro Electro Mechanic Resonator
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را یکشتل میدهدن. رکیمورگدیدشتها در  ریاس بخشهاي رگدیدشت 
اسلهاي آدنیه هب ونعان داگتسههاي نسجش زامن در داگتسههیای 
در  رتف.  خواهدن  اکهبر  راهنایها  ای  هرماه  تلنف  شوگیهاي  نظری 
رکیموریت  ارتعشای  سناکرف  رکیموارتکلوکیناکمی،  رگدیدشتهاي 
ونعهبان جرمعی رباي نسجش گذر زامن ومرد اافتسده رقار میریگد. 
میتسیاب  رکیموریت  ارتعاش  سناکرف  زامن،  دیقق  نمهبظور نسجش 
نکمم  ارحناف  ای  وکچنیرتک خطا  چراهک  وشد،  تعنیی  دیقق  هبطور 
اعلام دشه  زامن  نیب  غباقریلوبقل  و  حافش  اختلاف  ایجاد  هب  اتس 
سوتط رکیمورگدیدشت و زامن واقعی نیبجدما. هبهنیم تهج ردیسن 
هب یک دملاسزي دیقق هک وتبادن ارتعاش تسیسم را اب نیرتشیب دتق 

هبساحم دنک هب ومضوع تاقیقحتی مهمی یدبتل دشه اتس ]5-1[.
تمعددي  روشهاي  اسخاترها،  ونان  راتفر  مطلاعـه  نمظور  هب 
اافتسده دشه اتس. اسهیبشزي دیمانیک لوکلومی ازمجله روشهاي 
احل،  انی  اب  میدشاب.  سونانـاخاترها  سلدمـازي  در  اسـافتده  ومرد 
معلرکد  دملاسزي  هک  وحني  هب  اتس  وریگتق  ایسبر  روشها  انی 
اسخاترهاي پیچدیه اب تعداد اتم ابلا ابیرقت غنکممری اتس. برای لغبه 
است.  یافته  توسعه  اندازه  اثرات  با  مرتبط  تئوریه‌ای  مشکل  این  بر 
رفض اینبدنی در وئتریه‌ای کلایسک الاهتیسیتس، پگتسویی یحمط 
امدی و دیمانه‌ای وسناتری نتش و نرکش در انی یحمطها اتس. در 
اسونانزهها، فضای خلای نیب اتمها تبسن هب ابعاد اسونانزه باقلهجوت 
ومضوع  انی  هب  هجوت  دعم  رکد.  صرفنظر  آن  از  منیوتان  و  وبده 
در  آانن رگدد. همچنین،  واقعی  راتفر  از  زاید  ارحناف  عابث  میوتادن 
نخواهد  اابتعر  درگی  امدی  یحمط  پگتسویی  رفضایت  اسونانخاترها، 
داتش. ربانبانی اافتسده از وئتریه‌ای نتبمی رب یناکمک یحمطهای 
پهتسویی کلایسک، هک ربااسس رفض پگتسویی یحمط امدی اوتسار 

اتس، ربای دملاسزی ونان اسزهها صیحح منیدشاب.
وئتري الاهتیسیتس غحمریلی سوتط ارنگنی ]6[ اراهئ دشه است. 
واهتسب  اقنط  امتم  در  نرکش  هب  قنطه  یک  در  نتش  وئتري  انی  در 
خطی  وئتري  ازیورتوپیک،  و  هنگم  ااسجم  رباي  درتیاهن  میدشاب. 
باججیای  دیمان  رباي  درفیایسنل  معادلات  از  مجهعوماي  هب  نمجر 
وسیله  به  تئوری  این  اتس.  دوشار  آن  حل  کلی  هبطور  هک  میوشد 
بسیاری از اشخاص مورد تحلیل و بررسی قرار گرفته است ]12-7[. 
است  شده  ارائه  میندلین  توسط  بار  اولین  کرنشی  گرادیان  تئوری 
]13[. در تئوری الاستیسیته گرادیان کرنشی برای بیان اثر اندازه از 

چهار پارامتر مقیاس اندازه استفاده می‌شود. تئوری گرادیان کرنشی 
الاصح شده توسط لام و همکاران ]14[، ارائه شده است. در این تئوری 
برای بیان اثر اندازه از سه پارامتر مقیاس طول استفاده می‌شود. تئوری 
تنش کولپ توسط توپین ]15[ ارائه شده است. در این تئوری برای 
بیان اثر اندازه از دو پارامتر مقیاس طول استفاده می‌شود. تئوری تنش 
کولپ در بسیاری از مراجع تحت عنوان تئوری تنش کولپ کلاسیک 
 ،]16[ یانگ  توسط  الاصح‌شده  کولپ  تنش  تئوری  شناخته می‌شود. 
ارائه شده است. او در این ژپوشه با بیان معادله دیگری به نام کولپ 
ممان )علاوه بر تعادل نیرو تعادل ممان( متقارن بودن تانسور کولپ 
تنش را اثبات نمود و تعداد پارامتر مقیاس طول برای بیان اثر اندازه 
را، از دو به یک کاشه داد. کاشه تعداد پارامترهای مقیاس طول در 
تئوری تنش کولپ منجر به سودمندبودن و کاربرد بیشتر این تئوری 
تنش  وئتري  است.  گردیده  کلاسیک  کولپ  تنش  تئوری  به  نسبت 
کولپ اصلاح دشه تلاح اسده دشه وئتري رگاداین نرکش اتس هک در 
آن از چرخش اجهبي نرکش رباي تسدبآوردن وسناتر اانحن اافتسده 

دشه اتس.
لی و هاکمران]17[ یک روش سیرتام ااقتنل دیقق را رباي تجهیز 
و حتلیل ویژگیهاي ارتعاشات آزاد وماد مدرج تابعی اراهئ دادنـد. در 
ایـن هلاقم خواص وماد در رااتسي ضختما ریت تغریی میدنک. در اداهم 
بـا  تنـیاج  و  رگدیـد  اسـتخراج  هیملتـون  اصل  از  اافتسده  اب  روابط 
اسـافتده از ئتـوري کلایسک ریت رباي رشایط رمزي مختلف هبساحم 
دشه اتس. ارباهمیی و هاکمران ]18[ هب ربرسی آزیلان ارتعاشات یک 
ونان ریت پزیو یتنگمک مدرج تابعی رب روي رتسب الایتسک پرداخدنت. 
روابط اب اسـافتده از وئتري الاستیسیته غحمریلی ارنگنی و همچنین 
اب مکک روش هیملوتن اتسخراج دش و یاتنج دعدي ربااسس وئتري 
بترمـه سـوم یتـر ساحمـهب رگددندی. لی و هاکمران ]19[ هب ربرسی 
نامکش و ارتعاشات آزاد یک ونان ریت مدرج تابعی وحمري اب اافتسده از 
وئتري رگاداین نرکش غحمریلـی  رباسـاس روش برمع اسزي افتضلی 
تعیمم هتفای1 پرداخدنت. اب اافتسده از اصل هیملوتن معادلات تکرح 
روي  رب  ادنازه  ارث  تـریثا  ادامـه  در  و  آدم  دتس  هب  رمزي  رشایط  و 

پارارتمهاي نامکش و سناکرفهاي طیبعی ربرسی رگددی. 
راتفر  رباي  را  قطعتی  دعم  دملاسزي   ]20[ هاکمران  و  ژانگ 
ارتعاشات و نامکش یک یتونانر مدرج تابعی در یحمط یامرگی مورد 

1   Generalized Differential Quadrature Method(GDQM)
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بررسی قرار دادند. سپس روابـط بـا اافتسده از روش هیملوتن و وئتري 
الاهتیسیتس غحمریلی ارنگنی اتسخراج رگددی. دراداهم اب اافتسده از 
یاتنج  تیساسح  بـر  نتبمـی  زمـنای  افصـله  حتلیـل  و  تجهیز  روش 
هبساحم دش. ویل و هاکمران ]21[ ارتعاشات یک ریتونان وتنگم-ارتکلو-

ووکسیالایتسک مدرج تابعی رب رتسب ووکسی الایتسک را ومرد ربرسی 
الاهتیسیتس  وئتري  و  ارنژي  روش  از  اافتسده  اب  روابط  داددن.  رقار 
اتسخراج رگددی. سپس  وکنیشومیت  ریت  رباي یک  ارنگنی  غحمریلی 
یاتنج اتسخراجدشه اب یاتنج هلاقم درگی بـه ازاي پارارتمهاي مختلف ارث 
ادنازه وهمچنین رشایط رمزي مختلف هسیاقم رگددی.وئاک و هاکمران 
]22[ اب اافتسده از روش توسعه تقریبی هب ربرسی ارتعاشات آزاد ریت 
مدرج تابعی محوری اب رشایط رمزي مختلف پرداخدنت و یاتنج هبدتس 
ومنددن  هسیاقم  درگی  اقملات  یاتنج  و  ااملن دحمود  یاتنج  اب  را  آدمه 
همچنین، در انی هلاقم ریثات پارارتم رگاداین در هس سناکرف طیبعی 

ومرد حبث رقار هتفرگ اتس.
گنای و هاکمران ]23[ ارتعاشات آزاد غریخطی یک ریتونان مدرج 
اب  سپس  رقارداددن.  مطلاعه  ومرد  را  الایتسک  رتسب  ربروي  تابعی 
اافتسده از روش هیملوتن و وئتري رگاداین نرکش غحمریلی معادلات 
از روش تجهیز  اب اافتسده  اداهم  و رشایط رمزي اتسخراج رگددی در 
حتلیل  و  تجهیز  و روش  رب تیساسح  نتبمی  زنامی  افصله  حتلیل  و 
اتسخراج  بیبعد  سناکرفهاي  تطقیبی  اوگلرتیم  رب  نتبمی  زدنبنامي 
رگددی. نامکش و ارتعاشات یک یتونانر مدرج تابعی سوتط انامیی آرای 
ااملن دحمود غحمریلی مطلاعه  ربااسس یک دمل  و هاکمران ]24[ 
الاهتیسیتس  وئتري  و  هیملوتن  روش  از  اافتسده  اب  سپس  رگددی. 
غحمریلی روابط اتسخراج دش. ااملن ریت پاهنشیدي ماشل پنج قنطه 
کشل  تغریی  وئتري  از  اافتسده  اب  یاتنج  دراداهم  میدشاب،  رگه  ده  و 
شربی هبترم اول رباي رشایط رمزي مختلف هبساحم رگددی. رتابلسی 
وکنیشومیت  ریتونان  یک  اابجري  و  آزاد  ارتعاشات   ]25[ هاکمران  و 
مدرج تابعی رب روي رتسب الایتسک را ومرد ربرسی رقارداددن. سـپس 
معادلات اب اافتسده از اصل هیملوتن و وئتري ارنگنی اتسخراج رگددی. 
بـا  و  انـدازه  ارث  مختلف  پارارتمهاي  ازاي  هب  احصل  یاتنج  دریتنجه 
روش یقمـاس ادنازه، روش مجذور هارینومک و روش مجذور افتضلی 

هسیاقم رگددندی.
 انامیی آرای و هاکمران]26[ یک دمل ااملن دحمود رباي آزیلان 
روابط  سپس  ومنددن.  اراهئ  تابعی  مدرج  ریتونان  یک  ومرتالایتسک 

رباي  حملی  غری  الاهتیسیتس  وئتري  و  هیملوتن  اصل  از  اافتسده  اب 
و  یامرگی  ارتعاشات  اداهم  در  رگددی.  اتسخراج  وکنیشومیت  ریت  یک 
اب اافتسده از روش  مکـناش مرگـیای بـراي شـرایط مـرزي مختلف 
ااملن دحمود و روش برمع اسزي افتضلی تعیمم هتفای هبدتس آدم، 
رگددی.  هسیاقم  رگیدکی  اب  ادنازه  اثـر  مختلـف  پارارتمهـاي  ازاي  هب 
ومرد مطلاعه  را  تابعی  ریتونان مدرج  ارتعاشات  بخشی خکینای ]27[ 
رقار داد. سپس معادلات بـا اسـافتده از ئتـوري اریـنگن و همچنـنی 
اصـل هیملوتن اتسخراج دش و اب اافتسده از روش برمعاس‌زي افتضلی 
تعیممهتفای سناکرفهاي ونان ریت رباي رشایط رمزي مختلف هبساحم 
رگددی. ویل و هاکمران ]28[ ارتعاشات آزاد غریخطی یک ونان ریت مدرج 
تابعی دناسویچی را ومرد ربرسی رقارداددن. سپس معادلات اب اسـافتده 
از روش هیملوتن و وئتري رگاداین نرکش غحمریلی اتسخراج دش. در 
اداهم سناکرفهاي طیبعی هب ازاي پارارتمهاي مختلف ارث ادنازه رباي 

مامتی شـرایط مـرزي هبساحم رگددی.
قدیری و همکاران ]29[ آنالیز ارتعاشات عرضی یک نانوتیر مدرج 
تابعی به همراه جرم متمرکز با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی 
مرتبه اول غیرمحلی مورد بررسی قرار دادند. در ادامه معادلات نانوتیر 
و  تیموشینکو  تیر  نظریه  و  و  غیرمحلی  الاستیسیته  تئوری  برمبنای 
روش  اعمال  با  سپس  می‌گردد.  استخراج  همیلتون  روش  همچنین 
به دست می‌آید. در  فرکانسه‌ای طبیعی  برای شرط مرزی  تحلیلی 
نهایت به مطالعه تاثیر پارامترهای اثر اندازه، جرم انتهای تیر، خضامت 
تیر و شاخص توانی بر روی فرکانسه‌ای طبیعی پرداخته شده است. 
تولگا و همکاران ]30[ ارتعاشات آزاد یک تیر کامپوزیتی دوار با جرم 
نقطه‌ای متصل به آن را مورد بررسی قرار دادند. سپس معادلات تیر 
برای شرط مرزی بسته- آزاد با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی 
مرتبه اول و مرتبه سوم استخراج گردید. در ادامه با استفاده از روش 
تاثیر  مطالعه  به  نهایت  در  آمد.  دست  به  طبیعی  فرکانسه‌ای  ریتز 
پارامترهای سرعت چرشخ، نسبت جرم متصل به جرم تیر و نسبت 

طول به خضامت بر روی فرکانسه‌ای طبیعی پرداخته شده است.
دمرج  ریت  ونان  یک  آزاد  ارتعاشات  ربرسی  پژوشه  انی  از  هدف 
هدنمفد طلوی به همراه جرم متمرکز اب اافتسده از وئتري غومریضعی 
اب اافتسده  رگاداین شنرکی میدشاب. حل هلاسم احضر در انی مقاله 
از روش جدید سوتعه بیرقتی انجام خواهد دش. انبمي کار این روش 
ریت  درفیایسنل  معادلات  اتسخراج  از  بعد  هک  میدشاب  صورت  نیدب 
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رمزي  شـرایط  بـراي  اوهیل  سناکرفهاي  ادتبا  بیبعاسدزي،  و سپس 
ومرد نظر از حل معادهل سناکرف اتسخراج میرگدد. در اداهم معادهل 
اغاشتش  وکچک  پارارتم  یک  در  هک  رسي  یک  صورت  هب  باججیای 
ضربدشه سبط داده میوشد. معوملا رباي هبدتسآوردن سناکرفها ات 
دو مجله سبط داده میدنوش. انی روش شـمال دو بترمـه حل )بترمـه 
ات  و بترمـه یـک( میدشاب هک در حل هبترم صرف سناکرفها  صـرف 
مجله  دو  ات  یک  هبترم  حل  در  و  اتس  دشه  داده  سبط  مجله  یک 
سبط داده میوشد. درتیاهن اب حـل معادلـه درفیایسنل سناکرفهاي 
بیبعد دشه اتسخراج میوشد. در این مقاله یک معیار جدید بر مبنای 
کاشه پارامترهای ضریب کرنش که در تئوری الاستیسیته غیرمحلی 
بیان شد ارائه گردیده است. همچنین به این موضوع اشاره گردید که 
مقیاسه‌ای طولی موجود در تئوری الاستیسیته غیرمحلی و گرادیان 
کرنش باعث سردرگمی میان محققان شده و در ادامه با استفاده از دو 
تابع کرنل پایه به بیان تئوری گرادیان کرنش و الاستیسیته غیرمحلی 

مرتبه بالا پرداخته شده است.
از ویژگیهاي روش توسعه تقریبی میوتان هب ومارد زری ااشره رکد:

این روش جدید یک روش ساده به لحاظ روابط ریاضی می‌باشد. 
المان که  برای نمونه روش توسعه تقریبی در مقایسه با روش بدون 
غیره(  و  لپه‌ای  )زنگوله‌ای،  مناسب  وزن  تابع  و  تاثیر  ناحیه  انتخاب 
المان محدود که دارای  یا روش  بالایی برخوردار می‌باشد  از اهمیت 
پیچیدگی در المان‌بندیه‌ا و فراخوانی ماتریسه‌ای سفتی دارند، به 
مراتب از روابط ساده‌تری برخوردار می‌باشد. همین ساده بودن روابط 
باعث می‌شود که دروندکیسی تعرس حل مسأله درهسیاقم اب روش 
هاي دعدي درگی یرسعرت دشاب. با توجه به درصد طخای پایین این 
روش در عین سادگی روابط ریاضی، روش توسعه تقریبی برای حل 
مسائل مختفل مکانیک با هندسهه‌ای گوناگون مناسب می‌باشد. در 
مطالعه ژپوه‌شهای پیشین تاکنون از این روش عددی در نانوتیرها 

استفاده نشده است.

2- فرمول‌بندی مساله
این ژپوشه، تیری با مقعط عرضی یکنواخت و ساخته‌شده از مواد 
مدرج تابعی برای شرایط مرزی مختفل همچنین تاثیر جرم متمرکز 

 

  
 (ب)  (الف) 

 
Fig. 1. The geometry and coordinate system of a FG nano beam (a) with attached mass (b) without 

attached mass. 
 : هندسه و سیستم مختصات یک نانوتیر (الف) به همراه جرم متمرکز (ب) بدون جرم متمرکز 1شکل 

  

Fig. 1. The geometry and coordinate system of a FG nano beam (a) with attached mass (b) without attached mass.
شکل 1: هندسه و سیستم مختصات یک نانوتیر )الف( به همراه جرم متمرکز )ب( بدون جرم متمرکز

 

  
(a) Young’s Modulus 

 یانگ (الف) مدول 
(b) Mass Density 

 (ب) چگالی جرمی 
Fig. 2. The plots of variation of material properties of the functionally graded nano beam. 
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Fig. 2. The plots of variation of material properties of the functionally graded nano beam.
شکل 2: نمودار تغییرات خواص مواد نانوتیر مدرج تابعی
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تیر،  قرار می‌دهد. طول  بررسی  مورد  را  فرکانسه‌ای طبیعی  برروی 
0m در شکل1  و  H  ،B  ،L ترتیب  به  و جرم متمرکز  ارتفاع  عرض، 

نشان داده شده است.

1-2- ماده مدرج تابعی
در این مقاله خواص ماده تیر بهط‌ور پیوسته در جهت محوری با 
فرض گرادیان توانی تغییر می‌کند، بنابراین خواص مواد مانند مدول 

یانگ و چگالی جرمی در امتداد محور تیر به صورت زیر می‌باشد:

) ( ) (
k

R L L
xE x E E E
L

 = − + 
 

�)1(

) ( ) (
k

R L L
xx
L

ρ ρ ρ ρ = − + 
 

�)2(
k پارامتر غیرمنفی شاخص توانی است. در در روابط )1( و )2(، 

Lρ می‌باشند.  ρ= LE و  E=  ، 0x = ؛ و در  Rρ ρ= RE و  E=  ، x L=

در شکل 2 تغییر خواص مواد تعریف شده در روابط )1( و )2( نشان 
داده می‌شود.

3- تئوری غیرموضعی گرادیان کرنشی
نظریه گرادیان کرنش غیرموعضی مرتبه بالا نشان می‌دهد ]31[ 
تنش  میدان  و  محلی  غیر  الاستیک  تنش  میدان  شامل  تنش  که 

گرادیان کرنش می‌شود.

)1(
xx

xx xx x
σ

= −
dt
d

σ �)3(

( به‌ترتیب تنش کلاسیک و تنش مرتبه  (
xxσ 1 xxσ و  در رابطه )3(، 

بالا می‌باشند که بهص‌ورت رابطه )4( نشان داده می‌شوند ]31[:

0 0
0

)1( 2
1 1 ,

0

) ( ) , , ( ) (

) ( ) , , ( ) (

L

xx xx

L

xx xx x

E x x x e a x x

l E x x x e a x x

α

α

′ ′ ′ ′=

′ ′ ′ ′=

∫

∫

d

d

σ ε

σ ε
�)4(

برای بررسی اهمیت میدان تنش الاستیسیته غیرمحلی، پارامترهای 
e بیانگر پارامترهای غیرمحلی  a1 e و  a0 e )که در رابطه )4(،  a1 e و  a0

e( و پارامتر مشخصه  e e= =0 1 می‌باشند، در این مقاله فرض می‌شود 
l )که به عنوان پارامتر مقیاس طول ماده نیز شناخته می‌شود(  مواد 
نظر گرفته  اهمیت میدان تنش گرادیان کرنش در  تا  ارائه می‌گردد 

غیرمحلی  کرنل  تابع   ) , , (x x eaα ′  ،)4( رابطه  در   .]31  ,14[ شود 
می‌باشد ]6[. بنابراین نتیجه می‌شود:

2 2)1 ) ( ( ) (xx xxea E x− =σ ε∇ �)5(

2 2 )1( 2
,)1 ) ( ( ) (xx xx xea l E x− =σ ε∇ �)6(

 می‌باشد. با استفاده از روابط )3(، 
x

=
∂

∇
∂

در روابط )5( و )6(، 
)5( و )6( داریم:

2 2 21 ) ( ) ( ) ) ( (xx xx xxea E x l E x − = −  .t ε ε∇ ∇ ∇ �)7(

قرار   l =0 اگر   ،)7( معادله  در  غیرمحلی:  پیوسته  تئوری  	·
دهیم خواهیم داشت:

2 21 ) ( ) (xx xxea E x − = t ε∇ �)8(

قرار   ea =0 اگر   ،)7( معادله  در  کرنشی:  گرادیان  تئوری  	·
دهیم خواهیم داشت:

2) ( ) ) ( (xx xx xxE x l E x= − .t ε ε∇ ∇ �)9(

4- معادله حاکم برای تیرهای مدرج تابعی وابسته به اندازه
فرمول‌بندی کرنش طخی تیر اویلر برنولی بهص‌ورت زیر استخراج 
به‌دلیل   )u ( تیر  میانی  صفحه  طولی  جابجایی  آن  در  که  می‌شود 

کو‌کچبودن صرف‌نظر شده است.

2

2 ; 0xx xz yy zz xy yz
wz
x

= − = = = = =ε ε ε ε ε ε∂
∂

�)10(

2-4- محاسبه معادلات تعادل به کمک الص همیلتون
اندازه بهص‌ورت  به  تابعی وابسته  انرژی کرنش مجازی تیر مدرج 

رابطه )11( می‌باشد ]31[:

)1(

)1( )1(

0

)1(

0

) (
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xx xx xx xx
V

L

xx xx xx xx xx
V A

L
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 
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 

 
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∫ ∫
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σ σ δε σ δε

δε σ δε

∇

∇ �)11(

منتجهه‌ای تنش بهص‌ورت زیر استخراج می‌شود:
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)1( )1(;xx xx
A A

M z A M z A= =∫ ∫t d dσ �)12(

با  می‌باشد.  غیرکلاسیک  ممان   ) (M 1 و کلاسیک  ممان   M که 
توجه به روابط بالا انرژی مجازی پتانسیل و جنبشی به صورت رابطه 

)13( می‌باشند:

)1(
, , 0

0

0

) (

L L

xx xx

L

U M W x M W

K x AW W xρ δ

 = − −  

=

∫

∫  

d

d

δ δ δ

δ
�)13(

برای ممان اینرسی داریم:

2
2

2

h

h

I b Z A
−

= ∫ d �)14(

3-4- روش همیلتون
همیلتون  روش  از  تیر  معادله  به‌دست‌آوردن  برای  مقاله  این  در 

استفاده شده است که بهص‌ورت رابطه )15( ارائه شده است:
2

1

) ( 0
t

t

K U t− =∫ dδ δ �)15(

با استفاده از معادله )13( و )15( نتیجه می‌شود:

2

1

, ,0 0

)1(
, , 0

0

0

L L
x xt

L
L

t xx xx

M W M W
t

M W M W

 − + −
 

= 
 −
  

∫
∫

d
δ δ

δ δ
�)16(

با حل معادله )16( و فاکتورگیری، معادله تعادل به ص‌ورت رابطه 
)17( استخراج می‌شود:

,: ) ( 0xxw M x Awρ− =δ �)17(

که شرایط مرزی به ص‌ورت زیر به‌دست‌می‌آیند:

)1(
, , ,0 0 0

0; 0; 0
LL L

xx x xxM W M W M W= = =δ δ δ �)18(

با استفاده از روابط )7(، )10( و )12( معادله ممان به‌‌ صورت زیر 
استخراج می‌گردد:

2
, ,

3
2

3

) ( ) (

) ) ( (

xx xxM ea M E x Iw

wl I E x
x x

= −

+
∂ ∂
∂ ∂

�)19(

بهص‌ورت  ممان  نهایی  معادله   )19( و   )17( روابط  از  استفاده  با 

رابطه )21( ارائه می‌شود:

2
,

3
2

3

) ( ) ( ) (

) ) ( (

xxM ea x AW E x IW

wl E x I
x x

ρ = − 

+



∂ ∂
∂ ∂

�)20(

با ترکیب معادلات )17( و )20( معادله یک نانوتیر مدرج تابعی 
اویلر برنولی به ص‌ورت زیر استخراج می‌گردد:

2 2 2 4
2

2 2 2 4

2 2
2

2 2

) ) ( ( ) ) ( (

)1 ) ( ( ) ( 0

w wE x I l E x I
x x x x

wea x A
x t

ρ

−

 
+ − = 

 

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
∂ ∂

�)21(

5- بی‌بعدسازی
متغیر  دو  هر   ) (x Aρ و  ) (E x I مقادیر تابعی  مدرج  تیرهای  در 
دشوار  را  متغیر  ضرایب  با  دیفرانسیل  معادلات  حل  که  هستند، 

می‌سازد. در اینجا با فرض:

0

0

) ( ) (

) ( ) (

E x E I E x I

x A A x Aρ ρ ρ

= +

= +
�)22(

( به ترتیب قسمت متغیر سفتی خمشی و چگالی  (x Aρ ( و  (E x I

0Aρ در بشخ 6-3 محاسبه  0E و  I جسم در واحد طول می‌باشند و 
می‌گردد. زمان، متغیر فضایی و پارامترهای غیرمحلی بی‌بعد به ص‌ورت 

زیر فرض شده است:

0
1 22

0

; ; ;t E I x ea l
L A L L L

τ ξ α α
ρ

= = = = �)23(

با استفاده از معادلات )21(، )22( و )23( فرم بی‌بعدشده معادله 
نانوتیر مدرج تابعی اویلر برنولی به ص‌ورت زیر استخراج می‌گردد:

2 2 2 4
2

1 2 12 2 2 4

2 2 2
2

2 1 22 2 2

)1 ) (( )1 ) ((

)1 ) (( )1 ) (( 0

0 1

w wf f

w wf f

ξ α ξ
ς ς ς ς

ξ α ξ
τ ς τ

ξ

+ − +

+ + − + =

≤ ≤

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

�)24(

که در رابطه بالا:

1 2
0 0

) ( ) () ( ; ) (E I Af f
E I A
ξ ρ ξξ ξ

ρ
= = �)25(

برای بررسی ارتعاشات آزاد فرض شده است:
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) , ( ) (sinw Wξ τ ξ ωτ= �)26(

پبا جایگذاری )26( در )24( رابطه )27( استخراج می‌شود:

2 2 2 4
2

1 2 12 2 2 4

2
2 2 2

2 1 22

)1 ) (( )1 ) ((

)1 ) (( )1 ) (( 0

0 1

W Wf f

f W f W

ξ α ξ
ς ς ς ς

ω ξ ω α ξ
ς

ξ

+ − +

− + + + =

≤ ≤

d d d d
d d d d

d
d

�)27(

6- تعیین فرکانس طبیعی
1-6- روش توسعه تقریبی

در این بشخ، با فرض رابطه )28(، روش توسعه تقریبی برای به‌ 
تیر همگن  نقطه مرجع یک  تفالضی حول  راه‌حل  آوردن یک  دست 

معرفی می‌شود ]22[:

1 1 2 2) ( ) (, ) ( ) (f f f fξ ε ξ ξ ε ξ= = �)28(

برای  بسط  می‌باشد.  کوکچ  اغتشاش  پارامتر   ε ،)28( رابطه  در 
با استفاده از روش به‌کاررفته در مرجع ]22[، در رابطه   ) (W ξ ω و 

)3-35( فرض می‌شود ]22[:
2

0 1 2
2

0 1 2

...

) ( ) ( ) ( ) ( ...W W W W

ω ω εω ε ω

ξ ξ ε ξ ε ξ

= + + +

= + + +
�)29(

با جایگذاری )28( و )29( در )27(، رابطه )30( استخراج شده 
است:

22
0 1

12 2

42
2 0 1
2 12 4

2
0 1 2 0 1

2
2 2

0 1 1 2 0 12

) (
)1 ) ((

) (
)1 ) ((

) ( )1 ) (() (

) ( )1 ) (() ( 0

W W
f

W W
f

f W W

f W W

ε
ε ξ

ς ς
ε

α ε ξ
ς ς

ω εω ε ξ ε

ω εω α ε ξ ε
ς

+
+

+
− +

− + + +

+ + + + =

dd
d d

dd
d d

d
d

�)30(

از  یک جمله  )به‌ازای  فرضیات  اول  بسط  به‌ازای   )30( رابطه  در 
ε در رابطه )30((، رابطه  =0 W یا  W= 0 ω و  ω= 0 رابطه )29( یعنی 

)31( به ‌دست می‌آید:

6 4 2
2 2 20 0 0
2 0 0 1 06 4 2) ( 0W W WWα ω α ω

ξ ξ ξ
− + − + =

d d d
d d d

�)31(

 ،)29( رابطه  در  )یعنی  دوم  بسط  به‌ازای   )30( رابطه  در 
W(، رابطه )32( به ‌دست می‌آید: W Wε= +0 1 ω و  ω εω= +0 1

2 2 22 2 2
0 0 1

12 2 2 2 2 2

4 422 2 2
2 2 0 2 01

1 2 2 12 2 2 4 2 4

4 42 2
2 2 21 1
2 2 12 4 2 4

2 2 2 2 2
0 0 0 1 0 0 2 0 1 2
2 2 3 2 3 2 4 2

1 0 1 1 1 0 2 1 1

) (

)

W W W
f

W WW
f f

W W
f

W W W f W f

W W W f W

ε ε
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ε α εα
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

εα ε α
ξ ξ ξ ξ

ω εω εω ε ω

ε ω ε ω ε ω ε ω

+ +

+ − −

− −

− + + +

− + + +

d d dd d d
d d d d d d

d ddd d d
d d d d d d

d dd d
d d d d

2
2 2 3

0 1 0 0 1 1 0 1 0 2 0 1 1 2
2 2 2

2 2 2 2
1 0 0 0 1 0 0 22 2 2

2 2 2
2 2 2 2 3 2
0 1 2 1 1 0 1 12 2 2

2 2 2
3 2 4 2 2

1 0 2 1 1 2 1 0 1 02 2 2

2
0 1

(

)2 2 2 2 (

) ) (

) (( )

) ( ) (( )2

2

f

W W W f W f

W W W f

W f W W

W f W f W

εω ω ε ω ω ε ω ω ε ω ω

α ω εω εω
ξ ξ ξ

εω α ε ω ε ω
ξ ξ ξ

ε ω ε ω α εω ω
ξ ξ ξ

ε ω ω

− + + +

+ + +

+ + +

+ + +

+

d d d
d d d

d d d
d d d

d d d
d d d

d 2

12

2 2
2 3

0 1 0 2 0 1 1 22 22 ) ( 2 ) ((

W

W f W f

ξ

ε ω ω ε ω ω
ξ ξ

+ +

d
d d

d d
)32(

توانه‌ای  اول و  از بسط  با حذف مقادیر تکراری  در رابطه )32( 
به ‌دست  ε )به دلیل کو‌کچبودن ( رابطه )33(  بعد  به  مرتبه دوم 

می‌آید:
2 422 2 2

0 2 01
1 2 12 2 2 2 2 4

6
2 2 21
2 0 1 0 0 2 0 1 06

22 2
2 2 2 2 2 01
1 0 1 0 0 2 1 0 12 2 2

2

) ( 2

W WW
f f

W
W W f W

WW
W f

α
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

α ω ω ω ω
ξ

α ω α ω α ω ω
ξ ξ ξ

+ −

− − − −

+ + +

d ddd d d
d d d d d d

d
d

dd d
d d d

�)33(

به  دیفرانسیل  معادله   )33( رابطه  مرت‌بسازی  و  مشت‌قگیری  با 
‌دست آمده از بسط دوم بهص‌ورت رابطه )34( استخراج می‌شود:

6 4 2
2 2 21 1 1
2 0 1 1 06 4 2

2
2 0

1 0 1 0 1 0 1 2

) (

) ( 2 2 0

W W W
W

W
h W

α ω α ω
ξ ξ ξ

ξ ω ω α ω ω
ξ

− + − +

+ − + =

d d d
d d d

d
d

�)34(

(1 به ص‌ورت زیر به ‌دست می‌آید: (h ξ که در رابطه )32(، 

3 2 42 2
0 0 2 01 1 1

1 23 2 2 2 4

5 2
2 0 2 2 01
2 0 0 2 1 25 2

2
2 0 22 2
1 1 0 2

) ( 2

2 )

2 (

W W Wf f f
h

W Wf
W f f

W f f
W

ξ α
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

α ω α
ξ ξ ξ

α α
ξ ξ ξ

= + −

− + − +

+ +

d d dd d d
d d d d d d
d dd

d d d
d d d
d d d

�)35(
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2-6- حل مرتبه صفر
اولیه برای شرایط  در این بشخ با حل مرتبه صفر فرکانسه‌ای 
فرکانسه‌ای  محاسبه  برای  که  می‌گردد  استخراج  مختفل  مرزی 
طبیعی مورد نیاز است. برای حل معادله )31( از رابطه )36( استفاده 

شده است ]32[:

0 1

2 3

4

)cos) ( cosh) ((
)cos) ( cosh) (( )sin) (

sinh) (( )sin) ( sinh) ((

W c
c c

c

βξ βξ
βξ βξ βξ

βξ βξ βξ

= +
+ − +
+ + −

�)36(

حالت  برای  مرزی  شرایط  می‌باشد.   0β ω=  ،)36( معادله  در 
گیردار-جرم متمرکز بهص‌ورت زیر می‌باشد:

0

0

0 0

0 0

W
W

ξ

ξ
ξ

= → =

= → =
d
d

�)37(

2 2
0 0

2 2

2 2
0 0

02 2

2
0 2

0 02

1 0 0

1 ) (

) (

W W
EI

W W
EI m

W
EI m W

ξ
ξ ξ

ξ
ξ ξ τ

ω
ξ ξ

= → = ⇒ =

= → =

⇒ = −

d d
d d

d dd
d d d

dd
d d

�)38(

 )39( رابطه   ،)36( معادله  در   )37( مرزی  شرط  قراردادن  با 
استخراج می‌شود:

1 3 0 2 40 )cos) ( cosh) (( )sin) (sinh) ((c c W c cβξ βξ βξ βξ= = ⇒ = − + �)39(
به‌دست  رابطه )40(  و شرط مرزی )38(،  رابطه )39(  از  استفاده  با 

می‌آید:

23 3

42 2
0 0

[ ]

cos) ( cosh) ( sin) ( sinh) (
) ()sin) ( sinh) (( ) ()cos) ( cosh) (( 0

)cos) ( cosh) (( )sin) ( sinh) ((
K

L
c

EI EI
c

m m

β β β β

β β β β β β

ω β β ω β β

+ + 
  − − − + − =  
  − − 



�)40(

معادله   )40( رابطه  در   [ ]K ماتریس  دترمینان  قراردادن  صفر  با 
فرکانس به ‌دست می‌آید:

11 )tan tanh ( 0
cos cosh

R Lβ β β
β β

+ − − = �)41(

برای  0mR می‌باشد. شکل حالت فضایی 
ALρ

= در معادله )41(، 
یک نانوتیر با شرط مرزی گیردار- جرم متمرکز به ص‌ورت زیر به ‌دست 

می‌آید:

0 2

)cos cosh (
cos) ( cosh) ( )sin sinh (
sin) ( sinh) (

W c
βξ βξ
β β

βξ βξ
β β

− 
 = + −
 + 

�)42(

با حل معادله )41(، فرکانسه‌ای اولیه به‌ازای جرمه‌ای متمرکز 
گوناگون محاسبه می‌گردد که در جدول 1 آورده شده است.

در جدول 2 معادلهه‌ای فرکانس تیر و شکل مدهای استخراج‌گردیده 
برای شرایط مرزی مختفل آورده شده است.

 گوناگون  يجرم متمرکزها ازايبه   هیاول هايفرکانس  :1جدول 
Table 1. The first dimensionless frequencies for various attached masses. 

 
R 01/0 1/0 1 
β1 852/1 723/1 248/1 
β2 650/4 399/4 031/4 

 

  

جدول 1: فرکانس های‌ اولیه به ‌ازای جرم متمرکزهای گوناگون

Table 1. The first dimensionless frequencies for various 
attached masses.

 مختلف  يمرز   طیبا شرا  ری ت يفرکانس و شکل مدها برا  هايمعادله :2جدول 
Table 2. Frequency equations and mode shapes for various boundary conditions. 

 

 شکل مد  معادله فرکانس  شرط مرزي 

cos آزاد   -گیردار cosh 1 0k k + = [ ]0
sin sinhcosh( ) cos( ) sinh( ) sin( )
cos cosh

k kW k k k k
k k

ξ ξ ξ ξ−
= − + −

+
   

sin لولا   -لولا 0k = 0 sin( )W kξ=   

cos گیردار   -گیردار cosh 1 0k k − = [ ]0
sin( ) sinh( )cosh( ) cos( ) sinh( ) sin( )
cos( ) cosh( )

k kW k k k k
k k

ξ ξ ξ ξ+
= − + −

−
   

tan لولا   -گیردار tanh 0k k− = [ ]0
cosh coscosh( ) cos( ) sinh( ) sin( )
sinh sin

k kW k k k k
k k

ξ ξ ξ ξ−
= − − −

−
   

 

  

جدول 2: معادلههای فرکانس و شکل مدها برای تیر با شرایط مرزی مختفل

Table 2. Frequency equations and mode shapes for various boundary conditions.
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6-3- حل مرتبه یک
در این بشخ با ترکیب حل مرتبه صفر و حل مرتبه یک، مقادیر

0Aρ که در بشخ 5 به آن اشاره گردید استخراج می‌شود. در  0E و  I

0W دارند. معادله )34(  W وابستگی طخی با  1 ( و  (h ξ1 معادله )34(، 
درصورتی قاب‌لحل می‌باشد که شرط )43( برقرار باشد ]22[.

1 2
2 0

1 0 1 0 1 0 1 02
0

) ( 2 2 0Wh W Wξ ω ω α ω ω ξ
ξ

 
− + = 

 
∫

d d
d

�)43(

در نتیجه:
1

1 0
0

1 1 1 2
2 2 0

0 0 1 0 2
0 0

) (

2 ) ) ( (

h W

WW W

ξ ξ
ω

ω ξ α ξ
ξ

=
−

∫

∫ ∫

d

dd d
d

�)44(

0Aρ استخراج می‌شود. 0E و  I با ادغام به‌شخای قبل مقادیر نهایی 

[ ]

[ ]

1
2 3

0 0
0 02 3

2 4
0 0 2 0

2 02 4

4
2 0 0
2 4

0
0

3 2 4
0 0 0 2 0 0

23 2 4

3 2 5
2 0 0 2 0
2 2 03 2 5

) (
) (

) (
) (

3 ) (

3

3 2 ) (

E I W W
W E I W

E IW W W
E I W

W W
E I

E I
W W W W W

W

W W W
E I W

ξ
ξ

ξ ξ ξ
ξ

ξ α
ξ ξξ ξ

α ξ
ξξ

α
ξ ξξ ξ ξ

α α ξ
ξ ξ ξ

 
+ 

 
  − − 
 
 
 +
  

=


− +

− −

d d d
d d d

dd d d
d dd d

d d
dd

d d d d d
d dd d d

d d d
d d d

1

0

13 2 5
2 0 0 2 0
2 2 03 2 5

0
2 31 1

0 2 2 0 2
22 3

0 0
2 31 1

0 2 2 0 2
22 3

0 0

.

3 ) ( 2 ) (

) ( ) ( 3 ) ( ) (
...

) ( 3 ) (

W W W
E I E I W

W W
E I E I

W W

α ξ α ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ α ξ ξ
ξ ξ

ξ α ξ
ξ ξ




 


 
  

  + − − 
  

+ +

+ +

∫ ∫

∫ ∫

d d d
d d d

d d
d d

d d
d d

d d
d d

�)45(

1
2 0 2
1 0 1 0

2
2 0
1

0

1 12 2 0 2
0 10 0

0 12
2 0 2 0
1 0 1

0

1 12 0 2
0 10 0

2 2
12 0

1 20

2 2
2 0
1

[ ) ( ]3 ) (

) (

) ( 3 ) ( ) (
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با ترکیب حل مرتبه صفر و مرتبه یک، فرکانسه‌ای طبیعی تیر 
به‌ دست می‌آیند:

0
02

0

1
n

E I
L A

λ ω
ρ

= �)47(

از   0ω و  یک  مرتبه  حل  از   0Aρ و   0E I  ،)47( رابطه  در  که 
از  تقریبی  فرمول  یک  درنهایت  شده‌اند.  استخراج  صفر  مرتبه  حل 
فرکانسه‌ای طبیعی بی‌بعد برای یک نانوتیر یکنواخت بهص‌ورت رابطه 

)48( می‌باشد:

2 L
n n

L

AL
E I
ρλΩ = �)48(

LE به‌ترتیب چگالی و مدول یانگ سمت چپ  Lρ و  در رابطه )48( 
نانوتیر می‌باشند که در جدول 3 داده شده است.

7-نتایج و بحث
در این بشخ، از روش پیشنهادی برای تجزیه و تحلیل ارتعاشات 
آزاد یک نانوتیر مدرج تابعی با شرایط مرزی متفاوت استفاده می‌شود. 
در این مقاله جنس نانوتیر در نظرگرفته‌شده از آلومینیوم و تیتانیوم 
می‌باشد. سمت راست تیتانیوم خالص و سمت چپ آلومینیوم خالص 
ارائه شده   3 در جدول  تابعی  مدرج  نانوتیر  برای  مواد  است. خواص 

است.
ابعاد نانوتیر عبارتند از:

 

 ] 33, 22[  شخصات ماده نانوتیر م: 3جدول 
Table 3. Material properties of the FG nano beam[22,33] 

 
 تیتانیوم  لومینیوم آ واحد  مشخصات 

 GPa 70 116 

 3Kg/m 2702 4506 
 

  

E
ρ

جدول 3: مشخصات ماده نانوتیر ]22, 33[

Table 3. Material properties of the FG nano beam[22,33]
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 ,L B H
H

= =10 2

برای اعتبارسنجی روش معرفی‌شده در بشخ 6-1، فرکانسه‌ای 
طبیعی یک نانوتیر با شرایط مرزی لولا )S-S( به‌ازای پارامتره‌ای مختفل 
  , , , /L E MPa ρ υ= = = =10 30 1 0 3 ( و  0l = 0e مختفل و  a غیرمحلی )

مورد ارزیابی قرار گرفته است که در جدول 4 آورده شده است.
با توجه به فرکانسه‌ای به‌دست‌آمده در جدول 4 مشاهده می‌شود 
از دقت  برای محاسبه فرکانسه‌ای طبیعی  که روش توسعه تقریبی 
توسعه  عددی  روش  سادگی  به  توجه  با  می‌باشد.  برخوردار  خوبی 
از روش  مقاله  این  در  دیگر،  با روشه‌ای عددی  مقایسه  در  تقریبی 
پیشین  ژپوه‌شهای  مطالعه  در  است.  شده  استفاده  تقریبی  توسعه 

تاکنون از این روش عددی در نانوتیرها استفاده نشده است.
در ژپوهشی دیگر ویژگیه‌ای نانوتیر به شرح زیر می‌باشد ]19[:

 , /

, /
Al O

st st

Al O

E GPa Kg m

E GPa Kg m

ρ

ρ

= =

= =
2 3 2 3

3

3

210 7800
390 3960 �

می‌باشد  زیر  شرح  به  ژپوشه  این  در  استفاده‌شده  نانوتیر  ابعاد 
:]19[

 . * , ,h m b h L h−= = =617 6 10 2 30 �

ربرسی  هب  این ژپوشه در سال 2017 لی و همکاران ]19[  در 
نامکش و ارتعاشات آزاد یک ونان ریت مدرج تابعی وحمري اب اافتسده از 
وئتري رگاداین نرکش غحمریلـی رباسـاس روش برمعاسزي افتضلی 
معادلات تکرح  هیملوتن  اصل  از  اافتسده  اب  پرداختند.  تعیممهتفای 
روي  رب  ادنازه  ارث  تـریثا  ادامـه  در  و  آدم  دتس  هب  رمزي  رشایط  و 
ادامه  در  رگددی.  ربرسی  طیبعی  سناکرفهاي  و  نامکش  پارارتمهاي 
روی  بر  تابعی(  مدرج  ماده  جنس  توانی)تغییر  شاخص  تاثیرات  به 
روی  بر  اندازه  اثر  تاثیرات  همچنین  و  طبیعی  فرکانسه‌ای  مقادیر 
کمانش بحرانی و فرکانسه‌ای طبیعی میپ‌ردازد. در شکه‌لای 3 تا 6، 
فرکانس اول و دوم بی‌بعد تیرمدرج تابعی به ازای پارامترهای مختفل 
گیردار  گیردار-  مرزی  برای شرط   k =1 توانی  و شاخص  غیرمحلی 

آورده شده است.
در شکه‌لای 3 تا 6، درصد طخا کمتر از 2 درصد می‌باشند که از 
دقت قاب‌لقبولی برخوردار می‌باشند. همان گونه که مشاهده می‌شود 

 

 
Fig. 3. The fundamental dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with 

the nonlocal parameter ( 1 0.01α = and k =1) 
α/با درنظرگرفتن   یتابع رمدرجیاول ت بعدیفرکانس ب: 3شکل  =1 0 k یو شاخص توان 01  رداریگ  -رداریگ  يشرط مرز يبرا  1=
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Lبعد براي شرط مرزي لولا به ازاي ( هاي طبیعی بی فرکانس  :4جدول 
H

=10( 

Table 4. The dimensionless natural frequencies for simply supported with 10L
H

=  

 
e a0  34[  مرجع روش توسعه تقریبی[   
0 8696/9 8696/9 
5/0 6347/9 6347/9 

1 4159/9 4159/9 
5/1 2113/9 2113/9 

2 0195/9 0195/9 
 

  

) L
H

جدول 4: فرکانسه‌ای طبیعی بی‌بعد برای شرط مرزی لولا به ازای )10=

Table 4. The dimensionless natural frequencies for simply 

supported with 10L
H

=

Fig. 3. The fundamental dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with the nonlocal parameter (

1 0.01α = and k =1)

k  برای شرط مرزی گیردار- گیردار =1 α/ و شاخص توانی  =1 0 01 شکل 3: فرکانس بی‌بعد اول تیرمدرج تابعی با درنظرگرفتن 
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Fig. 4. The fundamental dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with 

the nonlocal parameter ( 1 0.03α = and k =1) 
α/با در نظر گرفتن   یتابع رمدرجیاول ت بعدیفرکانس ب: 4شکل  =1 0 k  یو شاخص توان 03  ردار یگ   -رداریگ  يشرط مرز يبرا  1=
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Fig. 4. The fundamental dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with the nonlocal parameter (

1 0.03α = and k =1)
k  برای شرط مرزیگیردار- گیردار =1 α/ و شاخص توانی  =1 0 03 شکل 4: فرکانس بی‌بعد اول تیرمدرج تابعی با در نظر گرفتن  

 

 
Fig. 5. The second dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with the non 

local parameter ( 1 0.01α = and k =1) 
α/با در نظر گرفتن   یتابع رمدرجیت دوم بعدیفرکانس ب: 5شکل  =1 0 k  یو شاخص توان 01  ردار یگ   -رداریگ  يشرط مرز يبرا  1=
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Fig. 5. The second dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with the non local parameter ( 1 0.01α =
and k =1)

k  برای شرط مرزی گیردار- گیردار =1 α/ و شاخص توانی  =1 0 01 شکل 5: فرکانس بی‌بعد دوم گیرمدرج تابعی با در نظر گرفتن   

 
Fig. 6. The second dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with the 

nonlocal parameter ( 1 0.03α = and k =1) 
α/با درنظرگرفتن    یتابع رمدرجیت دوم بعدیفرکانس ب: 6شکل  =1 0 k یو شاخص توان 03  رداریگ -رداریگ  يشرط مرز يبرا  1=
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Fig. 6. The second dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with the nonlocal parameter 

( 1 0.03α = and k =1)
k  برای شرط مرزی گیردار- گیردار =1 α/ و شاخص توانی  =1 0 03 شکل 6: فرکانس بی‌بعد دوم گیرمدرج تابعی با درنظرگرفتن  
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(a) first dimensionless natural frequencies 

 اول  بعدی(الف) فرکانس ب

 
(b) second dimensionless natural frequencies 

 دوم   بعدی(ب) فرکانس ب

 
(c) third dimensionless natural frequencies 
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Fig. 7. The first three natural frequencies versus power-law index k for a simply supported nano beam ( 1 0.5α =  and 2 1α = )

)S-S( برای شرط مرزی لولا α =2 1 α/ و  =1 0 5 شکل 7: تاثیر پارامتر شاخص توانی برروی فرکانس‌ طبیعی بی‌بعد اول تا سوم نانوتیر به ازای 
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روش توسعه تقریبی یک روش حد بالا می‌باشد.
شکل 7 تاثیر پارامتر شاخص توانی، برروی فرکانسه‌ای طبیعی 
α/ و  =1 0 5 اول تا سوم بی‌بعد نانوتیر برای شرایط مرزی لولا به‌ازای 

α را نشان می‌دهد. =2 1

در شکل 7 تاثیر پارامتر شاخص توانی بر نمودار پاسخ فرکانسی 
با  دیده می‌شود،  است. همان‌گونه که در شکل 7  نانوتیر رسم شده 
افزایش پارامتر شاخص توانی، فرکانسه‌ای طبیعی به مقادیر بزرگتر 
شاخص  پارامتر  افزایش  با  تیر  سفتی  از  نشان  این  می‌شود.  منتقل 
توانی دارد به عبارت دیگر با تغییر جنس نانوتیر، مدول یانگ افزایش 
می‌یابد و چگالی جرمی مطابق با شکل 2 کاشه می‌یابد، که این خود 
علاوه بر افزایش فرکانس طبیعی منجر می‌شود که اثرات غیرموعضی 
نیز در پاسخ فرکانسی تاثیرگذار باشد. با توجه به اینکه افزایش پارامتر 

شاخص توانی برروی فرکانسه‌ای طبیعی تاثیرگذار است، می‌توان با 
انتخاب یک مقدار مناسب از پارامتر شاخص توانی رفتار ارتعاشی را 

کنترل کرد.
در شکل 8 تاثیر پارامترهای اثراندازه برروی فرکانسه‌ای طبیعی 
بی‌بعد اول و دوم یک نانوتیر مدرج تابعی برای شرط مرزی لولا رسم 

شده است.
شکل 8  تاثیر پارامترهای اثر اندازه برروی فرکانسه‌ای طبیعی 
را  لولا  برای شرط مرزی  تابعی  نانوتیر مدرج  و دوم یک  اول  بی‌بعد 
نشان می‌دهد. همان‌گونه که در شکل 8 مشاهده می‌شود، با افزایش 
α1 فرکانسه‌ای طبیعی بی‌بعد کاشه یافته،  پارامتر غیرمحلی بی‌بعد 
α2 مقادیر فرکانسه‌ا افزایش  همچنین با افزایش پارامتر طولی بی‌بعد 
نانوتیر به علت اعمال  از تغییرات سفتی  این رفتار ناشی  می‌یابد که 
نانوتیر می‌باشد. همچنین در شکل 8 مشاهده می‌شود  اندازه در  اثر 
که، فرکانسه‌ای طبیعی بی‌بعد، با توجه به مقدارهای مختفل پارامتر 
یا  بزرگ‌تر  می‌تواند   α2 ماده  مقیاس طولی  پارامتر  و   α1 غیرمحلی 
کو‌کچتر از مدل کلاسیک باشد. تئوریه‌ای کلاسیک برای مدل‌سازی 
نانوتیرها مناسب نمی‌باشد و باید اثرات غیرمحلی در تحلیل استاتیکی 
مقیاس  پارامتر  تاثیر  شود.  گرفته  درنظر  ساختارها  این  دینامیکی  و 
کوکچ نانوتیرها باعث می‌شود که رفتار نانوتیر به نانوتیر نرم‌تر نزدیک 

شود. 
در ارتعاشات عرضی نانوتیر مه همین رفتار مشاهده می‌شود با این 

تفاوت که تغییرات در نمودارها بهص‌ورت غیرطخی می‌باشند.
در  مرزی  شرایط  سایر  برای  بی‌بعد  طبیعی  فرکانسه‌ای  نتایج 

جدول 5 الی 8 آورده شده است.
همان‌گونه که در جدول 5 الی 8 مشاهده می‌شود به‌دلیل رفتار 
لصبیت نانوتیر متناسب با شرایط مرزی گوناگون، برای تیر با شرایط 
مرزی  شرایط  با  تیر  از  ارتعاشی  دامنه  گیردار  گیردار-  تکیه‌گاهی 
گیردار- آزاد و گیردار- لولا بیشتر است. فرکانسه‌ای طبیعی بی‌بعد 
α1 کاشه  پارامتر غیرمحلی  افزایش  با  نیز  تابعی  نانوتیر مدرج  دوم 
فرکانسه‌ای  مقادیر   α2 طولی  پارامتر  افزایش  با  همچنین  یافته 

طبیعی بی‌بعد افزایش می‌یابد.
با صفر قراردادن پارامترهای غیرموعضی نمودار پاسخ فرکانسی به 

نمودار حالص از تئوری کلاسیک نزدیک می‌شود.
جرمه‌ای  به‌ازای  دوم  و  اول  بی‌بعد  طبیعی  فرکانسه‌ای  نتایج 

 
(a) first dimensionless natural frequencies 

 اول  بعدی(الف) فرکانس ب

 
(b) second dimensionless natural frequencies 

 دوم   بعدی(ب) فرکانس ب
 2αand  1αThe first two dimensionless natural frequencies varying with the size dependent parameters  . 8.Fig

for simply supported FG beams (k =1) 
k  یو شاخص توان α2و   α1اثر اندازه   يبا درنظرگرفتن پارامترها یمدرج تابع ریاول و دوم ت بعدیب  یعیطب هايفرکانس :8 شکل  يبرا 1=
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Fig. 8. The first two dimensionless natural frequencies varying 

with the size dependent parameters 1α  and 2α  for simply 
supported FG beams (k =1)

شکل 8: فرکانس‌های طبیعی بی‌بعد اول و دوم تیر مدرج تابعی با 
k برای  =1 α2 و شاخص توانی  α1 و  درنظرگرفتن پارامترهای اثر اندازه 

)S-S( شرط مرزی لولا
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متمرکز مختفل در جدول 9 الی 14 آورده شده است.
مدرج  نانوتیر  بی‌بعد  طبیعی  فرکانسه‌ای   14 الی   9 جدول  در 

تابعی برای شرط مرزی گیردار- جرم متمرکز به‌ازای پارامتر غیرمحلی 
 ، /R =0 01  ، k =1 توانی  شاخص  همچنین   /α =1 2 5 و   /α =1 0 5

α/  ازايمختلف به   يمرز  طیشرا ي اول برا بعدی ب یعیطب هايفرکانس  :5جدول  =1 0 k  یو شاخص توان  5 =1 
Table 5. The fundamental dimensionless natural frequencies for various boundary conditions (

1 0.5α =  and power-law index k=1)  
 

α/ شرایط مرزي  =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5   

 9801/26 7816/26 7809/25 گیردار   -گیردار

 1767/22 0027/22 1289/21 لولا   -گیردار

 5623/11 7001/10 4856/8 آزاد   -گیردار
 

  

جدول 5: فرکانس‌ های طبیعی ‌ بی بعد اول برای شرایط مرزی مختفل به‌ 
k =1 α/ و شاخص توانی  =1 0 5 ازای  

Table 5. The fundamental dimensionless natural frequencies 

for various boundary conditions ( 1 0.5α =  and power-law index 
k=1) 

α/  ازايمختلف به   يمرز  طیشرا ي اول برا بعدی ب یعیطب هايفرکانس  :6جدول  =1 2 kی و شاخص توان  5 =1 
Table 6. The fundamental dimensionless natural frequencies for various boundary conditions (

1 2.5α =  and power-law index k=1) 
 

α/ شرایط مرزي  =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5   

 5279/23 3285/23 3287/22 گیردار   -گیردار

 8680/18 7199/18 9765/17 لولا   -گیردار

 9579/5 254/5 8812/2 آزاد   -گیردار
 

  

جدول 6: فرکانس‌ های طبیعی ‌ بی بعد اول برای شرایط مرزی مختفل به 
k α/  و شاخص توانی1= =1 2 5 ازای 

Table 6. The fundamental dimensionless natural frequencies 

for various boundary conditions ( 1 2.5α =  and power-law index 
k=1)

α/  يمختلف به ازا يمرز طی اشر  يدوم برا بعدی ب  یعیطب هايفرکانس : 7جدول  =1 0 k  یو شاخص توان  5 =1 
Table 7. The second dimensionless natural frequencies for various boundary conditions ( 1 0.5α =  and 

power-law index k=1) 
 

α/ شرایط مرزي  =2 0 5 α =2 1   /α =2 1 5   

 7730/61 6496/61 9955/60 گیردار   -گیردار

 8644/58 7382/58 0704/58 لولا   -گیردار

 0920/28 8791/27 8073/26 آزاد   -گیردار
 

  

جدول 7: فرکانس‌ های طبیعی ‌ بی بعد دوم برای شرایط مرزی مختفل به 
k =1 α/  و شاخص توانی  =1 0 5 ازای 

Table 7. The second dimensionless natural frequencies for 
various boundary conditions ( 1 0.5α =  and power-law index 

k=1)

α/  ازايمختلف به  يمرز طی شرا  يدوم برا بعدی ب یعیطب هايفرکانس  :8جدول  =1 2 k  یو شاخص توان  5 =1  
 1 2.5α =The second dimensionless natural frequencies for various boundary conditions ( Table 8.

and power-law index k=1) 
  

α/ شرایط مرزي  =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5   

 6210/56 5079/56 9084/55 گیردار   -گیردار

 5616/53 4467/53 8390/52 لولا   -گیردار

 2614/23 0485/23 9767/21 آزاد   -گیردار
 

  

جدول 8: فرکانس‌ های طبیعی ‌ بی بعد دوم برای شرایط مرزی مختفل به‌ 
 k =1 α/  و شاخص توانی  =1 2 5 ازای

Table 8. The second dimensionless natural frequencies 
for various boundary conditions ( 1 2.5α =  and power-law 

index k=1) 

α/  ازايجرم متمرکز به  -ردار ی گ ي شرط مرز ياول و دوم برا  بعدی ب  یعیطب هايفرکانس  :9جدول  =1 0 5   ،/R =0 و شاخص   01
k  یتوان =1   

Table 9. The first two dimensionless natural frequencies for clamped–attached mass boundary 
conditions ( 1 0.5α = , 0.01R =  and power-law index k=1) 

 

α/ بعدفرکانس بی  =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5   

Ω1   1626/8 2296/10 7781/10 

Ω2   1174/26 7835/26 9126/26 
 

  

جدول 9. فرکانس‌ های طبیعی ‌ بی بعد اول و دوم برای شرط مرزی  و 
  k =1 R/  و شاخص توانی  =0 و01 /α =1 0 5 یردار- جرم متمرکز به‌ازای

Table 9. The first two dimensionless natural frequencies 

for clamped–attached mass boundary conditions ( 1 0.5α = ,
0.01R =  and power-law index k=1)

α/  ازايجرم متمرکز به  -ردار یگ  يشرط مرز  ياول و دوم برا عدبی ب  یعیطب هايفرکانس  :10جدول  =1 2 5   ،/R =0 و   01
k  یشاخص توان =1 

Table 10. The first two dimensionless natural frequencies for clamped–attached mass boundary 
conditions ( 1 2.5α = , 0.01R =  and power-law index k=1) 

  

α/ بعدفرکانس بی  =2 0 5 α =2 1   /α =2 1 5   

Ω1   7964/2 1531/5 5807/5 

Ω2   8873/21 4456/22 5537/22 
 

  

جدول 10: فرکانس‌ های طبیعی ‌ بی بعد اول و دوم برای شرط مرزیگیردار- 
k =1 R/  و شاخص توانی  =0 α/ و 01 =1 2 5 جرم متمرکز به ازای

Table 10. The first two dimensionless natural frequencies 
for clamped–attached mass boundary conditions ( 1 2.5α = ,

0.01R =  and power-law index k=1) 
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R آورده شده است. در جدول 9 الی 14 نیز با افزایش  R/ و 1= =0 1

افزایش  بی‌بعد  طبیعی  فرکانسه‌ای  مقادیر  طولی  بی‌بعد  پارامتر 
غیرمحلی  پارامتر  افزایش  با  که  می‌شود  مشاهده  همچنین  می‌یابد، 
بی‌بعد فرکانسه‌ای طبیعی بی‌بعد کاشه یافته است. با افزایش مقدار 

جرم متمرکز نیز فرکانسه‌ای طبیعی کاشه می‌یابند.
در جدول 15 فرکانسه‌ای طبیعی بی‌بعد اول به‌ازای نسبته‌ای 
طول به خضامت مختفل برای چهار شرط مرزی گوناگون آورده شده 

است.
در جدول 15 فرکانسه‌ای طبیعی بی‌بعد اول به‌ازای نسبت‌ طول 
به خضامته‌ای مختفل برای شرایط مرزی گوناگون آورده شده است. 
همانط‌ور که مشاهده می‌شود، نسبت‌ مختفل طول به خضامته‌ای 
افزایش  ندارند.  طبیعی  فرکانسه‌ای  مقادیر  برروی  تاثیری  مختفل، 
نسبت طول به خضامت تیر، برروی کرنه‌شا و تنه‌شای برشی تیر 
تاثیرگذار می‌باشد که در تئوری تیر اویلر برنولی این اثر نادیده گرفته 
می‌شود. با افزایش نسبت طول به خضامت در تیرتیموشینکو نتایج به 

α/  ازايجرم متمرکز به -ردار یگ  يشرط مرز  ياول و دوم برا بعدی ب یعیطب هايفرکانس : 11جدول  =1 0 5  ،/R =0 و شاخص   1
k  یتوان =1  

Table 11. The first two dimensionless natural frequencies for clamped–attached mass boundary 
conditions ( 1 0.5α = , 0.1R =  and power-law index k=1) 

 

α/ بعدفرکانس بی  =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5   

Ω1   7473/7 1140/10 7378/10 

Ω2   2587/25 0308/26 1818/26 
 

  

جدول 11: فرکانس‌های طبیعیبی‌بعد اول و دوم برای شرط مرزیگیردار-جرم 
 k =1 R/  و شاخص توانی  =0 1  ، /α =1 0 5 متمرکز  بهازای 

Table 11. The first two dimensionless natural frequencies for 
clamped–attached mass boundary conditions ( 1 0.5α = , 0.1R =  

and power-law index k=1)

α/  ازايجرم متمرکز به  -ردار یگ  يشرط مرز  ياول و دوم برا بعدی ب یعیطب هايفرکانس : 12جدول  =1 2 5  ،/R =0 و شاخص   1
k  یتوان =1 

Table 12. The first two dimensionless natural frequencies for clamped–attached mass boundary 
conditions ( 1 2.5α = , 0.1R =  and power-law index k=1) 

 

α/ بعدفرکانس بی  =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5   

Ω1   7119/2 0728/5 4828/5 

Ω2   6062/21 2666/22 3957/22 
 

  

جدول 12: فرکانس‌های طبیعی بیبعد اول و دوم برای شرط مرزی گیردار- 
k =1 R/  و شاخص توانی  =0 1  ، /α =1 2 5 جرم متمرکز به‌ازای 

Table 12. The first two dimensionless natural frequencies for 
clamped–attached mass boundary conditions ( 1 2.5α = , 0.1R =  

and power-law index k=1)

α/  ازايجرم متمرکز به  - رداریگ ي شرط مرز  ياول و دوم برا بعدیب  یعیطب هايفرکانس  :13جدول  =1 0 5  ،R و شاخص    1=
k  یتوان =1  

Table 13. The first two dimensionless natural frequencies for clamped–attached mass boundary 
conditions ( 1 0.5α = , 1R =  and power-law index k=1) 

 

α/ بعدانس بی فرک =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5 

Ω1   1774/7 9018/9 2749/10 

Ω2   7927/21 6408/22 8090/22 
 

  

جدول 13. فرکانس‌های طبیعی بی‌بعد اول و دوم برای شرط مرزی 
 k =1 R  و شاخص توانی  =1  ، /α =1 0 5 گیردار- جرم متمرکز به‌ازای 

Table 13. The first two dimensionless natural frequencies 
for clamped–attached mass boundary conditions (

1 0.5α = , 1R =  and power-law index k=1)

α/  ازايجرم متمرکز به  -ردار یگ  يزشرط مر   ياول و دوم برا بعدی ب یعیطب هايفرکانس  :14جدول  =1 2 5   ،R و شاخص   1=
k  یتوان =1  

Table 14. The first two dimensionless natural frequencies for clamped–attached mass boundary 
conditions ( 1 2.5α = , 1R =  and power-law index k=1) 

 

α/ بعدفرکانس بی  =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5   

Ω1 4836/2 9263/4 2823/5 

Ω2 8155/18 5476/19 6928/19 
 

  

جدول 14: فرکانس‌های طبیعی ‌بیبعد اول و دوم برای شرط مرزی گیردار- 
 k =1 R  و شاخص توانی  =1 ، /α =1 2 5 جرم متمرکز به‌ازای 

Table 14. The first two dimensionless natural frequencies for 
clamped–attached mass boundary conditions ( 1 2.5α = , 1R =  

and power-law index k=1)

α/  ازايمختلف به هايو نسبت طول به ضخامت  ي مرز طی شرا ياول برا بعدیب  یعیطب هايفرکانس : 15جدول  =1 2 5 ،α =2 و   1
kی شاخص توان =1  

Table 15. The fundamental dimensionless natural frequencies for various boundary conditions 
and L

H
( 1 2.5α = , 2 1α =  and power-law index k=1) 

L شرایط مرزي 
H

=10 L
H

= 20 L
H

= 50 

 1448/10 1448/10 1448/10 لولا   -لولا

 3285/23 3285/23 3285/23 گیردار -گیردار

 7199/18 7199/18 7199/18 لولا   -گیردار

 254/5 254/5 254/5 آزاد   -گیردار
 

 

جدول 15: فرکانس‌های طبیعی بی‌بعد اول برای شرایط مرزی و نسبت 
α و شاخص توانی =2 1 ، /α =1 2 5 طول به خضامته‌ای مختفل به‌ازای 

 k =1
Table 15. The fundamental dimensionless natural frequencies 

for various boundary conditions and L
H

( 1 2.5α = , 2 1α =  and 
power-law index k=1)
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تئوری تیر اویلر برنولی نزدیک می‌شود.
در شکل 9، شکل مد اول و دوم برای شرط مرزی گیردار- جرم 

متمرکز آورده شده است:
در شکل 9 شکل مدهای اول و دوم برای شرایط مرزی گیردار-

و  جرم  مقدار  با  متناسب  سازه  یک  است.  شده  آورده  متمرکز  جرم 
سختی آن تحت بارجانبی مرتشع می‌شود. شکل ارتعاشی به مقدار 
بارجانبی وابسته نمی‌باشد. اگر مقدار بارجانبی زیاد شود دامنه ارتعاش 
بیشتر می‌گردد ولی شکل آن تغییری نمی‌کند. این ارتعاش به اشکال 
جداگانه‌ای تقسیم می‌شود که به هرکدام یک مد نوسانی می‌گویند. 

عموما در سازهه‌ا مد اول مد غالب می‌باشد.

8- نتیجه‌گیری
به  تابعی  مدرج  تیر  نانو  یک  طولی  آزاد  ارتعاشات  مقاله  این  در 
همراه جرم متمرکز با استفاده از روش عددی جدید توسعه تقریبی 
برای شرایط مرزی مختفل با استفاده از تئوری غیرموعضی گرادیان 
کرنش مورد مطالعه قرارگرفت. در ادامه با استفاده از روش همیلتون 
محاسبه  تابعی  مدرج  نانوتیر  برای  مرزی  شرایط  و  حرکت  معادلات 
گردیده است. سپس یک فرمول تحلیلی تقریبی از فرکانس طبیعی 
براساس روش عددی توسعه تقریبی استخراج شده است. نمونه‌ای از 
یک نانو تیر یکنواخت با مواد آلومینیوم و تیتانیوم شبیه‌سازی شده 

است. 
سپس فرکانسه‌ای طبیعی بی‌بعد اول تا سوم به‌ازای شاخصه‌ای 
ادامه  در  گردید.  محاسبه  لولا  مرزی  شرط  برای  گوناگون  توانی 
مختفل  پارامترهای  به‌ازای  دوم  و  اول  بی‌بعد  طبیعی  فرکانسه‌ای 

نتایج  نهایت  در  گردید  استخراج  مرزی  شرط  پنج  برای  غیرمحلی 
مدهای شرایط  و شکل  گرفت  قرار  مطالعه  مورد  نمودارها  از  حالص 

مرزی مختفل استخراج شد. صلاخه نتایج به شرح زیر است:
طبیعی  فرکانسه‌ای   ) k ( توانی  شاخص  پارامتر  افزایش  با   -1
برروی  توانی  شاخص  پارامتر  تاثیر  امر  این  که  می‌یابد  افزایش 
نانوتیر، مدول  با تغییر جنس  فرکانسه‌ای طبیعی را نشان می‌دهد. 
یانگ افزایش و چگالی جرمی کاشه می‌یابد، همچنین باعث افزایش 

فرکانس طبیعی و اثرات غیرموعضی در پاسخ فرکانسی می‌شود.
2- در تحلیل ارتعاشات آزاد طولی مشخص گردید که نسبته‌ای 
مختفل طول به خضامت تاثیری بر مقادیر فرکانسه‌ای طبیعی ندارند.
ea 3- فرکانسه‌ای طبیعی بی‌بعد با افزایش پارامتر غیرمحلی )

( افزایش یافته است. l ( کاشه و با افزایش پارامتر مقیاس طول )
4- فرکانسه‌ای طبیعی مدل گرادیان کرنش غیرمحلی, با توجه 
به مقادیر پارامترهای وابسته به اندازه می‌تواند بزرگ‌تر یا کو‌کچتر از 
مدل کلاسیک باشد. با افزایش پارامتر مقیاس طولی ماده و همچنین 
مدرج  نانوتیر  لصبیت  رفتار  افزایش  باعث  غیرمحلی  پارامتر  کاشه 

تابعی می‌شود.
5- اافتسده از وئتري غیرموعضی رگاداین کرنشی در ابعاد ونان و 
رکیمو ضروري ن‌هبظر می‌رسد. اب وکچکرت دشن ادنازه، تبسن سناکرف 

خطی احصل از انی وئتريها هب وئتري کلایسک رتشیب میوشد.
6- به‌دلیل رفتار لصبیت تیر متناسب با شرایط مرزی گوناگون، 
برای تیر با شرایط تکیه‌گاهی گیردار- گیردار دامنه ارتعاشی از تیر با 
شرایط مرزی لولا- لولا، گیردار- آزاد و گیردار- لولا و گیردار- جرم 

متمرکز بیشتر است.

 
Fig 9: The first two mode shapes of the clamped–attached mass 

 جرم متمرکز - شرط مرزي گیردار: شکل مد اول و دوم براي 9شکل 
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Fig. 9. The first two mode shapes of the clamped–attached mass

شکل 9: شکل مد اول و دوم برای شرط مرزی گیردار-جرم متمرکز
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در این مقاله از معادله تیر اویلر برنولی برای استخراج فرکانسه‌ای 
طبیعی استفاده شده است، استفاده از معادله تیر ریلی و تیموشینکو 
برای دست‌یابی به نتایج دقی‌قتر پیشنهاد می‌شود. همچنین به‌منظور 
نانوتیر  اجباری  و  عرضی  ارتعاشات  بررسی  دیگر،  حالته‌ای  بررسی 
خمیده، نانوتیر با سحط مقعط غیریکنواخت و نانوتیر به همراه چندین 
جرم متمرکز به همراه فنر و دمپر با استفاده از روش عددی توسعه 

تقریبی پیشنهاد می‌شود.

فهرست علائم

علائم انگلیسی

Am2 ،مساحت
 Bm ،عرض نانوتیر
EN/m2 ،مدول الاستيسيته

 ) (E x IN/m2 ،قسمت متغیر سفتی خمشی
 eam ،پارامتر غیرمحلی
 Hm ،ارتفاع نانوتیر
 Im4 ،ممان اینرسی
 KN ،انرژی جنبشی
 kشاخص توانی
 Lm ،طول نانوتیر
 lm ،پارامتر مقیاس طول ماده

 MNm ،ممان کلاسیک
 )1(MNm ،ممان غیرکلاسیک

 0mgr ،جرم متمرکز
 tS ،زمان
 UN ،انرژی پتانسیل
 wm ،جابجایی

 0wدامنه
 xمتغیر فضایی

علائم يونانی
 αتابع کرنل غیرمحلی

 1αپارامتر غیرمحلی بی‌بعد

 2αپارامتر مقیاس طول بی‌بعد
 εپارامتر اغتشاش

 xxεکرنش طولی

 ζمتغیر فضایی بی‌بعد
 λHz ،فرکانس طبیعی
 υضریب پواسون
ρkg/m3 ،چگالي

 ) (x Aρkg/m3 ،قسمت متغیر چگالی جسم در واحد طول

 xxσPa ،تنش کلاسیک

 )1(
xxσPa ،میدان تنش الاستیک غیرمحلی

 τزمان بی‌بعد
 ΩHz ،فرکانس طبیعی بی‌بعد

 0ωHz ،فرکانس اولیه
اپراتور نابلا∇ 
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