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Free vibration analysis of functionally graded carbon nanotubes reinforced composite 
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ABSTRACT:  In this research, an approach based on the isogeometric method is developed to study 
the free vibration behavior of functionally graded carbon nanotubes reinforced composite skew folded 
plates. In this method, non-uniform rational B-splines basis functions are used for approximation of the 
geometry as well as the displacement field. The plates are reinforced by single-walled carbon nanotubes 
which are assumed to be graded through the thickness direction with different distribution patterns. The 
effective mechanical properties of composite skew folded plates are captured by the modified rule of 
mixtures approach. Modeling of the skew folded plate is accomplished by two non-uniform rational 
B-splines patches which is one of the strengths of the research. The equations of motion of each patch 
are derived based on classical plate theory and then are discretized using non-uniform rational B-splines 
basis functions. The final form of the discretized equations is generated after the transformation of the 
element matrices of each patch and then applying the continuity conditions along the boundary of the 
patches with the aid of the bending strip method. Afterward, several numerical examples are provided 
to prove the accuracy and reliability of the proposed formulation. The results exhibit that the present 
approach can precisely predict the natural frequencies of skew folded plates with a low computational 
cost. Eventually, a set of new results are presented for different geometrical and material parameters of 
the skew folded plate. 
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1- Introduction
Nowadays, skew plates are widely used as the structural 

element of many modern structures. Moreover, folded plates 
are an appropriate candidate for use in different engineering 
applications. Meanwhile, several studies have been performed 
on the improvement of reinforced composite materials during 
recent years. Due to the excellent mechanical, thermal and 
electrical properties of Carbon NanoTubes (CNTs), they 
are a suitable choice as a reinforcement phase in a polymer 
matrix. The distribution of CNTs in a matrix may be uniform 
or Functionally Graded (FG) in the thickness direction of the 
plate. The latter case is referred to as Functionally Graded 
Carbon NanoTube Reinforced Composite (FG-CNTRC) 
skew folded plates.   

Numerous studies have been executed to investigate 
the free vibration behavior of rectangular folded plates.  
Most of these studies have been accomplished in the last 
two decades, along with the development of high-speed 
computers. In this regard, various numerical techniques have 
been proposed to study the mechanical behaviors of folded 
plates. These methods are finite strip method [1], combined 
boundary element-transfer matrix method [2], mesh-free 
Galerkin method [3], Finite Element Method (FEM) [4], and 
isogeometric method [5].

The IsoGeometric Analysis (IGA) is a powerful 
numerical technique that was firstly proposed by Hughes et 

al. [6]. In this method, the exact geometric description is used 
to approximate the solution field. Since the introduction of 
the IGA, it has been extensively employed to analyze FG-
CNTRC structures. 

2- Solution Method
In this study, it is assumed that each patch of the skew 

folded plate is fabricated from a polymer matrix reinforced 
by Single-Walled Carbon NanoTubes (SWCNTs) with 
Uniform Distribution (UD) as well as three FG distributions 
defined as FG-X, FG-O, and FG-V. The effective mechanical 
properties of FG-CNTRC skew folded plates are estimated 
via a modified rule of mixture.

To derive the equations of motion of each patch, the local 
coordinate system is placed in the midplane corner of the 
patch. The displacement field of each patch is approximated 
based on the Classical Plate Theory (CPT). The weak form 
for free vibration analysis is obtained using the principle of 
virtual work. Then the field equations are discretized using 
Non-Uniform Rational B-Splines (NURBS) basis functions. 
Afterward, the element matrices which are evaluated in 
the local coordinate system of the patch, are transferred to 
the global coordinate system. Moreover, the bending strip 
method [7] is used to define the continuity conditions along 
the intersection of the patches. 
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3- Results and Discussion
As a part of the validation study, the non-dimensional 

fundamental frequency parameter 1( )ω  of simply supported 
FG-CNTRC square plates with 50L h = are listed in Table 
1. The results are prepared for various distributions of CNTs 
as well as different volume fractions. The presented data are 
compared with FSDT based solution conducted by Zhu et al. 
[8]. They employed FEM to extract the results. According 
to provided data in Table 1, it can be observed that the 
convergence behavior is very good. Moreover, both sets of 
results exhibit a very good agreement.

Fig. 1 illustrates the variation of the fundamental frequency 
ratio skew rectangular

1 1 1( )β ω ω=  with respect to the skew angle ( )θ  
for simply supported and fully clamped FG-X CNTRC skew 
folded plates. it can be easily deduced that the fundamental 
frequency ratio is always greater than unity, which means 
that skew folded plates have greater fundamental frequency 
compared to the rectangular ones.  

4- Conclusions
In this paper, the IGA is employed to study free vibration 

behavior of FG-CNTRC skew folded plates. The equivalent 
mechanical properties of the plate are approximated 
according to the modified rule of mixture. The skew folded 
plate is modeled by two patches. The governing equations of 
each patch are derived with the aid of the principle of virtual 
work based on the CPT. After an appropriate coordinate 
transformation, the bending strip method is applied to fulfill 
the continuity conditions. Several numerical examples are 
presented to show the efficacy of the proposed formulation 
and to discuss the effect of related parameters. It is observed 
that, for all distribution patterns, with increasing CNTs 
volume fraction, the fundamental frequency of skew folded 
plate increases. Moreover, among all considered distribution 
patterns, FG-X and FG-O shapes give the highest and lowest 
frequencies. Furthermore, it is concluded that the skew angle 
has a pronounced effect on the computed results.

Table 1. Convergence and comparison study of non-dimensional fundamental frequency 
parameter ( )( )2 m m

1 1=ω ω L h ρ E  for various types of simply supported FG-CNTRC 

square plates with different CNTs volume fractions, ( )o o= 180 , = 0 , = 50α θ L h . 
FG-X FG-O FG-V UD N N = Method CNTV  

23.6461 14.4294 16.4483 19.582
6 1 Present (CPT) 0.11 

23.6446 14.4284 16.4471 19.581
3 3   

23.6446 14.4284 16.4471 19.581
3 5   

23.6446 14.4284 16.4471 19.581
3 7   

23.6446 14.4284 16.4471 19.581
3 9   

22.984 14.302 16.252 19.223  FEM (FSDT) [8]  

26.5209 16.0070 18.3017 21.897
4 1  0.14 

26.5192 16.0059 18.3004 21.895
9 3   

26.5192 16.0059 18.3004 21.895
9 5   

26.5192 16.0059 18.3004 21.895
9 7   

26.5192 16.0059 18.3004 21.895
9 9   

25.555 15.801 17.995 21.354  FEM (FSDT) [8]  

29.1809 17.6958 20.2095 24.117
3 1  0.17 

29.1791 17.6945 20.2080 24.115
7 3   

29.1791 17.6945 20.2080 24.115
7 5   

29.1791 17.6945 20.2080 24.115
7 7   

29.1791 17.6945 20.2080 24.115
7 9   

28.413 17.544 19.982 23.697  FEM (FSDT) [8]  
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Fig. 1. Variation of fundamental frequency ratio 
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تحلیل ارتعاشات آزاد ورق‌های تاخورده مورب مرکب تقویت‌شده با نانولوله‌های کربنی به صورت 
مدرج تابعی با استفاده از رویکرد آیزوژئومتریک

حسن محمدی، علیرضا ستوده*

دانشکده مهندسی مکانیک و هوافضا، دانشگاه صنعتی شیراز، شیراز، ایران

خلاصه: در اين پژوهش، یک رویکرد بر مبنای روش آیزوژئومتریک جهت مطالعه رفتار ارتعاشات آزاد ورق‌های تاخورده 
مورب مرکب تقویت‌شده با نانولوله‌های کربنی به صورت مدرج تابعی توسعه داده شده است. در این روش از توابع پایه 
بی‌اسپیلاین کسری غیریکنواخت به منظور تقریب هندسه و همچنین میدان تغییرمکان استفاده می‌گردد. این ورق‌ها به 
وسیله نانولوله‌های کربنی تک‌جداره تقویت شده‌اند که فرض می‌شود توزیع این نانولوله‌ها در امتداد ضخامت ورق به صورت 
مدرج تابعی با الگوهای مختلف است. خواص مکانیکی موثر ورق‌های تاخورده مورب مرکب به کمک قاعده مخلوط‌های 
اصلاح‌شده محاسبه گردیده است. مدلسازی ورق تاخورده مورب با دو وصله نربز انجام گرفته است که از نقاط قوت پژوهش 
می‌باشد. معادلات حاکم بر هر وصله بر مبنای تئوری ورق کلاسیک استخراج گردیده و سپس با استفاده از توابع پایه نربز 
گسسته‌سازی شده‌اند. فرم نهایی معادلات گسسته، پس از انتقال ماتریس‌های المانی هر وصله با استفاده از یک تبدیل 
مختصاتی مناسب و سپس اعمال شرایط پیوستگی در مرز بین وصله‌ها به کمک روش نوار خمشی ایجاد شده است. سپس، 
چندین مثال عددی برای اثبات دقت و اعتبار فرمول‌بندی پیشنهادی تهیه شده است. نتایج نشان می‌دهد که رویکرد حاضر 
می‌تواند با دقت زیادی فرکانس‌های طبیعی ورق تاخورده مورب را با هزینه محاسباتی کم پیش‌بینی نماید. در نهایت یک 

مجموعه نتایج جدید برای پارامترهای مختلف هندسی و مادی ورق تاخورده مورب ارائه گردیده است.
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1- مقدمه
طور  به  سازه‌ای  المان  یک  عنوان  به  مورب  ورق‌های  امروزه 
گسترده‌ای در بسیاری از سازه‌های مدرن استفاده می‌شوند. همچنین، 
ورق‌های تاخورده نیز یک گزینه مناسب برای استفاده در بسیاری از 
کاربردهای مهندسی هستند. هزینه ساخت ورق‌های تاخورده کم بوده 
و همچنین قابلیت تحمل نیرو در این سازه‌ها زیاد است. از سوی دیگر، 
تحقیقات در زمینه بهبود خواص مکانیکی مواد مرکب تقویت‌شده در 
سال‌های اخیر ادامه داشته است. نانولوله‌های کربنی به دلیل دارابودن 
خواص خارق‌العاده مکانیکی، حرارتی و الکتریکی، یک انتخاب مناسب 
پلیمری  ماتریس  در یک  کننده  تقویت  فاز  عنوان  به  استفاده  جهت 

هستند. توزیع نانولوله‌ها درون ماتریس می‌تواند به صورت یکنواخت 
شن1  بار  اولین  برای  واقع،  در  باشد.  مشخص  تابع  یک  با  مطابق  یا 
]1[ ایده توزیع نانولوله‌های کربنی را به صورت مدرج تابعی در یک 
نانولوله‌ها  هدفمند  توزیع  که  کرد  ادعا  وی  نمود.  مطرح  زمینه  فاز 
بالاتر  استحکام  با  ایجاد سازه‌هایی  به  یکنواخت  توزیع  با  مقایسه  در 
و  ورق‌ها  تیرها،  روی  بر  مفصلی  تحقیقات  اخیر  دهه  در  می‌انجامد. 
پوسته‌های ساخته‌شده از مواد مرکب تقویت‌شده با نانولوله‌های کربنی 

به صورت مدرج تابعی انجام شده است ]4-2[. 
تاخورده  ورق‌های  آزاد  ارتعاشات  زمینه  در  بسیاری  مطالعات 
و  اخیر  دهه  دو  در  مطالعات  این  عمده  است.  انجام شده  مستطیلی 

1  . Shen
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در  است.  گرفته  پرسرعت صورت  کامپیوترهای  تکامل  و  با گسترش 
برای تحلیل ورق‌های  این راستا روش‌های عددی کارآمد و متنوعی 
تاخورده توسط محققین پیشنهاد شده است. این روش‌ها عبارتند از: 
روش نوار محدود1 ]5[، المان مرزی ترکیب شده- ماتریس انتقالی2 
]6[، روش بدون المان گلرکین3 ]8 و 7[، روش المان محدود4 ]14-

9[ و روش آیزوژئومتریک ]15[. در ادامه، تعدادی از این تحقیقات به 
اختصار مرور می‌شود. گوها نیوجی5 و همکاران ]9[ با استفاده از روش 
المان محدود و بر مبنای تئوری مرتبه اول برشی6، ارتعاشات آزاد و 
اجباری ورق‌های تاخورده ساخته‌شده از مواد مرکب لایه‌ای را مطالعه 
نمودند. ایشان نشان دادند که نتایج ارائه‌شده تطابق خیلی خوبی با 
همکاران  و  پنگ7  دارد.  پیشین  محققین  توسط  به‌دست‌آمده  نتایج 
]7[ ارتعاشات آزاد ورق‌های تاخورده را با روش بدون المان گلرکین 
و بر مبنای تئوری مرتبه اول برشی بررسی نمودند. ایشان نتایج خود 
دادند  نشان  و  دادند  ارائه  تا  دو  و  یک  با  تاخورده  ورق‌های  برای  را 
نرم‌افزار  از  به‌دست‌آمده  نتایج  با  خوبی  مطابقت  ارائه‌شده  نتایج  که 
انسیس8 دارد. هرناندز9 و هرولا- نیتو10 ]13[ روش المان محدود را 
برای تحلیل ارتعاشی ورق‌های تاخورده به‌کاربردند. آنها چندین مثال 
عددی برای زوایای تاخوردگی مختلف و شرایط مرزی متفاوت ارائه 
دادند. بر مبنای تئوری مرتبه اول برشی و با استفاده از روش بدون 
المان گلرکین، پنگ ]8[ ارتعاشات آزاد ورق‌های تاخورده ساخته‌شده 
از مواد مرکب لایه‌ای را تحقیق نمود. وی نتایج پژوهش خود را برای 
ورق‌های تاخورده با یک و دو تا با زوایای تاخوردگی مختلف و همچنین 
لایه‌چینی‌های متفاوت ارائه نمود. نگوین مینه11 و همکاران ]14[ با 
استفاده از یک روش المان محدود هموارشده مبتنی بر سلول12 رفتار 
استاتیک و ارتعاشات آزاد ورق‌های تاخورده را تحلیل نمودند. ایشان 
نشان دادند که فرمول‌بندی پیشنهادی آنها به طور قابل‌توجهی دقت 

نتایج عددی را افزایش می‌دهد.
است  قدرتمند  و  جدید  عددی  روش  یک  آیزوژئومتیک  تحلیل 

1  . Finite strip method
2  . Combined boundary element-transfer matrix method
3  . Mesh-free Galerkin method
4  . Finite element method
5  . Guha Niyogi
6  . First Order Shear Deformation Theory (FSDT)
7  . Peng
8  . Ansys 
9  . Hern´andez
10  . Hervella-Nieto
11  . Nguyen-Minh
12  . Cell-based smoothed finite element method

که توسط هیوز13 و همکاران ]16[ به عنوان یک روش جایگزین به 
جای روش المان محدود معرفی شد. در روش آیزوژئومتریک، هندسه 
برای  تخمین  از همین  و  پیش‌بینی شده  با خطای کم  دقیق مساله 
پیش‌بینی میدان مجهول مساله استفاده می‌شود. از زمان معرفی، این 
روش به صورت گسترده‌ای برای تحلیل سازه‌های ساخته‌شده از مواد 
مرکب تقویت‌شده با نانولوله‌های کربنی به‌کاررفته است ]17-19[. با 
این وجود، توسعه روش آیزوژئومتریک برای ورق‌های تاخورده بسیار 
محدود و عمدتاً مربوط به حالت‌های خاص بوده است. در قالب یک 
 L مساله کلاسیک، رفتار استاتیکی یک ورق یک سر درگیر به شکل
توسط تعدادی از محققین مورد بررسی قرار گرفت ]21 و 20[. عطری 
را مورد مطالعه قرار  این ورق  آزاد  ارتعاشات  و شجاعی ]22[ مساله 
دادند. آنها این ورق را با دو وصله مدل نموده و از روش نوار خمشی14 
به منظور تحقق شرایط سازگاری در مرز بین وصله‌ها استفاده نمودند. 
محمدی و ستوده ]15[ مساله ارتعاشات آزاد یک ورق تاخورده مورب 
با  را  تابعی  مدرج  صورت  به  سرامیک  و  فلز  ترکیب  از  ساخته‌شده 
دادند  نشان  ایشان  نمودند.  مطالعه  آیزوژئومتریک  روش  از  استفاده 
لبه‌های  با  مقایسه  در  ورق‌تاخورده  مستقیم  لبه‌های  مقیدنمودن  که 

زاویه‌دار، منجر به افزایش بیشتر سفتی ورق می‌شود.
هدف این پژوهش، توسعه روش آیزوژئومتریک مبتنی بر تکنیک 
نربز برای مطالعه رفتار ارتعاشات آزاد ورق‌های تاخورده مورب مرکب 
تقویت‌شده با نانولوله‌های کربنی است. ورق تاخورده مورب به کمک 
دو وصله نربز مدل می‌شود. معادلات حاکم بر هر وصله با استفاده از 
اصل کار مجازی و بر مبنای تئوری ورق کلاسیک به دست می‌آید. 
کمک  به  وصله  هر  در  اسمبل‌شدن  از  پس  نیز  المانی  ماتریس‌های 
می‌شوند.  منتقل  جهانی  مختصات  به  مناسب  مختصاتی  تبدیل  یک 
با  پیوستگی  شرایط  ایجاد  از  پس  نیز  گسسته  معادلات  نهایی  فرم 
استفاده از روش نوار خمشی، حاصل می‌شود. در بخش نتایج، چندین 
می‌گردد.  ارائه  حاضر  تحلیل  کارآیی  نمایش  منظور  به  عددی  داده 
نتایج عددی به‌دست‌آمده در حالت‌های حدی و غیرحدی در چندین 
نرم‌افزار  توسط  تولیدشده  نتایج  یا  منابع  در  موجود  نتایج  با  مرحله 
آباکوس15 مقایسه می‌شود. در نهایت، یک مجموعه نتایج جدید برای 
حالات مختلف توزیع نانولوله‌های کربنی، کسرهای حجمی متفاوت و 

13  . Hughes
14  . Bending strip  
15  . Abaqus
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همچنین زوایای تاخوردگی و مورب گوناگون ارائه می‌شود.

2-هندسه و خواص مکانیکی
 ، 2L شکل 1 یک ورق تاخورده که از دو ورق یکسان به طول 
h ساخته‌شده را نشان می‌دهد. هندسه این ورق‌ها  L و ضخامت  عمق
θ تعریف می‌شود. هر  α و زاویه مورب  همچنین با زاویه تاخوردگی 
مختصات  می‌شود. سیستم  گرفته  نظر  در  وصله  یک  عنوان  به  ورق 
 ( ), ,x y z و   ( ), ,X Y Z با  ترتیب  به  نیز  کارتزین جهانی و محلی 
نشان داده شده‌اند. شایان ذکر است که تنها سیستم مختصات محلی 
فرض  پژوهش  این  در  است.  رسم شده  در شکل 1  اول  وصله  برای 
با  که  پلیمری  ماتریس  یک  از  مورب  تاخورده  ورق  که  است  این  بر 
نانولوله‌های کربنی تک‌جداره1 تقویت‌شده، ساخته شده است. توزیع 

1  . Single-Walled Carbon Nanotubes (SWCNTs)

یا  یکنواخت  صورت  به  می‌تواند  ورق  ضخامت  امتداد  در  نانولوله‌ها 
را  مختلفی  توزیع  الگوهای  ریاضی،  نظر  نقطه  از  باشد.  تابعی  مدرج 
می‌توان برای نانولوله‌ها در امتداد ضخامت ورق در نظر گرفت. اگرچه، 
الگوهای خطی به دلیل سازگاری بیشتر با فرآیندهای ساخت بیشتر 
نانولوله‌ها  متداول  توزیع  چهار   .]23[ شده‌اند  مشاهده  تحقیقات  در 
نشان   2 شکل  در  می‌گیرند،  قرار  استفاده  مورد  تحقیق  این  در  که 
 ،)UD( داده شده است. این چهار توزیع عبارتند از: توزیع یکنواخت
توزیع شکل X، توزیع شکل O و توزیع شکل V. علاوه بر این چهار 
توزیع، به توزیع خطی شکل A نیز در منابع پیشین اشاره شده است 
]24-26[. توزیع شکل A در حقیقت عکس توزیع شکل V است. در 
حالت حدی ورق صاف، نتایج به‌دست‌آمده برای دو توزیع شکل A و 
V یکسان هستند، هر چند در مورد ورق‌های تاخورده، نتایج با هم 
متفاوتند. با این وجود در این حالت نیز، تفاوت نسبی نتایج برای این 

 
Fig. 1. Geometry of the skew folded plate. 

 : هندسه ورق تاخورده مورب. 1 شکل
 

  

شکل 1. هندسه ورق تاخورده مورب
Fig. 1. Geometry of the skew folded plate
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Fig. 2. Typical distributions of CNTs along the thickness of the skew 
folded plate. 

 . مورب ورق تاخوردهدر امتداد ضخامت  یکربن یها نانولولهمتداول  هاییعتوز: 2 شکل
 

  

شکل 2. توزیع‌های متداول نانولوله‌های کربنی در امتداد ضخامت ورق تاخورده مورب
Fig. 2. Typical distributions of CNTs along the thickness of the skew folded plate
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الگوهای توزیع کمتر است. به همین دلیل  بقیه  به  دو توزیع نسبت 
توزیع شکل A در کار حاضر در نظر گرفته نشده است.

کسر حجمی نانولوله‌ها در الگوهای یادشده از روابط زیر به دست 
می‌آید ]27[:

 UD:         ( )CNT CNTV z V ∗= )1- الف(�

FG-X:     ( ) 4CNT CNT

z
V z V

h
∗= )1- ب(�

               FG-O:     
2

( ) 2 1CNT CNT

z
V z V

h
∗  

= − 
 

)1- ج(�

FG-V:      2( ) 1CNT CNT
zV z V

h
∗  = + 

 
�)1- د(

است.  ورق  ضخامت  امتداد  در  مختصات   z متغیر  آن  در  که 
CNTV با رابطه زیر تعریف می‌شود ]28[: ∗ همچنین 

CNT

CNT CNT CNT
CNT CNT

m m

wV
w wρ ρ

ρ ρ

∗ =
+ −

�)2(

  CNTρ CNTw کسر جرمی نانولوله‌های کربنی است.  در رابطه فوق 
mρ نیز به ترتیب دانسیته نانولوله‌های کربنی و ماتریس هستند. و 

مرکب  مواد  موثر  خواص  تخمین  برای  مختلفی  روش‌های 
تقویت‌شده با نانولوله‌های کربنی به صورت مدرج تابعی پیشنهاد شده 
مخلوط‌ها2  قانون  و  تاناکا1  موری-  این روش‌ها، روش  میان  از  است. 
بیشتر در تحقیقات قبلی دیده شده است. قانون مخلوط‌ها یک روش 
شده  تقویت  مرکب  مواد  مکانیکی  خواص  تعیین  برای  کارا  و  موثر 
است. بر اساس این قانون، خواص مکانیکی ماده مرکب تقویت‌شده با 

نانولوله‌های کربنی از روابط زیر محاسبه می‌شود ]29 و 27[:

11 1 11

2

22 22

3

12 12

CNT m
CNT m

CNT m
CNT m

CNT m
CNT m

E V E V E
V V

E E E
V V

G G G

η
η

η

= +

= +

= +

�)3(

1  . Mori-Tanaka
2  . Rule of mixture

مدول‌های  ترتیب  به   12
CNTG و   22

CNTE  ، 11
CNTE آن  در  که 

هستند.  تک‌جداره  کربنی  نانولوله‌های  برشی  مدول  و  یانگ 
همچنین  هستند.  ماتریس  متناظر  خواص  نیز   mG و   mE

منظور  به  که  هستند  اصلاحی  پارامترهای   ( ), ,j jη =1 2 3

انطباق داده‌های به‌دست‌آمده از قانون مخلوط‌های متداول و آنچه 
قاعده  به  می‌آید،  دست  به  مولکولی  دینامیک  شبیه‌سازی  توسط 
mV نیز  CNTV و  مخلوط‌های متداول اضافه شده‌اند. در رابطه )3(، 
رابطه  در  که  هستند  ماتریس  و  کربنی  نانولوله‌های  حجمی  کسر 

زیر صدق می‌کنند:

1CNT mV V+ = �)4(

ضریب پوآسون موثر، وابستگی کمتری به موقعیت نانولوله‌ها دارد 
و از رابطه زیر به دست می‌آید ]4[:

12 12
CNT m

CNT mV Vν ν ν∗= + �)5(

برای تخمین  را می‌توان  قانون مخلوط‌های متداول  نهایت،  و در 
برد  به کار  امتداد ضخامت ورق  تقویت‌شده در  ماده مرکب  دانسیته 

]29 و 27[:

CNT m
CNT mV Vρ ρ ρ= + �)6(

نسبت  ترتیب  به   { },m mρ ν و   { }12,CNT CNTρ ν فوق  روابط  در 
پوآسون و دانسیته نانولوله‌های کربنی و ماتریس را نشان می‌دهد.

3- مرور مختصری بر توابع بی‌اسپیلاین و نربز 
شکل  و  بی‌اسپیلاین  توابع  پایه  مفاهیم  از  برخی  بخش،  این  در 
جزییات  می‌شود.  مرور  مختصر  طور  به  نربز،  یعنی  آن،  تعمیم‌یافته 

بیشتر در مراجع ]30-31 و 16[ آمده است.

3-1-  بردار گرهی
که  است  حقیقی  اعداد  از  غیرنزولی  مجموعه  یک  گرهی،  بردار 
iام  iξ گره   تعریف می‌شود که 

6 
 

 رهی گ  بردار  -1-3
بردار گرهی، یک مجموعه غیرنزولی از اعداد حقیقی است که به صورت   1 2 1, ,..., n p   + +=Ξ    د که  شومیتعریفi    گرهi ام

 د. ده میان تعداد توابع پایه را نش nای است. همچنین نیز درجه چندجمله  pبوده و 
 اسپیلاینبیتوابع پایه   -2-3

ی پایه  pای  و همچنین درجه چندجمله   Ξبردار گرهی معین  ک  برای  توابع  i,متغیره  یک  اسپیلاینبی،  pN  فرمول از  استفاده  با   ،
 : [16]ند شومیتعریف  1دی بور  -بازگشتی مشهور کاکس

( الف  -7)  1
,0

1 if
( )

0 otherwise
i i

iN
  

 +  
= 


 

ب(   -7)  1
, , 1 1, 1

1 1

( ) ( ) ( )i pi
i p i p i p

i p i i p i

N N N
    

   
+ +

− + −
+ + + +

−−
= +

− −
 

0هایی به شکل  لازم به ذکر است در هنگام ایجاد توابع پایه نسبت
0

 ند. شومیبرابر با صفر فرض   

 اسپیلاینبیها و سطوح منحنی  -3-3
ترکی  اسپیلاینبییک منحنی   پ به صورت  توابع  نقاط کنت  اسپیلاینبیایه  ب خطی  زیر تعریف   iPی متناظر  رلو مجموعه  به صورت 

 :  [ 16] دشومی

(8 )   ,
1

( ) ( )
n

i p
i

N 
=

= iC P      

 گذرد. لزوماً از نقاط کنترلی نمی اسپیلاینبیلازم به توضیح است که یک منحنی 

i,غیره  متبا ضرب تانسوری دو مجموعه از توابع پایه یک  یناسپیلابییک سطح   pN    و,j qM    که از درجهp    وq    بوده و به ترتیب با
استفاده از بردارهای گرهی   1 2 1, ,..., n p   + +=Ξ   و 1 2 1, ,..., m q   + +=Η [16] دوشمیاند، ساخته به وجود آمده : 

(9 )   , ,
1 1

( , ) ( ) ( )
n m

i p j q
i j

N M   
= =

= i,jS P      

,iکه در آن  jP  یک شبکهn m  .از نقاط کنترلی است
 :[32]  به شکل مرسوم در روش المان محدود نوشت توانمی( را 9) رابطه

(10 )   
1

( , ) ( , )
n m

I
I

N   


=

= IS P      

,که در آن  ,( , ) ( ) ( )I i p j qN N M   = شکل متناظر با نقطه کنترلی  بع تاI .ام است 
منظور   استفاده    بینی پیشبه  نربز  توابع  از  بیضی،  و  دایره  مانند  مقاطع مخروطی  نقطه  شومیهندسه دقیق  هر  به  راستا،  این  در  د. 

 : [31] را در آن نقطه کنترل کند ءامقدار انحن تواندمید که شومیاختصاص داده  Iwکنترلی، یک مقدار عددی به نام وزن 
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( , ) ( , )
n m

I
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R   


=
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 با: 

 
1. Cox-De boor 

به صورت 
بوده و p نیز درجه چندجمله‌ای است. همچنین n تعداد توابع پایه 

را نشان می‌دهد.
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3-2-توابع پایه بی‌اسپیلاین
 و همچنین درجه چندجمله‌ای 
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ی پایه  pای  و همچنین درجه چندجمله   Ξبردار گرهی معین  ک  برای  توابع  i,متغیره  یک  اسپیلاینبی،  pN  فرمول از  استفاده  با   ،
 : [16]ند شومیتعریف  1دی بور  -بازگشتی مشهور کاکس

( الف  -7)  1
,0

1 if
( )

0 otherwise
i i

iN
  

 +  
= 


 

ب(   -7)  1
, , 1 1, 1

1 1

( ) ( ) ( )i pi
i p i p i p

i p i i p i

N N N
    

   
+ +

− + −
+ + + +

−−
= +

− −
 

0هایی به شکل  لازم به ذکر است در هنگام ایجاد توابع پایه نسبت
0

 ند. شومیبرابر با صفر فرض   

 اسپیلاینبیها و سطوح منحنی  -3-3
ترکی  اسپیلاینبییک منحنی   پ به صورت  توابع  نقاط کنت  اسپیلاینبیایه  ب خطی  زیر تعریف   iPی متناظر  رلو مجموعه  به صورت 

 :  [ 16] دشومی

(8 )   ,
1

( ) ( )
n

i p
i

N 
=

= iC P      

 گذرد. لزوماً از نقاط کنترلی نمی اسپیلاینبیلازم به توضیح است که یک منحنی 
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(9 )   , ,
1 1

( , ) ( ) ( )
n m

i p j q
i j

N M   
= =

= i,jS P      

,iکه در آن  jP  یک شبکهn m  .از نقاط کنترلی است
 :[32]  به شکل مرسوم در روش المان محدود نوشت توانمی( را 9) رابطه

(10 )   
1

( , ) ( , )
n m

I
I

N   


=

= IS P      

,که در آن  ,( , ) ( ) ( )I i p j qN N M   = شکل متناظر با نقطه کنترلی  بع تاI .ام است 
منظور   استفاده    بینی پیشبه  نربز  توابع  از  بیضی،  و  دایره  مانند  مقاطع مخروطی  نقطه  شومیهندسه دقیق  هر  به  راستا،  این  در  د. 

 : [31] را در آن نقطه کنترل کند ءامقدار انحن تواندمید که شومیاختصاص داده  Iwکنترلی، یک مقدار عددی به نام وزن 

(11 )   
1

( , ) ( , )
n m

I
I

R   


=

= IS P      

 با: 

 
1. Cox-De boor 

برای یک بردار گرهی معین 
فرمول  از  استفاده  با   ، ,i pN یک‌متغیره  بی‌اسپیلاین  پایه  توابع   ،p

بازگشتی مشهور کاکس- دی بور1 تعریف می‌شوند ]16[:

1
,0

1 if
( )

0 otherwise
i i

iN
ξ ξ ξ

ξ + ≤ <
= 
 �

)7- الف(

�

, , 1

1
1, 1

1 1

( ) ( )

( )

i
i p i p

i p i

i p
i p

i p i

N N

N

ξ ξξ ξ
ξ ξ

ξ ξ
ξ

ξ ξ

−
+

+ +
+ −

+ + +

−
= +

−

−

−

)7- ب(�

لازم به ذکر است در هنگام ایجاد توابع پایه نسبت‌هایی به شکل 
0 برابر با صفر فرض می‌شوند.

0

3-3-منحنی‌ها و سطوح بی‌اسپیلاین
پایه  توابع  خطی  ترکیب  صورت  به  بی‌اسپیلاین  منحنی  یک 
iP به صورت زیر تعریف  بی‌اسپیلاین و مجموعه نقاط کنترلی متناظر 

می‌شود ]16[: 

,
1

( ) ( )
n

i p
i

Nξ ξ
=

=∑ iC P �)8(

نقاط  از  لزوماً  به توضیح است که یک منحنی بی‌اسپیلاین  لازم 
کنترلی نمی‌گذرد.

توابع  از  مجموعه  دو  تانسوری  ضرب  با  بی‌اسپیلاین  سطح  یک 
به  و  بوده   q و   p درجه  از  که   ,j qM و   ,i pN یک‌متغیره  پایه 
و   
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i p i p i p

i p i i p i

N N N
    

   
+ +

− + −
+ + + +

−−
= +

− −
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( ) ( )
n

i p
i

N 
=

= iC P      

 گذرد. لزوماً از نقاط کنترلی نمی اسپیلاینبیلازم به توضیح است که یک منحنی 
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(9 )   , ,
1 1

( , ) ( ) ( )
n m

i p j q
i j

N M   
= =

= i,jS P      

,iکه در آن  jP  یک شبکهn m  .از نقاط کنترلی است
 :[32]  به شکل مرسوم در روش المان محدود نوشت توانمی( را 9) رابطه

(10 )   
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( , ) ( , )
n m

I
I

N   


=

= IS P      

,که در آن  ,( , ) ( ) ( )I i p j qN N M   = شکل متناظر با نقطه کنترلی  بع تاI .ام است 
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
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 با: 

 
1. Cox-De boor 

گرهی  بردارهای  از  استفاده  با  ترتیب 
 به وجود آمده‌اند، ساخته می‌شود ]16[:

6 
 

 رهی گ  بردار  -1-3
بردار گرهی، یک مجموعه غیرنزولی از اعداد حقیقی است که به صورت   1 2 1, ,..., n p   + +=Ξ    د که  شومیتعریفi    گرهi ام

 د. ده میان تعداد توابع پایه را نش nای است. همچنین نیز درجه چندجمله  pبوده و 
 اسپیلاینبیتوابع پایه   -2-3
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(8 )   ,
1

( ) ( )
n

i p
i

N 
=

= iC P      

 گذرد. لزوماً از نقاط کنترلی نمی اسپیلاینبیلازم به توضیح است که یک منحنی 

i,غیره  متبا ضرب تانسوری دو مجموعه از توابع پایه یک  یناسپیلابییک سطح   pN    و,j qM    که از درجهp    وq    بوده و به ترتیب با
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(9 )   , ,
1 1

( , ) ( ) ( )
n m

i p j q
i j

N M   
= =

= i,jS P      

,iکه در آن  jP  یک شبکهn m  .از نقاط کنترلی است
 :[32]  به شکل مرسوم در روش المان محدود نوشت توانمی( را 9) رابطه

(10 )   
1

( , ) ( , )
n m

I
I

N   


=

= IS P      

,که در آن  ,( , ) ( ) ( )I i p j qN N M   = شکل متناظر با نقطه کنترلی  بع تاI .ام است 
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(11 )   
1

( , ) ( , )
n m

I
I

R   


=

= IS P      

 با: 

 
1. Cox-De boor 

, ,
1 1

( , ) ( ) ( )
n m

i p j q
i j

N Mξ η ξ η
= =

=∑∑ i,jS P �)9(

n از نقاط کنترلی است. m× ,i یک شبکه jP که در آن 
رابطه )9( را می‌توان به شکل مرسوم در روش المان محدود نوشت 

:]32[

1  . Cox-De boor

1
( , ) ( , )

n m

I
I

Nξ η ξ η
×

=

=∑ IS P
�
)10(

, تابع شکل متناظر با  ,( , ) ( ) ( )I i p j qN N Mξ η ξ η= که در آن 
نقطه کنترلی I ام است.

دایره  مانند  مقاطع مخروطی  به منظور پیش‌بینی هندسه دقیق 
نقطه  هر  به  راستا،  این  در  می‌شود.  استفاده  نربز  توابع  از  بیضی،  و 
Iw اختصاص داده می‌شود که  کنترلی، یک مقدار عددی به نام وزن 

می‌تواند مقدار انحناء را در آن نقطه کنترل کند ]31[:

1
( , ) ( , )

n m

I
I

Rξ η ξ η
×

=

=∑ IS P
�
)11(

با:

1

( , )( , )
( , )

I I
I n m

I I
I

N wR
N w

ξ ηξ η
ξ η

×

=

=

∑
�
)12(

با یک بررسی ساده می‌توان تشخیص داد که وقتی مقادیر وزن 
پایه  توابع  به  نربز  پایه  توابع  باشد،  برابر  هم  با  کنترلی  نقاط  همه 

بی‌اسپیلاین تبدیل می‌شود. 

4- مدل آیزوژئومتریک ورق‌های تاخورده مورب
4-1- تئوری ورق کلاسیک 

به منظور استخراج معادلات حاکم بر هر وصله، سیستم مختصات 
داده  قرار   3 با شکل  مطابق  ورق  هر  میانی  گوشه صفحه  در  محلی 

می‌شود. 
جابجایی  مولفه‌های  تغییرات  کلاسیک،  ورق  تئوری  مبنای  بر 
) هر نقطه دلخواه از ورق در امتداد ضخامت آن به صورت  ), ,u v w

زیر تقریب زده می‌شود ]33[:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

0

0

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

wu x y z t u x y t z
x
wv x y z t v x y t z
y

w x y z t w x y t

∂
= −

∂
∂

= −
∂

= �

)13(

به ترتیب مولفه‌های جابجایی نقطه  ( )0 0 0, ,u v w در رابطه فوق 
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) روی صفحه میانی را در امتداد جهات y ،x و z نشان  ),x y مادی 
می‌دهد.

با توجه به میدان جابجایی تعریف‌شده در رابطه )13(، مولفه‌های 
) از ورق به  ), ,x y z غیرصفر تانسور کرنش در هر نقطه مادی دلخواه 

صورت زیر محاسبه می‌شود ]34[:

2 2
0 0

2 2

2
0 0

; ;

2

x y

xy

u vw wz z
x x y y
u v wz
y x x y

ε ε

γ

∂ ∂∂ ∂
= − = −
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= + −
∂ ∂ ∂ ∂

�)14(

رابطه )14( را می‌توان به شکل ماتریسی زیر نوشت:

8 
 

 به شکل ماتریسی زیر نوشت: توانمی( را 14) طهراب
(15 )   0 z= −ε ε κ      

 که در آن:

(16 )   
2 2 2

0 0 0 0
2 2; ; 2

TT
T

x y xy
u v u v w w w
x y y x x y x y

  
         = = + =               

0ε ε κ      

 : [35] ندشومیر محاسبه به صورت زییافته هوک های متناظر نیز با استفاده از قانون تعمیمتنش
(17 )   ( )0( )z z= −σ Q ε κ      

 که در آن:
(18 )   

T

x y xy   =  σ      

 : همچنین

(19 )   
11 12

12 22

66

( ) ( ) 0
( ) ( ) ( ) 0

0 0 ( )

Q z Q z
z Q z Q z

Q z

 
 =  
  

Q       

 : [ 3] با

(20 )   

11 12 22
11 12

12 21 12 21

22
22 66 12

12 21

( ) ( )( ) ; ( ) ;
1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

( )( ) ; ( ) ( )
1 ( ) ( )

E z E zQ z Q z
z z z z

E zQ z Q z G z
z z


   

 

= =
− −

= =
−

      

 
 شکل گسسته معادلات حاکم   -2-4

 : [17]  ندشومیسازی اکم با استفاده از توابع پایه نربز به صورت زیر گسسته ح  معادلات

(21 )   ( ) ( )
1

, ,
CPn

I I
I
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 گسسته معادلات حاکم    شکل -2-4

: [17]  ندشومیسازی اکم با استفاده از توابع پایه نربز به صورت زیر گسسته ح  معادلات

(21)( ) ( )
1

, ,
CPn

I I
I

R   
=

=u q 

تعداد نقاط کنترلی در هر وصله و  CPnکه در آن  0 0
T

I I I Iu v w=q ام است. بردار مقادیر گرهی متناظر با نقطه کنترلی 
نوشت: توانمی( 16) رابطه( در 21) رابطهبا جایگذاری 

(22)
( ) ( )0

1 1
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m b
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که در آن:
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: [15] د آیمییر به دست ز مجازی به صورتر وصله، با استفاده از اصل کار شده برای تحلیل ارتعاشات آزاد هفرم ضعیف

(24)0
T T
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که در آن:
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شده    ده یمخمش و سفتی خمشی نا  -ی سفتی کششی، کوپلینگ کشش هاماتریسب  به ترتی  Dو    A  ،Bی  هاماتریس(  25در رابطه )
:[3]  ندشومیو به صورت زیر تعریف 

�)25(

D به ترتیب ماتریس‌های  B و   ، A در رابطه )25( ماتریس‌های 
سفتی کششی، کوپلینگ کشش- خمش و سفتی خمشی نامیده شده 

و به صورت زیر تعریف می‌شوند ]3[:
2 2 2

2

2 2 2

( ) ; ( ) ; ( )
h h h

h h h

z dz z z dz z z dz
− − −

= = =∫ ∫ ∫A Q B Q D Q �)26(

u را می‌توان به صورت زیر نیز نوشت: همچنین بردار جابجایی 

( )
1

ˆ,
CPn

I I
I

ξ η
=

=∑u N q �)27(

 که در آن:

0 0
ˆ 0 0

0 0

I

I I

I

R
R

R

 
 =  
  

N �)28(

با جایگذاری روابط )25( و )27( در رابطه )24(، سیستم معادلات 
گسسته برای مساله ارتعاشات آزاد به شکل ماتریسی زیر درمی‌آید: 

( )2ω−K M q = 0 �)29(

، ماتریس سفتی بوده و به صورت زیر بیان می‌شود: K که در آن

Tm m

b b d
Ω

    
= Ω    

    
∫

A BB B
K

B DB B
�)30(

M ماتریس جرم است که به صورت زیر تعریف می‌شود: همچنین

0
ˆ ˆTI d

Ω

= Ω∫M N N
�
)31(

به منظور محاسبه ماتریس‌های سفتی و جرم که با روابط )30( 
فضای  در  مختصاتی  متغیرهای  می‌بایست  شده‌اند،  داده   )31( و 
فیزیکی را ابتدا به فضای پارامتریک و سپس به فضای مرجع نگاشت 
داد. روابط مورد نیاز این دو نگاشت، در پیوست آ ارائه شده‌اند. علاوه 
براین، با توجه به روابط )23( و )30(، برای محاسبه ماتریس سفتی، 
می‌بایست مشتقات اول و دوم توابع پایه نربز را یافت. این مشتقات را 
می‌توان با چندبار استفاده متوالی از قاعده زنجیره‌ای محاسبه نمود. 
محاسبه  برای  شده‌اند.  داده   ]15[ مرجع  در  نیاز  مورد  فرمول‌های 
) و  ),x y فیزیکی مختصات  بین  رابطه  که  است  نیاز  مشتقات  این 
) به دست آید. با توجه به شکل 4 روابط  ),ξ η مختصات پارامتری 

مورد نیاز به شکل زیر هستند:

             sin ; cos
2
Lx L y Lξ θη θη= + = �)32(

لازم به توضیح است که ماتریس‌های سفتی و جرم مربوط به هر 
وصله پیش از اعمال شرایط پیوستگی در مرز بین وصله‌ها می‌بایست 
از مختصات محلی وصله به مختصات جهانی انتقال یابند. رابطه بین 
مختصات محلی و جهانی در شکل 3 نشان داده شده است. همچنین 

فرمول‌های مورد نیاز در پیوست ب ارائه گردیده است.

 

Fig. 4. Sketch of skew element in the physical 
and parametric coordinates. 

: نمایش المان مورب در مختصات فیزیکی و  4 شکل
 پارامتریک.

 

  

شکل 4. نمایش المان مورب در مختصات فیزیکی و پارامتریک
Fig. 4. Sketch of skew element in the physical and para-

metric coordinates
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3-4- روش نوار خمشی 
این روش به وسیله کیندل1 و همکاران ]20[ در سال 2010 به 
منظور اعمال شرایط پیوستگی در سازه‌های مدل‌شده با چندین وصله 
فرضی  مواد  از  ساخته‌شده  نوارهای  روش  این  در  پیشنهاد شد.  نربز 
بدون جرم که خود به عنوان یک وصله نربز در نظر گرفته می‌شوند، 
در محل اتصال وصله‌ها قرار داده می‌شوند. شبکه کنترلی نوار خمشی 
شامل یک ردیف نقطه کنترلی مشترک در محل اتصال و دو ردیف 
دیگر در دو طرف محل اتصال است. فضای پارامتریک نیز دربرگیرنده 
یک المان درجه دو در جهت عمود بر نوار و تعدادی المان خطی در 
امتداد نوار است. بدون ازدست‌دادن کلیت، تعداد المان‌های خطی در 
امتداد طول نوار را می‌توان به صورتی در نظرگرفت که نقاط کنترلی 
نوار با نقاط کنترلی متناظر دو وصله مجاور برروی هم واقع شوند. در 
این روش فرض می‌شود که ماده نوار خمشی سفتی غشایی نداشته و 
تنها در جهت عمود بر نوار سفتی خمشی دارد. این بدین معنی است 

که ماتریس سفتی نوار خمشی به شکل زیر است ]15[:

( ) ( )( )
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( )( )
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       
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که در آن:

( )

( )
3

0 0
0 0 0

12
0 0 0

bs

bs

E
h

 
 

=  
 
 

D �)34(

 ( )bsE در روابط فوق بالانویس bs به نوار خمشی اشاره می‌کند. 
) می‌بایست  )bsE نیز سفتی خمشی جهتی است. توجه شود که سفتی
به اندازه کافی بزرگ باشد تا تغییر زاویه بین دو وصله از یک مقدار 
انتخاب یک مقدار خیلی بزرگ  معین و کوچک، کمتر باشد. اگرچه 
نتایج  و  شده  بدرفتار  سفتی  ماتریس  که  می‌شود  باعث   ( )bsE برای

واگرا شوند.

5- نتایج عددی 
فرمول‌بندی  از  استفاده  با  به‌دست‌آمده  نتایج  قسمت،  این  در 
پیشنهادی در چندین گام ارائه می‌شود. در ابتدا یک مقدار مناسب برای 
1  . Kiendl

سفتی نوار خمشی به دست می‌آید. سپس همگرایی نتایج برای روش 
عددی آیزوژئومتریک بررسی شده و نتایج به‌دست‌آمده در حالت‌های 
در صورت  می‌شود.  مقایسه  معتبر  مراجع  در  موجود  نتایج  با  حدی 
عدم وجود نتایج در مراجع پیشین به منظور مقایسه، مساله موردنظر 
از روش عددی  نتایج حاصل  و  آباکوس حل شده  نرم‌افزار  به وسیله 
آیزوژتومتریک با نتایج حاصل از نرم‌افزار آباکوس مقایسه می‌شود. بعد 
از اطمینان از صحت نتایج به‌دست‌آمده، اثر پارامترهای مختلف مادی 
و هندسی بر روی رفتار ارتعاش آزاد ورق‌های تاخورده مورب مرکب 
تقویت‌شده با نانولوله‌های کربنی به صورت مدرج تابعی بررسی شده و 

نتایج به‌دست‌آمده در قالب جدول یا نمودار ارائه می‌گردد. 
در همه مثال‌های عددی ارائه‌شده در این مقاله، از چندجمله‌ای‌های 
درجه 4 در هر دو راستای فضای پارامتریک استفاده می‌شود. همچنین 
بدون ازدست‌دادن عمومیت، تعداد المان‌ها نیز در هر دو راستا یکسان 
در نظر گرفته می‌شود. به علاوه به عنوان یک قرارداد برای نام‌گذاری 
شرایط مرزی به کمک علائم اختصاری، لبه‌های ورق تاخورده مورب 
مطابق شکل 3 به ترتیب از 1 تا 4 شماره‌گذاری می‌شوند. به عنوان 
مثال نماد CFCS نشان می‌دهد که لبه‌های 1، 2، 3 و 4 به ترتیب 

گیردار )C(، آزاد )F(، گیردار )C( و ساده )S( هستند. 
فنیلن  )پی-  پلی  پلیمری  ماتریس  دو  از  پیشین،  تحقیقات  در 
متاکریلات(3  )متیل  پلی  و   PmPV اختصاری  نام  با  وینیلن(2 
است  شده  استفاده  زمینه  فاز  عنوان  به   PMMA اختصاری  نام  با 
فاز  عنوان  به  کربنی  نانولوله‌های   ،PmPV پلیمر  در   .]38-36[
 / , / , /CNTV ∗ =0 11 0 14 0 17 حجمی  کسرهای  با  تقویت‌کننده 
نانولوله‌ها   ،PMMA توزیع می‌شوند. این در حالیست که در پلیمر
/ قرار می‌گیرند. در  , / , /CNTV ∗ =0 12 0 17 0 28 با کسرهای حجمی 
 CNT/PmPV مرکب  سیستم  دو  مکانیکی  خواص   ]36[ مرجع 
پلیمر  مقاله،  این  در  است.  شده  مقایسه   CNT/PMMA و 
مکانیکی  خواص  است.  شده  انتخاب  زمینه  فاز  عنوان  به   PmPV

استفاده‌شده برای فازهای تقویت‌کننده و زمینه به ترتیب، به صورت 
، / TPaCNTE =22 7 0800 ، / TPaCNTE =11 5 6466 :]27[ است  زیر 

 /CNTν =12 0 175 ، kg mCNTρ = 31400  ، / TPaCNTG =12 1 9445

خواص  این   . kg mmρ = 31150 و  /mν =0 34 ، / GPamE = 2 1 و 

2  . poly{(m-phenylenevinylene)-co-[(2,5-dioctoxy-p-phenylene) 
vinylene]} (PmPV)
3  . Poly(methyl methacrylate) (PMMA)
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کمکی  پارامترهای  شده‌اند.  ارزیابی  کلوین(   300( اتاق  دمای  در 
 /η =2 0 934  ، /η =1 0 149  :]39[ از  عبارتند  نیز  کربنی  نانولوله‌های 
η/ و  =2 0 941 ، /η =1 0 150 ، /CNTV ∗ =0 η/ برای حالت 11 =3 0 934 و 
η/ و  =2 1 381 ، /η =1 0 149 CNTV/ و  ∗ =0 14 η/ برای حالت  =3 0 941

. /CNTV ∗ =0 17 η/ برای حالت  =3 1 381

به  بخش  این  در  استفاده  مورد  بی‌بعد  فرکانس‌های  همچنین 
صورت زیر تعریف می‌شوند:

( )
( )
( )
( )

2

2

2 2
0

2 2

1

ˆ

m m

m m

L E

L h E

L h D

L h E

λ ω ρ ν

ω ω ρ

Ω ω π ρ

ω ω π ρ

= −

=

=

=

برای  ابتدا می‌بایست یک مقدار مناسب  همان‌طور که گفته شد 
را  تاخورده  ورق  منظور یک  بدین  آید.  به دست  نوار خمشی  سفتی 
در نظر بگیرید که از مواد همگن با مدول یانگ E ساخته شده است. 
می‌شود  انتخاب   ( ) 10bsE Eµ= × صورت  به  خمشی  نوار  سفتی 
صورت   , ( , , ,..., )µ µ =01 2 12 مختلف  مقادیر  برای  محاسبات  و 

یادشده  تاخورده  برای ورق   ( )λ بی‌بعد  اول  فرکانس  پنج  می‌گیرد. 
, و شرط مرزی  , L hα θ= = = 150 0 با مشخصات هندسی 50
CFFF بر حسب مقادیر مختلف سفتی نوار خمشی در شکل 5 نشان 

که  هنگامی  است،  مشخص  شکل  از  که  همان‌طور  است.  شده  داده 
مثال  می‌آید.  دست  به  مطلوب  نتایج  است،   ( )bsE E≤ ≤2 1010 10

بالا نشان می‌دهد که انتخاب مقادیر کم یا خیلی بالا برای سفتی نوار 
خمشی منجر به پاسخ اشتباه می‌شود. در همه مثال‌های این بخش که 
) برای  )bs mE E= 610 در ادامه می‌آید مقدار میانی بازه فوق، یعنی 

سفتی نوار خمشی انتخاب می‌گردد.
خمشی،  نوار  سفتی  برای  مناسب  مقدار  یک  انتخاب  از  بعد 
نمود.  بررسی  را  می‌بایست همگرایی و دقت فرمول‌بندی پیشنهادی 
این مطالعه در سه مرحله صورت می‌پذیرد. در مثال اول به عنوان یک 
) را در نظر  , )α θ= = 180 0 حالت حدی، یک ورق صاف مربعی 
بگیرید که از مواد مرکب تقویت‌شده با نانولوله‌های کربنی به صورت 
توزیع‌های  برای  مطالعه  این  نتایج  است.  شده  ساخته  تابعی  مدرج 
نسبت  برای  نانولوله‌های کربنی  و کسرهای حجمی مختلف  متفاوت 
L و شرط مرزی SSSS در جدول 1 داده  h = ضخامت به طول50
شده است. همان‌طور که معلوم است، نرخ همگرایی روش عددی بسیار 

 
for CFFF  ( )( )2= 1-λ ωL ρ ν Edimensional frequency parameters -. Variation of first five non5Fig. 

homogeneous rectangular folded plates with respect to bending strip stiffness, 
.( )o o= 150 , = 0 , = 50α θ L h 

) بعدبیتغییرات پنج فرکانس اول   :5 شکل )( )2= 1-λ ωL ρ ν E  با شرط مرزی   همگن مستطیلی برای یک ورق تاخورده

CFFF  ،بر حسب سفتی نوار خمشی( )o o= 150 , = 0 , = 50α θ L h . 

 

  

نوار  CFFF بر حسب سفتی  با شرط مرزی   برای یک ورق تاخورده مستطیلی همگن 

12 
 

آید. بدین منظور یک ورق تاخورده را در به دست    ینوار خمش  یسفت   یمقدار مناسب برا  یک  بایستمی  ابتدا  شد  گفته  که  طورهمان
)ساخته شده است. سفتی نوار خمشی به صورت    Eبا مدول یانگ    همگننظر بگیرید که از مواد   ) 10bsE E=     و    دشومیانتخاب

,  مختلف  یرمقاد  یبرات  محاسبا ( , , ,..., )  =01 2 اول  دگیرمیصورت    12 پنج فرکانس  )  بعد بی.  )  تاخورده  یبرا   با   شده یاد  ورق 
هندس ,  یمشخصات  , L h = = =150 0 مرز  50 شرط  سفت  مقادیر  حسببر    CFFF  یو  ش  ینوار خمش  یمختلف   5کل  در 

)که    که از شکل مشخص است، هنگامی  طورهمان  .نشان داده شده است )bsE E 2 1010 د.  آیمیاست، نتایج مطلوب به دست    10
ی این  هامثالد. در همه  شومید که انتخاب مقادیر کم یا خیلی بالا برای سفتی نوار خمشی منجر به پاسخ اشتباه  ده میمثال بالا نشان  

)بازه فوق، یعنی  ی  د مقدار میانآیمیدامه بخش که در ا )bs mE E=  د. گردمیبرای سفتی نوار خمشی انتخاب  610

 

 
for CFFF  ( )( )2= 1-λ ωL ρ ν Edimensional frequency parameters -. Variation of first five non5Fig. 

.( )o o= 150 , = 0 , = 50α θ L h stiffness,p espect to bending strihomogeneous rectangular folded plates with r 

)  بعدبیتغییرات پنج فرکانس اول  :5 شکل )( )2= 1-λ ωL ρ ν E با شرط مرزی  همگن مستطیلی برای یک ورق تاخوردهCFFF   بر حسب

)سفتی نوار خمشی،  )o o= 150 , = 0 , = 50α θ L h. 
 

انتخاب یک مقدار م از  نوار خم بعد  برای سفتی  این    بندیفرمولهمگرایی و دقت    بایستمی،  شیناسب  را بررسی نمود.  پیشنهادی 
)پذیرد. در مثال اول به عنوان یک حالت حدی، یک ورق صاف مربعی  مطالعه در سه مرحله صورت می , ) = =180 را در نظر   0

 هاییع توز  یمطالعه برا  ین ا  یجنتاابعی ساخته شده است.  ت  ی کربنی به صورت مدرجاهنانولولهشده با  مرکب تقویتبگیرید که از مواد  
Lنسبت ضخامت به طول  یبرا  ی کربن  یهانانولولهمختلف    ی حجم  یمتفاوت و کسرها h = داده    1در جدول    SSSSو شرط مرزی    50

)در هر راستا  ینقطه کنترل 7خوب بوده و تنها  یارسب  یروش عدد همگرایی  نرخ است، معلوم  که طورهمانشده است.  )N N = = 3 
 [40]و همکاران  1آمده توسط ژودستبه ی قبل  یج حاصل با نتا یرمقاد  ین،است. همچن ی شده کاف همگراو   یقدق  یجآوردن نتادستبه یبرا
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) برای  )N Nξ η= = 3 خوب بوده و تنها 7 نقطه کنترلی در هر راستا 
به‌دست‌آوردن نتایج دقیق و همگراشده کافی است. همچنین، مقادیر 
به   ]40[ همکاران  و  ژو1  توسط  به‌دست‌آمده  قبلی  نتایج  با  حاصل 
وسیله روش المان محدود بر مبنای تئوری مرتبه اول برشی مقایسه 
انطباق  است،  معلوم  داده‌های جدول  از  که  است. همان‌طور  گردیده 

خوب و قابل‌قبولی بین نتایج وجود دارد. 
مرزی  شرط  با  همگن  تاخورده  ورق  یک  دوم  مثال  عنوان  به 

1   Zhu

 , , L hα θ= = = 150 0 100 هندسی  مشخصات  و   CFCF

این ورق در  برای   ( )λ بی‌بعد  اول  فرکانس  پنج  بگیرید.  نظر  را در 
گزارش‌شده  نتایج  حاضر،  نتایج  بر  علاوه  است.  شده  ارائه   2 جدول 
اول  مرتبه  تئوری  مبنای  بر  که   ]13[ نیتو  هرولا-  و  هرناندز  توسط 
برشی به‌دست‌آمده نیز در این جدول نمایش داده شده است. ایشان 
از روش المان محدود برای استخراج نتایج استفاده کردند. همان‌طور 
و  بوده  خوب  بسیار  حاضر  عددی  روش  همگرایی  است،  معلوم  که 
همچنین انطباق نزدیکی بین نتایج حاصل از دو روش عددی وجود 

 بعدبیمطالعه همگرایی و مقایسه فرکانس اصلی  :1جدول   2 m m
1 1=ω ω L h ρ E ی هانانولولهشده با برای ورق مربعی ساخته شده از مواد مرکب تقویت

ی کربنی، هانانولولههای متفاوت و کسرهای حجمی مختلف برای توزیع SSSSکربنی به صورت مدرج تابعی و با شرط مرزی  o o= 180 , = 0 , = 50α θ L h. 

Table 1. Convergence and comparison study of non-dimensional fundamental frequency parameter   2 m m
1 1=ω ω L h ρ E  for 

various types of simply supported FG-CNTRC square plates with different CNTs volume fractions,  o o= 180 , = 0 , = 50α θ L h . 

 

 

 

 

 Xتوزیع شکل  Oتوزیع شکل  Vتوزیع شکل  توزیع یکنواخت ها در هر راستاتعداد المان روش کسر حجمی

آیزوژئومتریک )تئوری  11/0
 کلاسیک(

1 6285/11 8824/15 8818/18 5851/84 

  4 6214/11 8841/15 8828/18 5885/84 
  6 6214/11 8841/15 8828/18 5885/84 
  4 6214/11 8841/15 8828/18 5885/84 
  1 6214/11 8841/15 8828/18 5885/84 

المان محدود )تئوری مرتبه اول  
 128/88 408/18 868/15 884/11  [80]برشی( 

18/0 
آیزوژئومتریک )تئوری 

 کلاسیک(
1 2148/81 4014/12 0040/15 6801/85 

  4 2161/81 4008/12 0061/15 6118/85 
  6 2161/81 4008/12 0061/15 6118/85 
  4 2161/81 4008/12 0061/15 6118/85 
  1 2161/81 4008/12 0061/15 6118/85 

 
المان محدود )تئوری مرتبه اول 

 666/86 201/16 116/14 468/81  [80]برشی( 

14/0 
آیزوژئومتریک )تئوری 

 کلاسیک(
1 1144/88 8016/80 5162/14 1201/81 

  4 1164/88 8020/80 5186/14 1411/81 
  6 1164/88 8020/80 5186/14 1411/81 
  4 1164/88 8020/80 5186/14 1411/81 
  1 1164/88 8020/80 5186/14 1411/81 

 
المان محدود )تئوری مرتبه اول 

 814/82 688/14 128/11 514/84  [80]برشی( 

 برای ورق مربعی ساخته شده از مواد مرکب تقویت‌شده با نانولوله‌های 
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آمده نیز در این جدول نمایش داده شده است. ایشان از روش المان  دستکه بر مبنای تئوری مرتبه اول برشی به[  13]نیتو    -و هرولا 
م است، همگرایی روش عددی حاضر بسیار خوب بوده و همچنین انطباق  لوکه مع  طورانهم محدود برای استخراج نتایج استفاده کردند.  

 د. ده مینزدیکی بین نتایج حاصل از دو روش عددی وجود دارد که بازدهی محاسباتی بالای رویکرد آیزوژئومتریک حاضر را نشان 
)  بعدبیمطالعه همگرایی و مقایسه فرکانس اصلی  :1جدول  )( )2 m m

1 1=ω ω L h ρ E ورق مربعی ساخته  ایبر
های برای توزیع SSSSی کربنی به صورت مدرج تابعی و با شرط مرزی هانانولولهشده با شده از مواد مرکب تقویت

)ی کربنی،  هانانولولهمتفاوت و کسرهای حجمی مختلف  )o o= 180 , = 0 , = 50α θ L h. 
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دارد که بازدهی محاسباتی بالای رویکرد آیزوژئومتریک حاضر را نشان 
می‌دهد.

مساله  دو  برای  پیشنهادی  روش  بازدهی  و  دقت  بررسی  از  پس 
برای  موجود  فرمول‌بندی  از  استخراج‌شده  نتایج  متداول،  و  موجود 
ورق‌های تاخورده مورب گسترش می‌یابد. از آنجاییکه نتایجی برای این 
حالت موجود نیست، ابتدا نتایج حاضر با نتایج حاصل از شبیه‌سازی با 
نرم‌افزار آباکوس برای یک ورق تاخورده همگن مقایسه گردیده است. 

و  گردیده  رسم  سالیدورکس1  نرم‌افزار  در  مساله  هندسی  مدل  ابتدا 
سپس این مدل وارد نرم‌افزار آباکوس شده است. خواص مکانیکی ورق 
دانسیته  و   /ν =0 3  ، / GPaE =10 92 صورت به  همگن  تاخورده 
kg تعریف شده است. پس از تعیین نوع  mρ = 31000 آن نیز برابر
زاویه‌دار  و  لبه‌های مستقیم  انتخاب  با  نظر  مورد  مرزی  حل، شرایط 
ورق تاخورده اعمال گردیده است. در مورد لبه‌های واقع‌شده بر روی 
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 بعدبیمطالعه همگرایی و مقایسه پنج فرکانس اول  :2جدول   2= 1-λ ωL ρ ν E  با شرط مرزی  همگنبرای ورق تاخورده مستطیلیCFCF ،

 o o= 150 , = 0 , = 100α θ L h. 

for CFCF    2= 1-λ ωL ρ ν Edimensional first five frequency parameters -Convergence and comparison study of nonTable 2. 

. o o= 150 , = 0 , = 100α θ L hhomogeneous rectangular folded plates,  

 

 

 

  

 1 2 3 4 5 ها در هر راستاتعداد المان روش
 2088/0 8182/0 8488/0 0212/0 0456/0 1 آیزوژئومتریک )تئوری کلاسیک(

 4 0458/0 0216/0 1148/0 8068/0 8402/0 
 6 0454/0 0218/0 1181/0 8084/0 8406/0 
 4 0454/0 0218/0 1180/0 8088/0 8408/0 
 1 0454/0 0218/0 1180/0 8081/0 8408/0 
 11 0454/0 0218/0 1180/0 8081/0 8408/0 

 8404/0 8085/0 1185/0 0214/0 0454/0  [14]المان محدود )تئوری مرتبه اول برشی( 

 ،CFCF مرزی  شرط  با  همگن  مستطیلی  تاخورده  ورق  برای   

 

 بعدبیمطالعه همگرایی و مقایسه پنج فرکانس اول  :2جدول   2= 1-λ ωL ρ ν E  با شرط مرزی  همگنبرای ورق تاخورده مستطیلیCFCF ،

 o o= 150 , = 0 , = 100α θ L h. 

for CFCF    2= 1-λ ωL ρ ν Edimensional first five frequency parameters -Convergence and comparison study of nonTable 2. 

. o o= 150 , = 0 , = 100α θ L hhomogeneous rectangular folded plates,  

 

 

 

  

 1 2 3 4 5 ها در هر راستاتعداد المان روش
 2088/0 8182/0 8488/0 0212/0 0456/0 1 آیزوژئومتریک )تئوری کلاسیک(

 4 0458/0 0216/0 1148/0 8068/0 8402/0 
 6 0454/0 0218/0 1181/0 8084/0 8406/0 
 4 0454/0 0218/0 1180/0 8088/0 8408/0 
 1 0454/0 0218/0 1180/0 8081/0 8408/0 
 11 0454/0 0218/0 1180/0 8081/0 8408/0 

 8404/0 8085/0 1185/0 0214/0 0454/0  [14]المان محدود )تئوری مرتبه اول برشی( 

بی‌بعد اول  فرکانس  پنج  مقایسه  و  همگرایی  مطالعه   .2 جدول 

 

 بعدبیمطالعه همگرایی و مقایسه پنج فرکانس اول  :2جدول   2= 1-λ ωL ρ ν E  با شرط مرزی  همگنبرای ورق تاخورده مستطیلیCFCF ،

 o o= 150 , = 0 , = 100α θ L h. 

for CFCF    2= 1-λ ωL ρ ν Edimensional first five frequency parameters -Convergence and comparison study of nonTable 2. 

. o o= 150 , = 0 , = 100α θ L hhomogeneous rectangular folded plates,  

 

 

 

  

 1 2 3 4 5 ها در هر راستاتعداد المان روش
 2088/0 8182/0 8488/0 0212/0 0456/0 1 آیزوژئومتریک )تئوری کلاسیک(

 4 0458/0 0216/0 1148/0 8068/0 8402/0 
 6 0454/0 0218/0 1181/0 8084/0 8406/0 
 4 0454/0 0218/0 1180/0 8088/0 8408/0 
 1 0454/0 0218/0 1180/0 8081/0 8408/0 
 11 0454/0 0218/0 1180/0 8081/0 8408/0 

 8404/0 8085/0 1185/0 0214/0 0454/0  [14]المان محدود )تئوری مرتبه اول برشی( 

Table 2. Convergence and comparison study of non-dimensional first five frequency parameters 

 

 بعدبیمطالعه همگرایی و مقایسه پنج فرکانس اول  :2جدول   2= 1-λ ωL ρ ν E  با شرط مرزی  همگنبرای ورق تاخورده مستطیلیCFCF ،

 o o= 150 , = 0 , = 100α θ L h. 

for CFCF    2= 1-λ ωL ρ ν Edimensional first five frequency parameters -Convergence and comparison study of nonTable 2. 

. o o= 150 , = 0 , = 100α θ L hhomogeneous rectangular folded plates,  

 

 

 

  

 1 2 3 4 5 ها در هر راستاتعداد المان روش
 2088/0 8182/0 8488/0 0212/0 0456/0 1 آیزوژئومتریک )تئوری کلاسیک(

 4 0458/0 0216/0 1148/0 8068/0 8402/0 
 6 0454/0 0218/0 1181/0 8084/0 8406/0 
 4 0454/0 0218/0 1180/0 8088/0 8408/0 
 1 0454/0 0218/0 1180/0 8081/0 8408/0 
 11 0454/0 0218/0 1180/0 8081/0 8408/0 

 8404/0 8085/0 1185/0 0214/0 0454/0  [14]المان محدود )تئوری مرتبه اول برشی( 

 for 

CFCF homogeneous rectangular folded plates,

 

 بعدبیمطالعه همگرایی و مقایسه پنج فرکانس اول  :2جدول   2= 1-λ ωL ρ ν E  با شرط مرزی  همگنبرای ورق تاخورده مستطیلیCFCF ،

 o o= 150 , = 0 , = 100α θ L h. 

for CFCF    2= 1-λ ωL ρ ν Edimensional first five frequency parameters -Convergence and comparison study of nonTable 2. 

. o o= 150 , = 0 , = 100α θ L hhomogeneous rectangular folded plates,  

 

 

 

  

 1 2 3 4 5 ها در هر راستاتعداد المان روش
 2088/0 8182/0 8488/0 0212/0 0456/0 1 آیزوژئومتریک )تئوری کلاسیک(

 4 0458/0 0216/0 1148/0 8068/0 8402/0 
 6 0454/0 0218/0 1181/0 8084/0 8406/0 
 4 0454/0 0218/0 1180/0 8088/0 8408/0 
 1 0454/0 0218/0 1180/0 8081/0 8408/0 
 11 0454/0 0218/0 1180/0 8081/0 8408/0 

 8404/0 8085/0 1185/0 0214/0 0454/0  [14]المان محدود )تئوری مرتبه اول برشی( 

 

 

Fig. 6. Convergence behavior of non-dimensional first five frequency parameters 
ned by aibtfor SSSS homogeneous skew folded plates o ( )( )2 2

0=Ω ω L π ρh D

.( )o o= 90 , = 15 , = 100α θ L hABAQUS,  

)  بعدبیهمگرایی پنج فرکانس اول : رفتار 6 شکل )( )2 2
0=Ω ω L π ρh D افزار نرمآمده توسط دست به  

)،  SSSSبا شرط مرزی  همگنورق تاخورده مورب آباکوس برای یک  )o o= 90 , = 15 , = 100α θ L h. 

 

 

 

  

  

 به‌دست‌آمده توسط نرم‌افزار آباکوس برای یک ورق تاخورده مورب همگن 
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تکیه‌گاه ساده، هر سه مولفه جابجایی برابر صفر در نظر گرفته شده 
است. همچنین در مورد تکیه‌گاه گیردار، علاوه بر مولفه‌های جابجایی، 
هر سه مولفه چرخش نیز برابر صفر فرض شده است. سپس هندسه 
مساله با استفاده از المان پوسته S4R مش‌بندی شده است. به منظور 
اطمینان از همگرایی نتایج استخراج‌شده، هندسه مورد نظر در یکی 
حالت  هر  در  و  شده  مش‌بندی  مختلف  اندازه  شش  با  حالت‌ها  از 
فرکانس‌های طبیعی ورق تاخورده مورب محاسبه گردیده است. شکل 
) را برای یک ورق تاخورده  )Ω 6 همگرایی پنج فرکانس اول بی‌بعد 
مورب همگن با شرط مرزی SSSS به ترتیب برای زوایای تاخوردگی 
تعداد 4422  به وضوح،  θ نشان می‌دهد.  = 15 α و = 90 و مورب

المان برای استخراج نتایج همگرا شده کافی است. جداول 3 و 4 نیز 
) ورق‌های تاخورده مورب همگن را به  )Ω پنج فرکانس اول بی‌بعد 
ازای سه زاویه تاخوردگی و دو زاویه مورب مختلف به ترتیب برای دو 
شرط مرزی SSSS و CCCC نشان می‌دهد. در این جدول، همچنین 
نتایج تولیدشده به وسیله نرم‌افزار آباکوس که با تعداد 4422 المان 
تفاوت نسبی  این، مقادیر  بر  ارائه شده است. علاوه  نیز  به‌دست‌آمده 
در هر حالت نیز در پرانتز گزارش شده است. همان‌طور که مشاهده 
نتایج  قابل‌قبولی بین هر دو مجموعه  انطباق بسیار خوب و  می‌شود 
وجود دارد که نشان‌دهنده دقت و کارآیی بالای روش پیشنهادی است.

صحت  همچنین  و  عددی  روش  همگرایی  از  اطمینان  از  پس 

 

 

 بعدبیپنج فرکانس اول  :3جدول   2 2
0=Ω ω L π ρh D  برای ورق تاخورده مورب همگن با شرط مرزیSSSS  با سه زاویه تاخوردگی و دو زاویه مورب

مختلف،  = 100L h.

Table 3. Non-dimensional first five frequency parameters   2 2
0=Ω ω L π ρh D  for SSSS homogeneous skew folded plates with 

three different crank angles and two different skew angles,  = 100L h . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

زاویه تاخوردگی 
( ) 

زاویه مورب 
( ) روش 1 2 3 4 5 

 2042/14 2008/1 5468/2 8425/4 4644/6 آیزوژئومتریک 16˚ 10˚

 8188/6 *آباکوس  
**(11/1) 

8444/4 
(54/0) 

8221/2 
(44/1) 

5568/1 
(80/1) 

6684/14 
(24/1) 

 0640/11 6044/16 4188/18 1065/11 1826/1 آیزوژئومتریک 86˚ 

 4818/1 *آباکوس  
(14/8) 

2581/11 
(44/0) 

0814/18 
(14/1) 

8484/16 
(41/1) 

6048/12 
(16/8) 

 2185/14 2151/1 5880/2 8121/4 4614/6 آیزوژئومتریک 16˚ 180˚

 4002/6 *آباکوس  
(10/1) 

1245/4 
(61/1) 

8210/2 
(10/1) 

5041/1 
(14/8) 

6441/14 
(06/8) 

 0462/11 5814/16 4446/18 1161/11 1656/1 آیزوژئومتریک 86˚ 

 4120/1 *آباکوس  
(86/8) 

4668/11 
(08/8) 

1446/14 
(15/4) 

0184/16 
(10/8) 

8158/12 
(14/4) 

 4466/14 4888/1 5111/2 8461/4 4620/6 آیزوژئومتریک 16˚ 160˚

 *آباکوس  
4001/6 

(02/1) 
2101/5 

(08/6) 
8042/2 

(68/8) 
8286/1 

(14/8) 
4161/14 

(28/8) 
 1101/12 4480/16 8012/18 2124/11 1848/1 آیزوژئومتریک 86˚ 

 *آباکوس  
5181/1 

(86/4) 
1505/11 

(10/6) 
8660/14 

(51/6) 
1858/14 

(18/1) 
4686/12 

(84/4) 
 8888ها: ، تعداد المانS4Rنوع المان: 

 درصد تفاوت نسبی** 

 برای ورق تاخورده مورب همگن با شرط مرزی SSSS با سه زاویه تاخوردگی و دو زاویه 

 

 

 بعدبیپنج فرکانس اول  :3جدول   2 2
0=Ω ω L π ρh D  برای ورق تاخورده مورب همگن با شرط مرزیSSSS  با سه زاویه تاخوردگی و دو زاویه مورب

مختلف،  = 100L h.

Table 3. Non-dimensional first five frequency parameters   2 2
0=Ω ω L π ρh D  for SSSS homogeneous skew folded plates with 

three different crank angles and two different skew angles,  = 100L h . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

زاویه تاخوردگی 
( ) 

زاویه مورب 
( ) روش 1 2 3 4 5 

 2042/14 2008/1 5468/2 8425/4 4644/6 آیزوژئومتریک 16˚ 10˚

 8188/6 *آباکوس  
**(11/1) 

8444/4 
(54/0) 

8221/2 
(44/1) 

5568/1 
(80/1) 

6684/14 
(24/1) 

 0640/11 6044/16 4188/18 1065/11 1826/1 آیزوژئومتریک 86˚ 

 4818/1 *آباکوس  
(14/8) 

2581/11 
(44/0) 

0814/18 
(14/1) 

8484/16 
(41/1) 

6048/12 
(16/8) 

 2185/14 2151/1 5880/2 8121/4 4614/6 آیزوژئومتریک 16˚ 180˚

 4002/6 *آباکوس  
(10/1) 

1245/4 
(61/1) 

8210/2 
(10/1) 

5041/1 
(14/8) 

6441/14 
(06/8) 

 0462/11 5814/16 4446/18 1161/11 1656/1 آیزوژئومتریک 86˚ 

 4120/1 *آباکوس  
(86/8) 

4668/11 
(08/8) 

1446/14 
(15/4) 

0184/16 
(10/8) 

8158/12 
(14/4) 

 4466/14 4888/1 5111/2 8461/4 4620/6 آیزوژئومتریک 16˚ 160˚

 *آباکوس  
4001/6 

(02/1) 
2101/5 

(08/6) 
8042/2 

(68/8) 
8286/1 

(14/8) 
4161/14 

(28/8) 
 1101/12 4480/16 8012/18 2124/11 1848/1 آیزوژئومتریک 86˚ 

 *آباکوس  
5181/1 

(86/4) 
1505/11 

(10/6) 
8660/14 

(51/6) 
1858/14 

(18/1) 
4686/12 

(84/4) 
 8888ها: ، تعداد المانS4Rنوع المان: 

 درصد تفاوت نسبی** 

جدول 3. پنج فرکانس اول بی‌بعد 

( )= 100L h مورب مختلف، 

Table 3. Non-dimensional first five frequency parameters

 

 

 بعدبیپنج فرکانس اول  :3جدول   2 2
0=Ω ω L π ρh D  برای ورق تاخورده مورب همگن با شرط مرزیSSSS  با سه زاویه تاخوردگی و دو زاویه مورب

مختلف،  = 100L h.

Table 3. Non-dimensional first five frequency parameters   2 2
0=Ω ω L π ρh D  for SSSS homogeneous skew folded plates with 

three different crank angles and two different skew angles,  = 100L h . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

زاویه تاخوردگی 
( ) 

زاویه مورب 
( ) روش 1 2 3 4 5 

 2042/14 2008/1 5468/2 8425/4 4644/6 آیزوژئومتریک 16˚ 10˚

 8188/6 *آباکوس  
**(11/1) 

8444/4 
(54/0) 

8221/2 
(44/1) 

5568/1 
(80/1) 

6684/14 
(24/1) 

 0640/11 6044/16 4188/18 1065/11 1826/1 آیزوژئومتریک 86˚ 

 4818/1 *آباکوس  
(14/8) 

2581/11 
(44/0) 

0814/18 
(14/1) 

8484/16 
(41/1) 

6048/12 
(16/8) 

 2185/14 2151/1 5880/2 8121/4 4614/6 آیزوژئومتریک 16˚ 180˚

 4002/6 *آباکوس  
(10/1) 

1245/4 
(61/1) 

8210/2 
(10/1) 

5041/1 
(14/8) 

6441/14 
(06/8) 

 0462/11 5814/16 4446/18 1161/11 1656/1 آیزوژئومتریک 86˚ 

 4120/1 *آباکوس  
(86/8) 

4668/11 
(08/8) 

1446/14 
(15/4) 

0184/16 
(10/8) 

8158/12 
(14/4) 

 4466/14 4888/1 5111/2 8461/4 4620/6 آیزوژئومتریک 16˚ 160˚

 *آباکوس  
4001/6 

(02/1) 
2101/5 

(08/6) 
8042/2 

(68/8) 
8286/1 

(14/8) 
4161/14 

(28/8) 
 1101/12 4480/16 8012/18 2124/11 1848/1 آیزوژئومتریک 86˚ 

 *آباکوس  
5181/1 

(86/4) 
1505/11 

(10/6) 
8660/14 

(51/6) 
1858/14 

(18/1) 
4686/12 

(84/4) 
 8888ها: ، تعداد المانS4Rنوع المان: 

 درصد تفاوت نسبی** 

  for SSSS homogeneous skew folded 

plates with three different crank angles and two different skew angles, ( )= 100L h
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فرمول‌بندی پیشنهادی، مساله ارتعاشات آزاد ورق‌های تاخورده مورب 
مورد  کربنی  نانولوله‌های  با  تقویت‌شده  مرکب  مواد  از  ساخته‌شده 
) ورق‌های  )ω̂1 مطالعه قرار می‌گیرد. جدول 5 فرکانس اصلی بی‌بعد 
تاخورده مورب را برای الگوهای توزیع مختلف نانولوله‌ها و نیز کسرهای 
 θ = 75 θ تا  = 15 حجمی متفاوت به ازای تغییر زاویه مورب از 
یعنی  تاخوردگی  زاویه  دو  برای  این جدول  داده‌های  می‌دهد.  نشان 
α و نیز دو شرط مرزی SSSS و CCCC ارائه  = 150 α و  = 120

شده است. بر طبق داده‌های این دو جدول چندین نتیجه را می‌توان 
بیان نمود. به ازای یک هندسه و شرط مرزی معین، در تمامی الگوهای 

توزیع، با افزایش کسر حجمی نانولوله‌ها، سفتی ورق تاخورده مورب و 
متعاقباً فرکانس اصلی سازه افزایش می‌یابد. علاوه بر این، همان‌گونه 
که مشاهده می‌شود به ازای یک هندسه و کسر حجمی معین، توزیع 
شکل X بیشترین و توزیع شکل O کمترین مقدار فرکانس طبیعی را 
به دست می‌دهد. این امر بدین معنی است که توزیع بیشتر نانولوله‌ها 
در لبه‌های بالایی و پایینی به جای سطوح میانی ورق، باعث افزایش 
سفتی خمشی و متعاقباً افزایش فرکانس طبیعی ورق تاخورده مورب 
و  توزیع  نحوه  مناسب  انتخاب  که  گفت  می‌توان  نتیجه  در  می‌شود. 
سازه  ارتعاشی  ویژگی‌های  می‌تواند  کربنی  نانولوله‌های  کسر حجمی 

 

 

 بعدبیپنج فرکانس اول  :4جدول   2 2
0=Ω ω L π ρh D  برای ورق تاخورده مورب همگن با شرط مرزیCCCC  با سه زاویه تاخوردگی و دو زاویه مورب

مختلف،  = 100L h.

Table 3. Non-dimensional first five frequency parameters   2 2
0=Ω ω L π ρh D  for CCCC homogeneous skew folded plates with 

three different crank angles and two different skew angles,  = 100L h . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

زاویه تاخوردگی 
( ) 

زاویه مورب 
( ) 1 روش 2 3 4 5 

 4428/14 8681/14 2421/11 4454/10 1541/4 آیزوژئومتریک 16˚ 10˚

 2418/4 *آباکوس  
**(04/1) 

8601/10 
(28/0) 

5406/11 
(88/1) 

0221/14 
(85/1) 

8648/14 
(28/1) 

 6056/86 8141/81 1516/11 1881/14 5216/18 آیزوژئومتریک 86˚ 

 8616/18 *آباکوس  
(61/1) 

1144/15 
(22/0) 

5641/11 
(64/1) 

0511/81 
(18/1) 

2652/88 
(51/8) 

 4251/14 8414/14 2844/11 4648/10 1548/4 آیزوژئومتریک 16˚ 180˚

 2101/4 *آباکوس  
(14/0) 

1644/10 
(14/1) 

5684/11 
(54/1) 

1148/18 
(18/8) 

8405/14 
(08/8) 

 6614/86 8688/81 0642/80 8605/14 4848/18 آیزوژئومتریک 86˚ 

 8645/18 *آباکوس  
(25/1) 

2105/15 
(58/8) 

8110/11 
(24/8) 

5466/80 
(45/4) 

2462/88 
(22/8) 

 4810/14 1826/14 2044/11 8458/10 1561/4 آیزوژئومتریک 16˚ 160˚

 *آباکوس  
2101/4 

(16/0) 
6281/1 

(20/5) 
6841/11 

(88/8) 
8648/18 

(66/6) 
8154/14 

(12/8) 
 8465/86 1418/80 2158/11 1844/15 5200/18 آیزوژئومتریک 86˚ 

 *آباکوس  
8615/18 

(16/8) 
5888/16 

(11/2) 
4411/12 

(41/6) 
1016/12 

(44/10) 
6114/88 

(84/4) 
 8888ها: ، تعداد المانS4Rنوع المان: 

 درصد تفاوت نسبی** 

  برای ورق تاخورده مورب همگن با شرط مرزی CCCC با سه زاویه تاخوردگی و دو زاویه 

 

 

 بعدبیپنج فرکانس اول  :4جدول   2 2
0=Ω ω L π ρh D  برای ورق تاخورده مورب همگن با شرط مرزیCCCC  با سه زاویه تاخوردگی و دو زاویه مورب

مختلف،  = 100L h.

Table 3. Non-dimensional first five frequency parameters   2 2
0=Ω ω L π ρh D  for CCCC homogeneous skew folded plates with 

three different crank angles and two different skew angles,  = 100L h . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

زاویه تاخوردگی 
( ) 

زاویه مورب 
( ) 1 روش 2 3 4 5 

 4428/14 8681/14 2421/11 4454/10 1541/4 آیزوژئومتریک 16˚ 10˚

 2418/4 *آباکوس  
**(04/1) 

8601/10 
(28/0) 

5406/11 
(88/1) 

0221/14 
(85/1) 

8648/14 
(28/1) 

 6056/86 8141/81 1516/11 1881/14 5216/18 آیزوژئومتریک 86˚ 

 8616/18 *آباکوس  
(61/1) 

1144/15 
(22/0) 

5641/11 
(64/1) 

0511/81 
(18/1) 

2652/88 
(51/8) 

 4251/14 8414/14 2844/11 4648/10 1548/4 آیزوژئومتریک 16˚ 180˚

 2101/4 *آباکوس  
(14/0) 

1644/10 
(14/1) 

5684/11 
(54/1) 

1148/18 
(18/8) 

8405/14 
(08/8) 

 6614/86 8688/81 0642/80 8605/14 4848/18 آیزوژئومتریک 86˚ 

 8645/18 *آباکوس  
(25/1) 

2105/15 
(58/8) 

8110/11 
(24/8) 

5466/80 
(45/4) 

2462/88 
(22/8) 

 4810/14 1826/14 2044/11 8458/10 1561/4 آیزوژئومتریک 16˚ 160˚

 *آباکوس  
2101/4 

(16/0) 
6281/1 

(20/5) 
6841/11 

(88/8) 
8648/18 

(66/6) 
8154/14 

(12/8) 
 8465/86 1418/80 2158/11 1844/15 5200/18 آیزوژئومتریک 86˚ 

 *آباکوس  
8615/18 

(16/8) 
5888/16 

(11/2) 
4411/12 

(41/6) 
1016/12 

(44/10) 
6114/88 

(84/4) 
 8888ها: ، تعداد المانS4Rنوع المان: 

 درصد تفاوت نسبی** 

جدول 4. پنج فرکانس اول بی‌بعد

( )= 100L h مورب مختلف، 

Table 3. Non-dimensional first five frequency parameters 

 

 

 بعدبیپنج فرکانس اول  :4جدول   2 2
0=Ω ω L π ρh D  برای ورق تاخورده مورب همگن با شرط مرزیCCCC  با سه زاویه تاخوردگی و دو زاویه مورب

مختلف،  = 100L h.

Table 3. Non-dimensional first five frequency parameters   2 2
0=Ω ω L π ρh D  for CCCC homogeneous skew folded plates with 

three different crank angles and two different skew angles,  = 100L h . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

زاویه تاخوردگی 
( ) 

زاویه مورب 
( ) 1 روش 2 3 4 5 

 4428/14 8681/14 2421/11 4454/10 1541/4 آیزوژئومتریک 16˚ 10˚

 2418/4 *آباکوس  
**(04/1) 

8601/10 
(28/0) 

5406/11 
(88/1) 

0221/14 
(85/1) 

8648/14 
(28/1) 

 6056/86 8141/81 1516/11 1881/14 5216/18 آیزوژئومتریک 86˚ 

 8616/18 *آباکوس  
(61/1) 

1144/15 
(22/0) 

5641/11 
(64/1) 

0511/81 
(18/1) 

2652/88 
(51/8) 

 4251/14 8414/14 2844/11 4648/10 1548/4 آیزوژئومتریک 16˚ 180˚

 2101/4 *آباکوس  
(14/0) 

1644/10 
(14/1) 

5684/11 
(54/1) 

1148/18 
(18/8) 

8405/14 
(08/8) 

 6614/86 8688/81 0642/80 8605/14 4848/18 آیزوژئومتریک 86˚ 

 8645/18 *آباکوس  
(25/1) 

2105/15 
(58/8) 

8110/11 
(24/8) 

5466/80 
(45/4) 

2462/88 
(22/8) 

 4810/14 1826/14 2044/11 8458/10 1561/4 آیزوژئومتریک 16˚ 160˚

 *آباکوس  
2101/4 

(16/0) 
6281/1 

(20/5) 
6841/11 

(88/8) 
8648/18 

(66/6) 
8154/14 

(12/8) 
 8465/86 1418/80 2158/11 1844/15 5200/18 آیزوژئومتریک 86˚ 

 *آباکوس  
8615/18 

(16/8) 
5888/16 

(11/2) 
4411/12 

(41/6) 
1016/12 

(44/10) 
6114/88 

(84/4) 
 8888ها: ، تعداد المانS4Rنوع المان: 

 درصد تفاوت نسبی** 

 for CCCC homogeneous skew folded 

plates with three different crank angles and two different skew angles, ( )= 100L h
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 برای ورق تاخورده مورب مرکب تقویت‌شده با نانولوله‌های کربنی برای الگوهای توزیع و 
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پایین است. زوایای مورب  افزایش در  از نرخ  بیشتر  فرکانس طبیعی خیلی  افزایش  این حقیقت است که  بالا، نرخ  از  امر ناشی  ا ب  این 
بد. از این رو فرکانس طبیعی ورق تاخورده مورب یامیافزایش زاویه مورب، مساحت ورق کاهش یافته و در نتیجه سفتی ورق افزایش  

 د. کنمیافزایش پیدا 

)  بعدبیفرکانس اصلی  :5جدول  )( )ˆ 2 2 m m
1 1=ω ω L π h ρ E ی کربنی  هانانولوله شده با برای ورق تاخورده مورب مرکب تقویت

)گوهای توزیع و کسرهای حجمی مختلف و نیز زوایای تاخوردگی و مورب متفاوت، ال ایبر )= 50L h. 

Table 5. Non-dimensional fundamental frequency parameter ( )( )ˆ 2 2 m m
1 1=ω ω L π h ρ E  for simply 

supported and fully clamped FG-CNTRC skew folded plates with different distribution patterns and 
volume fractions as well as different crank and skew angles, ( )= 50L h . 

 شرط مرزی 
زاویه تاخوردگی  

( ) 
 کسر حجمی  نحوه توزیع 

)زاویه مورب   ) 
˚15 ˚30 ˚45 ˚60 ˚75 

SSSS ˚120  3704/23 0422/10 2542/8 8547/7 7381/7 11/0 یکنواخت 
   14/0 6911/8 7991/8 1728/9 8893/10 2892/24 
   17/0 5237/9 6712/9 1762/10 4312/12 1317/29 

 X 11/0 4073/9 5097/9 8668/9 5337/11 8174/24شکل   
   14/0 5822/10 6786/10 0178/11 6361/12 1186/26 
   17/0 5954/11 7303/11 2008/12 3844/14 4866/31 

 O 11/0 5901/5 7411/5 2383/6 2829/8 9447/21شکل   
   14/0 2516/6 3904/6 8540/6 8195/8 5036/22 
   17/0 8535/6 0398/7 6535/7 1748/10 0079/27 

 V 11/0 3362/6 4779/6 9492/6 9290/8 5747/22شکل   
   14/0 0908/7 2230/7 6685/7 5911/9 3709/23 
   17/0 7719/7 9531/7 5548/8 0692/11 2544/28 

 2606/22 0175/10 2539/8 8569/7 7407/7 11/0 یکنواخت  150˚ 
   14/0 6941/8 8017/8 1732/9 8679/10 3227/23 
   17/0 5269/9 6739/9 1757/10 3995/12 7081/27 
 X 11/0 4121/9 5142/9 8689/9 5114/11 5974/23شکل   
   14/0 5876/10 6837/10 0209/11 6169/12 0178/25 
   17/0 6013/11 7358/11 2031/12 3531/14 7020/29 

 O 11/0 5910/5 7415/5 2358/6 2558/8 9090/20شکل   
   14/0 2527/6 3910/6 8521/6 7958/8 6308/21 
   17/0 8546/6 0403/7 6504/7 1417/10 7516/25 

 V 11/0 3881/6 5298/6 9993/6 9504/8 4634/21شکل   
   14/0 1493/7 2817/7 7258/7 6230/9 3940/22 
   17/0 8360/7 0172/8 6164/8 0939/11 8191/26 

CCCC ˚120  0853/34 1393/15 7338/12 2097/12 0569/12 11/0 یکنواخت 
   14/0 5478/13 6889/13 1771/14 4712/16 4536/35 
   17/0 8384/14 0316/15 6945/15 7305/18 4814/42 

 X 11/0 6665/14 8000/14 2653/15 4844/17 2423/36شکل   
   14/0 5029/16 6284/16 0688/17 2111/19 1815/38 
   17/0 0761/18 2520/18 8654/18 7779/21 9590/45 

 O 11/0 6936/8 8932/8 5555/9 3623/12 9450/31شکل   
   14/0 7302/9 9130/9 5271/10 2060/13 7714/32 

جدول 5. فرکانس اصلی بی‌بعد 

( )= 50L h کسرهای حجمی مختلف و نیز زوایای تاخوردگی و مورب متفاوت، 

Table 5. Non-dimensional fundamental frequency parameter 
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پایین است. زوایای مورب  افزایش در  از نرخ  بیشتر  فرکانس طبیعی خیلی  افزایش  این حقیقت است که  بالا، نرخ  از  امر ناشی  ا ب  این 
بد. از این رو فرکانس طبیعی ورق تاخورده مورب یامیافزایش زاویه مورب، مساحت ورق کاهش یافته و در نتیجه سفتی ورق افزایش  

 د. کنمیافزایش پیدا 

)  بعدبیفرکانس اصلی  :5جدول  )( )ˆ 2 2 m m
1 1=ω ω L π h ρ E ی کربنی  هانانولوله شده با برای ورق تاخورده مورب مرکب تقویت

)گوهای توزیع و کسرهای حجمی مختلف و نیز زوایای تاخوردگی و مورب متفاوت، ال ایبر )= 50L h. 

Table 5. Non-dimensional fundamental frequency parameter ( )( )ˆ 2 2 m m
1 1=ω ω L π h ρ E  for simply 

supported and fully clamped FG-CNTRC skew folded plates with different distribution patterns and 
volume fractions as well as different crank and skew angles, ( )= 50L h . 

 شرط مرزی 
زاویه تاخوردگی  

( ) 
 کسر حجمی  نحوه توزیع 

)زاویه مورب   ) 
˚15 ˚30 ˚45 ˚60 ˚75 

SSSS ˚120  3704/23 0422/10 2542/8 8547/7 7381/7 11/0 یکنواخت 
   14/0 6911/8 7991/8 1728/9 8893/10 2892/24 
   17/0 5237/9 6712/9 1762/10 4312/12 1317/29 

 X 11/0 4073/9 5097/9 8668/9 5337/11 8174/24شکل   
   14/0 5822/10 6786/10 0178/11 6361/12 1186/26 
   17/0 5954/11 7303/11 2008/12 3844/14 4866/31 

 O 11/0 5901/5 7411/5 2383/6 2829/8 9447/21شکل   
   14/0 2516/6 3904/6 8540/6 8195/8 5036/22 
   17/0 8535/6 0398/7 6535/7 1748/10 0079/27 

 V 11/0 3362/6 4779/6 9492/6 9290/8 5747/22شکل   
   14/0 0908/7 2230/7 6685/7 5911/9 3709/23 
   17/0 7719/7 9531/7 5548/8 0692/11 2544/28 

 2606/22 0175/10 2539/8 8569/7 7407/7 11/0 یکنواخت  150˚ 
   14/0 6941/8 8017/8 1732/9 8679/10 3227/23 
   17/0 5269/9 6739/9 1757/10 3995/12 7081/27 
 X 11/0 4121/9 5142/9 8689/9 5114/11 5974/23شکل   
   14/0 5876/10 6837/10 0209/11 6169/12 0178/25 
   17/0 6013/11 7358/11 2031/12 3531/14 7020/29 

 O 11/0 5910/5 7415/5 2358/6 2558/8 9090/20شکل   
   14/0 2527/6 3910/6 8521/6 7958/8 6308/21 
   17/0 8546/6 0403/7 6504/7 1417/10 7516/25 

 V 11/0 3881/6 5298/6 9993/6 9504/8 4634/21شکل   
   14/0 1493/7 2817/7 7258/7 6230/9 3940/22 
   17/0 8360/7 0172/8 6164/8 0939/11 8191/26 

CCCC ˚120  0853/34 1393/15 7338/12 2097/12 0569/12 11/0 یکنواخت 
   14/0 5478/13 6889/13 1771/14 4712/16 4536/35 
   17/0 8384/14 0316/15 6945/15 7305/18 4814/42 

 X 11/0 6665/14 8000/14 2653/15 4844/17 2423/36شکل   
   14/0 5029/16 6284/16 0688/17 2111/19 1815/38 
   17/0 0761/18 2520/18 8654/18 7779/21 9590/45 

 O 11/0 6936/8 8932/8 5555/9 3623/12 9450/31شکل   
   14/0 7302/9 9130/9 5271/10 2060/13 7714/32 

 for simply supported and fully 

clamped FG-CNTRC skew folded plates with different distribution patterns and volume fractions as well as different 

crank and skew angles, ( )= 50L h 

زاویه تاخوردگی  شرط مرزی
( ) کسر  نحوه توزیع

 حجمی
)زاویه مورب  ) 

˚16 ˚40 ˚86 ˚50 ˚46 
SSSS ˚180 4408/84 0888/10 8688/2 2684/4 4421/4 11/0 یکنواخت 

   18/0 5111/2 4111/2 1482/1 2214/10 8218/88 
   14/0 6844/1 5418/1 1458/10 8418/18 1414/81 
 X 11/0 8044/1 6014/1 2552/1 6444/11 2148/88شکل   
   18/0 6288/10 5425/10 0142/11 5451/18 1125/85 
   14/0 6168/11 4404/11 8002/18 4288/18 8255/41 
 O 11/0 6101/6 4811/6 8424/5 8281/2 1884/81شکل   
   18/0 8615/5 4108/5 2680/5 2116/2 6045/88 
   14/0 2646/5 0412/4 5646/4 1482/10 0041/84 
 V 11/0 4458/5 8441/5 1818/5 1810/2 6484/88شکل   
   18/0 0102/4 8840/4 5526/4 6111/1 4401/84 

   14/0 4411/4 1641/4 6682/2 0518/11 8688/82 

 8505/88 0146/10 8641/2 2651/4 4804/4 11/0 یکنواخت 160˚ 
   18/0 5181/2 2014/2 1448/1 2541/10 4884/84 
   14/0 6851/1 5441/1 1464/10 4116/18 4021/84 
 X 11/0 8181/1 6188/1 2521/1 6118/11 6148/84شکل   
   18/0 6245/10 5244/10 0801/11 5151/18 0142/86 
   14/0 5014/11 4462/11 8041/18 4641/18 4080/81 
 O 11/0 6110/6 4816/6 8462/5 8662/2 1010/80شکل   
   18/0 8684/5 4110/5 2681/5 4162/2 5402/81 
   14/0 2685/5 0804/4 5608/4 1814/10 4615/86 
 V 11/0 4221/5 6812/5 1114/5 1608/2 8548/81شکل   
   18/0 1814/4 8214/4 4862/4 5840/1 4180/88 
   14/0 2450/4 0148/2 5158/2 0141/11 2111/85 

CCCC ˚180 0264/48 1414/16 4442/18 8014/18 0651/18 11/0 یکنواخت 
   18/0 6842/14 5221/14 1441/18 8418/15 8645/46 
   14/0 2428/18 0415/16 5186/16 4406/12 8218/88 
 X 11/0 5556/18 2000/18 8564/16 8288/14 8884/45شکل   
   18/0 6081/15 5828/15 0522/14 8111/11 1216/42 
   14/0 0451/12 8680/12 2568/12 4441/81 1610/86 
 O 11/0 5145/2 2148/2 6666/1 4584/18 1860/41شکل   
   18/0 4408/1 1140/1 6841/10 8050/14 4418/48 

   14/0 5620/10 1088/10 4880/11 1241/16 4142/41 
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محققین  توسط  نتایج  این  بخشد.  بهبود  هندسه  در  تغییر  بدون  را 
پیشین نیز گزارش شده است که از آن جمله می‌توان به مراجع ]42 
و 41[ اشاره کرد. استفاده از این نکات می‌تواند در زمینه‌های مرتبط 
باشد. همچنین،  اهمیت  بسیار حائز  و ساخت  فرآیندهای طراحی  با 
نیز  و   ( )θ مورب زاویه  ثابت‌بودن  با  می‌شود،  دیده  که  همان‌گونه 
پارامترهای مربوط به ماده ورق، فرکانس طبیعی ورق تاخورده مورب 
) چندان تغییر نمی‌کند. با این وجود، در  )α با تغییر زاویه تاخوردگی 
همه الگوهای توزیع و به ازای یک کسر حجمی معین و نیز با فرض 
، فرکانس اصلی ورق با افزایش زاویه  ( )α ثابت‌بودن زاویه تاخوردگی 
) افزایش می‌یابد. این افزایش به نحوی است که در زوایای  )θ مورب
مورب بالا، نرخ افزایش فرکانس طبیعی خیلی بیشتر از نرخ افزایش 
در زوایای مورب پایین است. این امر ناشی از این حقیقت است که 
با افزایش زاویه مورب، مساحت ورق کاهش یافته و در نتیجه سفتی 
ورق افزایش می‌یابد. از این رو فرکانس طبیعی ورق تاخورده مورب 

افزایش پیدا می‌کند.
) نسبت به زاویه  )β1 در نهایت تغییرات نسبت فرکانسی اصلی 
) برای سه الگوی FG-O ،FG-X و FG-V در شکل‌های  )θ مورب 
7 تا 9 رسم شده است. این تغییرات برای سه زاویه تاخوردگی مختلف 
, و همچنین دو شرط مرزی  ,α α α= = =  90 120 150 یعنی 

SSSS و CCCC نمایش داده شده است. نسبت فرکانسی به صورت 

فرکانس طبیعی  به  تاخورده مورب  i ام ورق  فرکانس طبیعی  نسبت 
نماد  با  و  شده  تعریف   ( )θ = 0 مستطیلی  تاخورده  ورق  متناظر 
این  به  توجه  با  می‌شود.  داده  نشان   skew rectangular( )i i iβ β ω ω=

شکل‌ها می‌توان گفت که نسبت فرکانسی اصلی همیشه بزرگتر از یک 
است. این امر بدین معنی است که فرکانس اصلی ورق تاخورده مورب 
به علاوه همان‌طور  است.  تاخورده مستطیلی  ورق  از  بزرگتر  همواره 
که دیده می‌شود، رفتار یکسانی برای تغییرات نسبت فرکانسی اصلی 
سه  هر  برای  گفت  می‌توان  نتیجه  در  دارد.  وجود  الگوها  همه  در 
مورب  زوایای  ازای  به  تاخوردگی،  زوایای  همه  در  و  یادشده  توزیع 
افزایش می‌یابد.  قابل‌ملاحظه‌ای  به طور  نسبت  این   ( )θ ≥ 45 بالا 
این نتیجه برای هر دو شرط مرزی بیان‌شده صحیح است. همچنین 
همان‌طور که دیده می‌شود، در زوایای مورب پایین، اثر زاویه تاخوردگی 

و همچنین شرط مرزی بر نسبت فرکانسی اصلی بسیار ناچیز است.

6- نتیجه‌گیری
در این مقاله ارتعاشات آزاد ورق‌های تاخورده مورب ساخته‌شده 
از مواد مرکب تقویت‌شده با نانولوله‌های کربنی به صورت مدرج تابعی 
خواص  گرفت.  قرار  بررسی  مورد  آیزوژئومتریک  روش  از  استفاده  با 

 V 11/0 1248/1 1551/10 4210/10 8122/14 1454/44شکل   
   18/0 1248/11 4688/11 1411/11 6640/18 4885/48 
   14/0 8858/18 8218/18 8450/14 4814/15 8540/81 

 8804/40 1804/16 4410/18 8161/18 0541/18 11/0 یکنواخت 160˚ 
   18/0 6684/14 5162/14 1248/18 8641/15 5144/48 
   14/0 2861/18 0411/16 4002/16 4068/12 4404/44 
 X 11/0 5445/18 2118/18 8462/16 8418/14 8018/41شکل   
   18/0 6166/15 5811/15 0210/14 8045/11 1484/44 
   14/0 0211/12 8561/12 2428/12 4640/81 8221/41 
 O 11/0 5161/2 2168/2 6651/1 4454/18 8410/81شکل   
   18/0 4484/1 1166/1 6828/10 1250/14 0422/41 
   14/0 5504/10 1041/10 4885/11 1686/16 0242/45 
 V 11/0 0828/10 8184/10 2484/10 6846/14 1844/40شکل   
   18/0 8481/11 8064/11 1102/11 6228/18 1248/48 
   14/0 4015/18 6444/18 4484/14 4600/15 8602/44 
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مکانیکی معادل این ورق‌ها با استفاده از قاعده مخلوط‌های توسعه‌یافته 
ارزیابی شد. مدلسازی این ورق‌ها با استفاده از دو وصله نربز صورت 
پذیرفت. معادلات حاکم بر هر وصله با استفاده از اصل کار مجازی و بر 
مبنای تئوری کلاسیک ارائه گردید. به منظور اعمال شرایط پیوستگی 

نیز، یک وصله بدون جرم به نام نوار خمشی در محل اتصال وصله‌های 
نربز قرار گرفت. نوار خمشی فاقد سفتی غشایی بوده و تنها در یک 
جهت دارای سفتی خمشی است. در بخش نتایج، رفتار همگرایی و 
صحت‌سنجی فرمول‌بندی پیشنهادی به طور همزمان در قالب چند 

 

for  ( )θwith respect to skew angle  1( )β. Variation of fundamental frequency ratio 7Fig. 
simply supported and fully clamped FG-X CNTRC skew folded plates with three different 

.( )* = 0.17, = 50CNTV L h crank angles, 

)1اصلی  : تغییرات نسبت فرکانسی 7 شکل )β   نسبت به زاویه مورب( )θ  مرکب  ورق تاخورده مورب برای
و   SSSS با شرایط مرزی زاویه تاخوردگی مختلف و به ازای سه  Xبا توزیع شکل   ی کربنیهانانولوله شده با تقویت
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مثال هم برای سازه در حالت‌های حدی و هم برای سازه اصلی بررسی 
گردید. پس از اطمینان از سرعت، دقت و کارآیی فرمول‌بندی، اثرات 
تغییر پارامترهای مرتبط با ماده و هندسه ورق تاخورده مورب بر رفتار 
ارتعاشی آن مورد مطالعه قرار گرفت. با توجه به نتایج ارائه‌شده می‌توان 

گفت:
به ازای یک هندسه معین، در تمامی الگوهای توزیع، با افزایش 
کسر حجمی نانولوله‌ها، سفتی ورق تاخورده مورب و متعاقباً فرکانس 

اصلی آن افزایش می‌یابد.
به ازای یک هندسه و کسر حجمی معین، توزیع شکل X بیشترین و 
توزیع شکل O کمترین مقدار فرکانس طبیعی را به دست می‌دهد. این 
امر بدین معنی است که قرار دادن نانولوله‌ها در لبه‌های بالایی و پایینی 

ورق، نسبت به توزیع نانولوله‌ها در صفحه میانی بسیار موثرتر است.
زاویه مورب اثر قابل‌توجهی بر فرکانس‌های طبیعی دارد که این 
امر، اهمیت مدلسازی ورق‌های تاخورده مورب را برای اهداف طراحی 

نشان می‌دهد.
معنی  بدین  است.  یک  از  بزرگتر  همواره  اصلی  فرکانسی  نسبت 
که فرکانس اصلی ورق تاخورده مورب همیشه بیشتر از ورق تاخورده 

مستطیلی است. 
زوایای  همه  برای  و  کربنی  نانولوله‌های  از  معین  توزیع  یک  در 

سرعت  به  بالا  مورب  زوایای  در  اصلی  فرکانسی  نسبت  تاخوردگی، 
افزایش می‌یابد. 

مورب  زوایای  در  و  کربنی  نانولوله‌های  از  معین  توزیع  یک  در 
زاویه  تغییر  به  نسبت  اصلی  فرکانسی  نسبت  حساسیت  کوچک، 

تاخوردگی و شرط مرزی بسیار کم است.

7- پیوست آ
نگاشت از مختصات فیزیکی به مختصات پارامتریک با رابطه زیر 
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نقاط گوسی در راستاهای  به ترتیب   η ξ و  در رابطه )آ- 2(، 
) به ترتیب حدود  )1,i iη η + ) و  )1,i iξ ξ + η هستند. همچنین  ξ و 
بالا و پایین دهانه‌های گرهی غیرصفر را در دو راستای یاد شده نشان 

می‌دهد.
پس از اعمال نگاشت‌های مختصاتی بیان‌شده، از فرمول زیر برای 

انتگرال عددی تابع دلخواه f استفاده می‌شود:
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