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Modeling and trajectory tracking control of non-holonomic mobile robot with revolute-
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ABSTRACT:  One of the main topics in the field of robotics is the modeling and control of mobile 
robots in the trajectory tracking problem. In this paper, the kinematic and dynamic models of a 
manipulator connected by revolute-prismatic joints and installed in a non-holonomic wheeled mobile 
platform are first derived by applying the recursive Gibbs-Appell method. Indeed, by employing this 
dynamic methodology, one gets rid of the difficulties of Lagrange Multipliers that originate from non-
holonomic constraints. Then, a nonlinear predictive approach is applied to design the kinematic and 
dynamic control laws to generate trajectory tracking control commands of the non-holonomic robot. 
In this method, the nonlinear responses of the mobile robot are predicted using the Taylor series. The 
optimal control laws are analytically developed by minimizing the difference between the predicted and 
the desired responses of the system outputs. The obtained control inputs from a multivariable kinematic 
controller in the first stage are then used as the desired values to be tracked by the dynamic controller. 
Finally, the results of numerical simulations are then presented to emphasize the ability of the proposed 
method in the mathematical modeling and simultaneous trajectory tracking control of the mobile base 
and end-effector of such complex robotic systems. 
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1. INTRODUCTION
Moving manipulators typically comprise underactuated 

systems under non-holonomic constraints. The main 
specification of underactuated systems is that for them the 
number of states that are to be controlled is higher than the 
number of control inputs. Also, the dynamics of coupling 
between a moving platform and manipulator arm, and the 
existing nonlinearities and model uncertainties create many 
control challenges for the trajectory tracking of moving 
manipulators. Diverse techniques have been presented by the 
researchers to deal with these problems, including the use of 
sliding mode control [1], robust control [2], fuzzy control [3], 
adaptive control [4], and neural network control [5]. However, 
the results of this work are limited to a moving platform only 
and it does not reflect the coupling effects arising from the 
installation of a mechanical arm on it. 

2. SYSTEM KINEMATICS
This paragraph presents the kinematics of a multi-rigid-

link robotic manipulator with R-S joints which is installed 
on a moving base. Each link’s coordinate system (xiyizi) is 
oriented based on the laws proposed by Denavit & Hartenberg 
(D-H). The frame attached to the moving platform is x0y0z0, 
whose origin is fixed at Point P; the x0 axis is along the axis 
of symmetry of the moving base, y0 is along the rolling 
wheels’ axis of rotation (toward the left rolling wheel), and 
the z0 axis completes the orthogonal coordinate system. Also, 
the ground-fixed XGYGZG frame can be taken as the global 

reference frame. 
To accomplish the mathematical modeling of the above 

robotic system, the succeeding assumptions are adopted: 
1) the wheels roll on an even surface without slipping, 
2) The moving base is confined to travel in the XGOGYG 
plane, and 3) To uphold the no-slipping condition, Point 
P’s velocity is assumed to be co-linear with the platform’s 
axis of symmetry.

3. SYSTEM DYNAMICS 
The G-A formulation uses the Gibbs function (acceleration 

energy) to get the motion equations of a mechanical system. 
For this reason, a set of independent quasi-velocities is 
selected. These are quantities that are linear combinations 
of the generalized velocities but which cannot be integrated 
into the generalized coordinates. After constructing the 
Gibbs function in terms of accelerations, we calculate the 
differentiations of this function with respect to the selected 
quasi-accelerations. Finally, by equating the obtained result 
to the generalized forces associated with the quasi-velocities, 
the governing motion equations are derived. It can be easily 
proved that the Gibbs function for a rigid body has the 
following form
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m and GI  respectively denote the mass and moment of 
inertia about the centroid, Ga  is the centroid’s acceleration, 
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velocity and acceleration, and ω~  indicates the skew-
symmetric matrix associated with vector ω
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The inverse dynamic motion equations of the examined 

moving robotic system are obtained as
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where U  are the generalized forces associated with 
quasi-velocities For control purposes, it is desired to group 
the coefficients of quasi-accelerations on the left-hand side of 
the equations and to arrange the remaining dynamic effects on 
the right-hand side. By organizing these differential equations 
in a matrix format, the direct dynamic motion equations are 
derived as
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quasi-velocities is selected. These are quantities that are 
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which cannot be integrated into the generalized 
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of this function with respect to the selected quasi-
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Where where U  are the generalized forces associated 
with quasi-velocities For control purposes, it is desired 
to group the coefficients of quasi-accelerations on the 
left left-hand side of the equations and to arrange the 
remaining dynamic effects on the right right-hand side. 
By organizing these differential equations in a matrix 
format, the direct dynamic motion equations are derived 
as 
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4. Problem statement Statement and control Control 
system System designDesign 

The main task of the suggested control system is to 
determine the input torques that are applied to the 
respective rolling wheels and to the rotary manipulator 
joint and to obtain the input force exerted on the sliding 
joint of the manipulator, so that the actual robot’s 
platform and end-effector can follow the trajectory of 
the reference robot’s platform and end-effector. There 
are two phases in the suggested control system. In the 
initial phase, a kinematic controller is designed to find 
the proper input velocities that can converge the 
position errors of the system to zero. Then, a dynamic 
controller is designed to derive the control torques and 
forces that can converge the robot’s angular and linear 
velocities to the desired linear and angular velocity 
inputs obtained from the kinematic controller. 
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4. PROBLEM STATEMENT AND CONTROL SYSTEM 
DESIGN

The main task of the suggested control system is to 
determine the input torques that are applied to the respective 
rolling wheels and the rotary manipulator joint and to obtain 
the input force exerted on the sliding joint of the manipulator 
so that the actual robot’s platform and end-effector can 
follow the trajectory of the reference robot’s platform 
and end-effector. There are two phases in the suggested 
control system. In the initial phase, a kinematic controller is 
designed to find the proper input velocities that can converge 
the position errors of the system to zero. Then, a dynamic 
controller is designed to derive the control torques and forces 
that can converge the robot’s angular and linear velocities to 
the desired linear and angular velocity inputs obtained from 
the kinematic controller.

5. TRACKING ERROR FORMULATION
To design a kinematic controller for the mentioned robotic 
system, the tracking error of the entire system (including 
the traveling base and the link of the manipulator) should be 
evaluated as
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In the next section, we use the tracking error dynamics 
(Eqs. (6) through (10)) to design the kinematic controller.

6. KINEMATIC CONTROL DESIGN
Here, a novel kinematic controller will be developed by 

employing the predictive control scheme. For this purpose, 
Eqs. (6) through (10) are expressed in the format of state 
space as
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The purpose of this section is to stabilize the underactuated 
robotic system described by Eqs. (11) through (15) by finding 
proper control laws. Hence, according to the state-space 
model of the considered system, these output functions can 
be written as

( )rxxy 0211 sgn- θβ = � (16)
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In this method, system outputs for subsequent time steps 
are initially predicted using Taylor series expansion and 
then the current control inputs are found by continuously 
minimizing the predicted tracking errors. In this respect, 
for stabilization problems, a quadratic point-wise objective 
function can be defined as
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The predicted output response in subsequent time steps 
is approximated by the Taylor series expansion at time t, as 
follows:
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The output equations and their derivatives are substituted 
into Eq. (19) and then inserted into Eq. (18) to acquire the 
expanded objective function as a function of control inputs. 
The optimal control laws for ui(t), are then obtained by 
minimizing the objective function. So, the control inputs are 
derived by applying the necessary optimality condition:
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∂
∂
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7. DEVELOPMENT OF THE DYNAMIC CONTROL 
LAWS

Here, a nonlinear prediction-based controller is developed 
by employing the robotic manipulator’s dynamic models. In 
state-space format, this system’s dynamic model (expressed 
by Eq. (5)) can be represented as
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The design of the predictive controller for the dynamic 
model is similar to that of the kinematic model. The objective 
here is to maintain the system outputs close to desired 
responses achieved in the previous section. Here again, a 
point-wise objective function that minimizes the tracking 
error for subsequent time steps is presented as
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Where
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Performing a first-order Taylor series expansion is enough 
to obtain yi, and their desired values (i.e., yi,d).
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Substituting Eq. (24) into Eq. (23) and subsequently into 
the performance index present by Eq. (22) and using the 
state-space form of the dynamic motion equations (Eq. (21)) 
yields
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Now, by enforcing the optimality condition, the optimal 
control rules can be extracted as
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8. CONCLUSION
In this article, the motion equations of a single link 

movable robotic manipulator with R-S joints are extracted 
in closed-form. The dynamic model is based on the G-A 
methodology to derive the motion equations of the 
mentioned robotic system. Then, by using the predictive 
control approach, a kinematic controller has been optimally 
and recursively designed to get the preferred angular and 
linear velocities of the movable platform and manipulator 
links so that their position error dynamics converge to zero. 
Furthermore, a dynamic controller has also been analytically 
and symbolically developed to track the desired velocities 
obtained from the kinematic controller and also to find the 
proper dynamic control laws in the form of input control 
torques and forces. 
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مدل‌سازی و کنترل مسیر ربات سیار غیرهولونومیک 
 با مفاصل دورانی-کشویی 

حسین میرزائی‌نژاد*، علی محمد شافعی 

دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه شهید باهنر، کرمان، ایران

ابتدا،  مقاله  این  در  است.  رباتیک  در  مطرح  مباحث  از  یکی  سیار،  ربات‌های  مسیر  کنترل  و  مدل‌سازی  خلاصه: 
با چرخ‌های  سيّار  پایه  یک  روی  که  دورانی-کشویی  مفاصل  با  مکانیکی  بازوی  یک  دینامیکی  و  سینماتیکی  مدل 
غیرهولونومیکی قرار دارد، به روش گیبس-اپل ارائه شده است. در واقع، مزیت استفاده از این روش دینامیکی این است 
که می‌توان از مشکلات ضرایب لاگرانژ که از قیود غیرهولونومیک ناشی می‌شوند، رهایی یافت. سپس از روش کنترل 
پیش‌بین غیرخطی برای پیدا کردن قوانین کنترل سینماتیکی و دینامیکی برای ردیابی مسیر مرجع استفاده شده 
است. اساس این روش، پیش‌بینی پاسخ‌های مدل غیرخطی ربات در بازه زمان پیش‌بین با استفاده از بسط سری تیلور 
می‌باشد. قوانین کنترلی بهینه بر اساس کمینه کردن اختلاف بین پاسخ‌های مطلوب و پیش‌بینی شده خروجی‌های 
سیستم، به‌صورت تحلیلی توسعه داده می‌شوند. قوانین کنترلی استخراج شده منجر به خطی‌سازی فیدبک خواهند 
شد. کنترل‌کننده سینماتیک سرعت‌های زاویه‌ای و خطّی مطلوب پایه سیّار و بازوهای مکانیکی را به‌دست می‌آورد. 
سپس، سرعت‌های مطلوب به‌دست آمده به‌عنوان مقادیر مطلوب برای طراحی کنترل‌کننده دینامیکی مورد استفاده 
قرار می‌گیرد. در پایان، نتایج حاصل از شبیه‌سازی عددی به‌منظور تأکید بر توانایی روش ارائه شده در مدل‌سازی 

ریاضی و کنترل ردیابی مسیر همزمان پایه سیّار و مجری نهایی نشان داده شده است.
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1- مقدمه
امروزه مسئله مدل‌سازی سینماتیکی و دیناميکي و کنترل ردیابی 
مسیر بازوهای سیّار مکانیکی توجّه بسیاری از پژوهشگران را به خود 
جلب کرده است. بسیاری از این کارها به ربات‌های متداولي که تنها 
است که  واضح  مفاصل دورانی تشکيل شده‌اند، محدود می‌شوند.  از 
عملکرد این بازوهای رباتیکی با اضافه شدن مفاصل رفت و برگشتی به 
شدّت افزایش می‌یابد. در واقع، قابلیّت تحرّک ربات سیّار با قابلیت‌های 
سیستم‌های  این  که  می‌شود  باعث  مکانيکي  بازوهاي  دستکاری 
رباتیکی به‌طور گسترده در صنایع مختلف از جمله نیروگاه‌های برق، 
نیروگاه‌های هسته‌ای، کارخانه‌هاي شيميايي، کارخانه‌هاي داروسازي 

مورد استفاده قرار گیرند. 

فراوان در مورد سینماتیک ربات‌های چرخدار،  علیرغم مطالعات 
تنها تعداد کمی از آنها مربوط به مدل‌سازی کامل دینامیکی اين دست 
از سیستم‌های رباتیکی است. از گذشته تا به امروز، هنوز مدل‌بندی 
معادلات  استخراج  برای  روش‌ها  رایج‌ترین  اویلر  نیوتون-  و  لاگرانژ 
حاکم براي ربات‌های سیّار چرخدار با قیود غیرهولونومیک می‌باشند. 
به‌عنوان مثال يک ربات همکار که در آن پايه سيّار بر روي يک سطح 
صفحه‌اي حرکت مي‌کند، توسّط خطيب و همکاران مدل‌سازي گرديد 
]1[. از سوی دیگر با در نظر گرفتن قیود غیرهولونومیک برای سیستم 
ظاهر  حرکت  دینامیکی  معادلات  در  لاگرانژ  ضرایب  مطالعه،  مورد 
خواهند شد که تنها با استفاده از مدل‌بندی لاگرانژ محاسبه مي‌شوند. 
در واقع ضرایب لاگرانژ نیروهای عکس‌العملي هستند که توسط زمین 
به سیستم اعمال می‌شوند. به‌منظور اجتناب از ضرايب لاگرانژ، در ]2[ 
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يک پايه سيّار با استفاده از معادلات کين مورد بررسي قرار گرفته است. 
مدل‌سازي  در  کين  مدل‌بندی  از  استفاده  مزاياي  به  تحقيق  اين  در 
قيود  نظر گرفتن  در  مناسب جهت  ابزار  از  استفاده  و  پايه‌هاي سيّار 
کامل  مدل  يک   ]3[ در  همچنين  است.  شده  اشاره  غيرهولونوميک 
از مدل‌بندی کين توسط  استفاده  با  بازوی مکانیکی سيّار  براي يک 
تانر و کرياکپوس ارائه گرديده است. در اين تحقيق يک دسته معادله 
ديناميکي، همچنين يک دسته معادله قيدي براي بازوی مکانیکی با 
ارائه گرديده است. تحقیقات مذکور به مدل‌سازی ریاضی  پايه سيّار 
شده‌اند،  تشکيل  دورانی  مفاصل  از  تنها  که  سیّار  مکانیکی  بازوهاي 
محدود شده است؛ و مفاصل رفت و برگشتی در اينگونه از سيستم‌ها 
در نظر گرفته نشده است. حرکت همزمان پایه و قابلیت‌های دستکاری 
بازوهاي مکانیکی که از مفاصل دوراني-کشويي تشکيل شده‌اند، قابلیّت 
عملیاتی این نوع از سیستم‌های رباتیکی را به‌طرز چشمگيري افزایش 
پایه سیّار غیرهولونومیک  اثرات کوپلینگ بین  این حال  با  می‌دهند. 
و بازوی مکانیکی هولونومیک، دشواری مدل‌سازی دینامیکی اينگونه 
از سيستم‌ها را در پي دارد. علاوه بر این، اگر تعداد بازوهای بیشتري 
در ساخت یک بازوی رباتیکی سیّار مورد استفاده قرار گیرد، استخراج 
معادلات حرکت دینامیکی سیستم به‌صورت دستی کاري طاقت‌فرسا 
و زمان‌بر است. بنابراین برای استخراج خودکار معادلات حرکت، انتظار 
معادلات  آوردن  به‌دست  برای  بازگشتی  الگوریتم  یک  از  که  می‌رود 
متعدّدی  بازگشتی  الگوریتم‌های  که  چند  هر  شود.  استفاده  حرکت 
است  شده  استفاده  سری  ربات‌های  حرکت  معادلات  استخراج  برای 
]6-4[، اما تنها تعداد کمی از آنها برای بازوهای رباتیکی سيار قابل 
الگوريتم  يک  از   ]7[ در  سيّار،  پايه  با  ربات  زمينه  در  هستند.  اجرا 
ربات  معادلات حرکت  و سيستماتيک  توليد خودکار  براي  بازگشتي 
سيّار با قيود غيرهولونوميک استفاده شده است. روش پيشنهادي، يک 
روش عمومي و کليّ براي استخراج معادلات حرکت ربات با پايه سيّار 

محسوب مي‌گردد که در آن از اصل کار مجازي استفاده شده است. 
از آنجايي که تأکيد اين مقاله بر استخراج معادلات حرکت با استفاده 
از مدل‌بندی گيبس-اپل مي‌باشد، اهمّ کارهايي که در اين زمينه انجام 
شده است به شرح زير ارائه مي‌گردد. در زمينه رباتيک پوپوف روشی 
بسط  برای  وکوبراتوويچ  و  پوتکنجاک  توسّط  بعدها  که  کرد  طرح  را 
يک عبارت به‌شکل بسته که از پيچيدگی محاسباتی بالايی برخوردار 
ورشچاگين  توسط  ديگر  روشی   .]8[ گرفت  قرار  استفاده  مورد  بود، 

پيشنهاد شد که معادلات حرکت بازوی مکانیکی را از اصول گاوس و 
تابع گيبس استخراج می‌کرد ]9[. اين روش بعدها توسط تو و روداس 
برای حلّ مسئله ديناميک معکوس ربات‌ها استفاده شد ]10[. ماتا و 
همکاران در تحقيقي، دو الگوريتم برای حلّ مسئله ديناميک معکوس 
بر پايه معادلات گيبس-اپل ارائه نمودند ]11[. در هر دو الگوريتم از 
پيچيدگی  از  الگوريتم  اوّلين  است.  شده  استفاده  برداری  متغيّرهای 
)2 برخوردار است و از الگوريتم دوّم کارايی کمتری  )O n محاسباتی 
) برخوردار است  )O n دارد؛ ولی الگوريتم دوّم از پيچيدگی محاسباتی 
است.  شده  مقايسه  نيوتن-اويلر  روش  پايه  بر  حرکت  معادلات  با  و 
پروونزانو و همکاران در تحقيقي روشی برای محاسبه تانسور اينرسی 
تعميمي‌افته ربات‌ها بر پايه توابع گيبس-اپل ارائه کردند ]12[. در اين 
شده  ارائه   ( )O n پيچيدگی  با  مفيد  بازگشتی  الگوريتم  يک  روش 
است که برای نوشتن برنامه‌ای به زبان فرترن از آن استفاده می‌شود. 
سرانجام ماتا و همکاران برای تکميل کارهای قبلی خود در تحقيقي 
مسئله مدل ديناميکی ربات‌ها با بازوهای صلب و اتصّالات ايده‌آل را 
در  چه  و  مستقيم  حالت  در  چه  گيبس-اپل  معادلات  از  استفاده  با 
حالت معکوس به‌طور کامل شرح دادند ]13[. اخيراً کورایم و شافعي 
از مدل‌بندی گیبس-اپل در استخراج معادلات  بهره‌گیری  به منظور 
غیرهولونومیک  و  هولونومیک  قیود  با  رباتیکی  سیستم‌های  حرکت 
یک الگوریتم بازگشتي را بر اساس ماتریس‌های دوران 3⨯3 برای به 
دست آوردن معادلات حرکت ربات‌های زنجیره‌ای صلب و انعطاف‌پذیر 
توسعه داده‌اند ]27-14[. آنها همچنين از اين الگوريتم بازگشتي برای 
به‌دست آوردن معادلات حاکم در ربات‌های سیّار همکار و همچنین در 
بازوهاي مکانيکي سیّاری که به وسیله مفاصل دورانی-کشویی به هم 
متصل هستند، بهره جستند ]31-28[. با این حال همه این کارها به 
اهداف مدل‌سازی دینامیکی محدود بوده و هیچ سیستم کنترلی برای 
ردیابی مسیرهای پایه سیّار و مجری نهایی در سیستم‌های رباتیکی 

مذکور طراحی نشده است.
ویژگی اصلی بازوهای مکانیکی سيّار، زیر تحریک بودن آنها است. 
بدين معنا که تعداد ورودی‌های کنترلی در اينگونه از سيستم‌ها کمتر 
از متغيّرهاي حالتي است که باید کنترل شوند. علاوه بر این، بر اساس 
کنترل  برای  پایدارساز  کنترلي  قوانین  طراحی   ]32[ براکت  تئوری 
حرکت این سیستم‌های غیرهولونومیک، یک کار چالش برانگیز است. 
زیرا هیچ فيدبک پیوسته‌اي نمی‌تواند برای پایداری چنین سیستم‌‌هایی 
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اعمال شود. همچنین کوپلینگ دیناميکی بین ربات سيّار و بازوهای 
و  سيستم  اين  رياضي  مدل  بودن  غیرخطّی  و  سو،  يک  از  مکانیکی 
از سويي ديگر، چالش‌های کنترلی جذابی را  عدم قطعیّت‌های مدل 
ایجاد کرده است ]33[. روش‌های  بازوهای سیّار  برای ردیابی مسیر 
متنوعی برای حلّ این مشکلات ارائه شده است که می‌توان به استفاده 
از کنترل مد لغزشی ]34[، کنترل مقاوم ]35[، کنترل فازی ]36[، 
بهینه  کنترل  و   ]38[ عصبی  شبکه  کنترل   ،]37[ تطبیقی  کنترل 
برای  تطبیقی  کنترل‌کننده  یک   ]40[ مرجع  در  کرد.  اشاره   ]39[
ردیابی مسیرهای مطلوب بازوی رباتیکی سیّار با وجود عدم قطعیّت‌ها 
غیرفعّال  تطبیقی  کنترل‌کننده  یک   ]41[ بوکاتایا  شد.  داده  توسعه 
جهت کنترل بازوهاي مکانيکي سیّار غیرهولونومیک را با فرض وجود 
عدم قطعیّت‌ و اغتشاشات پیشنهاد نمود. چن ]42[ یک کنترل‌کننده 
برای  عقب  به  برگشت  روش  از  استفاده  با  را  تطبیقی  لغزشی  مد 
افزایش مقاومت مسئله تعقيب مسير طراحی کرد. در کار تحقيقاتي 
برابر عدم  ديگري یک کنترل‌کننده تعقيب مسير تطبیقی مقاوم در 
قطعیّت‌های ساختاری و اغتشاشات خارجی توسط پنگ پیشنهاد شده 
چند  کنترل‌کننده‌   ،]44[ مرجع  در  محقّقان  همچنین   .]43[ است 
متغیّره‌اي را به‌صورت تحلیلی به‌منظور تعقيب مسیر ربات‌های سیّار 
با استفاده از روش کنترل پیش‌بین غیرخطّی توسعه دادند. نتایج این 
کار به یک پایه سیّار محدود است و اثرات کوپلينگ ناشی از نصب یک 

بازوی مکانیکی بر روی آن در نظر گرفته نشده است. 
شده  استفاده  غیرخطی  پیش‌بین  کنترل  روش  از  مقاله  این  در 
که در ادامه به مزیت‌های آن اشاره خواهد شد. این روش غیرخطی 
مبتنی بر بهینه‌سازی است و قوانین کنترلی به شکل تحلیلی و فرم 
کنترل‌کننده  آسان  پیاده‌سازی  موجب  که  می‌شوند  استخراج  بسته 
به دلایلی که در ادامه بیان خواهد شد، می‌شود. اساساً دو نوع روش 
از روش  استفاده  دارد:  بهینه وجود  کنترل  در حل مسائل  کلاسیک 
به  منجر  که  بهینه  کنترل  مسئله  حل  برای  دینامیکی  برنامه‌ریزی 
بلمن1  جاکوبی-  همیلتون-  جزئی  مشتقات  با  دیفرانسیل  معادلات 
می‌شود که بایستی به نوعی حل گردند. روش دوم استفاده از روش 
حساب تغییرات است که خود منتهی به حل معادلات دیفرانسیل با 
کلاسیک  روش‌های  از  استفاده  اما  می‌شود.  جداگانه2  مرزی  شرایط 
برای سیستم‌هایی که دینامیک آنها غیرخطی است دارای مشکلاتی 

1   Hamilton–Jacobi–Bellman (HJB)
2   Two-Point Boundary Value (TPBV)

می‌باشد؛ چرا که در این حالت یا باید مسئله غیرخطی و یا معادلات با 
مشتقات جزئی برای یک سیستم غیرخطی حل شوند. برای حل این 
پیدا کرد و حتی در  راه حل تحلیلی  به ندرت می‌توان  گونه مسائل 
بسیاری موارد که اثرات غیر خطی مدل شدید باشند، هرگز نمی‌توان 
جواب تحلیلی ارائه نمود. استفاده از روش‌های عددی نیز در این موارد 
آسان نبوده و مستلزم بهینه‌سازی دینامیکی همزمان می‌باشد که خود 

باعث تأخیر در سیستم شده و عوارض نامطلوب دارد. 
سیستم‌های  بهینه  کنترل  مسئله  فوق،  مشکلات  به  توجه  با 
غیرخطی یکی از موضوعات روز کنترل می‌باشد. به‌عنوان یک روش 
عملی جایگزین برای حل مسائل کنترل بهینه سیستم‌های غیرخطی 
که در آن نیازی به حل معادلات دیفرانسیل با شرایط مرزی جداگانه 
و یا معادلات با مشتقات جزئی نیست، روش کنترل پیش‌بین مبتنی 
بر مدل3  می‌باشد. اما از مشکلات عمده این روش برای سیستم‌های 
از  یکی  می‌باشد.  همزمان  دینامیکی  بهینه‌سازی  به  نیاز  غیرخطی، 
یک  دارد.  به‌دنبال  بالا  محاسبات  که  است  تأخیری  مهم،  مشکلات 
روش،  این  از  استفاده  در  همزمان  محاسبات  از  اجتناب  برای  روش 
توسعه کنترل پیش‌بین حلقه بسته است. در این روش، پاسخ غیرخطی 
تیلور پیش‌بینی  بازه زمان بعدی توسط بسط سری  سیستم در یک 
پیدا می‌شود که  فعلی چنان  لحظه  در  قانون کنترلی  و سپس  شده 
خطای ردیابی پیش‌بینی شده مینیمم گردد. در این مقاله، این روش 
برای کنترل ردیابی مسیر حرکت یک بازوی مکانیکی سیّار که از یک 
صلب  مکانیکی  بازوی  یک  و  غیرهولونومیک  چرخ‌های  با  سیّار  پایه 
که توسط مفاصل دورانی-کشویی به هم متصل شده‌اند، توسعه داده 
می‌شود. پس از مدل‌سازی سینماتیکی و دینامیکی سیستم رباتیکی 
مذکور، یک کنترل‌کننده سینماتیکی به‌صورت تحلیلی با یک فرآیند 
بهینه‌سازی استخراج می‌شود و پایداری این سیستم حلقه بسته ثابت 
می‌شود. همچنین در این بخش کنترل‌کننده‌ دینامیکی این سیستم با 
استفاده از روش مشابه به‌دست می‌آید. سپس عملکرد روش کنترلی 
کامپیوتری  از طریق شبیه‌سازی  قطعیّت‌ها  با وجود عدم  پیشنهادی 

مورد ارزیابی قرار می‌گیرد.

2- مدلسازی 
2-1- سینماتیک سیستم

در این بخش سینماتیک ربات با بازو‌هاي صلب و مفاصل دورانی-
قرار  بررسی  مورد  گرفته  قرار  سیّار  پایه  یک  روی  بر  که  کشویی 

3   Model-Based Predictive Control (MPC)
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یک  بازو  هر  به  )دناویت-هارتنبرگ(  قاعده  طبق  )شکل1(.  می‌گیرد 
( اختصاص می‌یابد. علاوه بر  2 2 2x y z 1 و  1 1x y z دستگاه مختصات )
0 چارچوب متّصل به پایه سیّار است که در سینماتیک  0 0x y z اين 
که  گرفت؛  نظر  در  مرجع  را چارچوب  آن  می‌توان  رباتیکی  بازوهاي 
تقارن  محور  امتداد  در   0x محور  دارد،  قرار   P نقطه  در  آن  مبدأ 
0y در امتداد محور چرخش چرخ‌ها )به سمت چرخ  پایه سیّار است، 

متعامد  مختصات  دستگاه  کننده  تکميل   0z محور  و  چپ(  سمت 
G سیستم مختصاتی است که به زمین متّصل است و  G GX Y Z است. 

می‌تواند به‌عنوان چارچوب اینرسی در نظر گرفته شود. 
زیر در نظر  پایه سیّار فرضیّات  با  بازوی مکانیکی  در مدل‌سازی 

گرفته می‌شود:
1- هیچ‌گونه لغزشی بین چرخ‌ها و زمین وجود ندارد )در حقیقت 

 

Fig.1. Schematics of a single link moving robot with rotary-sliding joints 

کشویی -دورانی مفاصل با بازو  ربات سیار تک: ۱شکل   
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Fig.1. Schematics of a single link moving robot with rotary-sliding joints

شکل 1: ربات سيار تک بازو با مفاصل دورانی-کشویی
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تماس از نوع غلتش خالص فرض می‌شود(.
 محدود گردیده و هیچ‌گونه 

G G GX O Z 2-‌ حرکت پایه به صفحه 
Z انجام نمی‌پذیرد. حرکتی در امتداد محور 

P در امتداد محور دوران پایه سيّار )نقطه  3-‌ عدم حرکت نقطه 
تقاطع محور تقارن پایه سیّار با محور دوران چرخ‌ها( مفروض است.

P نسبت به دستگاه  با توجه به آخرین فرض سرعت واقعی نقطه 
( به‌ فرم زیر ارائه می‌گردد. 0 0 0x y z مختصات متصل به پایه سیّار )

0 0
0P Pv v x=

  �)1(

شتاب  و  سرعت  اکنون  است.   { }T0
0 1 0 0x =
 آن  در  که 

زاویه‌ای پایه سیّار و بازوی مکانیکی در دستگاه مرجع محلی خود به‌ 
صورت زیر بیان می‌شود.

0 0
0 0 0zω θ= 

 �)2(

( )1 1
1 0 1 1zω θ θ= +
 

  �)3(

} می‌باشد. از آنجا که روش  }T0 1
0 1 0 0 1z z= =
  به‌طوری که 

پیشنهادی در این مقاله بر اساس مدل‌بندی گیبس-اپل است مقدار 
‌P لازم است، که می‌توان آن را با مشتق گرفتن  شتاب مطلق نقطه 

از معادله )1( نسبت به زمان به‌دست آورد.

0 0 0
0 0 0P P pv v x v yθ= +

  

 

 �)4(

} است. اکنون با داشتن سرعت مطلق  }T0
0 0 1 0y =
 که در آن 

P و سرعت زاویه‌ای پایه، شتاب مطلق مرکز جرم مجموعه پایه  نقطه 
( و همچنین شتاب مطلق مرکز جرم بازوی مکانیکی در  0G و چرخ‌ها )

دستگاه مختصات محلی آنها به‌صورت زیر بیان می‌شود.

( ) ( )0

0 2 0 0
0 0 0 0 0G P Pv v d x v d yθ θ θ= − + +

  

   

 �)5(

�)6(

 ، 1 1cosC θ= 0G است. همچنین  P و  dفاصله بین نقطه  که   
1 می‌باشند.  1sinS θ=

همانگونه که در بالا ذکر شد چرخ‌های پایه سیّار بدون لغزش روی 
زمین حرکت می‌کنند. بنابراین سرعت مطلق مرکز چرخ‌های چپ و 
 ) 0 0 0x y z ( سیّار  پایه  به  متصل  محلی  مختصات  دستگاه  در  راست 

به‌صورت زیر بیان می‌شود.

0 0 0 0
/ / 0 0 / 0L R L R a a L Rv y r z r xθ θ= × =

   

  �)7(

ar شعاع  ×( عملگر ضرب خارجی را نشان می‌دهد و  که در آن )
زاویه‌ای چرخ‌های سمت  به‌ترتیب سرعت   Rθ Lθ و  دوران چرخ‌ها و
چپ و راست در امتداد محور دوران چرخش چرخ‌ها را نشان می‌دهد. 
همچنین سرعت مرکز چرخ‌ها )چپ یا راست( به‌صورت زیر محاسبه 
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 
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P و مرکز دوران چرخ‌ها است. با توجه به  a فاصله بین نقطه  که 
معادلات )7( و )8( داریم:

( )/ 0
1

L R P
a

v a
r

θ θ= 

 �)9(

معادلات  استخراج  مقاله  این  تأکید  شد،  ذکر  قبلًا  که  همانگونه 
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انتخاب می‌شود. پس از تشکیل تابع گیبس بر حسب جملات شتاب، 
با  نهایت  در  می‌گیریم.  مشتق  شتاب‌ها  شبه‌  به  نسبت  تابع  این  از 
مساوی قرار دادن نتیجه به‌دست آمده با نیروهای تعمیم‌یافته مرتبط 
با شبه‌ سرعت‌ها معادلات حاکم بر حرکت به‌دست می‌آیند. می‌توان 
تابع گیبس برای یک جسم صلب به‌فرم زیر  به‌راحتی ثابت کرد که 

ارائه می‌گردد.

1 1
2 2

T T T
G G G GS m a a I Iω ω ω ω ω= ⋅ + ⋅ + ⋅
     

  

 �)11(

اینرسی  ممان  و  جرم  بیانگر  به‌ترتیب   GI m و  بالا  معادله  در 
و   ω و  جرم  مرکز  شتاب   Ga هستند.  مرکز جرم  به  نسبت  جرمی 
هستند.  صلب  جسم  زاویه‌ای  شتاب  و  زاویه‌ای  سرعت  به‌ترتیب   ω
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رباتیک نشان داده شده در شکل 1 از چهار جسم صلب تشکیل شده 
است. این اجسام عبارت است از: یک پایه سیّار، دو چرخ و یک بازوی 
پایه  در جرم  راست  و  که جرم‌های چرخ‌های چپ  آنجايي  از  صلب. 
0G مرکز جرم پایه سیّار و چرخ‌ها می‌باشد. لذا با  سیّار ادغام شده‌اند، 
استفاده از معادله )11( تابع گیبس برای بازوهاي مکانیکی پایه سیّار 

به‌صورت زیر نوشته می‌شود.

�)12(

 ممان اینرسی جرمی 
0GI 0m جرم کل پایه سيّار و چرخ‌ها و  که 

0G عبور می‌کند، است.  پايه سيّار حول محور عمودی که از مرکز جرم 
 ممان اینرسی جرمی بازو حول محور 

1GI 1m جرم بازو و  همچنين 
wI ممان اینرسی  هستند. در پايان  1G عمودی گذرنده از مرکز جرم  
بقیه  می‌باشد.  چرخ‌ها  دوران  محور  حول  راست  و  چپ  چرخ‌های 
عبارات قبلًا نام‌گذاری شده است. با جایگذاری معادلات )2( و )3( و 
همچنین معادلات )5( و )6( فرمول گیبس-اپل برای کل سیستم بر 
حسب مجموعه‌ای از شبه ‌شتاب‌های مستقل به‌دست می‌آید. جهت 
اجتناب از طولانی شدن مقاله، این تابع اسکالر در پیوست )معادله الف 

-1( ارائه شده است. 

در روش گیبس-اپل معادله حرکت با مشتق‌گیری از تابع گیبس 
به  نیاز  بنابراین  می‌آید.  به‌دست  مستقل  شبه‌‌شتاب‌های  به  نسبت 
 /S η∂ ∂  و   1/S θ∂ ∂   ، 0/S θ∂ ∂   ، / PS v∂ ∂  جملات،  محاسبه 
آورده  الف-5(  تا  الف-2  )معادلات  پیوست  در  عبارت‌ها  این  داريم. 

شده‌اند.
معادلات حاکم بر ربات با در نظر گرفتن نیرو‌های تعمیم‌یافته مرتبط 
گشتاورهاي  تنها  می‌کنیم  فرض  می‌گردد.  تکمیل  شبه‌سرعت‌ها  با 
Lτ که به‌ترتيب به چرخ‌های راست و  Rτ و  خارجی وارد بر سيستم، 
τ به مفصل دورانی اعمال می‌شوند. همچنين نیروی  چپ و گشتاور 
F به مفصل کشویی وارد می‌شود. بنابراین کار تعمیم‌یافته را می‌توان 

به‌صورت زیر نوشت:

�)13(

با جایگذاری معادله )9( در معادله )13( کار تعمیم‌یافته بر حسب 
شبه ‌سرعت‌ها به‌صورت زیر‌ به‌دست می‌آید:

�)14(

گشتاور  از  ناشی  تعمیم‌یافته  نیرو‌های  آوردن  به‌دست‌  برای 
شبه  به  نسبت   )14( معادله  از  که  است  کافی  خارجی  نیرو‌های  و 

‌سرعت‌ها مشتق بگیریم. 
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∂
�)15(

( )
0

R L
a

U a
r

τ τ
θ
∂

= −
∂ 

�)16(

1

U τ
θ
∂

=
∂ 

�)17(

U F
η

∂
=

∂ 
�)18(

حال، معادلات حرکت دینامیک معکوس سیستم رباتیکی مذکور 
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یس پادمتقارن تریک ما  ωاي جسم صلب هستند. همچنین  اي و شتاب زاویه اویه ت زسرع رتیب  تبه   ωو    ωرم و  ج
صلب تشکیل شده است. این اجسام م  جس  چهاراز    1است. سیستم رباتیک نشان داده شده در شکل    ωمرتبط با بردار  

در جرم پایه    هاي چپ و راستهاي چرخصلب. از آنجایی که جرم  بازوي  یک  خ وچر  ر، دو سیاّ  عبارت است از: یک پایه
  براي بازوهاي) تابع گیبس  11با استفاده از معادله (  لذاباشد.  ها میمرکز جرم پایه سیاّر و چرخ 0G،  دناسیاّر ادغام شده

 شود.صورت زیر نوشته میمکانیکی پایه سیاّر به
 
 

)12(

( )

1

0

2 2

1 1
2 2

1
2

i i i

i

i T i i T i
i G G i G i

i
i T i i

i i G i

w R L

m v v I
S

I

I

ω ω

ω ω ω

θ θ

=

⋅ + ⋅
=

+ ⋅

+ +

∑
  

  

 





 

 

 
 

ها و  جرم کل پایه سیاّر و چرخ  0mکه  
0GI    0ممان اینرسی جرمی پایه سیاّر حول محور عمودي که از مرکز جرمG 

و    بازوجرم    1mهمچنین    کند، است.عبور می
1GI    حول محور عمودي گذرنده از مرکز جرم    بازوممان اینرسی جرمی

1G   هستند. در پایانwI   ه عبارات قبلاً باشد. بقیها میهاي چپ و راست حول محور دوران چرخ ممان اینرسی چرخ 
معادلاذگنام جایگذاري  با  است.  شده  (اري  (3(و  )  2ت  معادلات  همچنین  و  گیبس6(   و )  5)  فرمول  کل  -)  براي  اپل 

جهت اجتناب از طولانی شدن مقاله، این تابع  آید.  دست میمستقل به  ايهشتاباي از شبه  سیستم بر حسب مجموعه 
   ه است.ارائه شد) 1-(معادله الف اسکالر در پیوست 

رو گیبدر  مشتقاپ -سش  با  حرکت  معادله  شبهاز  گیري  ل  به  نسبت  گیبس  بهشتابتابع  مستقل  میهاي  آید.  دست 
/بنابراین نیاز به محاسبه جملات،   PS v∂ ∂   ،0/S θ∂ ∂   ،1/S θ∂ ∂     و/S η∂ ∂   یوست ها در پ داریم. این عبارت

 اند. ) آورده شده5-تا الف 2-عادلات الف(م
کنیم  گردد. فرض میها تکمیل میسرعتیافته مرتبط با شبههاي تعمیمر ربات با در نظر گرفتن نیروحاکم ب  معادلات 

بر سیستم،  تن ب  Lτو    Rτها گشتاورهاي خارجی وارد  به مفصل   τي راست و چپ و گشتاور  هاه چرخ ب  یبترته که 
نیرونشومیاعمال  دورانی   همچنین  می  F  يد.  وارد  کشویی  مفصل  تبه  کار  بنابراین  مییمعمشود.  را  توان یافته 

 نوشت: صورت زیر به
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)14(
( ) ( )0 0

1

1 1

;

A R A L
a a

U v aθ τ v aθ τ
r r

θ τ Fη

= + + −

+ +

 





 

 
) نسبت به 14هاي خارجی کافی است که از معادله (یرون  یافته ناشی از گشتاور وهاي تعمیمآوردن نیرو  دستبراي به 
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زیر  به‌صورت  است  دیفرانسیلی  معادله   4 از  مجموعه‌ای  شامل  که 
به‌دست می‌آیند.

A A

S U
v v
∂ ∂

=
∂ ∂

�)19(

�)20(

S U
η η
∂ ∂

=
∂ ∂ 

�)21(

معادلات بالا به‌فرم دینامیک معکوس می‌باشند. در بخش بعد با 
نوشتن این معادلات به‌فرم دینامیک مستقیم زمینه را برای شبیه‌سازی 

این دسته از معادلات آماده می‌نماییم.
برای اهداف کنترلی مطلوب است که ضریب‌های شبه شتاب‌ها، در 
)Re که شامل  , )

→

Θ Θ
 

 سمت چپ معادله و اثرات دینامیکی باقیمانده 
و  مرکز هستند  از  گریز  نیر‌و‌های  کریولیس،  گرانش، شتاب  ترم‌هاي 
τ در سمت راست  همچنين نیرو‌های تعمیم‌یافته سیستم يعني بردار 
معادلات حرکت قرار گیرند. با سازماندهی این معادلات دیفرانسیلي 
به‌صورت زیر  به شکل ماتریسی معادلات دینامیک مستقیم سيستم 

به‌دست می‌آید.

( ) Re( , )I τ
→

Θ Θ = Θ Θ +
   



  �)22(

) ماتریس اینرسی کل سیستم شامل )پایه سیّار و بازوها(  )I Θ
 که 

قبلًا   τ و   Re( , )
→

Θ Θ
 

 همچنين  می‌باشد.  شبه ‌شتاب‌ها  بردار   Θ


 و 
معرفي شده‌اند. اجزای معادله )22( به‌صورت زیر ارائه می‌گردد.

( )
11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

I I I I
I I I I

I
I I I I
I I I I

 
 
 Θ =
 
 
 



�)23(

{ }T

0 1Pv θ θ ηΘ =




 

 �)24(

( ) ( )
T

1
R L R L

a a

a F
r r

τ τ τ τ τ τ
 

= + − 
 

 �)25(

{ }
0 1

T
Re( , ) Re Re Re Re

Pv ηθ θ

→

Θ Θ =
 



 

 �)26(

عناصر ماتریس اینرسی و ترم‌های دینامیکی باقیمانده در پیوست 
)معادلات الف-6 تا الف-25( آورده شده‌اند.

3- توصيف مسئله و طراحي سيستم کنترلي 
نشان  را  شده  طراحی  کنترلی  سیستم  بلوکی  شکل 2دیاگرام 
می‌دهد. هدف اصلی این سیستم کنترلی تعیین گشتاور ورودی اعمال 
( و همچنین گشتاور ورودی  Rτ Lτ و  شده به چرخ‌های چپ و راست )
τ و نیروی ورودی به مفصل کشویی  به مفاصل بازوی مکانیکی يعني 
F است؛ به‌طوری که پایه سیّار و مجری نهایی سيستم واقعی  يعني 
بتوانند مسیر پایه سیّار و مجری نهایی مرجع را دنبال کنند. مطابق 

شکل 2 سیستم کنترل پیشنهادی از دو بخش تشکیل شده است:
1-‌ ابتدا یک کنترل‌کننده سینماتیکی برای یافتن سرعت ورودی 
موقعیّت  خطاهای  بتواند  که  به‌طوري  است،  شده  طراحی  مناسب 

( را به صفر نزدیک کند. eη , و  ( 0,1)i e iθ =  ، 0
ePy  ، 0

ePx سیستم )
و  گشتاور  ایجاد  برای  دینامیکی  کنترل‌کننده  یک  طراحی   ‌-2
دورانی-کشویی  مفاصل  و  چرخ‌ها  به  شده  اعمال  کنترلی  نیرو‌های 

Pv ( ربات  زاویه‌ای  و  سرعت ‌خطّی  که  به‌طوری  مکانیکی،  بازوی 
از  که  مطلوبي  زاویه‌ای  و  سرعت ‌خطّی  به   )  dη و  ( 0,1)i iθ =  ،

dη و   , ( 0,1)i d iθ =  ،
dPv ( است  آمده  به‌دست  سینماتیک  مرحله 

( میل کند.
توجه شود در این مقاله در طراحی کنترل‌کننده فرض شده است 
که تمامی حالت‌های سیستم در دسترس می‌باشند. در واقع با داشتن 
زاویه‌ای  سرعت  سنسور  و  ربات  موقعیت  تعیین  جهت  ژیروسکوپ 
)انکودر( و استفاده از الگوریتم‌های متداول تخمین مانند فیلتر کالمن 
بو  بی  کالمن  فیلتر  و   )EKF2( یافته  توسعه  کالمن  فیلتر   ،)KF1(
را  فیدبک  جهت  نیاز  مورد  حالت‌های  می‌توان   ]45-47[  )UKF3(

فراهم نمود.

3-1- معادلات خطای ردیابی
ربات مورد  برای  به‌منظور طراحی یک کنترل‌کننده سینماتیکي 
مطالعه، خطای ردیابی سیستم شامل پایه سیّار و بازوی مکانیکی باید 
1   Kalman Filter
2   Extended Kalman Filter
3   Unscented Kalman Filter 

1,0=
∂
∂

=
∂
∂ iUS

ii θθ 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53،  شماره ویژه 2 ، سال 1400، صفحات 1041 تا 1064

1048

محاسبه شوند. شکل 3 مسیرهای واقعی و مرجع پایه سیّار و مجری 
نهایی را نشان می‌دهد.

بین  تفاوت  است،  شده  داده  نشان   3 شکل  در  که  همانطور 
P توسط بردار  وضعیّت فعلی و موقعیّت مطلوب پایه سیّار در نقطه 
0 نشان داده شده‌ است؛ که در سیستم مختصات محلی متصل 

epr

( به‌صورت رابطه زير ارائه مي‌گردد. 0 0 0x y z به پایه سیّار )

( )0 0

0 0
0 0

e r a

e e

G G
P G P P

P P

r R r r

x x y y

= − =

+

  

 

�)27(

که  است  اي   3×3 دوران  ماتريس   0
GR  ،)27( معادله  در 

G را نسبت به دستگاه  G GX Y Z جهت‌گيري دستگاه مختصات اينرسي 
0 که به پايه سيّار متصل شده است، توصيف  0 0x y z مختصات محلي 
مي‌کند. خطاي جهت‌گيري بين موقعيّت واقعي پايه سيّار و موقعيّت 
، همچنين خطاي موقعيّت خطّي و زاويه‌اي بين  0,eθ مطلوب آن يعني 
 ) eη eθ,1 و  وضعيّت واقعي و وضعيّت مطلوب براي بازوی مکانیکی )

به‌صورت زير ارائه مي‌گردد:

0, 0, 0,e r aθ θ θ= − �)28(

( ) ( )
( )

1, 0, 1, 0, 1,

0, 1, 1,

e r r a a

e r a

θ θ θ θ θ

θ θ θ

= + − + =

+ −
�)29(

e r aη η η= − �)30(

با مشتق‌گیری از معادله )27( نسبت به زمان، تفاوت بین سرعت 
P و سرعت واقعی این نقطه توصيف شده در دستگاه  مرجع نقطه 

0 به‌صورت زیر به‌دست می‌آید. 0 0x y z مختصات 

( )
( )

0 0 0
0, 0

0
0, 0

e e e e

e e

P P P P a

P P a

r v x y x

y x y

θ

θ

= = −

+ +

  












�)31(

واقعی  و  مرجع  بین سرعت  تفاوت   ،3 اساس شکل  بر  همچنين 
0 به‌صورت زیر  0 0x y z P توصيف شده در دستگاه مختصات  نقطه 

بیان می‌شود.

( )
( )

0 0 0 0
0, 0

0
0, 0

cos

sin 0
e r a r a

r

P P P P e P

P e

v v v v v x

v y

θ

θ

= − = −

+ −

   



�)32(

ديناميک خطای موقعیّت پایه سیّار را می‌توان با مساوي قرار دادن 
معادلات )31( و )32( به‌صورت زير به‌دست آورد.

 

Fig.2. The block diagram of control system 

کنترلی سیستم بلوکی  دیاگرام :۲شکل   
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Fig.2. The block diagram of  control system 

شکل 2: دیاگرام بلوکی سیستم کنترلی
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0, 0,cos
e r a eP P e P P ax v v yθ θ= − + 

 �)33(

0, 0,sin
e r eP P e P ay v xθ θ= − 

 �)34(

بازو‌های  و  سیّار  پایه  جهت‌گیری  خطای  دینامیک  طرفي  از 
مکانیکی را می‌توان با مشتق‌گیری از معادلات )28( الی )30( نسبت 

به زمان به‌صورت زير ارائه نمود.

 

Fig.3. Actual and reference positions of the robot 

ھای واقعی و مرجع ربات موقعیّت : ۳شکل   
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Fig.3. Actual and reference positions of the robot

شکل 3: موقعیّت‌های واقعی و مرجع ربات
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0, 0, 0,e r aθ θ θ= −   �)35(

( )1, 0, 1, 1,e e r aθ θ θ θ= + −    �)36(

e r aη η η= −   �)37(

معادلات )33( تا )37( به‌عنوان دینامیک خطای رديابي شناخته 
برای طراحی کنترل‌کننده  معادلات  اين  بعد  لذا در بخش  می‌شوند. 

سینماتیکي مورد استفاده قرار می‌گیرند.

3-2- طراحي کنترل‌کننده سینماتیکی
در این بخش یک کنترل‌کننده سینماتیک غیر‌خطّی با استفاده از 
روش کنترل پیش‌بین طراحی خواهد شد. در اینجا معادلات )33( الی 

)37( به‌فرم فضای حالت ارائه مي‌گردند.

1 3 1 2 2cos
rPx v x u x u= − + �)38(

2 3 1 2sin
rPx v x x u= − �)39(

3 0, 2rx uθ= −

 �)40(

( )4 3 1, 3rx x uθ= + −

  �)41(

5 4rx uη= − �)42(

 { } { }TT
1 2 3 4 5 0, 1,e eP P e e ex x x x x x x y θ θ η= =

 آن  در  که 
 { } { }TT

1 2 3 4 0, 1,dP d d du u u u u v θ θ η= =


 



همچنین  و  حالت  متغیر   بردارهای 
}بردار ورودی سرعت‌های کنترلی است. از  } { }TT

1 2 3 4 0, 1,dP d d du u u u u v θ θ η= =


 



آنجایی که تعداد ورودی‌های کنترلی کمتر از تعداد متغيّرهاي حالتي 
است که باید کنترل شوند، سیستم رباتیکی مورد بررسی به‌عنوان یک 
سيستم زير تحريک شناخته مي‌شود. هدف از این بخش پیدا کردن 
قوانین کنترلي مناسب جهت پایدارسازي سیستم زير تحريکي است 
 0x →



 که توسط معادلات )38( الی )42( ارائه شده است )يعني 
.)t →∞ زمانی‌که 

در مسائل پایدارسازی، توابع خروجی را می‌توان به‌گونه‌ای انتخاب 

نماید  پایدار  را  سیستم  شده  طراحی  فیدبک  کنترل‌کننده  که  نمود 
توابع  این  سیستم،  حالت  فضای  فرم  اساس  بر  روي،  اين  از   .]48[

خروجی را می‌توان به‌صورت زیر ارائه نمود.

( )1 1 2 0- sgn ry x xβ θ=  �)43(

�)44(

β یک عدد ثابت مثبت است.  (.)sgn تابع علامت است و  که 
اکنون با توسعه يک روش کنترل‌کننده غيرخطّي پيش‌بين ]49-52[، 
باعث  که  مي‌گردد  طراحي‌  متغيّره‌اي  چند  غيرخطّي  کنترل‌کننده 
مي‌شود خروجي‌هاي سيستم به سمت صفر ميل ‌کنند. در این روش 
ابتدا خروجی‌های سیستم برای بازه زمانی بعدی با استفاده از بسط 
سری تیلور پیش‌بینی می‌شوند. سپس ورودی‌های کنترلی پیوسته‌اي 
اعمال مي‌گردد تا خطاهای رديابي پیش‌بینی شده را به حداقل برساند. 
لذا براي حل مسئله پايدارسازي، يک تابع هدف نقطه‌اي مرتبه دو را 

به‌صورت زير تعريف مي‌نماييم.

( ) ( )
4

2

1

1
2 i i

i
J u w y t h

=

= +∑ �)45(

 iw h زمان پیش‌بینی بوده و یک عدد ثابت حقیقی است و  که 
ارزان  کنترلی  سیستم  یک  که  است  ذکر  به  لازم  است.  وزنی  عامل 
در اینجا در نظر گرفته شده است. زيرا در آن هيچ ثابت وزني براي 
ورود‌ی‌های کنترلی در تابع هدف )معادله )45(( در نظر گرفته نشده 
بدون  ربات  حرکت  کامل  رديابي  راهکار،  این  کارگیری  به  با  است. 
اعمال هيچگونه محدوديتي بر روي وروديهاي کنترلي سيستم تحقّق 
ميي‌ابد. در اينجا بسط سری تیلور به‌منظور پيش‌بيني خروجی‌ها در 
t مورد استفاده قرار می‌گیرد. خروجی‌های سیستم برای  h+ زمان 
 t q در زمان  بازه زمان بعدی با استفاده از بسط سری تیلور مرتبه 

به‌صورت زیر به‌دست می‌آیند.

�)46(

iq با استفاده از مرجع ]53[ به‌دست می‌آید. که در آن 

4,...,21 == + ixy ii

( ) ( ) ( )
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i i iq r ρ= + �)47(

نشان  را  نسبی  درجه  و  کنترل  مرتبه  به‌ترتیب   iρ و   ir که 
می‌دهند.

s r≤ [ ] ( ) 0su t τ+ ≠ ] اگر  ]0, hτ ∈ )48(� برای هر 

s r> [ ] ( ) 0su t τ+ = ] اگر  ]0, hτ ∈ برای هر  �)49(

 ( )u t τ+ s تابع  مشتق مرتبه  [ ] ( )su t τ+ در معادلات فوق  
iρ درجه نسبی است، که به‌عنوان پایین‌ترین  τ است و  نسبت به 
کنترلی  ورودی  آن  در  بطوريکه  می‌شود؛  تعریف   iy مشتق  مرتبه 
برای اوّلین بار به‌صورت صریح ظاهر می‌شود. بر اساس معادلات )38( 
1ρ است. از  = تا )42( درجه نسبی سیستم با توجه به هر خروجی 
طرف دیگر برای رسیدن به یک انرژی کنترلی پایین، مرتبه کنترلی 
ir در اینجا به حداقل ممکن یعنی صفر محدود می‌شود ]53[. لذا 

تنها بايستي یک بسط سری تیلور مرتبه اوّل بر روی خروجی‌ها اعمال 
شود. پس، پاسخ غیرخطّی هر خروجی در بازه زمانی بعد به‌صورت زیر 

پیش‌بینی می‌شود. 

�)50(

با جايگذاري معادلات خروجی و مشتقّات آنها در معادله )50( و 
سپس با جايگذاري نتيجه حاصله در معادله )45(، تابع هدف بر حسب 
تابعی از ورودی‌های کنترلی به‌دست مي‌آيد. در ادامه قوانین کنترلی 

بهینه با کمینه‌سازی تابع هدف )معادله )45(( به‌دست می‌آیند. 

�)51(

بعد از انجام تعدادی عملیات ریاضی داریم.

�)52(

�)53(

3 1, 3 4
1

ru x x
h

θ= + +



�)54(

4 5
1

ru x
h

η= + �)55(

لازم به ذکر است که در استخراج ورودی‌های کنترلي بهینه، ثوابت 
حرکت  مسیر  ردیابی  خطاهای  یکسان  اهمیت  بر  تأکید  برای  وزنی 
ربات، برابر 1 در نظر گرفته شده‌اند. در ادامه ثابت خواهد‌ شد سیستم 
از  و  توصيف شده   )42( تا   )38( معادلات  توسط  که  حلقه-بسته‌ای 
به‌عنوان   )55( الی   )52( معادلات  بوسيله  که  کنترلی  قوانین  طریق 
h به‌صورت نمایی پایدار  0> ورودي پايدارسازي گرديده، برای هر 
,0 باشد. با  0rè ≠ است. البته به شرط آنکه سرعت زاویه‌ای مرجع 
)معادله  اوّلین خروجی  در مشتق   )39( و   )38( معادلات  جایگذاری 

)43(( داريم:

( )
( )( )
( )( )

1 1 2 0,

1 2 2 1 0,

3 3 0,

sgn

sgn

cos sin sgn
r

r

r

p r

y x x

u u x x

v x x

β θ

β θ

β θ

= −

= − + +

+ −



  





�)56(

در ادامه قوانین کنترلي به‌دست آمده که توسط معادلات )52( و 
)53( ارائه گرديده‌اند، در معادله )56( جایگزین مي‌شوند. با ساده‌سازي 

معادله به‌دست آمده داريم:

1 1
1 0y y
h

+ = �)57(

همچنین اگر عملیات فوق بر روي دیگر خروجی‌ها اعمال گردد، 
داريم:

�)58(

معادلات )57( و )58( خطّی و ثابت با زمان هستند. لذا سیستم 
پایدار است. همچنین  نمايي  h به‌صورت  0> برای هر  حلقه-بسته 

نتایج زیر بدست می‌آید:

13 
 

)52(( )( )
( ))

1 2 0,

1
2 1 0, 3 0,

3 3 0,

sgn ( )1
sgn ( )

cos sin sgn ( )
r

r

r r

P r

x x θ
u

h x x θ x hθ

hv x x θ

β

β

β

 −
=
+ + +

+ −



 



 

 

)53(( )2 3 0,
1

ru x hθ
h

= +  

 

)54(3 1, 3 4
1

ru x x
h

θ= + +

 

 

)55(4 5
1

ru x
h

η= + 

 
 

خطاهاي ردیابی  یکسان    ثوابت وزنی براي تأکید بر اهمیتهاي کنترلی بهینه،  تخراج وروديدر اس  است کهر  لازم به ذک
اي که توسط معادلات  بسته -شد سیستم حلقه  اند. در ادامه ثابت خواهددر نظر گرفته شده  1ات، برابر  مسیر حرکت رب

سازي عنوان ورودي پایدار) به55) الی (52(  عادلاتم  که بوسیله  ) توصیف شده و از طریق قوانین کنترلی42(  تا)  38(
براي هر   hگردیده،  پایدابه  <0 نمایی  به  صورت  البته  زاویهر است.  آنکه سرعت  ,0اي مرجع  شرط  0rθ ≠   با باشد. 

 )) داریم: 43ادله ( ) در مشتق اوّلین خروجی (مع39) و (38جایگذاري معادلات (
 

)65(

( )
( )( )
( )( )

1 1 2 0,

1 2 2 1 0,

3 3 0,
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β θ
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+ −



  





 

 
 
به   رد کنترلی  قوانین  (ادامه  معادلات  توسط  که  آمده  (52دست  و  گردیده53)  ارائه  (  ،اند)  معادله  جایگزین  56در   (

 دست آمده داریم: سازي معادله بهشوند. با سادهمی
 

)57(1 1
1 0y y
h

+ = 

 
 ردد، داریم: گ اعمال ها وجیفوق بر روي دیگر خر عملیاتهمچنین اگر 
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1     اگر 1 2 0,

1

,

0 sgn ( )
0 0 2,..., 4

r

i i

t

y x x
y x i

β θ

+

→ ∞

 → ⇒ →⇒ 
→ ⇒ → =

 �59(

حال با جایگذاری قوانین کنترلی ارائه شده توسط معادلات )52( 
الی )55( در معادلات ديناميک خطا ))38( تا )42(( و اعمال شرایط 

به‌دست آمده در معادله )59( داریم:

�)60(

�)61(

به‌صورت   0, 0rè ≠ و   h 0> برای هر   )61( و   )60( معادلات 
از طرفي تمامی متغيّرهاي حالت به صفر همگرا  پایدار است.  نمايي 
از  ادامه  در  ميي‌ابد.  تحقّق  پایدارسازی  هدف  بنابراين  می‌شوند. 
مقادیر  به‌عنوان  مرحله  اين  در  آمده  به‌دست‌  کنترلی  ورودی‌های 
بعدی  بخش  در  می‌شود.  استفاده  دینامیکی  کنترل‌کننده  مطلوب 
ورودي‌هاي کنترلي گشتاور و نيرو به‌گونه‌اي طراحی مي‌شوند تا اين 

مقادير مطلوب سرعت را رديابي کنند.

3-3- طراحي کنترل‌کننده دینامیکی 
در این بخش یک کنترل کننده غیرخطّی مبتنی بر روش کنترل 
پیش‌بین با استفاده از معادلات ديناميکي سيستم برای ربات پایه سیّار 
ارائه مي‌گردد. مدل دینامیکی این سیستم )معادله )22(( به‌فرم فضای 

حالت به‌صورت زير ارائه مي‌گردد:

�)62(

 { } { }TT
1 2 3 4 0 1Px x x x x v θ θ η= =



 

 که 

U به‌صورت زیر بیان می‌شوند.
 ) و  )f x



 است. همچنین بردارهاي 

( )

1

1

( ) Re( , )

( )

I

I f x Uτ

→
−

−

Θ = Θ Θ Θ

+ Θ = +

   

 


 

 

�)63(

مشابه  دینامیکی  مدل  برای  پیش‌بین  کنترل‌کننده  طراحی 
مدل سینماتیکی است. هدف این قسمت این است که خروجی‌های 

( مقادیر مطلوبشان  4y η=  3 و  1y θ=   ، 2 0y θ=   ، 1 Py v= سیستم )
( که در بخش  4,d dy η=  ,3 و  1,d dy θ=   ، 2, 0,d dy θ=   ، 1, dd Py v= (
قبل به‌دست آمدند را دنبال کنند. بر اساس فرم فضای حالت سیستم، 

توابع خروجی را می‌توان به‌صورت زیر نوشت.

�)64(

غیرهولونومیک  قيود  دارای  سیّار  پایه  که  باشید  داشته  توجه 
شبه‌مختصات  یک  به‌عنوان  زمان  به  نسبت   Pv انتگرال  لذا  است. 
1 )و نه  Px v= معنای فیزیکی خاصی ندارد. بنابراين متغيّر حالت 
می‌شود.  انتخاب  سیّار  پایه  توصیف حرکت  برای   )  1 Px v dt= ∫
از  آمده  به‌دست  مطلوب  مقادیر  شد  گفته  نيز  پيشتر  که  همانطور 
کنترل کننده سینماتیکي به شکل قوانین کنترلي ارائه شده در روابط 
)52( الی )55( باید با پیدا کردن قوانین کنترلی مناسب ردیابی شوند. 
که  به‌گونه‌اي  بعد  لحظه  برای  هدف  تابع  یک  مجدداً  نيز  اینجا  در 

خطای ردیابی را به حداقل برساند، به شکل زير تعریف می‌شود.

( ) ( )
4

2
1 1

1

1
2 i i

i
J U w e t h

=

′= +∑


�)65(

است.  پیش‌بینی  افق   1h و  مثبت  وزنی  iw ضريب  ′ آن  در  که 
خطا‌های ردیابی پیش‌بینی شده به‌صورت زیر تعریف می‌شوند.

�)66(

يعني  سيستم  خروجی‌های  سیستم،  مدل  به  توجه  با 
1ñ هستند. لذا بسط  = ) دارای درجه نسبی  ), 1, , 4i iy x i= = 

) و مقادیر  ), 1, , 4iy i = 

سری تیلور مرتبه اوّل برای خروجی‌های 
) کافی است. ), , 1, , 4i dy i = 

مطلوب آنها يعني 

�)67(

با جایگذاری معادلات )67( در معادله )66( و در ادامه با جايگذاري 
و   )65( معادله  توسط  ارائه شده  تابع هدف  در  آمده  به‌دست  نتيجه 
به‌کار‌گيري فرم فضای حالت معادلات دینامیکی )يعني معادله )62(( 

معادله زیر به‌دست می‌آید.
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( )
( ) ( )

1

4 2

, 1 ,
1

1
2 i i i d i i i d

i

J U

w x x h f U x
=

=

 ′ − + + − ∑





�)68(

می‌توان  را  بهینه  کنترل  قوانین  بهینگی،  شرایط  اعمال  با  حال 
به‌صورت زیر به‌دست آورد.

�)69(

به‌طوری که در آن خطاهای ردیابی در معادله )66( تعريف شده‌اند. 
مانند بخش قبل با توجه به اهمیت یکسان دقت ردیابی، ضرائب وزني 
برابر با یک در نظر گرفته شده‌اند. حال، با استفاده از معادلات )25( 
و )63( می‌توان به محاسبه گشتاور و نیروی اعمال شده به چرخ‌های 

پایه سیّار و مفاصل بازوی مکانیکی پرداخت.

( ) ( )2,1
1,1

2
a

R
r

a
τ

τ τ
 

= + 
 



 �)70(

( ) ( )2,1
1,1

2
a

L
r

a
τ

τ τ
 

= − 
 



 �)71(

( )3,1τ τ=  �)72(

( )4,1F τ=  �)73(

رفتار  و  شده  استخراج  حلقه-بسته  سیستم  دینامیک  ادامه،  در 
وارد  با  می‌گیرد.  قرار  مطالعه  مورد  کنترل‌کننده  حضور  در  سیستم 
کردن قوانین کنترلي به‌دست آمده بر اساس مدل نامي )رابطه )69(( 

در مدل واقعي سيستم )معادله )62(( داریم.

�)74(

îf بيانگر مقادیر نامي است. اکنون با بازنویسی معادله  که در آن ‌‌
)74( معادله خطای ردیابی به‌صورت زیر به‌دست می‌آید.

�)75(

همانطور که می‌دانیم وجود عدم قطعیّت‌ها در مدل واقعي باعث 
îf انحراف داشته باشد.  if از مقداري نامي خود يعني  می‌شود که 
îf توسط  if و  برای مقادیر مشخصی از عدم قطعیّت‌ها اختلاف بین 
0iF محدود مي‌گردد. این عدم قطعیت‌ها شامل  > يک مقدار ثابت 
دو بخش ساختاری و غیر ساختاری هستند. دسته اول از اختلاف در 
مقادیر پارامترهای نامی و واقعی سیستم حاصل می‌شوند. دسته دوم 
شامل دینامیک‌های مدل نشده مانند لقی و بک‌لش و اصطکاک و ... 

می‌باشند. 

�)76(

با اعمال کران‌های بالا و پایین معادله فوق در سمت راست معادله 
دینامیکی خطای رديابي )معادله )75(( داریم:

�)77(

حال برای تحلیل خطا و پایداری سیستم کنترلی در حضور عدم 
قطعیت‌ها، تابع لیاپانوف به شکل زیر تعریف می‌شود:

4
2 2

1

1 1
2 2 i

i
V e e

=

= = ∑ �)78(

با استفاده از )75( و مشتق تابع لیاپانوف تعریف شده داریم:

4
2

1 1 1
4
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i i i
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V e f f e e
h h

e f f
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�)79(

رابطه )79(  به  رابطه )76(  از  بالای عدم قطعیت‌ها  اعمال کران 
منجر می‌شود به:

4
2

11

1
i i

i
V e e F

h =

≤ − +∑ �)80(

می‌شود،  نتیجه  دوم  اتحاد  از  که  زیر  معروف  ناتساوی  از  حال 
استفاده می‌کنیم:
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2
2

4
bab ca
c

≤ + �)81(

c اعداد حقیقی و مثبت هستند. با در نظر  b و   ،a که در آن 

 و اعمال ناتساوی فوق به آخرین عبارت سمت راست 
1

1
4

c
h

= گرفتن 

معادله )80( می‌توان نوشت:

4
2 2 2

1 1
11 1

3 3
4 2i

i
V e h F V h M

h h=

≤ − + ≤ − +∑ �)82(

به‌طوری که 

4
2 2

1
i

i
M F

=

=∑ �)83(

از ناتساوی فوق نتیجه می‌شود که:

1
3

2 2 2 2
1

2 2 2 2
1 1

1 2( (0) )
2 3

2 2
3 3

h t
V e V h M e

h M h M

−
= ≤ −

+ ≤
�)84(

داخل  در  زمان  گذشت  با  خطا  که  می‌دهد  نشان  فوق  رابطه 
پایداری  ترتیب  بدین  و  می‌شود  محدود   { }12 3e h M≤ مجموعه 
 1h تنظیم  با  همچنین  می‌شود.  تضمین  لیاپانوف  نظر  از  سیستم 
به‌عنوان پارامتر آزاد کنترل‌کننده، می‌توان خطا را از هر مقدار دلخواه 
 1h آزاد  پارامتر  انتخاب  با  دیگر  عبارتی  به  کرد.  کوچکتر   0ε >

{ }e ε≤ 10 خطای ردیابی به مجموعه  3 2h Mε< < به‌صورت 
همگرا خواهد شد.

ايجاد  به  منجر  قطعیّت‌ها  عدم  که  می‌دهد  نشان  فوق  تحلیل 
می‌تواند   1h پیش‌بین  افق  پارامتر  چه  اگر  می‌شود.  ردیابی  خطای 
طوری تنظيم گردد که سبب کاهش خطاهای ردیابی ناشی از عدم 
قطعیّت‌ها شود؛ اما اين پارامتر را تا اندازه‌ای مشخص می‌توان کاهش 
با توجه به رابطه )69( کاهش بیش از حد این پارامتر  داد. در واقع 
آزاد سبب ايجاد ورودی‌های کنترلی بزرگ و نوسانی مي‌شود. از این‌رو 
، يک مصالحه بين کاهش خطاي  1h لازم است با تنظيم مناسب پارمتر 
مسائل  از  بسیاری  در  شود.  برقرار  کنترلي  ورودي  مقادير  و  رديابي 
کاربردی مثل مقاله حاضر، خطای ردیابی مجاز قابل قبول می‌باشد و 

انتظار می‌رود انرژی کنترلی به ازای خطای ردیابی مجاز در حداقل 
ممکن قرار بگیرد. در مسائلی که رسیدن به خطای صفر ضروری است 
می‌توان از روش‌های فیدبک انتگرال ]54[ و روش شبکه عصبی ]55[ 

در ترکیب با روش پیشنهادی بهره برد.

4- نتایج شبیه‌سازی
برای  پیشنهادی  روش  پايه  بر  شبیه‌سازی  یک  بخش،  این  در 
ارزیابی عملکرد سیستم کنترلی طراحي شده، به‌منظور ردیابی مسیر 
حرکت توسط ربات، ارائه مي‌گردد. در اين شبيه‌سازي عدم قطعیّت‌ها 
این  در خواص جرمی  قطعیّت  عدم  لذا %30  است.  لحاظ شده‌  نيز 
wI در نظر گرفته شده است.   و 

1GI  ،
0GI  ، 1m  ، 0m سیستم شامل 

همچنين به‌منظور بررسي عملکرد کنترل‌کننده در شرايط واقعي، به 
تمام داده‌هاي اندازه‌گيري شده، نويز سفيد افزوده شده است. 

زیر  به‌ترتیب  نهایی  مجری  و  سیّار  پایه  برای  مرجع  مسیرهای 

 

انتخاب شده است.
( ) sin(0.6 )

( ) sin(1.2 )
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با استفاده از معادله )1( سرعت خطّی و زاویه‌ای مرجع پایه سیّار 
به‌صورت زیر به‌دست می‌آید.
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همچنین می‌توان به آسانی نشان داد که موقعیّت خطی و زاویه‌ای 
مرجع بازوی صلب به‌صورت زیر است.

( ) ( )
( ) ( )1

1, 0,tan r
r r

r

Y t
t t

X t
θ θ−  

= −  
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( ) 2 2 1

2r r r
lt X Yη = + − �)90(

که در آن

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0,

0,

cos

sin
r r

r r

r E P r

r E P r

X t x t x t d

Y t y t y t d

θ

θ

= − −

= − −
� )91(

و  ) سرعت خطّی  )r tη و   ( )1,r tθ داشتن  اختیار  در  با  حال 
زاویه‌ای مرجع بازوی صلب با مشتق‌گیری از معادلات )89( و )90( 
به‌دست می‌آیند. البتّه در اينجا مسئله سینماتیک معکوس این سیستم 
رباتیکی به‌صورت تحلیلی حل شده است. با اين وجود مي‌توان مسئله 
سینماتیک معکوس را به‌صورت عددی جهت استفاده از مزایای روش 

پیشنهادی براي سيستم‌هاي رباتيکي پایه سیّار که از چندين بازوی 
صلب تشکيل شده‌اند، حل نمود.

واقعی  ربات  و  ربات مرجع  اوّلیه  در جدول 1 موقعیّت و سرعت 
يعني  کنترلی  قوانین  آزاد  پارامترهای  همچنین  است.  شده  ارائه 

1β انتخاب شده است. = 1 و  0.01h h s= =

نهایی را نشان  پایه سیّار و مجری  شکل4 مسیر واقعی و مرجع 
می‌دهد. علاوه بر این، خطای ردیابی موقعیّت و جهت‌گیری پایه سیّار 
نشان   5 شکل  در   ) eη  ، 1,eθ  ، 0,eθ  ،

ePy  ،
ePx ( مکانیکی  بازوی  و 

داده شده است. همانطور که دیده می‌شود با وجود پارامترهای عدم 
از  استفاده  با  مقاله  این  در  که  سینماتیکی  کنترل  قوانین  قطعیّت، 
معادلات )52( الی )55( ارائه شده است، ردیابی مسیر را با دقّت قابل 

 
 هاي اولّیه براي ربات مرجع و ربات واقعیها و سرعت : موقعیتّ 1جدول 

Table 1. Reference robot and actual robot’s initial positions and velocities 
 

 ربات مرجع  ربات واقعی
  

  
  
  

  
  

 

myx tPP )2,2(|),( 0==myx PP )5.0,333.0(),( −−=
radt )6/,6/(|),( 010 ππθθ ==radtrr )4429.1,5708.1(|),( 010 −==θθ

mt 5.0| 01 ==ηmtr 3525.0| 01 ==η

smv tp /1| 0==smv tp /3| 0==

sradt /)1,1(|),( 010 ==θθ sradtrr /)3409.2,666.1(|),( 010 −==θθ 

smt /1| 01 ==ηsmtr /1871.5| 01 ==η

جدول 1: موقعیّت‌ها و سرعت‌های اوّليه براي ربات مرجع و ربات واقعی

   Table 1. Reference robot and actual robot’s initial positions and velocities

 

Fig.4. Moving platform and end-effector’s reference and actual trajectories 

مرجع و واقعی مربوط به پایه سیّار و مجري نهایی  مسیر: 4شکل   

 

  

Fig.4. Moving platform and end-effector’s reference and actual trajectories

شکل 4: مسير مرجع و واقعی مربوط به پایه سیّار و مجری نهایی
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قبولی انجام می‌دهند.
همانطور که قبلا ذکر شد، سرعت‌های خطّی و زاویه‌ای پایه سیّار 
و بازوی مکانیکی با استفاده از کنترل‌کننده سینماتیکی، توسط اعمال 
قوانین کنترلی که به‌وسيله معادلات )52( الی )55( ارائه شده است، 
توسط  که  دینامیکی  کنترل‌کننده  توانایی   6 می‌آیند. شکل  به‌دست 

0,dθ  ،
dPv معادله )69( ارائه شده، در ردیابی مؤثرّ پاسخ‌های مطلوب )

( را نشان می‌دهد. dη  ، 1,dθ  ،

گشتاور و نیرو‌‌های اعمال شده به چرخ‌های سمت چپ و راست و 
بازوی مکانیکی صلب به عنوان سیگنال‌های کنترلی در شکل 7 نشان 
داده شده است. همانطور که از شکل 7 نتیجه می‌شود، ورودی‌های 
عملی  اهداف  برای  لذا  هستند؛  هموار  تقريباً  آمده  به‌دست  کنترلی 

مناسب به نظر می‌رسند. 
 0, 0rθ = در   ( )0,sgn rθ تابع  آنجایی که  از  باشید  داشته  توجه 
مشتق‌پذير نیست، می‌توان نتیجه گرفت که کنترل‌کننده سینماتیکي 

 

 

 

 

 

Fig.5. The position and the orientation tracking errors associated with the mobile base and 
manipulator links 

 گیري مربوط به پایه سیّار و بازوي مکانیکی خطاي ردیابی موقعیّت و جهت   :5شکل 
 

 

  

t sec  

𝑥𝑥 P
e

m
 

0 2 4 6 8 10 12
-2
-1
0
1

A

t sec  

𝑦𝑦 P
e

m
 

0 2 4 6 8 10 12
-0.5

0
0.5

B

θ 0
,e

 r
ad

 

t sec  
0 2 4 6 8 10 12-0.5

0
0.5

C

θ 1
,e

 r
ad

 

t sec  
0 2 4 6 8 10 12-0.5

0
0.5

1
D

η 1
,e

 r
ad

 

t sec  
0 2 4 6 8 10 12-2

-1
0
1

E

Fig.5. The position and the orientation tracking errors associated with the mobile base and manipulator links

شکل 5: خطای ردیابی موقعیّت و جهت‌گیری مربوط به پایه سیّار و بازوی مکانیکی
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پیشنهاد شده در این نقطه عملکرد مطلوبي از خود نشان نمي‌دهد. در 
signum باعث جهش ناگهانی در پاسخ‌هاي سیستم  واقع ویژگی تابع 
) که رفتاري  )0,tanh 10 rθ می‌شود. لذا برای غلبه بر این نقص، تابع
این  در  عين حال  در  و  مي‌دهد  نشان  از خود   ( )0,sgn rθ به  شبیه 
نقطه مشتق‌پذير است، به‌جای اين تابع به‌کار می‌رود. علاوه بر این، در 
شبیه‌سازی ارائه شده در اینجا یک برنامه کامپیوتری بر اساس روش 
مرتبه هفتم و مرتبه هشتم فلبرگ1 با گام زمانی 0/01 ثانیه برای حلّ 
سینماتیکی  اوّل  مرتبه  ديفرانسيلي  معادله  پنج  شامل  دستگاه  يک 

1   Fehlberg

)معادلات )38( الی )42(( و همچنین براي حلّ يک دستگاه شامل 
چهار معادله ديفرانسيلي مرتبه اوّل دینامیکی )معادله )62(( ارائه شده 
است. استفاده از مرتبه هفتم و مرتبه هشتم مدل‌بندی رانگ-کوتا2، 
 ( ),f x y ، تابع  ( ) ( ),y x f x y′ = جهت حلّ معادله دیفرانسیلی 
را 13 مرتبه در هر بازه زماني به منظور تخمین خطا و حل مسئله 

مورد ارزيابي قرار مي‌دهد.

5- نتیجه‌گیری

2   Runge-Kutta

 

 

 

 

Fig.6. The tracking errors associated with (A, B) the moving platform’s linear and angular velocities 
and (C, D) the manipulator link’s linear and angular velocities 

هاي خطیّ و  ) خطاي ردیابی مربوط به سرعت Dو    Cاي پایه سیّار و (هاي خطیّ و زاویه ) خطاي ردیابی مربوط به سرعت Bو    A(  :6شکل
 اي بازوي مکانیکی زاویه 
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 Fig.6. The tracking errors associated with (A, B) the moving platform’s linear and angular velocities and (C, D) the manipulator
link’s linear and angular velocities

شکلA( :6 و B( خطای ردیابی مربوط به سرعت‌های خطّی و زاویه‌ای پایه سیّار و )C و D( خطای ردیابی مربوط به سرعت‌های خطّی و زاویه‌ای بازوی مکانیکی
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در این مقاله، ابتدا روش گیبس-اپل برای مدل‌سازی سینماتیکی 
با مفاصل دورانی-کشویی که روی  بازوی مکانیکی  و دینامیکی یک 
داده  توسعه  گرفته،  قرار  غیرهولونومیکی  با چرخ‌های  سيّار  پایه  یک 
شد. مزیت این روش در برابر دیگر روش‌ها این است که به مشکلات 
ضرایب لاگرانژ ناشی از قیود غیرهولونومیک برخورد نمی‌کند. در ادامه 
و  سینماتیکی  قوانین  توسعه  برای  غیرخطی  پیش‌بین  کنترل  روش 
سیستم  پاسخ  روش،  این  در  گرفت.  قرار  استفاده  مورد  دینامیکی 
غیرخطی در افق پیش‌بین، با استفاده از بسط تیلور پیش‌بینی شده 
و ورودی‌های کنترلی در لحظه فعلی بر اساس مینیمم کردن خطای 
شبیه‌سازی  نتایج  پایان،  در  آمدند.  بدست  عملکرد  تابع  در  ردیابی 
زمانی  توانایی سیستم کنترلی طراحی شده در ردیابی مسیر مرجع 

در حضور نامعینی‌های پارامتریک را نشان دادند. 
به‌منظور  تئوري  چارچوب  يک  ارائه  بر  مقاله  اين  بيشتر  تأکيد 
بود.  استوار  کنترلي  سيستم  طراحي  و  حرکت  معادلات  استخراج 
لذا به‌عنوان کارهاي آينده مي‌توان از روش مذکور جهت مدل‌سازي 
تعداد  از  که  پيچيده‌تر  مراتب  به  سيستم‌هايي  کنترل  و  ديناميکي 
بازو‌هاي بيشتري تشکيل شده است، استفاده نمود. در ادامه با ساخت 
نتايج  با  را  تئوري  از  حاصل  نتايج  مي‌توان  آزمايشگاهي  نمونه  يک 
حاصل از تست مقايسه نمود. همچنين به‌عنوان کارهاي آينده مي‌توان 
به‌منظور  عصبي  شبکه  و  پسخورد  انتگرال  همچون  تکنيک‌هايي  از 
و  قطعيت‌ها  عدم  به‌دليل  که  رديابي  خطاي  بيشتر  چه  هر  کاهش 
اغتشاشات ناشي مي‌شود، بهره برد. در پایان، نوآوری‌های این تحقیق 

 

 

 

 
Fig.7. The input torques applied to (A, B, C) the right and left rolling wheels and the rotary joint 

of manipulator. The input force exerted on (D) the manipulator’s sliding joint 
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 Fig.7. The input torques applied to (A, B, C) the right and left rolling wheels and the rotary joint of manipulator. The input force
exerted on (D) the manipulator’s sliding joint

شکل B ، A( :7 و C( گشتاور ورودی به چرخ‌های چپ و راست و بازوی دورانی ربات و )D( نیروی اعمالي به بازوی کشویی ربات
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به‌صورت خلاصه یادآوری می‌شود:
- يکي از نوع‌آوري‌هاي اين مقاله، ترکيب همزمان دو مفصل دوراني، 
شده  سوار  سيار  پايه  يک  روي  بر  که  است  برگشتي  و  رفت  و 
باعث  مفاصل  نوع  اين  از  استفاده  مي‌دانيم  که  همان‌گونه  است. 
دستکاري  قابليت  واقع  در  مي‌شود.  ربات  کاري  فضاي  افزايش 
ويژگي‌هاي  از  سيار  پايه  چابکي  همراه  به  ماهر  مکانيکي  بازوي 
منحصر به‌فرد سيستم رباتيکي مورد مطالعه مي‌باشد. حال آنکه 
در کار انجام شده در مرجع ]44[ تنها رديابي پايه سيار مد نظر 

بوده است.
- از ديگر مزاياي روش بکار رفته در اين مقاله، استفاده از فرمولاسيون 
رباتيکي مورد  استخراج معادلات حرکت سيستم  گيبس-اپل در 
مطالعه است. به دليل وجود دو قيد غيرهولونوميک در پايه سيار، 
لاگرانژ  ضرايب  ظهور  به  منجر  لاگرانژ  فرمولاسيون  از  استفاده 
مي‌شود که حذف اين ضرايب به عمليات رياضي پيچيده‌اي نياز 
دارد. حال آنکه با استفاده از فرمولاسيون گيبس-اپل، بدون مواجه 
معادلات  مستقيم  و  سرراست  کاملًا  صورت  به  و  ضرايب  اين  با 
گيبس-اپل  روش  ديگر،  طرف  از  مي‌گردند.  استخراج  حرکت 
براي  کمتري  جزئي  مشتقات  به  لاگرانژ  فرمولاسيون  به  نسبت 

استخراج معادلات حرکت احتياج دارد. 
- در اين مقاله تمامي محاسبات با استفاده از ماتريس‌هاي دوران 3⨯3 

و بردارهاي 1⨯3 انجام شده است. استفاده از ماتريس‌هاي دوران 
از  بيش  کاهش  موجب   4⨯4 انتقال  ماتريس‌هاي  به‌جاي   3⨯3

پيش پيچيدگي محاسبات مي‌شود.
براي  که  است  آن  بازگشتي  الگوريتم  مقاله  اين  نوآوري  مهمترين   -

استخراج معادلات حرکت و طراحي سيستم کنترل مورد استفاده 
دليل  به  گرديد،  اشاره  نيز  پيشتر  که  همانگونه  مي‌گيرد.  قرار 
ماهيت بسيار پيچيده اين‌گونه از سيستم‌هاي رباتيکي، استخراج 
غيربازگشتي و غيرسيستماتيک اين‌گونه از معادلات علاوه بر اينکه 
بروز  امکان  تحليل‌کننده صرف مي‌کند،  از  را  زيادي  بسيار  وقت 
خطاي انساني در آن را نيز به شدت افزايش مي‌دهد. لذا ارائه يک 
الگوريتم سمبوليک که به توليد خودکار و سيستماتيک اين‌گونه از 
معادلات بپردازد و نقش محاسبات دستي را بي‌اثر کند، امري لازم 

و ضروري است که در اين مقاله به آن اشاره شده است.
- روش کنترل پیش‌بین غیرخطی به شکل حلقه بسته برای ردیابی 

همزمان مسیر بازوهای مکانیکی و پایه سيار مطرح گردید. حال 
آنکه در مرجع ]44[ کنترل‌کننده ديناميکي طراحي شده بدون 
بازوهاي  و  سيار  پايه  ديناميکي  کوپلينگ  اثرات  گرفتن  نظر  در 

مکانيکي انجام شده است.
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پيوست الف
تابع گيبس کل سيستم شامل پايه سيار، چرخ‌هاي سمت راست و چپ و بازوی صلب سيستم به صورت زير ارائه مي‌گردد:
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