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ABSTRACT:  The vibration of axially graded Rayleigh and Euler-Bernoulli micro-beams under a 
moving load on Pasternak foundation is studied numerically and analytically. Accurate mathematical 
modeling is acquired to analyze the effect of various parameters such as longitudinal gradient parameter 
of material, whirling inertia factor, the stiffness of Pasternak foundation, and strain gradient parameter 
on the critical velocity, and cancellation mechanism and the maximum amplitude of vibrations. Natural 
frequencies are obtained and compared with available results in the technical literature. Closed-form 
expressions are extracted for dynamic magnification coefficient and maximum amplitude of free 
vibration. The changes in material characteristics of the system have inverse influences on the amplitude 
of free and forced vibrations for lower and higher values of the critical gradient parameters. It is 
concluded that in comparison with homogenous Euler-Bernoulli beams, in the axially graded Rayleigh 
micro-beams surrounded by shear Pasternak foundation. It can be controlled the cancellation and 
maximum free vibration phenomenon, by choosing the accurate values of gradient parameter, whirling 
inertia coefficient, the stiffness of foundation, and strain gradient parameter. Also, the results of the 
present study can be used as a criterion for the optimal design of heterogeneous structures under the 
moving loads. 
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1- Introduction
In the last century, with the advent of very small 

mechanical and electronic components, communications, 
manufacturing calculations, and transmission systems have 
been fundamentally affected [1]. For this reason, the study 
of the problem of small-scale moving load systems has 
attracted a lot of attention [2]. Essen [3] studied the dynamics 
of Timoshenko micro-beams depending on the size under 
the moving loads. The effects of different velocities of 
load, mass load and material size parameter on the dynamic 
behavior of the structure have been investigated. Simshek [4] 
investigated the dynamic analysis of an embedded micro-
carrier of embedded moving microspheres based on the 
theory of corrected coupling stress. The results showed that 
static sharp parameters and free vibration frequencies play 
an important role in the dynamic response of the system. The 
dynamic response of a thermo-elastic nano-beam under a 
moving load has been investigated by Abouelregal et al. [5]. 
They showed that the velocity of the moving load and the 
strength parameter did not affect the temperature. 

In this paper, for the first time, a comprehensive study 
on the vibrational analysis of Rayleigh and Euler-Bernoulli 
axial functionally micro-beams is performed on a shear 
Pasternak foundation based on the high-order theory of strain 
gradients. Also, the conditions for the occurrence of various 

phenomena such as critical velocity, cancellation, and a 
maximum range of free vibrations of the system are reported. 
In the following, the theoretical model and dynamic equation 
of the exponential axial graded beam subjected to an external 
moving load are presented. The solution is then summarized 
and the system’s natural frequencies are extracted. The results 
for the isotropic system have been confirmed to determine 
the accuracy of the solution method. The effects of various 
key parameters such as the amount of gradient of structural 
materials and the external load velocity are measured on the 
dynamic magnification coefficient, forced-free responses, 
cancellation mechanisms, and maximum of the free vibration 
amplitude range. 

2- Methodology
It is assumed that the system is surrounded by shear 

Pasternak substrate with shear stiffness, kb. The length, 
cross-sectional area, and moment of inertia of the beam are 
indicated by L, A, and I, respectively. The kinetic energies 
and potential are expressed [6, 7]:
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where w (x, t) is the transverse beam. According to 
Hamilton’s principle, it can be written as [8, 9]: 
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By placing Eqs. (1-2) in Eq. (3), we will have [10]:
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The discretization of the system equation, the transverse 
beam displacement is given as [11-13]: 
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where qj is the generalized dimensional coordinate, n  is 
the number of essential functions, φj is the acceptable mode 
for the transverse displacement of the system [14-17]:

(ô)+ (ô)=0Mq Kq �  (6)

where q is the generalized coordinate vector, M is the 
matrix of mass, and K is the stiffness matrix of the system 
[18]. 

3- Results and Discussion
Fig. 1 shows the effect of the hardness coefficient of the 

shear Pasternak foundation and the strain gradient parameter 
on the system magnification coefficient. As these parameters 
increase, both lead to a stiffer system. Consequently, as these 
parameters increase, the dynamic coefficient curves as well as 
the critical velocities of the system shift to higher speeds, and 
in the opposite of the effect of increasing the rotational inertia 
factor, the system undergoes the higher forced vibration 
amplitude in the greater amounts of speeds. 

4- Conclusions
In this paper, the performance improvement of an 

axially graded micro-beam under moving load has been 
studied numerically and analytically. Also, there has been 
a comparative study between Rayleigh and Euler-Bernoulli 
axially graded beams to determine the effect of the whirling 
inertia coefficient and the longitudinal gradients of the material 
characteristics on the free and forced vibrational behaviors 
of the system. The material characteristics of the structure 
change continuously according to the rule of exponential. The 
beam is placed under a moving transverse point load with a 
constant value and uniform velocity. The arrow is placed 
under a moving transverse point with a constant value and 
uniform velocity. Using the Galerkin discretization method 
and the analysis of eigenvalues, the natural frequencies of the 
system are extracted and compared with the results available 
in the technical literature. It has been found that compared to 
isotropic beams under moving load, the exponentially axially 
graded beams show more complex and unexpected behavior 
under a moving load.
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Fig. 1. Dynamic magnification coefficient of system based on dimensionless velocity for various strain gradient 

parameters and foundation stiffness α=0, γ=0 
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Fig. 1. Dynamic magnification coefficient of system based on 
dimensionless velocity for various strain gradient parameters and 

foundation stiffness α=0, γ=0
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مطالعه پارامتريک ارتعاشات وابسته به‌اندازه تيرهاي مدرج محوري رايلي تحت يک بار متحرک 
بر روي بستر پاسترناک

علي فروغي، مهران صفرپور، اکبر علي بيگلو*

دانشکده مکانيک، دانشگاه تربيت مدرس، تهران، ايران

خلاصه: ارتعاشات ميکروتيرهاي مدرج تابعي محوري رايلي و اويلر برنولي تحت يک بار متحرک بر روي بستر پاسترناک 
به صورت عددي و تحليلي مطالعه شده است. همچنين، براي اولين بار، يک مدل‌سازی دقيق رياضي براي تحليل اثر 
پارامترهاي مختلف مانند گراديان طولي مواد، فاکتور اينرسي دوراني، سختي بستر پاسترناک و پارامتر گراديان کرنش بر 
سرعت بحراني، ضريب ديناميکي و مکانيزم هاي لغو و ماکسیمم دامنه ارتعاشات سيستم به‌ دست ‌آمده است. فرکانس‌هاي 
طبيعي تير مدرج تابعي محوري رايلي به ‌دست ‌آمده و با نتايج موجود در ادبيات فني مقايسه مي‌شوند. عبارت‌هاي رياضي 
فرم بسته ساده براي ضريب بزرگنمايي ديناميکي، لغو و بيشينه دامنه ارتعاشات آزاد سيستم استخراج شدند. نشان داده 
مي‌شود که به ازاي مقادير کمتر و بيشتر از پارامتر گراديان بحراني، تغييرات مشخصات مادي سيستم اثرات معکوس بر 
دامنه ارتعاش اجباري و آزاد سيستم دارند. علاوه بر اين، نتيجه‌گيري مي‌شود که در مقايسه با تيرهاي اويلر- برنولي همگن، 
در ميکروتيرهاي مدرج محوري رايلي محاط شده در بستر برشي پاسترناک، با انتخاب مقادير مناسبي از پارامتر گراديان، 
ضريب اينرسي دوراني، سختي بستر و پارامتر گراديان کرنش، مي‌توان پديده‌هاي لغو و بيشينه ارتعاشات آزاد سيستم را 
به‌خوبي کنترل کرد. همچنين نتايج پژوهش حاضر می‌تواند به‌عنوان معياري براي طراحي بهينه سازه‌هاي ناهمگن تحت 

تحريک بارهاي متحرک به‌کاربرده شوند.
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1- مقدمه
ارتعاشات  مسئله  سرعت‌بالا،  نقل‌وانتقال  سامانه‌هاي  پيشرفت  با 
القاشده توسط بارهاي متحرک در دهه‌هاي اخير توجه بسيار زيادي 
به  نياز  بدون  محققان،  دليل  همين  به  است.  کرده  جلب  خود  به 
ديناميکي  دقيق مشخصه‌هاي  اندازه‌گيري  سازه،  روي  نصب حس‌گر 
سامانه‌هاي تحت بار متحرک را با کمک مدل‌سازي‌هاي رياضي مهيا 
کرده‌اند ]1, 2[. همان‌طور که در ادبيات فني نشان داده ‌شده است. 
بارهاي  به  نسبت  بزرگ‌تري  تنش‌هاي  و  خيزها  متحرک،  بارهاي 
ازاي  به  اين سيستم‌ها  مي‌کنند. همچنين  ايجاد  سازه  در  استاتيکي 
سرعت‌های مختلف بار متحرک، مستعد رخداد پديده‌هاي مختلف مانند 
لغو، تشديد و بيشينه دامنه ارتعاشات خواهند بود ]3, 4[. ازآنجايي‌که 

پديده‌هاي تشديد و حداکثر دامنه ارتعاشات آزاد اثرات نامطلوبي بر 
برابرشدن  از  تاحدممکن  بايد  لذا  دارند،  سيستم‌ها  ايمني  و  عملکرد 
سرعت بار متحرک، با سرعت‌های تشديد و حداکثر دامنه ارتعاشات 
با  متحرک  بارهاي  عبور  ديگر  از سوي  کرد.  جلوگيري  آزاد سيستم 
سرعت لغو به دليل حداقل‌شدن دامنه ارتعاشات آزاد سيستم، منجر به 
عملکرد بهينه سيستم مي‌شوند. بنابراين سرعت بارهاي متحرک نقش 
مهمي در مکانيسم‌هاي فعل‌وانفعال خودرو ايفا مي‌کند. به‌طور مثال، 
يو و همکاران ]5[ يک حل تحليلي براي اثر لایه‌های غير ايزوتروپيک 
آن‌ها  کردند.  ارائه  را  بارمحوری  تحت  الاستيک  چندلايه  بستر  روي 
نشان دادند که خواص غير ايزوتروپيک يک اثر قابل‌توجه بر رفتارهاي 
مکانيکي يک بستر الاستيک چندلايه دارد. کائو و همکاران ]6[ يک 
روش المان متحرک براي آناليز ديناميکي ورق کامپوزيتي که بر روی 
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ارائه  است،  متحرک  بار  تحت  همچنين  و  دارد  قرار  پاسترناک  بستر 
کردند. آن‌ها اثرات بستر پاسترناک، مکانيزم اتلاف انرژي، سرعت بار و 
خواص مواد را بر روي پاسخ ديناميکي سيستم موردبررسی قراردادند. 
نتايج آن‌ها نشان داد که اگر اندازه بار متحرک ثابت باشد، فقط يک 
روي  بر  پيش‌تنش  ورق  يک  ارتعاشات  می‌آید.  پديد  بحراني  سرعت 
توسط  متحرک  بار  به‌واسطه  عرضي  ايزوتروپيک  چندلايه  نیم‌صفحه 
يانگ آي و همکاران ]7[ موردبررسی قرارگرفته است. اثرات سرعت بار 
و صلبيت بار بر روي ورق توسط مثال‌های عددي که آن‌ها ارائه دادند، 
تحقيق شد. پاسخ ديناميکي يک ورق الاستيک خطي و ايزوتروپيک 
لاغر بر روي بستر خاکي نيم‌فضا که تحت بار متحرک قرار دارد توسط 
جن و همکاران ]8[ مطالعه شده است. نتايج آن‌ها نشان داد که اثر 
بر  پاسخ ورق و خاک بسيار کوچک است. علاوه  بر روي  بار  سرعت 
اين، در ميان تحقيقات منتشرشده در اين زمينه، چندين بررسي بر 
انجام‌شده  رايلي  تير  تئوري  از  استفاده  با  تير  ارتعاشات  تحليل  روي 

است ]13-9[.
سازه‌هاي  زمينه،  اين  در  صورت‌پذيرفته  تحليل‌هاي  اکثر  در 
با  اخير،  دهه  دو  در  گرفته‌شده‌اند.  نظر  در  ايزوتروپيک  و  يکنواخت 
پيشرفت تکنولوژي و گسترش علم مواد، محققين با تغيير مشخصات 
دادند  بهبود  را  متحرک  بار  تحت  سازه‌هاي  ديناميکي  رفتار  مواد، 
و  مناسب  ويژگي‌هاي  داشتن  دليل  به  تابعي  مدرج  مواد   .]17-14[
مزاياي متعدد نسبت به مواد ايزوتروپيک و کامپوزيت لايه‌اي، پتانسيل 
بالايي براي کاربردهاي گسترده در صنايع خودرو، مهندسي پزشکي و 
الکترونيک دارند. مواد مدرج مواد غيرهمگن شامل دو يا چند نوع ماده 
با گسترش پيوسته و نرم در يک راستاي دلخواه هستند که با داشتن 
کمتر،  تنش  تمرکز  مانند  حرارتي  و  مکانيکي  مناسب  ويژگي‌هاي 
بالاتر و تنش حرارتي  مقاومت خوردگي بهتر و استحکام شکنندگي 
کمتر به‌طور گسترده به کار گرفته مي‌شوند ]18-24[. البته سازه‌هاي 
با تغيير  مدرج تابعي را نيز مي‌توان به سيستم‌هايي اطلاق نمود که 
مشخصات هندسي در يک راستاي مشخص تغيير مي‌کنند. به همين 
متحرک  بار  تحت  سازه‌هاي  در  تابعي  مدرج  مواد  به‌کارگيري  دليل 
باشد.  داشته  آينده  تأسيسات  طراحي  در  بالايي  اهميت  می‌تواند 
خطي  پاسخ  بين  مقايسه‌اي  مطالعات   ]25[ زاده  منجم  و  ملک‌زاده 
و غيرخطي صفحات مدرج با شرايط مرزي مختلف تحت تحريک بار 
متحرک را انجام دادند. آن‌ها اثرات پارامترهاي مختلف مانند شاخص 

گراديان مادي و نسبت منظر را بر پاسخ زماني سازه بررسي کردند. 
ريتز-مربعات  ترکيبي  روش  به‌کارگيري  با   ،]26[ همکاران  و  خليلي 
را  متحرک  بارهاي  حامل  مدرج  تيرهاي  اجباري  ارتعاشات  تفاضلي 
با  مي‌توان  را  تير  بحراني  سرعت  که  فهميدند  آن‌ها  کردند.  مطالعه 
انتخاب گراديان مناسب مواد کنترل کرد. ابراهيمي و حسيني ]27[ 
به بررسي پاسخ ارتعاشات غيرخطي نانوکامپوزيت هاي متخلخل مدرج 
تابعي تحت بار متحرک پرداختند. نتايج آن‌ها نشان داد که يک رابطه 

دوره‌ای بين پاسخ دامنه و سرعت بار متحرک وجود دارد.
لازم به ذکر است که اکثر مطالعات صورت‌گرفته در اين زمينه، 
راستاي  در  موادشان  که  کرده‌اند  تمرکز  سازه‌هايي  مطالعه  روي  بر 
به‌طور  فني  ادبيات  در  که  سازه‌ها  اين  شده‌اند.  درجه‌بندي  ضخامت 
مهندسي  کاربردهاي  براي  است  ممکن  گزارش‌شده‌اند،  گسترده 
تحليل  درعين‌حال،  نباشند.  جامع  و  کارآمد  پيچيده،  و  پيشرفته 
راستاي  بار متحرک که در  ارتعاشات سازه‌هاي مدرج تحت تحريک 
و  قرارگرفته‌اند  موردبررسی  به‌ندرت  مي‌کند  تغيير  موادشان  طول 
همکاران  و  عليمرادزاده  است.  موجود  زمينه  اين  در  کمي  اطلاعات 
]28[ تحليل ارتعاشات غيرخطي يک تير مدرج محوري بر روي بستر 
الاستيک غيرخطي تحت تحريک بار هارمونيک خارجي را انجام دادند. 
تغيير  تير  طول  راستاي  در  تواني  قانون  اساس  بر  سازه  مواد  جنس 
مي‌کند. آن‌ها از روش متغيرگيري براي استخراج عبارت‌هاي تحليلي 
بردند.  بهره  غيرخطي  ديناميکي  پاسخ  و  غيرخطي  فرکانس  تقريبي 
افزايش  با  ديناميکي  پاسخ  بيشينه  که  کردند  آن‌ها کشف  همچنين 
حرارتي  محيط  اثر   ]29[ وو  و  وانگ  ميي‌ابد.  افزايش  تواني  شاخص 
بار  از عبور  بعد  و  قبل  را  تيرهاي مدرج محوري  پاسخ ديناميکي  بر 
که  کردند  فرض  آن‌ها  قراردادند.  آزمايش  مورد  متحرک  هارمونيک 
مشخصات مادي سيستم موردنظر بر طبق قانون تواني تغيير مي‌کند. 
همچنين آن‌ها اثرات مقدار گراديان مواد را بر دما و سرعت بحراني 
دامنه  و  مکان  دما،  افزايش  با  که  دريافتند  و  بررسي کردند  سيستم 
همکاران  و  شيمشک  ميي‌ابد.  تغيير  به‌شدت  سازه  بيشينه  جابجايي 
دوسرمفصل  محوري  مدرج  تيرهاي  ديناميکي  اجباري  پاسخ   ]30[
تحت يک بار هارمونيک متحرک را موردمطالعه قراردادند. آن‌ها فرض 
و  آلومينيوم است  و  استيل  از  تير مدرج محوري متشکل  کردند که 
چگالي و مدول الاستيک سيستم در راستاي طولي تير بر اساس قانون 
تواني به‌تدريج تغيير مي‌کنند. آن‌ها نشان دادند که گراديان ماده در 
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سيستم، نقش مهمي بر پاسخ ارتعاشاتي سيستم ايفا مي‌کنند.
بسيار  الکترونيکي  و  مکانيکي  قطعات  ظهور  با  گذشته،  قرن  در 
به‌طور  انتقال  سیستم‌های  و  ساخت  محاسبات  ارتباطات،  کوچک، 
مسئله  مطالعه  دليل  همين  به  است.  قرارگرفته  تأثیر  تحت  اساسي 
سیستم‌های بار متحرک در ابعاد کوچک توجهات زيادي به خود جلب 
کرده‌اند. اسن ]31[ ديناميک ميکروتيرهاي تيموشنکو وابسته به ‌اندازه 
تحت بارهاي متحرک را مطالعه کردند. اثرات سرعت‌های مختلف بار، 
توسط  سازه  ديناميکي  رفتار  روي  بر  مواد  اندازه  پارامتر  و  بار  جرم 
او تحقیق‌شده است. شيمشک ]32[ تحليل ديناميکي يک ميکروتير 
حامل ميکروذرات متحرک تعبيه‌شده را مبتني بر تئوري تنش کوپل 
خيز  پارامترهای  که  داد  نشان  او  نتايج  کردند.  تحقيق  اصلاح‌شده 
استاتيکي و فرکانس‌های ارتعاش آزاد نقش مهمي در پاسخ ديناميکي 
سيستم دارند. پاسخ ديناميکي يک نانو تير ترموالاستيک که تحت يک 
بار متحرک است توسط ابوالرگال و زنکور ]33[ موردبررسی قرارگرفته 
است. آن‌ها نشان دادند که سرعت بار متحرک و پارامتر استحکام بر 

روي دما تأثیری ندارد.
بار، يک  اولين  براي  اين مقاله  نويسندگان، در  بر طبق اطلاعات 
تابعي  مدرج  ميکروتيرهاي  ارتعاشاتي  تحليل  روي  بر  جامع  مطالعه 
بر روي بستر  بار متحرک  برنولي تحت  اويلر  و  رايلي  نمايي  محوري 
)براي  کرنش  گراديان  بالاي  مرتبه  تئوري  براساس  پاسترناک  برشي 
وقوع  شرايط  همچنين  مي‌پذيرد.  اندازه( صورت  اثرات  نظرگیری  در 

دامنه  بيشينه  و  لغو  بحراني،  سرعت  مانند  گوناگوني  پديده‌هاي 
و  تئوري  مدل  ادامه،  در  مي‌شود.  گزارش  سيستم  آزاد  ارتعاشات 
بار  يک  تحريک  تحت  نمايي  محوري  مدرج  تير  ديناميکي  معادله 
خلاصه  به‌طور  حل  روش  سپس  است.  شده  ارائه‌  خارجي  متحرک 
تعيين  براي  ارائه و فرکانس‌هاي طبيعي سيستم استخراج مي‌شوند. 
صحت روش حل، نتايج براي سيستم ايزوتروپيک تائيد شده‌اند. اثرات 
پارامترهاي کليدي مختلف مانند مقدار گراديان مواد سازه و سرعت 
پاسخ‌هاي  ديناميکي،  بزرگنمايي  ضريب  بر  را  خارجي  متحرک  بار 
اجباري-آزاد سيستم، مکانيسم‌هاي لغو و بيشينه دامنه ارتعاشات آزاد 
سنجيده مي‌شود. علاوه بر آن، نتايج به‌دست‌آمده براي تيرهاي اويلر 

برنولي و رايلي با يکديگر مقايسه شده‌اند.

2- مدل‌سازی رياضي
و   u ثابت  P و سرعت  ثابت  دامنه  با  نيرو متمرکز متحرک  يک 
ممان  و   A مقطع  سطح  و   L طول  با  محوري  مدرج  افقي  تير  يک 
اينرسي I در شکل 1 مشاهده مي‌شود. همچنين، فرض شده است که 
سيستم توسط يک بستر برشي پاسترناک با سختي برشي kb محاط 
شده است. ازآنجاکه سيستم ارائه‌شده، يک مدل ساده از پل‌هاي تحت 
تحريک ناشي از عبور وسايل نقليه است، لذا فرض شده است سطح 
مقطع سيستم در راستاي طولي ثابت است و بار متحرک نيز با سرعت 
 )E(x ثابت حرکت می‌کند. مشخصات مادي تير يعني مدول الاستيک

 
  

 
  

شکل 1. شماتيک تير مدرج تابعي محوري تحت اثر بار متحرک
Fig. 1. Schematic of axially functionally graded beam under moving load effect
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و چگالي ρ(x( به ترتيب طبق معادلات 1 و 2، در راستاي طولي تير 
بر طبق قانون نمايي تغيير مي‌کنند:

2 /
0 0) ( ) ( x LE x E f x E e α= = �)1(

2 /
0 0) ( ) ( x Lx f x e αρ ρ ρ= = �)2(

در معادلات )1( و )α ،)2 پارامتر بي‌بعد گراديان، E0 و ρ0 نيز به 
ترتيب مدول الاستيک و چگالي تير در ابتداي تير )x=0( هستند.

همان‌طور که در ادبيات فني نشان داده‌شده است، رفتار مکانيکي 
سازه‌ها در ابعاد ميکرو و نانو با ابعاد ماکرو فرق می‌کند و ديگر تئوری 
کلاسيک براي پیش‌بینی و مدل‌سازی رفتار مکانيکي سازه‌هاي با ابعاد 
کوچک صادق نيست. به همين دليل، تئوری‌های مرتبه بالايي مانند 
تئوری گراديان کرنش معرفي براي تسخير اثرات اندازه در ابعاد ميکرو 
معرفي شدند. براساس تئوری گراديان کرنش، معادله ساختاري وابسته 
به‌اندازه تنش براي ميکروتير به شکل مقابل نوشته می‌شود ]36-34[:

2) ( .) ) ( (x xx xxE x l E xσ ε ε= − ∇ ∇ �)3(

با   .
x
∂

∇ =
∂

و  است  کرنش  گراديان  پارامتر   l آن  در  که 
موردنظر،  سيستم  براي  کرنش-جابجايي  خطي  رابطه  درنظرگيري 

کرنش طولي سيستم اين‌چنين نوشته مي‌شود:

2

2xx
wy

x
ε ∂

= −
∂

�)4(

که w جابجايي عرضي سيستم در راستاي y است. معادله ممان 
خمشي سيستم نيز به‌صورت مقابل در نظر گرفته می‌شود:

x PA
M y dAσ= ∫ �)5(

درنتيجه، انرژي کرنشي سيستم به شکل مقابل مي‌توان بازنويسي 

کرد:

2

2
0

L wV M dx
x

∂
= −

∂∫ �)6(

دوراني(،  اينرسي  اثرات  )درنظرگرفتن  رايلي  تير  مدل  فرض  با 
انرژي جنبشي تير مدرج محوري به‌صورت مقابل نوشته می‌شود:

ρ

ρ

∂
=

∂
∂

+
∂ ∂

∫

∫

2

0
22

0

1 ( ) ( )
2

1 ( ) ( )
2

L

L

wT x A dx
t

wx I dx
t x

�)7(

برشي  بستر  و  متحرک  بار  کار  شامل  خارجي  نيروهاي  کار 
پاسترناک نيز طبق معادله زير بيان مي‌شود:

 معادلات دارای اشکال به همراه شماره معادله در متن مقالهارائه : ججدول 
 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله  مورد 

 4،صفحه 8معادله  1
 فارسی

2

20
) ) ( ) , ( (

L

p b
wW P x ut w x t k dx

x
 

= − −
  

 5،صفحه 15معادله  2
+(τ( فارسی (τ)=0Mq Kq  

 5،صفحه  16معادله  3
 فارسی 1 2 nq ) (,q ) (,...,q ) (   Τq =  

4   
5   
6   
7   
8   
9   
10   

�)8(

از  کمک  با  مي‌کند.  اشاره  ديراک  دلتاي  تابع  δبه  آن،  در  که 
تعاريف ارائه‌شده براي انرژی‌های جنبشي و پتانسيل و کار خارجي و 
همچنين استفاده از اصل هميلتون تعميمي‌افته، معادلات ديفرانسيل 

حرکت سيستم طبق رابطه زير نوشته مي‌شود:

( ) ( )2) ( ) ( ) (
) ( ) ( ) (

b PE x Iw l E x Iw k w x A w
x Iw x Iw P x ut

ρ
ρ ρ δ

′′ ′′′′′ ′′′ ′′− − + −

′′ ′ ′− = −



 

�)9(

باهدف استخراج معادله بي‌بعد، پارامترهاي بي‌بعد در ادامه معرفي 
مي‌شوند:

0.50
2

0

, , ) (
E Ix w t

L L AL
ξ η τ

ρ
= = = �)10(
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که η ،ξ و τ پارامترهاي بي‌بعد طول، جابه‌جايي عرضي و زمان 
مي‌باشند. با جاگذاري معادله 10 در 9 به‌صورت زير به دست خواهد 

آمد:

( ) ( )2) ( ) ( ) (
) ( ) ( ) (

bf f k f
f f F v
ξ η µ ξ η η ξ η

γ ξ η γ ξ η δ ξ τ

′′ ′′′′′ ′′′ ′′− − + −

′′ ′ ′− = −



 

�)11(

زير  به‌صورت   11 معادله  در  آمده  پديد  بي‌بعد  پارامترهاي  که 
تعريف مي‌شوند:

22

2
0 0

1 b
b

k LPL uT lF v K
E I L L E IAL

γ µ= = = = = �)12(

لازم به ذکر است که γ و μ در معادله 12، به ترتيب فاکتور اينرسي 
دوراني و پارامتر گراديان کرنشي هستند. زماني که 𝛾 برابر صفر در 
حرکت  معادله  به   )11( ديناميکي  حرکت  معادله  شود،  گرفته  نظر 
ميکروتير اويلر برنولي مدرج تابعي محوري تقليل ميي‌ابد. همچنين، 
زماني که μ برابر صفر در نظر گرفته شود، معادله حرکت ديناميکي 
)11( به معادله حرکت تير رايلي مدرج تابعي محوري تقليل ميي‌ابد.

3- روش گالرکين
به‌منظور استخراج معادله کاهش مرتبه‌يافته سيستم و جداسازي 
فضاي مکان و زمان، روش گالرکين به‌کاربرده مي‌شود. در اين روش، 

خيز بي‌بعد تير، با معادله )13( تخمين زده مي‌شود:

1
) , ( ) ( ) (

n

j j
j

qη ξ τ ϕ ξ τ
=

= ∑ �)13(

مختصات   qj خمشي،  ارتعاشي  مودهاي  تعداد   n آن  در  که 
ارتعاشاتي  مود  براي  بي‌بعد  مودهاي  شکل   jφ و  بي‌بعد  تعميمي‌افته 

j-ام تير دوسرمفصل است که jφ به‌صورت زير تخمين زده مي‌شود :

) ( 2 sin) (j jϕ ξ πξ= �)14(

نيروي  سيستم،  طبيعي  فرکانس‌هاي  استخراج  براي  ابتدا  در 
با جايگذاري معادلات )13( و  ناديده گرفته مي‌شود. سپس  خارجي 
)14( در معادله )11( و استفاده از خاصيت تعامد مودها، فرم معادلات 
ديفرانسيل معمولي معادله )8( به دست مي‌آيد و به‌صورت زير به فرم 

ماتريسي بيان خواهد شد:

 معادلات دارای اشکال به همراه شماره معادله در متن مقالهارائه : ججدول 
 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله  مورد 

 4،صفحه 8معادله  1
 فارسی

2

20
) ) ( ) , ( (

L

p b
wW P x ut w x t k dx

x
 

= − −
  

 5،صفحه 15معادله  2
+(τ( فارسی (τ)=0Mq Kq  

 5،صفحه  16معادله  3
 فارسی 1 2 nq ) (,q ) (,...,q ) (   Τq =  

4   
5   
6   
7   
8   
9   
10   

�)15(

که در آن ماتريس M ماتريس جرم سيستم، K ماتريس سختي 
سيستم و q بردار جابجايي توابع زماني سيستم خواهند بود که در 

روابط )16( الي )18(، با جزييات نوشته شده‌اند:

 معادلات دارای اشکال به همراه شماره معادله در متن مقالهارائه : ججدول 
 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله  مورد 

 4،صفحه 8معادله  1
 فارسی

2

20
) ) ( ) , ( (

L

p b
wW P x ut w x t k dx

x
 

= − −
  

 5،صفحه 15معادله  2
+(τ( فارسی (τ)=0Mq Kq  

 5،صفحه  16معادله  3
 فارسی 1 2 nq ) (,q ) (,...,q ) (   Τq =  

4   
5   
6   
7   
8   
9   
10   

�)16(

1

0

) ( ) ( ) (

) ( ) ( ) (M
) ( ) ( ) (

j k

j kjk

j k

f

f d
f

ξ φ ξ φ ξ

ξ φ ξ φ ξ ξ
γ

ξ φ ξ φ ξ

 
 

′′ +=   
−    ′ ′  

∫ �)17(

1

0

2

) ( ) ( ) ( 2 ) (

K ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

) ( ) ( ) ( 3 ) ( ) ( ) ( 3

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

j k j

jk k j k

j k j k

j k j k

f f

f d

f f f

f

ξ φ ξ φ ξ ξ φ

ξ φ ξ ξ φ ξ φ ξ ξ

ξ φ ξ φ ξ ξ φ ξ φ ξ
µ

ξ φ ξ φ ξ ξ φ ξ φ ξ

 
 
 ′′′′ ′+
 
 ′′′ ′′′′= + 
  ′′′′′′ ′′′′′ ′′+ +  −  ′′′′ ′′′ ′′′+  

∫
(18)
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فرکانس‌هاي طبيعي بي‌بعد سيستم )ω( با بازنويسي معادله )15( 
در فرم مرتبه اول و حل عددي مسئله مقدار ويژه به دست مي‌آيند.

4- حل تحليلي
ارتعاشات سيستم تحت تحريک بار را مي‌توان به دو مرحله تقسيم 
کرد: الف( ارتعاشات اجباري: هنگامي‌که بار بر روي تير حرکت مي‌کند. 

ب( ارتعاشات آزاد: هنگامي‌که بار تير را ترک کرده است.
4-1 ارتعاشات اجباري

انتگرال‌گيري بر روي بازه  با ضرب معادله )11( در)sin(nπξ و 
مود  )براي  ديناميکي کاهش‌مرتبه‌يافته سيستم  معادله  فرم   ،]1  ,0[

n-ام( طبق معادله زير به دست مي‌آيد:

2
0 sin) (n nq q F n vω π τ+ = �)19(

. 2
0/ , /n nn nn nnF Fω = =K M M که در آن 

به‌صورت  بار  ترک  قبل  زمان‌هاي  براي  سازه  ديناميکي  پاسخ 
ترکيبي از پاسخ‌هاي همگن و خصوصي به دست خواهد آمد:

( )
0

2 2

) ( sin) ( cos) (

sin) (
) (

force
n n n

n

q A B
F

n v
n v

τ ω τ ω τ

π τ
ω π

= +

+
−

�)20(

صفر  اوليه  شرايط  از   )20( معادله  در   B و   A ثابت  ضرايب  که 
جايگذاري  با  مي‌آيند.  دست  به   ) ( ) ( )force force0 0 0n nq q= = (
معادله )20( در شرايط اوليه صفر، شکل نهايي پاسخ اجباري تير طبق 

معادله )21( به دست مي‌آيد:

2

2 2

2
0

2 2

sin) (
) () ( 1

sin) (
) (

n
force

nn

n n
n

n

n v
n vq

F n v
n v

ω
π τ

ω πτ
ω π ω

ω τ
ω π

 
 − =  
−  − 

�)21(

4-2 ارتعاشات آزاد
هنگامي‌که موقعيت بار برابر 1ξ= مي‌شود، بار تير را ترک مي‌کند. 

نقطه وسط تير طبق معادله )21( ارتعاشات آزاد را تجربه مي‌کند:

) ( )0(cos) (

)0(
sin) (

free free
n n n

free
n

n
n

q q

q

τ ω τ

ω τ
ω

=

+


�)22(

شرايط اوليه ارتعاشات آزاد با جابجايي و سرعت در لحظه ترک بار 
به دست مي‌آيد. با جايگذاري در معادله )20( به دست خواهد آمد:

( )
0

2 2

1)0( ) ( sin) (
) (

free force n
n n

n n

F n v
q q

v vn v
π ω

ω ω π
= = −

−
�)23(

( )
0

2 2

1)0( ) (
) (

cos) ( cos) (

free force
n n

n

n

F n v
q q

v n v

n
v

π
ω π

ω
π

= =
−

 − 
 

 

�)24(

تابعي  مدرج  تير  آزاد  ارتعاشاتي  پاسخ  مثلثاتي،  تبديل  اعمال  با 
محوري ناشي از بار معادله )22( به‌صورت زير کاهش ميي‌ابد:

) ( sin) (free
n n n nq Xτ ω τ ϕ= − �)25(

براي  آزاد  ارتعاشات  پاسخ  فاز  زاويه   𝜙n و  دامنه   Xn آن  در  که 
n-امين مود سيستم هستند و در معادلات )26( و )27( بیان‌شده‌اند:

( )2 2
0

2
) (

1 cos) (cos) (

n

n n

n

X n v
F n v

n
v

π
ω ω π

ω
π

=
−

−

�)26(
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1
sin) (

tan
cos) ( cos) (

n

n
n

v

n
v

ω

φ
ω

π

−

 − 
=  

 − 
 

�)27(

در هنگام پديده لغو در سيستم، دامنه ارتعاشات آزاد صفر خواهد 
شد . سرعت و فاز پديده لغو متناظر به‌صورت زير بيان مي‌شود:

1
0

1cos ) (
cos) (

n
n canX v

n

ω

π
−

= ⇒ = �)28(

1 2) 1() , ( 0 cos) ( 0
2 2can can

iW πτ ϕ ϕ −
= → = → �)29(

 
  

ωn) يروحم جردم يلونرب -رليوا ريت لوا سناکرف راهچ .2 لکش 
μ=0، Kb=0 ،(α) دعب‌يب نايدارگ رتماراپ بسحرب (0/5

Fig. 2. The first four frequency of Euler-Bernoulli axially graded beam (ωn0/5) according to dimensionless gradient pa-

rameter (α), μ=0, Kb=0

 
 

  
Kb=0 ،μ=0 ،شکل 3. فرکانس پايه‌اي تير رايلي مدرج محوري برحسب پارامتر گراديان بي‌بعد

Fig. 3. Fundamental frequency of axially graded Rayleigh beam versus dimensionless gradient parameter, μ=0 ،Kb=0
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مقدار  از  فاز  زاويه  درنتیجه  است.  مثبت  عدد صحيح  يک   i که 
π-2/ به 2π/ تغيير علامت مي‌دهد . همچنين، بر اساس شرايط اوليه 
نيز اگر هردوی جابجايي اوليه و سرعت اوليه ارتعاشات آزاد سيستم 
صفر باشد، دامنه ارتعاشات آزاد سيستم نيز صفر خواهد شد و درنتیجه 
قراردادن  برابر صفر  با  تير صفر خواهد شد.  آزاد  ارتعاشات  باقيمانده 

روابط )23( و )24( مي‌توان نوشت:

sin) ( 0n n
canv

v i
ω ω

π
= ⇒ = �)30(

cos) ( cos) (
2) 1(

n n
cann v

v i
ω ω

π
π

= → =
−

�)31(

با توجه به معادلات )30( و )31( مي‌توان گفت که شرايطي که به 
ازاي آن معادله )30( حاکم است، معادله )31( را نيز ارضا مي‌کنند، 
اما برعکس اين مطلب صحيح نمي‌باشد. بنابراين مي‌توان نتيجه گرفت 
که شرايط کلي رخداد لغو بر اساس شرايط اوليه در معادله )31( بیان 
‌شده است. هنگامي‌که بيشينه دامنه ارتعاشات آزاد رخ مي‌دهد، مقادير 

سرعت مربوطه از معادله )32( به دست مي‌آيد:

( )
( )

max

2 2
max max

2 2
max

0 tan) (
2

2 ) (

) (

n n

n

n n

X
v v

v n v

n v

ω

ω π

ω ω π

∂
= ⇒ =

∂

+

−

�)32(

ضريب بزرگنمايي ديناميکي و دامنه نرمال‌شده ارتعاشات آزاد تير 
براي مود n-ام به ترتيب طبق معادلات )33( و )34( تعريف مي‌شوند

2 2
0

) ( ) ( 1
/ 1

)sin) ( sin) ((

force force
n n

st n n

n n n n

q q
DMF

W F k
k k

τ τ
ω

ω τ ω τ

= = =
−

−

�)33(

1 2

2
1 cos) (cos) (

)1 (
n n

st nn

X k nR n
W kk

ππ= = −
−

�)34(

که در آن kn=nπv/ωn نسبت سرعت و Wst نيز خيز استاتيکي 
نقطه وسط تير است. ضريب بزرگنمايي ديناميکي به‌عنوان نسبت بين 

جابجايي ديناميکي و استاتيکي تعريف مي‌شود.

5- نتايج و بحث
در اين بخش، نتايج عددي براي ارتعاشات اجباري-آزاد تيرهاي 
طبيعي  فرکانس‌هاي  مقايسه  با  مي‌شوند.  محاسبه  محوري  مدرج 
تيرهاي  آزاد  اجباري-  ارتعاشات  دامنه  و  محوري  مدرج  تيرهاي 
ادبيات  نتايج موجود در  با  بار متحرک منفرد  ايزوتروپيک تحت يک 
فني صحت حل حاضر ارزيابي مي‌شود. اثر گراديان مواد و سرعت بار 
که  است  شایان‌ذکر  مي‌شوند.  سنجيده  ديناميکي  پاسخ  بر  متحرک 
سيستم  حرکت  تعادل  معادلات  تحليلي،  رويکرد  اعتبارسنجي  براي 
با اعمال روش رانگ-کوتا مرتبه چهار به‌صورت عددي انتگرال‌گيري 

مي‌شود.

5-1- صحه‌سازي مدل
در شکل )2( چهار فرکانس طبيعي اول سيستم که خواص مواد 
و  گسسته‌سازي  روش  توسط  مي‌کند  تبعيت  نمايي  تابع  يک  از  آن 
شده‌اند  رسم  خمشي  مود   10 درنظرگرفتن  با  ويژه  مقدار  تحليل 
شده‌اند.  مقايسه   ]37[ همکاران  و  لي  توسط  ارائه‌شده  نتايج  با  و 
همان‌طور که مشاهده مي‌شود، نتايج به‌دست‌آمده در اين پژوهش از 
از اين شکل مشخص  دقت مناسبي برخوردار هستند. همان‌طور که 
است، همه شاخه‌هاي فرکانس‌ ناپيوسته هستند و در کمترين مقدار 

 2
cr− =1

cr )يعني2/7 بحراني  گراديان  پارامترهاي  نام  به  مشخص 
مشاهده  طبيعي  فرکانس  منحني‌هاي  در  پرش  پديده  يک   ،)±  ≈

مي‌شود. علاوه بر آن، فرکانس‌هاي طبيعي ارتعاشات سيستم به‌صورت 
فرکانس   ، 1á cr <α<0 براي  مثال  به‌طور  نمي‌کنند.  تغيير  يکنواخت 
پايه‌اي سيستم با افزايش پارامتر گراديان ابتدا به‌آرامي کاهش ميي‌ابد 
بالايي  شاخه  به  سيستم  فرکانس   ، 1á cr بحراني مينيمم  مقدار  در  تا 
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افزايش ميي‌ابد. همان‌طور  به‌طور يکنواخت  بعدازآن  و  پرش مي‌کند 
که در شکل 2 مشاهده مي‌شود، فرکانس‌هاي بزرگ‌تر سيستم نيز اين 
ويژگي را نمايش مي‌دهند. به اين صورت که در عبور از پارامترهاي 
فرکانس  امين   )1-n( به  طبيعي  فرکانس  امين   n بحراني  گراديان 
ناحيه هاشورخورده )يعني  به ذکر است که در  تبديل مي‌شود. لازم 
( شکل مودهاي سيستم از توابع مثلثاتي، به توابع نمايي   á <5/ω0

اين  بنابراين، در  توابع هايپربوليک تبديل مي‌شوند.  به‌طور معادل  يا 

ناحيه فرکانس‌هاي طبيعي به فرکانس‌هاي کاذب تبديل مي‌شوند و از 
ارتعاش هارمونيک تحریک‌شده توسط امواج منتشر شونده جلوگيري 
مي‌شود. درنتیجه در ادامه فقط به ناحيه عملياتي که احتمال تحريک 
توجه مي‌شود.   ،)  á >5/ω0 )يعني  دارد  هارمونيک وجود  ارتعاشات 
<α  1 و يا

crα α> >α نکته مهم در اين نمودار اين است که هنگامي‌که

1
crα α> <α< 1

crα α> 1 است، فرکانس سيستم بزرگ‌تر از زماني است که 
crα α>

<α< 1
crα α> . به‌بيان‌ديگر مي‌توان گفت که تير مدرج محوري به ازاي 

 
  

Kb=0 ،μ=0 ،شکل 4. ضريب بزرگنمايي ديناميکي و دامنه نرمالايزشده ارتعاشات آزاد تير اويلر- برنولي ايزوتروپيک برحسب نسبت سرعت

Fig. 4. Dynamic magnification coefficient and the normalized amplitude of free vibration of Euler-Bernoulli isotropic 

Beam based on velocity ratio μ=0, Kb=0

 
  

Kb=0 ،μ=0 ،)R1, R2, R3( شکل 5. دامنه نرمالايز ارتعاشات آزاد تير اويلر-برنولي ايزوتروپيک برحسب سرعت بار براي سه مود اول فرد

Fig. 5. Normalized amplitude of the free vibration of isotropic Euler-Bernoulli beam on the basis of velocity of the load 

for the first three odd modes (R1, R2, R3), μ=0, Kb=0
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Kb=0 ،μ=0 ،شکل 6. ضريب بزرگنمايي ديناميکي تير اويلر-برنولي برحسب سرعت بي‌بعد به ازاي پارامترهاي گراديان مختلف

Fig. 6. Dynamic magnification coefficient of Euler-Bernoulli Beam based on dimensionless velocity for various gradient 

parameters μ=0, Kb=0

 
  

Kb=0 ،μ=0 ،شکل 7. ضريب بزرگنمايي ديناميکي سيستم برحسب سرعت بي‌بعد به ازاي فاکتورهاي اينرسي دوراني مختلف

Fig. 7. Dynamic magnification coefficient of system based on dimensionless velocity for various whirling inertia factors 

μ=0, Kb=0

، انعطاف‌پذيرتر است. درنتیجه مي‌توان انتظار داشت که جابجايي  1
crα α>

1 به ازاي 
crα α> <α< 1

crα α> استاتيکي تيرهاي مدرج محوري در محدوده 
اثرات  بررسي  براي  است.  بيشتر  گراديان،  پارامتر  از  ديگري  مقادير 
فاکتور اينرسي دوراني بر روي رفتار ديناميکي تيرهاي مدرج محوري، 
فرکانس پايه‌اي تير مدرج محوري رايلي برحسب پارامتر گراديان ماده 
نتايج  مي‌شود  مشاهده  که  همان‌طور  است.  شده  رسم   3 شکل  در 
توسط  ارائه‌شده  دقيق  با حل  گالرکين  روش  از  به‌دست‌آمده  عددي 

تانگ و همکاران ]38[ مطابقت خوبي دارد. ضمناً براي تيرهاي مدرج 
محوري رايلي، محدوده قابل‌قبول براي فرکانس‌هاي طبيعي سيستم 
ωn است. همان‌طور که مشاهده مي‌شود، روند  > 2α ⁄ ( )2 21 α γ  +  

مشابه  رايلي،  محوري  مدرج  تيرهاي  براي  پايه‌اي  فرکانس  تغييرات 
تيرهاي مدرج محوري اويلر- برنولي است. همان‌طور که مشخص است، 
فرکانس‌هاي پايه‌اي تير مدرج محوري رايلي، با افزايش فاکتور اينرسي 
اين  ميي‌ابد.  کاهش  گراديان  پارامتر  محدوده‌هاي  همه  براي  دوراني 
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درنتيجه  است.  1 محسوس‌تر 
crα α> <α و   1

crα α> >α براي  روند کاهشي 
يک  به  منجر  دوراني  اينرسي  فاکتور  افزايش  که  کرد  بيان  مي‌توان 
سيستم نرم‌تر مي‌شود. با افزايش فاکتور اينرسي دوراني، مقدار پارامتر 
گراديان بحراني سيستم نيز به‌آرامي کاهش ميي‌ابد. بر اساس شکل 2 
و 3، به دليل تقارن شرايط تکيه‌گاهي سيستم، منحني‌هاي سيستم 
نسبت به خط α=0 تقارن دارد. در ادامه پژوهش حاضر نتايج به ازاي 
α<0 بيان مي‌شود و مي‌توان انتظار داشت که رفتار ديناميکي سازه 

رفتاري مشابه  اندازه يکسان دارند،  پارامترهاي گرادياني که  ازاي  به 

 ،0=α خواهند داشت. ذکر اين نکته نيز حائز اهميت است که به ازاي
فرکانس‌هاي  و  تنزل ميي‌ابد  تير همگن  معادله  به  تير مدرج  معادله 

2 مي‌شوند. 2ðn nω = بي‌بعد سيستم برابر 
ازآنجاکه سامانه‌هاي نقل‌وانتقال سرعت‌بالا، در بازه زماني کوتاهي 
گذرا  ذاتي  به‌طور  سامانه‌ها  اين  بنابراين  دارند،  سازه حضور  روي  بر 
هستند. درنتیجه، مي‌توان این‌چنین گفت که تنها مود اصلي سيستم 
به‌طور قابل‌توجهي تحريک مي‌شود. همچنين، ازآنجاکه فرکانس‌هاي 
سيستم به‌اندازه کافي از يکديگر جدا هستند، درنتيجه جابجايي‌هاي 

 
  

γ=0 ،α=0 ،شکل 8. ضريب بزرگنمايي ديناميکي سيستم برحسب سرعت بي‌بعد به ازاي پارامترهاي گرديان کرنش و سختي بستر مختلف

Fig. 8. Dynamic magnification coefficient of system based on dimensionless velocity for various strain gradient param-

eters and foundation stiffness α=0, γ=0

 
 

  

شکل 9. سرعت بحراني بار بي‌بعد برحسب پارامتر بي‌بعد گراديان
Fig. 9. Critical velocity of non-dimensional load according to dimensionless gradient parameter
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صرف‌نظر  قابل  اول  مود  جابجايي  برابر  در  بالاتر  مودهاي  به  مربوط 
هستند. به‌عبارتي‌ديگر، مشارکت مودهاي بالاتر بر روي پاسخ ديناميکي 
سيستم ضعيف است. همچنين کومار و همکاران ]39[ تائيد کرده‌اند 
که جابجايي تير تحت بار متحرک، تنها متأثر از مودهاي فرد است و 
مودهاي زوج سهمي در جابجايي تير نخواهند داشت. به سبب دلايل 
ذکرشده در بالا و همچنين بر اساس فقط مود اول خمشي ارتعاشاتي 
به‌عنوان مود غالب در اين مقاله در نظر گرفته خواهد شد. در شکل 4، 
دامنه‌هاي ارتعاش اجباري و آزاد يک تير ايزوتروپيک )α=0( مربوط 
به مود اصلي خمشي )n=1( برحسب نسبت سرعت‌ نشان داده‌شده 
است. بر اساس شکل 4، مي‌توان مشاهده کرد که نتايج مطالعه حاضر 
همکاران  و  پسترو  توسط  گزارش‌شده  نتايج  با  قابل‌قبولي  مطابقت 
بزرگنمايي  ازاي k1=0، ضريب  به  اين شکل،  اساس  بر  دارند.   ]40[
ديناميکي و دامنه نرمال‌شده ارتعاشات آزاد سيستم به ترتيب مقدار 
در محدوده  است که  اهميت  نکته حائز  اين  دارند. ذکر  و صفر  يک 
نسبت سرعت درنظرگرفته‌شده ضريب بزرگنمايي ديناميکي سيستم 
از  اطمينان  براي  است.  بزرگ‌تر  آزاد  ارتعاشات  نرمال‌شده  دامنه  از 
مودهاي  اثرات  سيستم،  معادلات  حل  براي  مود  يک  تقريب  صحت 
بالاتر بر ديناميک سيستم بررسي می‌شود. به همين جهت در شکل 
5، دامنه نرمالايز شده‌ي مود اول فرد يک تير اويلر- برنولي برحسب 
ازآنجایی‌که  است.  داده‌شده  نمايش  متحرک  بار  بعد  بدون  سرعت 
مودهاي زوج نقشي در پاسخ ديناميکي سيستم ندارند، لذا با مقايسه 

شکل 5 )الف- ج(، می‌توان نتيجه گرفت که اثرات مودهاي بالاتر بر 
اين شکل  به‌بیان‌دیگر،  قابل‌چشم‌پوشی است.  آزاد سيستم  ارتعاشات 
با  کاملًا  متحرک  بار  يک  تحت  تير  يک  جابجايي  که  می‌کند  تائید 
درنظرگیری يک مود قابل‌شناسایی است. علاوه بر اين همان‌طور که 
مشخص است، در سرعت‌هایی که دامنه سيستم به ازاي مود اول صفر 
را تجربه  نيز جابجايي صفر  بالاتر  ازاي مودهاي  به  می‌شود، سيستم 
می‌کند. به‌بیان‌دیگر، به ازاي مود اول، هنگامی‌که سرعت سيستم بر 
روي سرعت لغو منطبق شود، جابجايي سيستم به ازاي مودهاي بالاتر 

نيز لغو می‌شود و دامنه سيستم نيز درمجموع صفر خواهد شد.

5-2- ارتعاشات اجباري
علت اصلي براي مطالعه اثر گراديان )α≠1( مواد بر رفتار ارتعاشاتي 
سيستم روشن است. با جستجوي مقادير مناسب پارامتر گراديان، با 
تير  بهبود عملکرد  ناخواسته در سيستم،  ارتعاشات  ازبين‌بردن  هدف 
امکان‌پذير خواهد شد.  نيروي متحرک )خودرو(  )پل( تحت تحريک 
در شکل 6، ضريب بزرگنمايي ديناميکي تير مدرج محوري برحسب 
سرعت بي‌بعد بار به ازاي پارامترهاي گراديان مختلف نمايش داده‌شده 
است. همچنين در اين شکل، نسبت‌هاي سرعت واحد به ازاي مود اول 
)يعني k1=1( نيز براي پارامترهاي گراديان مختلف نشان داده ‌شده 
است. با افزايش سرعت بار، ابتدا ضريب بزرگنمايي ديناميکي سيستم 
به‌صورت غيريکنواخت افزايش ميي‌ابد تا در سرعت بحراني بار vcr به 

 
  

شکل 10. سرعت بحراني بار بي‌بعد برحسب پارامتر بي‌بعد گراديان

Fig. 10. Critical velocity of non-dimensional load according to dimensionless gradient parameter
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شکل 11. دامنه نرمالايزشده ارتعاشات آزاد سيستم برحسب سرعت بي‌بعد به ازاي مقادیر مختلف )الف( پارامترهاي گراديان مختلف )ب( فاکتورهاي اينرسي 

دوران )ج( سختی‌های بستر و پارامترهاي گراديان کرنش
Fig. 11. Normalized amplitude of the free vibration of system based on dimensionless velocity for different values of (a) 

various gradient parameters (b) whirling inertia factors (c) strain gradient parameters and the foundation stiffness
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مقدار ماکزيمم خود مي‌رسد. سپس بعدازآن به‌آرامي کاهش ميي‌ابد 
و به مقدار صفر نزديک مي‌شود. به ازاي تمامي پارامترهاي گراديان، 
روند تغييرات ضريب بزرگنمايي ديناميکي يک طبيعت موج‌دار براي 
سرعت‌های پايين دارد و بيشينه ضريب بزرگنمايي ديناميکي سيستم، 

1
maxk مقداري يکسان دارد )يعني 1DMFmax/75≈( و به ازاي0/62 

مقدار  يک  از  سرعت  که  زماني  مي‌شود،  مشاهده  مي‌دهد.  رخ   ≈
 1

crα α> مشخص بيشتر مي‌شود، ضريب بزرگنمايي ديناميکي در 
1 بيشتر خواهد شد. بر 

crα α> از ضريب بزرگنمايي ديناميکي در 
اساس بحث پسترو و همکاران ]40[ براي تمامي پارامترهاي گراديان 
در  بيشينه‌اي  هيچ  تير  روي  بر  بار  زماني حضور  بازه  در   ،>1k1 در 
پاسخ  بيشينه  و  ندارد  وجود  سيستم  ديناميکي  بزرگنمايي  ضريب 
قرار  تير  انتهاي  در  نيرو  که  مي‌دهد  رخ  هنگامي  اجباري  ارتعاشات 
گراديان،  پارامتر  نزولي  روند   1

crα α< براي  که  آنجاکه  از  دارد. 
قابل‌انعطاف‌تر مي‌شود.  را کاهش مي‌دهد و سيستم  پايه‌اي  فرکانس 
دامنه  کم،  سرعت‌های  در  که  است  اهميت  حائز  نيز  نکته  اين  ذکر 
جابجايي ديناميکي سيستم به مقادير استاتيکي آن نزديک است که 
اين نکته می‌تواند در طراحي مفيد باشد. ضريب بزرگنمايي ديناميکي 
تير رايلي مدرج محوري برحسب سرعت در شکل 7 رسم شده است. 
مدرج  تيرهاي  براي  ديناميکي  بزرگنمايي  ضريب  تغييرات  روند 
محوري رايلي، ازنظر کيفي مشابه تيرهاي مدرج محوري اويلر-برنولي 
اينرسي  ضريب  تغيير  با  ديناميکي  ضريب  منحني‌هاي  اندازه  است. 
بلکه، منحني ضريب بزرگنمايي ديناميکي  دوراني تغييري نمي‌کند، 
گراديان،  پارامترهاي  همه  ازاي  به  رايلي،  محوري  مدرج  تيرهاي 
مدرج  تيرهاي  ديناميکي  بزرگنمايي  ضريب  منحني  چپ  سمت  در 
محوري اويلر-برنولي قرار مي‌گيرند. با افزايش فاکتور اينرسي دوراني، 
منحني‌هاي ضريب بزرگنمايي ديناميکي تير مدرج محوري رايلي به 
سمت سرعت‌های کمتر جابجا مي‌شوند. در شکل 8، اثر ضريب سختي 
بستر برشي پاسترناک و پارامتر گراديان کرنش بر ضريب بزرگنمايي 
سيستم نشان داده ‌شده است. ازآنجاکه افزايش اين پارامترها، هردو 
اين  افزايش  با  درنتیجه  می‌شوند،  سيستم  سخت‌ترشدن  به  منجر 
سرعت‌های  همچنين  و  ديناميکي  ضريب  منحنی‌های  پارامترها، 
بحراني سيستم به سمت سرعت‌های بيشتر جابجا می‌شوند و برعکس 
بيشتر  سرعت‌های  در  سيستم  دوراني،  اينرسي  فاکتور  افزايش  اثر 
متحمل دامنه‌های ارتعاشات اجباري بزرگ‌تر می‌شوند. همان‌طور که 

مشخص است اثر پارامتر گراديان کرنش نسبت به ضريب سختي بستر 
برشي پاسترناک بر ارتعاشات اجباري سيستم محسوس‌تر است.

پارامتر  و  محوري  مدرج  تير  بحراني  سرعت  بين  رابطه   9 شکل 
نشان  را  مختلف  دوراني  اينرسي  فاکتورهاي  براي  گراديان  نمايي 
بزرگنمايي  ضريب  بيشينه   1

crα α> <α براي  است  مشهود  مي‌دهد. 
درحالي‌که  مي‌دهد،  رخ   v<π ازاي  به  محوري  مدرج  تير  ديناميکي 
 v>π جابجايي بيشينه بي‌بعد سيستم به ازاي ، 1

crα α> >α هنگامي‌که
رخ مي‌دهد. ازآنجاکه سرعت بحراني سيستم يک پديده نامطلوب در 
کاربردهاي مهندسي است و با فرکانس نوساني پايه‌اي سيستم رابطه 
انتهاي  در  مادي  مشخصات  بين  اختلاف  افزايش  با  دارد،  مستقيم 
کاهش ميي‌ابد  1

crα α> <α براي  α(، سرعت بحراني  افزايش  )يعني  تير 
1 اين روند معکوس خواهد بود. همان‌طور که در 

crα α> >α درحالي‌که در
شکل 3 نشان داده شد، فرکانس پايه‌اي تيرهاي مدرج محوري رايلي 
برنولي  اويلر-  محوري  مدرج  تيرهاي  پايه‌اي  فرکانس‌هاي  از  کمتر 
است. درنتیجه سرعت بحراني تيرهاي مدرج محوري رايلي از سرعت 
همين  به  است.  کمتر  برنولي  اويلر  محوري  مدرج  تيرهاي  بحراني 
دليل قابل توضيح است که با افزايش ضريب اينرسي دوراني ، سرعت 
. در شکل 10،  1

crα α> >α راني سيستم کاهش ميي‌ابد، مخصوصاً براي
بر  پاسترناک  برشي  بستر  سختي  و  کرنش  گراديان  پارامترهاي  اثر 
که  همان‌طور  است.  داده ‌شده  نمايش  سيستم  بحراني  سرعت  روي 
قابل‌انتظار بود، با افزايش پارامترهاي گراديان کرنش و سختي بستر، 
فرکانس سيستم افزايش می‌یابد و درنتیجه، سرعت بحراني سيستم 
نيز افزايش می‌یابد. براساس اين شکل، نسبت به اثر سختي بستر، اثر 
بحراني سيستم مشهودتر  بر سرعت  گراديان  پارامتر  افزايش سختي 

است.

5-3- ارتعاشات آزاد
دامنه  آزاد،  ارتعاش  شرايط  بيشينه  و  لغو  دامنه  بررسي  براي 
نرمال‌شده ارتعاشات آزاد سيستم به ازاي پارامترهاي گراديان مختلف، 
فاکتورهاي اينرسي دوران مختلف، پارامترهاي گراديان کرنش و سختي 
در شکل 11-الف،  ترتيب  به  بي‌بعد  مقابل سرعت  در  مختلف  بستر 
11-ب و 11-ج نشان داده‌شده است. بر اساس اين شکل‌ها، مي‌توان 
يک ‌روند  محوري  مدرج  تيرهاي  آزاد  پاسخ‌هاي  که  گرفت  نتيجه 
تقريباً يکسان را با تيرهاي متناظر ايزوتروپيک دنبال مي‌کنند. بعلاوه، 
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مي‌توان مشاهده کرد که مقادير دامنه ارتعاش آزاد به ازاي سرعت‌های 
کم کوچک است و با افزايش سرعت بار، به‌صورت يکنواخت افزايش 
در  کلي  بيشينه  يک  و  نسبي  بيشينه  چندين  درحالي‌که  نميي‌ابند. 
سرعت بار مشخص وجود دارد. علاوه بر آن، بر اساس شکل 11)الف- 
ج(، دامنه ارتعاشات آزاد سيستم که بر اثر بار متحرک منفرد ایجاد 

شده است، در بعضي سرعت‌ها بيشينه نسبي )يعني سرعت بيشينه 
ارتعاش آزاد( هستند و در بعضي سرعت‌ها صفر )سرعت لغو( هستند 
. علاوه بر اين، در مقايسه با منحني‌هاي ضريب بزرگنمايي ديناميکي 
)يعني شکل 6 الي 8 نقاط اوج دامنه در منحني‌هاي ارتعاشات آزاد 
قابل‌توجه‌تر مي‌باشند. تأثیر پارامتر گراديان و ضريب اينرسي دوراني بر 

 
  
)α=1/5( شکل 12. دامنه نرمالايزشده ارتعاشات آزاد، زاويه فاز، جابجايي بي‌بعد و سرعت بي‌بعد سيستم در هنگام ترک بار برحسب سرعت

Fig. 12. Normalized amplitude of the free vibration, the angle of phase, dimensionless movement and velocity of the 

system for the time that the load is separated based on velocity ( α=1.5)

 
  

شکل 13. تغييرات چهار سرعت بي‌بعد اول لغو برحسب پارامتر بي‌بعد گراديان
Fig. 13. Changes of first four dimensionless velocity of cancellation versus dimensionless gradient parameters
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دامنه ارتعاش آزاد تقريباً با تأثیر ضريب بزرگنمايي ديناميکي يکسان 
است. به همين دليل، براي تمامي پارامترهاي گراديان و ضريب اينرسي 
دوراني، بيشينه کلي و بيشينه نسبي منحني‌هاي ارتعاش آزاد مقدار 
پارامتر گراديان در  افزايش  الف  بر اساس شکل 11-  يکساني دارند. 
1 منجر به جابه‌جايي دامنه ارتعاش آزاد به سمت سرعت‌های 

crα <α

1 معکوس مي‌شود. 
crα >α کمتر بار مي‌شود، درحالي‌که اين روند در

<α اين به دليل اين واقعيت است که با افزايش پارامتر گراديان در
پارامتر  افزايش  درحالي‌که  ميي‌ابد،  کاهش  سيستم  سختی   ، 1

crα

همچنين  مي‌شود.   1
crα >α در  سخت‌تر  سيستم  به  منجر  گراديان 

به  آزاد وابستگي شديدي  ارتعاش  بيشينه  لغو و   ، مشخص است که 
ارتعاش  پاسخ  بيشينه  و  لغو   ، 1

crα <α براي  دارند.  گراديان  پارامتر 
آزاد يک تير مدرج محوري با افزايش پارامتر گراديان کاهش ميي‌ابد 
1 معکوس است. بر اساس شکل 3، 

crα α> درحالي‌که اين روند براي 
ازآنجايي‌که افزايش ضريب اينرسي دوراني عموماً اثر افزودگي جرم بر 
روي سيستم دارد، فرکانس پايه‌اي تير مدرج محوري با افزايش ضريب 
اينرسي دوراني کاهش ميي‌ابد. براي هردو پارامتر گراديان که کمتر 
و بيشتر از مقدار بحراني هستند، يک افزايش در γ، دامنه نرمال‌شده 
به سمت سرعت‌های کمتر  را  رايلي  تير مدرج محوري  آزاد  ارتعاش 

در که  است  اين  شکل‌ها  اين  ديگري  ويژگي  مي‌کند.  جابه‌جا   بار 
گراديان،  پارامتر  يا  دوراني  اينرسي  ضريب  افزايش  با   cr

1áα > 1
crα  

سرعت پديده لغو و بيشينه ارتعاش آزاد در سرعت‌های کم بار بسيار 
مفيد  بسيار  مرحله طراحي  در  نکته  اين  نزديک هستند.  يکديگر  به 
به‌صورت شماتيک شرايط  اين شکل  آن،  بر  است. علاوه  کاربردي  و 
لغو و بيشينه هم‌زمان را در شرايط عملياتي مختلف که امکان حذف 
ارتعاشات ناخواسته را فراهم مي‌کند نشان مي‌دهد. ازآنجاکه افزايش 
فاکتور اينرسي دوراني در سيستم منجر به اثر افزودگي جرم مي‌شود، 
لذا تيرهاي رايلي نسبت به تيرهاي اويلر برنولي فرکانس کمتري دارند. 
درنتيجه سرعت بحراني سيستم در حالت تير رايلي نيز کمتر است. 
به‌بيان‌ديگر هرچه سيستم سخت‌تر باشد سرعت بحراني بالاتري نيز 
دارد. بنابراين تيرهاي اويلر برنولي سرعت بحراني بيشتري نسبت به 
تيرهاي رايلي دارد. لذا مي‌توان نتيجه گرفت که تيرهاي اويلر برنولي 
مقاومت بيشتري نسبت به تيرهاي رايلي در برابر اثرات بار متحرک 
خارجي دارد. از شکل‌هاي 5 الي 11 مي‌توان نتيجه گرفت که پارامتر 
و  آزاد  ارتعاشي  پاسخ‌هاي  در  را  قابل‌توجهي  مشارکت  يک  گراديان 
اجباري يک تير مدرج محوري تحت بار متحرک، ايجاد مي‌کند. ضمناً، 
براساس شکل 11- ج، می‌توان گفت که به دليل رفتار سخت‌شوندگی 

 
  

شکل 14. تغييرات اولين سرعت بي‌بعد لغو برحسب پارامتر گراديان کرنش به ازاي سختی‌های بستر پاسترناک مختلف

Fig. 14. Changes of the first dimensionless velocity of cancellation based on strain gradient parameters for various stiff-
ness of Pasternak foundation
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شکل 15. پاسخ‌هاي بي‌بعد اجباري-آزاد تيرهاي تابعي مدرج محوري به ازاي پارامترهاي گراديان بي‌بعد مختلف )v( )الف( 0/2576π )ب( 0/234π  )ج( 
0/168π

Fig. 15. Dimensionless responses of forced and free of axially functionally graded beams for different dimensionless gradi-
ent parameters (v) of (a) 0.2576π (b) 0.234π (c) 0.168π
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بستر  سختي  و  کرنش  گراديان  پارامترهای  افزايش  اثر  در  سيستم 
آزاد  ارتعاشات  دامنه  ماکسيمم  و  لغو  سرعت‌های  پاسترناک،  برشي 
سيستم افزايش می‌یابند و منحني به سمت سرعت‌های بيشتر جابجا 
می‌شود. واضح است که اثر پارامتر گراديان کرنش بر ارتعاشات آزاد 
سيستم محسوس‌تر است. براي فهم بهتر رفتار ارتعاش آزاد سيستم، 
وابستگي دامنه نرمال‌شده ارتعاش آزاد، زاويه فاز، جابجايي و سرعت 
تير مدرج اويلر برنولي در لحظه ترک بار برحسب سرعت بي‌بعد بار 
به ازاي1α/5= در شکل 12 رسم شده است. همان‌طور که مشاهده 
مي‌شود با افزايش سرعت، سرعت لغو به‌صورت متناوب با سرعت‌های 
دو  بين  به‌عبارت‌ديگر،  مي‌کنند.  تغيير  آزاد  پاسخ  بيشينه  با  متناظر 
سرعت لغو که مجاور با يکديگر هستند، يک پاسخ بيشينه آزاد می‌تواند 
مشاهده شود. همان‌طور که در اين شکل نشان داده‌شده است، زماني 
که مقدار هم سرعت و هم جابه‌جايي سيستم در لحظه ترک بار صفر 
است، سرعت‌های متناظر به‌عنوان سرعت لغو ناميده مي‌شوند. بعلاوه، 
در شرايط لغو، علامت زاويه فاز سيستم تغيير مي‌کنند و پاسخ‌هاي 
خصوصي و همگن همديگر را خنثي مي‌کنند. در اين موقعيت، شرايط 
به  لغو تضمين مي‌شود. لازم  پديده  و  آزاد صفر مي‌شود  پاسخ  اوليه 
ذکر است که سرعت‌هایی که در آن‌ها جابجايي و سرعت نقطه وسط 
تير در لحظه ترک بار به ترتيب صفر و غیر صفر باشند، سرعت لغو 

محسوب نمي‌شوند.
اويلر- برنولي و رايلي  دو سرعت اول لغو تيرهاي مدرج محوري 
است.  شده  رسم   13 شکل  در  مختلف  گراديان  پارامتر  برحسب 
به  مربوط  لغو  اول  سرعت  دو  تغييرات  الگوي  که  مي‌شود  مشاهده 
لغو  بر آن، سرعت‌های  يکسان هستند. علاوه  تقريباً  پارامتر گراديان 
ارتباط  در  محوري  مدرج  تير  پايه‌اي  نوساني  فرکانس  با  مستقيماً 
لغو  سرعت‌های  مقدار  گراديان  پارامتر  که  مي‌شود  مشاهده  هستند. 
بخصوص سرعت لغو اول را تغيير مي‌دهد. به‌عبارتي‌ديگر، زماني که 
لغو حياتي‌تر مي‌شود و  بر سرعت‌های  پارامتر گراديان  اثر   ، 1

crα >α

اين اثر براي سرعت‌های لغو کمتر، برجسته‌تر مي‌شود. درنتیجه، در 
مقايسه با تيرهاي مدرج محوري اويلر- برنولي، سرعت‌های لغو تيرهاي 
مدرج محوري رايلي مقدار کمتري دارند. علاوه بر اين، از شکل‌هاي 
احتمال  پايين،  سرعت‌های  در  که  گرفت  نتيجه  مي‌توان   12 و   11
اتفاق‌افتادن لغو و بيشينه ارتعاش آزاد بيشتر است. بر اساس محاسبات 
صورت‌گرفته مي‌توان نتيجه گرفت که هر تغييري در پارامتر گراديان 

اولين  نمي‌گذارد.  آزاد  پاسخ  بيشينه  و  لغو  نسبت سرعت  بر  تأثیری 
ازاي ضرايب  به  پارامتر گراديان کرنش  برحسب  لغو سيستم  سرعت 
سختي بستر پاسترناک مختلف در شکل 14 رسم شده است. طبق 
انتظار، با افزايش پارامتر گراديان کرنش و سختي بستر پاسترناک و 
درنتيجه افزايش رفتار سخت‌شوندگی در سيستم، سرعت لغو سيستم 

نيز افزايش می‌یابد.
به‌منظور نشان‌دادن امکان کاربردي و مهندسي نتايج ارائه‌شده در 
اين مقاله و همچنين باهدف بررسي دقيق‌تر ضريب اينرسي دوراني و 
توزيع محوري مواد بر رفتار ديناميکي سازه، در شکل 15 )الف- ج(، 
به ترتيب تاريخچه زماني تير به سه سرعت مختلف بار متحرک رسم 
شده‌ است. اگر بتوان با انتخاب پارامتر دقيق موردنیاز ارتعاشات آزاد 
پارامتري که موجب  برگزيدن  با  )به‌بیان‌دیگر،  سيستم را حذف کرد 
شود، در صفحه v-R1 منحني دامنه نرمالايز ارتعاشات آزاد سيستم 
به‌خوبی  را  سيستم  ارتعاشات  می‌توان  کند(،  برخورد  افقي  محور  با 
است  واضح  برد.  بين  از  را  سيستم  اضافي  ارتعاشات  و  نمود  کنترل 
زماني که τ=0، بار سمت چپ تير )يعني ξ=0( قرار دارد. مشخص 
است که سيستم هنگامي که تير تحت بارگذاري قرار ندارد، به‌صورت 
بر اساس شکل 12- ب، سيستم در شرايط  ارتعاش مي‌کند.  آزادانه 
بيشينه ارتعاشات آزاد قرار دارد. به‌عبارتي‌ديگر، بار متحرک منجر به 
بيشينه دامنه ارتعاش آزاد در تيرهاي ايزوتروپيک مي‌شود. با انتخاب 
 ،  =0𝛾/068براي مثال اينرسي دوراني  از ضريب  يک مقدار مناسب 
اثر لغو ظاهر مي‌شود و ارتعاش آزاد سيستم لغو مي‌شود. نکته جالب 
سيستم  اجباري  پاسخ  که  است  اين  لغو  موقعيت  پاسخ  دياگرام  در 
ايزوتروپيک  تير  الف،   -12 شکل  اساس  بر  بنابراين  است.  متقارن 
اويلر برنولي با دامنه 0/0452 ارتعاش آزاد مي‌کند. با انتخاب پارامتر 
لغو  مطلوب  پديده  متحمل  سيستم   ،)=5αيعني( مناسب  گراديان 
درحالي‌که  مي‌شود،  مينيمم  سيستم  ارتعاشاتي  پاسخ  و  شد  خواهد 
پديده  سيستم   ،)=1α/5يعني( نامناسب  گراديان  پارامتر  انتخاب  با 
بيشينه دامنه ارتعاشات را تجربه مي‌کند و دامنه ارتعاشات سيستم به 
مقدار 0/054 افزايش ميي‌ابد. نتيجه مي‌شود که از طريق تعيين دقيق 
مشخصات مواد و هندسه تير، پاسخ ديناميکي تير را مي‌توان کنترل 
بار متحرک بدون هيچ  ارتعاشات اضافي ساختارهاي تحت  از  کرد و 
تغييري در مشخصات بار خارجي جلوگيري کرد. ازآنجاکه فرکانس تير 
ايزوتروپيک و تير مدرج محوري در حالت 1α/5= ، مقدار نزديک به 
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يکديگري دارند، درنتيجه مي‌توان انتظار داشت رفتار ارتعاشاتي آزاد 
و اجباري اين دو سيستم تقريباً مشابه يکديگر باشند.؛ ما تير مدرج 
محوري در حالت 5α= به دليل آنکه فرکانس بيشتري دارد و در اين 
حالت گراديان سيستم از گراديان بحراني بيشتر است و درنتيجه در 
شرايط  اين  در  لذا  است،  رخ ‌داده  پرش  سيستم  فرکانسي  تغييرات 
ديناميک سيستم تغيير اساسي کرده است و پاسخ ارتعاشات اجباري 
و آزاد کاملًا متفاوت خواهد شد. همچنين در شکل 15- ج، با انتخاب 
پارامتر  پاسترناک و همچنين  پارامتر مختلف يعني سختي بستر  دو 
گراديان کرنش، ارتعاشات آزاد سيستم حذف ‌شده است که اين نتايج 

تابه‌حال در ادبيات فني گزارش نشده است. 

6- نتيجه‌گيري
بهبود عملکرد يک ميکروتير مدرج محوري تحت  اين مقاله،  در 
است.  قرارگرفته  موردبررسی  تحليلي  و  به‌صورت عددي  بار متحرک 
رايلي  محوري  مدرج  تيرهاي  بين  مقايسه‌اي  مطالعه  يک  همچنين 
دوراني  اينرسي  ضريب  تأثیر  مشخص‌کردن  به‌منظور  برنولي  اويلر  و 
ارتعاشي آزاد و  بر روي رفتارهاي  و گراديان طولي مشخصات مادي 
راستاي  در  سازه  مادي  مشخصات  است.  انجام‌شده  سيستم  اجباري 
طولي طبق قانون نمايي به‌صورت پيوسته تغيير مي‌کنند. تير تحت 
يکنواخت  سرعت  و  ثابت  مقدار  با  متحرک  عرضي  نقطه‌اي  بار  يک 
قرارگرفته است. براي مدل‌سازی اثرات اندازه، از تئوري گراديان کرنش 
تحليل  و  گالرکين  جداسازي  روش  از  استفاده  با  است.  استفاده‌شده 
مقدار ويژه، فرکانس‌هاي طبيعي سيستم استخراج مي‌شوند و با نتايج 
موجود در ادبيات فني مقايسه شدند. علاوه بر اين، استراتژي حل و 
ايزوتروپيک  تيرهاي  براي  به‌دست‌آمده  نتايج  مقايسه  با  فرمول‌بندی 
تحت بار متحرک با مطالعات پيشين تائيد شدند و مطابقت خوبي به 
دست آمد. اثر گراديان طولي در مشخصات مادي و تغييرات ضريب 
اينرسي دوراني بر روي ضريب بزرگنمايي ديناميکي، سرعت بحراني، 
فهميده  گرفت.  قرار  ارزيابي  مورد  آزاد  بيشينه  پاسخ  و  لغو  پديده 
متحرک،  بار  تحت  ايزوتروپيک  تيرهاي  با  مقايسه  در  است که  شده 
تيرهاي مدرج تابعي محوري نمايي تحت بار متحرک رفتار پيچيده‌تر 
دامنه  که  دادند  نشان  نتايج  مي‌دهند.  نمايش  غيرقابل‌انتظارتري  و 
ارتعاش اجباري- آزاد سيستم وابستگي شديدي به تغييرات مشخصات 

مادي و ضريب اينرسي دوراني دارد. با انتخاب پارامتر گراديان مناسب، 
را  سيستم  آزاد  ارتعاش  بيشينه  و  لغو  پديده  وقوع  شرايط  مي‌توان 
و  آزاد  ارتعاش  نرمال‌شده  دامنه  منحني‌هاي  نمود.  تعيين  به‌خوبي 
ضريب بزرگنمايي ديناميکي تيرهاي مدرج محوري تحت بار متحرک 
نقش  يک  مواد  خواص  تغييرات  که  شد  نتيجه  و  شدند  امتحان  نيز 
از  که  گرادياني  پارامتر  بين  سيستم  آزاد  اجباري-  دامنه  در  متضاد 
مقدار بحراني کمتر و بيشتر است، ايفا مي‌کند. بعلاوه، مشخص شد 
که با تنظيم دقيق پارامتر گراديان و ضريب اينرسي دوراني مي‌توان 
سيستم  کارايي  و  کرد  جلوگيري  سيستم  در  ناخواسته  ارتعاشات  از 
تحت بار متحرک را بهبود بخشيد. ازاين‌رو، ضريب اينرسي دوراني و 
پارامتر گراديان را مي‌توان به‌عنوان يک پارامتر کنترلي در سازه‌هاي 
تحت تحريک بارهاي متحرک انتخاب نمود. از سوي ديگر ازآنجاکه با 
افزايش پارامترهاي گراديان کرنش و سختي بستر برشي پاسترناک، 
بزرگنمايي  می‌شود، ضريب  تقويت  در سيستم  رفتار سخت‌شوندگی 
ارتعاشات  دامنه  ماکسيمم  و  لغو  و  بحراني  سرعت‌های  ديناميکي، 
افزايش می‌یابند و با تنظيم آن‌ها ارتعاشات ناخواسته سيستم حذف 

شدند.
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