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ABSTRACT: In this study, by considering the fixed outer cylinder and the rotational and axial velocity 
of the inner cylinder in the Taylor-Couette flow, the analysis of shear-thinning non-Newtonian fluid 
Carreu-Bird model motion is used to estimate flow parameters such as velocity and pressure distribution 
and predict dynamic fluid behavior and stability. The solution of the governing equations including 
continuity and momentum equations in the cylindrical system is used to obtain the velocity and pressure 
field. The base flow velocity field is obtained by solving the governing equations by assuming a narrow 
gap and applying the boundary conditions of the problem and the deviational flow velocity field after 
simplifying the nonlinear partial differential equation system using the Galerkin projection method with 
four unknowns. By solving the system of nonlinear differential equations in unstable conditions as well 
as determining the status of the root of the system’s characteristic equation, the dynamic behavior of the 
flow and its stability under different conditions of the Taylor number control parameter, non-Newtonian 
fluid index, and Reynolds axial are predicted.
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1- Introduction 
The viscous fluid rotational flow confined in 

the gap between two coaxial cylinders is known 
as the Taylor–Couette Flow (TCF). This flow has 
become one of the important flows in experimental 
and theoretical hydrodynamics due to the rotation 
of one or both cylinders. It has several practical 
applications, such as in journal bearings, rotating 
machines, polymer processing, catalytic chemical 
reactors, extractors, filtration devices, oil and gas 
well drilling, etc.

In a groundbreaking study on Newtonian fluids 
by Taylor in 1923, it was shown that when the 
angular velocity of the inner cylinder increases 
above a certain threshold, the Couette flow becomes 
unstable. A secondary steady-state, characterized 
by axisymmetric toroidal vortices, known as Taylor 
Vortex Flow (TVF) emerges after passing this point 
[1]. As the angular speed of the cylinder increases, 
the system undergoes a progression of instabilities 
that lead to states with greater spatio-temporal 
complexity, such as wavy vortex flow and spiral 
vortex flow [2,3]. The TCF remains stable and 
purely azimuthal or Circular Couette Flow (CCF) 
at low angular velocity. 

The problem of TCF of nonlinear fluids with 
the axial flow has been discussed at this point. This 
study examines the TCF in conjunction with the 
axial flow induced by a translational movement 
of the inner cylinder, independent of its azimuthal 
flow.  Of the very few studies found in literature, 
experiments or simulations have examined only the 
flow of Newtonian fluids between coaxial cylinders 
with axial flow. Li and Khayat [4] studied shear-
thinning fluid flow in the narrow gap between two 
cylinders with regard to the boundary conditions 
of rigid velocity for vortices. To solve equations of 
conservation, they used the Galerkin method with 
respect to the Chandrasekhar functions. Ashrafi [5] 
published a paper and discussed the sustainability 
of shear thinning fluid in the space between two 
rotating cylindrical. Ashrafi and Hazbavi [6] 
presented the results of their research on the 
stability of shear thinning fluid in Taylor-Couette 
flow geometry, considering the pressure gradient 
and still outer cylinder and discussed sustainability 
criteria. Also, they investigated the turbulence in 
Non-Newtonian fluids in Taylor-Couette geometry 
and studied the initial conditions of stability of 
Non-Newtonian fluids using Lyapunov exponents.  
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2- Methodology
The total flow is defined as the sum of the base 

flow and deviation. The base flow velocity field is 
obtained by solving the governing equations by 
assuming a narrow gap and applying the boundary 
conditions of the problem and the deviated flow 
velocity field after simplifying the nonlinear partial 
differential equation system using the Galerkin 
projection method and then solving the nonlinear 
differential equation system with four unknowns.

The problem under study is the classic Taylor-
Couette flow, to which the internal cylindrical 
motion has been applied. In this study, the effect 
of Non-Newtonian viscosity on rotational flow 
stability is investigated. The Carreau-Bird model 
will also be used to determine the viscosity 
dependence on strain rate. In the presence of axial 
internal cylindrical motion the effect of the non-
Newtonian fluid index is investigated.

3- Result and Discussion
To a certain Taylor number, this stream is a 

Couette flow type. Upon reaching the Taylor flow 
to a certain value called the Taylor critical, we 
will see Taylor vortices flow. To a certain extent 
of the Taylor flow, the velocity at different points 
in the flow is only a function of r and z (spherical 

coordinates) and is independent of time. 
The radial velocity contours exhibit the same 

periodic behavior on both external and internal 
cylinders. Also, the maximum radial velocity is in 
the central part of the edges. As the walls of the 
inner and outer cylinders approach, the velocity 
decreases due to the formation of the boundary 
layer, and the radial velocity on the walls is equal 
to zero. For the tangential velocity, it can be seen 
that the numerical value of velocity decreases with 
the distance from the inner cylinder to the outer 
cylinder. The placement of the maximum and 
minimum values ​​of velocities in a state independent 
of time is independent of the value of the Taylor 
number.

Two consecutive vortices are reversed relative 
to each other, that is, if one vortex is clockwise, the 
next vortex will be counterclockwise. The radial 
velocity component that does not exist in the base 
flow appears in TVF. In the axial velocity contours, 
the extremes are symmetric, and the values ​​of the 
extremes are also symmetric. The high-pressure 
area on the outer cylinder and the low-pressure area 
change on the inner cylinder. The axial Reynolds 
increases in a fixed Taylor number permeates and 
extends the extreme pressure region in the flow 
field from the outer cylinder to the inner cylinder. 

Fig. 1. Velocity component contours with inner cylinder axial velocity

Fig. 2. Velocity component contours with inner cylinder axial velocity
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With the increase in the Taylor number, we will see 
that the nature of the flow regime changes and will 
no longer be independent of time.

In Figs. 1 and 2, the velocity components for 
the Taylor-‌Couette flow for the time-independent 
mode are given in two states without and with 
the axial motion of the internal cylinder. Taylor’s 
vortexes are recognizable in the figures presented.

4- Conclusions
In this study, the Taylor-Couette problem with the 

axial motion of the inner cylinder was investigated. 
The non-Newtonian fluid shear-thinning fluid is 
considered and the Carreau-Bird model is used 
to model the viscosity dependence on the shear 
rate. Given that the governing equations in this 
problem have nonlinear high-order terms, irregular 
studies in these systems are important because of 
the existence of these nonlinear terms. Therefore, 
the Taylor number, which is the main criterion of 
the current regime, is used as the parameter of the 
dynamic steady-state changes of the system.

The results showed that with increasing shear 
thinning effect the critical Taylor number increases 
and the Taylor vortex are formed. Also with 
increasing axial Reynolds number, the Reynolds 
eddy velocities are accelerated and the critical 
Taylor number decreases. With increasing Reynolds 
axial number, the maximum viscosity area extends 
from the center of the two cylindrical spaces to 
the inner cylinder wall. Taylor vortices also form 
in the form of repetitive circles on the axis of the 
cylinder, but taking into account the axial velocity 
of the inner cylinder, these vortices become axial 
spirals.

The stability of the current is affected by the 
Taylor control parameter rather than by the non-
Newtonian fluid concentration and also the study 
of the dynamic behavior of the Taylor vortex flow 
shows that with increasing axial Reynolds, the 
stability and the chaos are intensified. In other 
words, as the Reynolds axial increases, the behavior 
of the system undergoes a noticeable change. Also, 
with the increase of the non-Newtonian index, the 
instability in the system is further intensified. 
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تحلیل پایداری سیال غیرنیوتنی رقیق‌شونده درهندسه تیلور کوئت با فرض شکاف باریک و 
حرکت خطی استوانه داخلی

مهدی‌یکتاپور1، نریمان اشرفی2و*
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خلاصه: دراین پژوهش، با ثابت درنظر‌گرفتن استوانه خارجی و حرکت توامان چرخشی و محوری استوانه داخلی در جریان 
تیلور-‌ کوئت به تحلیل حرکت سیال غیر‌نیوتنی سودوپلاستیک با مدل ویسکوزیته کرو‌- برد جهت تخمین پارامتر‌های 
جریان مانند سرعت وتوزیع فشار و پیش‌بینی رفتار دینامیکی سیال و پایداری جریان بین دو استوانه پرداخته شده است. 
ازحل معادلات حاکم شامل معادلات پیوستگی وممنتوم در سیستم استوانه‌ای برای بدست‌آوردن میدان سرعت و فشار 
استفاده شده است. جریان کل بصورت مجموع جریان پایه و انحرافی تعریف شده است. جریان پایه با حل معادلات حاکم 
با فرض شکاف باریک و اعمال شرایط‌ مرزی مساله حاصل شده و جریان انحرافی با استفاده ازروش تصویر‌سازی گالرکین 
بدست می‌آید. با حل دستگاه معادلات دیفرانسیل غیر‌خطی در شرایط ناپایدار و تعیین وضعیت ریشه‌های معادله مشخصه‌ی 
سیستم، رفتار دینامیکی پایداری جریان در شرایط متفاوتی از مقادیر پارامتر کنترلی عدد تیلور، شاخص غیر‌نیوتنی سیال و 
رینولدز محوری پیش‌بینی شده و برای درک بهتر تاثیرات عوامل فوق بر بوجودآمدن پدیده آشوب در سیستم از روش نمای 
لیاپانف نیز جهت تحلیل بهتر بهره ‌گرفته شده است. افزایش عدد رینولدز محوری به افزایش بی‌نظمی در سیال منجر شده 

و همچنین افزایش شاخص غیر‌نیوتنی سیال نیز به ناپایداری و بی‌نظمی جریان بین دو استوانه منجر می‌شود.
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1- مقدمه
جریان چرخشی سیال موجود در فضای محدود بین استوانه‌های 
یکی  هستند،  دورانی  حرکت  دارای  یکدیگر  به  نسبت  که  هم‌محور 
بدلیل  جریان  این  می‌باشد.  هیدرودینامیک  در  الگو  جریان‌های  از 
تحقیقات فراوان تیلور وکوئت به نام جریان تیلور- کوئت معروف است. 
دامنه کاربردهای این جریان، از یاتاقان‌های ژورنال، ماشین‌آلات دوار، 
فرآیندهای پلیمری دستگاه‌های فیلتراسیون تا حفاری چاه‌های نفت 
وگاز و بسیاری موارد دیگر را شامل می‌شود. شکل هندسه جریان در 
شکل 1 نمایش داده شده است. نخستین بار، کوئت ]1[ سیالی را در 
شکاف بین دو استوانه هم‌مرکز قرار داد و با حرکت‌دادن استوانه‌های 
فوق نسبت به یکدیگر، توانست از طریق اندازه‌گیری گشتاور حاصل 

استوانه،  دو  فضای  در  موجود  سیال  ویسکوزیته  به  دیواره‌ها،  روی 
دست‌یابد. سپس تیلور ]2[ تجزیه و تحلیل این جریان را برای سیالات 
نیوتنی آغاز‌‌کرد و نشان‌‌داد که اگر سرعت نسبی بین دو استوانه از حد 
خاصی فراتر رود شکل جریان تغییر خواهد‌ کرد و در ابتدا به صورت 
محور  به  نسبت  متقارن  و  زمان(  از  )مستقل  درجا  افقی  گردابه‌های 
استوانه‌ها موسوم‌ به گردابه‌های تیلور درخواهد‌آمد. مطابق تحقیقات، 
گردابه‌ها به تعداد زوج، تشکیل می‌شوند ]2[. به گونه‌ای که هر جفت 
گردابه مجاور، خلاف جهت یکدیگر دوران دارند. پیرامون مسأله جریان 
تیلور- کوئت، سیالات نیوتنی در شکاف محدود بین استوانه‌های دوار، 
مطالعاتی صورت گرفته اسدر سال 2009، هافمن و همکارانش ]3[ 
مجموعه‌ی جامعی از شرایط دینامیکی جریان سیالات نیوتنی را که 
بین دو استوانه هم‌محور قرار‌داشته در هر دو صورت تئوری و تجربی، 
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گردآوری کرده‌اند. این مطالعات در نبود مولفه‌ی محوری سرعت برای 
استوانه‌ی داخلی صورت پذیرفته است.کولمن ]4[ مدلی را برای جریان 
تیلور- کوئت، با درنظرگرفتن سیال نیوتنی معرفی کرد که از این نمونه 
و شرایط اولیه‌ی آن در این پژوهش استفاده شده‌است. وی معادلات 
حاکم بر مدل ارائه‌شده را در شکاف باریک در حالت چرخش استوانه‌ی 
داخلی با سرعت زاویه‌ای و همچنین سکون استوانه‌ی خارجی مورد 
اختلاف محدود  با روش  را  ناویراستوکس  معادلات  و  قرار‌داد  بررسی 
به شکل گالرکین ساده‌سازی نمود و به بحث پایداری و انتقال‌حرارت 
جریان پرداخت. پس از ساده‌سازی به روش گالرکین، دستگاه معادلات 
سه‌بعدی به‌دست آمد که بسیار مشابه با معادلات لورنز بود. معادلات 
اختلاف  اثر  بر  سیال  جریان  به  مربوط  مسأله‌ی  حل  محصول  لورنز 
تاریخچه‌ی حل مسایل  با  ارتباطی  از هوا بوده‌است و  دما در لایه‌ای 
تیلور- کوئت نداشت. مدل کولمن نمی‌توانست ناپایداری گردابه‌های 
تیلور را پیش‌بینی کند و بنابراین نمی‌توانست آغاز رفتار آشفته سیال 
ادامه  محدود  شکافهای  برای  را  کولمن  کار  برگر  نماید.  محاسبه  را 
داد. اسمیزیک و اگبرز ]5[ ساختارهای جریان و پایداری در جریان 
که  کرده‌اند  بررسی  را  غیر‌نیوتنی  و  نیوتنی  حالات  در  کوئت  تیلور- 
در آن تشکیل ساختار، الگوی جریان و پایداری برای سیال نیوتنی و 

غیر‌نیوتنی، در شکاف عریض مورد بررسی قرار‌گرفته‌است. این پژوهش 
بر روی روغن سیلیکون به عنوان سیال مرجع و سیال ویسکوالاستیک 
بوگر انجام شده‌است. وایزبرگ و همکاران ]6[، تاخیر در انتقال را با 
تیلور-‌ کوئت مورد  برای جریان  استوانه‌ی داخلی  از حرکت  استفاده 
مطالعه قرار‌داده‌اند. در بررسی فوق، سیال بکار‌رفته، سیال نیوتنی در 
غیر‌نیوتنی  پایداری جریان سیالات  نظر گرفته‌شده‌است. خایات ]7[ 
ویسکوالاستیک را در جریان تیلور- ‌کوئت بررسی کرده‌است. اشرفی و 
خایات ]8[ به بحث بی‌نظمی در جریان تیلور- ‌کوئت با اعمال شرایط 
ناویر‌استوکس  معادلات  روی  بر  گالرکین  ساده‌سازی  روش  و  مرزی 
پرداخته‌اند. در این پژوهش، با استفاده از شرایط مرزی مختلط، عدد 
موج بحرانی که به ازای آن، جریان گردابی تیلور بصورت کامل حاکم 
می‌شود ارایه شده است. آنها سپس به بررسی پایداری جریان گردابی 
محدوده  این  در  را  غیر خطی  دینامیکی  رفتارهای  و  پرداخته  تیلور 
با حالت نیوتنی مقایسه کرده‌اند. همچنین  بررسی نموده‌اند و آن را 
اشرفی و همکارانش ]9[ اثرات کاویتاسیون در جریان سیالات نیوتنی 
و غیر‌نیوتنی در بین دو استوانه غیر‌هم‌مرکز را از طریق آزمایشگاهی 

مورد مطالعه قرار‌داده‌اند.
خایات و لی ]10[ در تحقیقی جریان سیالاتی که ویسکوزیته آنها 

 
 

 
 

 
شکل 1: شکل و پارامترهای هندسی مسئله مورد تحقیق

Fig .1. The schematic and geometrical parameters of the problem
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با تنش کم می‌شود در شکاف باریک بین دو استوانه را با درنظر‌گرفتن 
شرایط مرزی سرعت صلب برای گردابه‌ها مطالعه کرده‌اند و برای حل 
معادلات بقا از روش گالرکین با درنظر‌گرفتن توابع چاندراشکاراستفاده 
نمودند. با بکارگیری این توابع سیالات نقیصه‌ی مدل کولمن در عدم 
آشفتگی  حالت  و  شده  کمتر  سیال،  آشفته  رفتار  محاسبه  توانایی 
سیستم‌های  نتایج  شده‌است.  رویت  دینامیکی  سیستم  در  عملًا 
آزمایشگاهی  نتایج  با  خوبی  سازگاری  پایین،  مرتبه‌ی  دینامیکی 
داشتند. همچنین در تحقیقی دیگر لاریات و خلاف ]11[ جريان بين 
دو استوانه را كه استوانه داخلي در حال چرخش و استوانه خارجي 
بطور  آرام  در محدوده جريان  غيرنيوتني  براي سيال  را  است  ساكن 
عددي مورد بررسي قرار‌دادند. از جمله پژوهش‌های مهم انجام‌گرفته 
در زمینه جریان سیال غیر‌نیوتنی در هندسه تیلور- کوئت در سالهای 
اخیر می‌توان به کارهای انجام‌گرفته توسط اشرفی ]12[ اشاره کرد. 
اشرفی در سال 2011 در مقاله‌ای به پایداری سیال ویسکوالاستیک 
و  اشرفی  پرداخته‌است. همچنین  استوانه چرخان  دو  بین  فضای  در 
پایداری  ارائه‌شده در سال 2012 به بررسی  هذباوی ]13[ در مقاله 
سیال ویسکوالاستیک در هندسه تیلور- کوئت با فرض وجود گرادیان 
را  پایداری  ومعیارهای  پرداخته  بیرونی  استوانه  ساکن‌بودن  و  فشار 
بررسی نموده‌اند.تفاوت کار ارائه‌شده در این پژوهش با مطالعه اشرفی 
و هذباوی ]13[ در این است که در این پژوهش، استوانه داخلی علاوه 
بر حرکت دورانی دارای حرکت خطی با سرعت Ui در راستای محور 
استوانه  رفرنس ]13[  ارائه‌شده در  کار  ولی در  نیز می‌‌باشد؛  استوانه 
مورد  در  اخیر  تحقیقات  جمله  از  دارد.  دورانی  حرکت  تنها  داخلی 
جریان تیلور- کوئت می‌توان به تحقیق تیان و همکاران ]14[ اشاره 
استوانه‌ها  که  حالتی  در  کوئت  تیلور‌-  هندسه  از  استفاده  با  کردکه 
غیر‌هم‌مرکز هستند با استفاده از المان‌محدود جریان سیال غیر‌نیوتنی 
را شبیه‌سازی کرده و تاثیر سرعت چرخش و غیر‌هم‌مرکزبودن )تغییر 
 ]15[ و همکاران  ماسودا  بررسی شده‌است. همچنین  عرض شکاف( 
در تحقیقی نسبت به تعریف عدد رینولدز جهت سیال رقیق‌شونده با 
استفاده از روش‌های عددی اقدام کرده‌اند.آنها در این تحقیق با تعیین 
ویسکوزیته موثر در عدد رینولدز و همچنین ویسکوزیته متوسط در 
محاسبه اتلافات با ارایه فرمول‌هایی توانسته‌اند عدد تیلور بحرانی جهت 
وقوع گردابه‌های تیلور را با دقت خوبی پیش‌بینی نمایند. همچنین در 
پژوهشی مارتینزو همکاران ]16[ ناپایداری در هندسه تیلور- کوئت 
برای سیال ویسکوالاستیک حلال‌های پلیمری را از طریق اندازه‌گیری 
گشتاور و مشاهده جریان بررسی کرده و مشاهده کردند که در الگوی 
جریان برای گشتاور، پس‌ماندی مشاهده شده و جریان دارای رفتاری 
وابسته به زمان است. در پژوهشی شافر و همکارانش ]17[ به بررسی 

مقیاس هندسی و تاثیر شعاع انحنا بر پایداری سیال ویسکو‌الاستیک 
صورت  به  که  تحقیق  این  در  پرداخته‌اند.  تیلور‌- ‌کوئت  هندسه  در 
تجربی انجام شده است، تاثیر هندسه بر رفتار جریان بررسی شده و 
نتیجه‌گیری شده‌است که استفاده از تحلیل پایداری خطی با استفاده 

از مدل اولدروید تطابق خوبی با نتایج آزمایش ندارد.
تیلور- ‌کوئت  همان  حاضر،  تحقیق  در  بررسی  مورد  مسئله‌ی 
کلاسیک می‌باشد که حرکت اجباری استوانه‌ی داخلی به آن اعمال 
روی  بر  ضعیف  غیر‌نیوتنی‌بودن  تأثیر  پژوهش،  این  در  است.  شده 
از  همچنین  می‌گیرد.  قرار  بررسی  مورد  چرخشی  جریان  پایداری 
مدل کارو-‌ ‌‌برد]18[ برای وابستگی ویسکوزیته به نرخ کرنش استفاده 
خواهد‌شد. در پژوهش پیش‌رو، با فرض شکاف باریک بین دو استوانه 
دیفرانسیل  معادلات  دستگاه  حل  به  گالرکین  روش  از  بهره‌گیری  و 
غیر‌خطی چهار‌مجهولی پرداخته می‌شود و پایداری و رفتار دینامیکی 
شاخص  تاثیر  و  داخلی  استوانه‌ی  محوری  حرکت  حضور  در  سیال 

غیر‌نیوتنی سیال، مورد بررسی قرار می‌گیرد.

2- فرمول‌بندی مسئله
جریان سیال رقیق‌شونده تراکم‌ناپذیری را بین دو استوانه هم‌مرکز 
 D=Ri- Ro در نظر بگیرید که Ro وشعاع خارجی Ri باشعاع داخلی
شکاف بین دو استوانه در نظر گرفته‌می‌شود. استوانه خارجی ساکن 
ωمی‌چرخد. معادلات  بوده و استوانه داخلی با سرعت زاویه‌ای ثابت 
حاکم بر سیال تراکم‌ناپذیر شامل معادله پیوستگی و معادله مومنتم را 

می‌توان به فرم زیر در نظر‌گرفت:

0∇ ⋅ =U )1( 

,( ) ( )+ ⋅∇ = −∇ +∇ ⋅ ΓTU U U P µρ
)2( 

شده‌است. ذکر  اندیس  پاره‌ای  مشتق  معنی  به  اینجا  در  کاما 
این  در  سرعت  بردارهای  که  شده‌اند  فرض  استوانه‌ای  مختصات 
راستای  در  ( , , )= T

R ZU U U Uθ سرعت  بردارهای  فرم  به  مختصات 
است. محور z در راستای محور استوانه در نظر گرفته شده  ( , , )R Zθ

µ ویسکوزیته وابسته به نرخ تنش می‌باشد که با  است. p فشار است و 
ویسکوزیته مربوط به نرخ برش صفر است. t زمان است و  0µ فرض فوق 
تانسور  . T( )Γ = ∇ + ∇U U . تنش بوده که

.= Γτ µ ρ دانسیته همچنین 
Re و 

0
=

R Di
i

ω

ν
نرخ تنش است. عدد رینولدزاصلی)دورانی( بصورت 

با  می‌شود.  تعریف   Re
0

=
DUi

Z ν
بصورت  نیز  محوری  رینولدز  عدد 

می‌شود  صرفنظر   θ به  جریان  وابستگی  از  مسئله  تقارن  به  توجه 
همچنین به دلیل طویل درنظر‌گرفتن استوانه‌ها از تاثیر اثرات انتهایی 
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با  معادلات  نوشتن  در  تسهیل  جهت  کرد.  چشم‌پوشی  می‌توان  نیز 
درنظر‌گرفتن سرعتهای بی‌بعد استوانه‌ها به طریق زیر می‌توان نسبت 

به بی‌بعد‌سازی اقدام کرد:

)3(

در این تحقیق جریان مجموع دو جریان پایه و انحرافی در نظر 
'
zu و ' ', ru uθ گرفته می‌شود. جریان انحرافی شامل مولفه‌های سرعت:

η' می‌باشد بنابراین: p' و ویسکوزیته  فشار
)4( 

در فرمول فوق موارد مشخص شده با علامت )^( مربوط به جریان 
پایه می‌باشد. با فرض شکاف باریک و با درنظر‌گرفتن حرکت محوری 
برای استوانه داخلی مولفه‌های سرعت جریان پایه و فشار با توجه به 

شرایط مرزی زیراز حل تحلیلی بدست می‌آیند:

)5( 

همچنین  می‌شود.  تعریف  =
RiN i U i

ω بصورت   Ni فوق  دررابطه 
بر مبنای عدد رینولدز دورانی و فاصله  تیلور را می‌توان  عدد بی‌بعد 

شکاف بین دو استوانه به فرم زیر تعریف کرد:

)6(

نظر‌گرفته  در  زیر  صورت  به  برد  کارو-‌  مدل  مطابق  ویسکوزیته 
و  صفر  در  غیر‌خطی  سیال  ویسکوزیته  اینکه  به  توجه  با  می‌شود 

µ∞ نمایش داده می‌شود. و  0µ بی‌نهایت به ترتیب با 

)7( 

با معرفی عدد بی‌بعد دبورا به فرم:

)8(

	

و عدد دبورای محوری به فرم:

)9(

رابطه زیر حاصل می‌شود:
0

∞=s
µ

µ
 و نام‌گذاری 

رقیق‌شونده  بحث  مورد  سیال  پژوهش  این  در  اینکه  به  توجه  با 
0 در نظر گرفته می‌شود. با بسط سه جمله از معادله  1< <n می‌باشد، 
در بسط فوق 

.
2(De )O i γ )10( و صرف‌نظرکردن از توان‌های بالای  

 α می‌باشد( و همچنین تعریف پارامتر 
.

De 1<i γ )با توجه به اینکه 
به فرم زیر:

)11(

معادله )10( به فرم زیر خلاصه می‌گردد:

)12(( ) 2
21= + 

iN
αη γ γ

خواص  که  می‌گردد  تلقی  مهم  ضریبی  بعنوان  جهت  ازآن   α
 و خواص هندسی و شرایط مرزی مانند 

.
γ رئولوژیکی مانند n ،s و

' '

'

ˆ ˆ   ,                
ˆ

= + = +

= +
R R R

Z Z Z

U U U U U U

U U U
θ θ θ

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
0 1 0    ,      0 1       

1 0  ,   0 1    1 0

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ
= = =

= = =
r r

z z

u u u

u u u
θ

θ

2

1

    ,    Re= =
D Ta
R

ε ε

= iRDe
D

λ ω

( )
1

2 20 0

0

1
1

∞
−

∞

−
 = + Γ  −



n
µµ

µ µ λµ
µ

= =i i
i

i

U UDe De
R D

λ
ω

( ) ( )
-1

2 2ÿ

0

1- 1 ( )
 

= = + + 
 



n

is s Deµη γ γ
µ

0

0

1 1
Θ

−
= = =

= =

=

i

z Z
i i

r R

R RZ µz r
D D µ

u V u U
U R

Du U

θ

η

ω

υ

2
0

2 2
0

2

0 1

= =

= − =

 
=  
 

O i
i

i
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D
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R D DTa
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نظر‌گرفته  در  زیر  صورت  به  برد  کارو-‌  مدل  مطابق  ویسکوزیته 
و  صفر  در  غیر‌خطی  سیال  ویسکوزیته  اینکه  به  توجه  با  می‌شود 

µ∞ نمایش داده می‌شود. و  0µ بی‌نهایت به ترتیب با 

)7( 

با معرفی عدد بی‌بعد دبورا به فرم:

)8(

	

و عدد دبورای محوری به فرم:

)9(

رابطه زیر حاصل می‌شود:
0

∞=s
µ

µ
 و نام‌گذاری 

رقیق‌شونده  بحث  مورد  سیال  پژوهش  این  در  اینکه  به  توجه  با 
0 در نظر گرفته می‌شود. با بسط سه جمله از معادله  1< <n می‌باشد، 
در بسط فوق 

.
2(De )O i γ )10( و صرف‌نظرکردن از توان‌های بالای  

 α می‌باشد( و همچنین تعریف پارامتر 
.

De 1<i γ )با توجه به اینکه 
به فرم زیر:

)11(

معادله )10( به فرم زیر خلاصه می‌گردد:

)12(( ) 2
21= + 

iN
αη γ γ

خواص  که  می‌گردد  تلقی  مهم  ضریبی  بعنوان  جهت  ازآن   α
 و خواص هندسی و شرایط مرزی مانند 

.
γ رئولوژیکی مانند n ،s و

ωو D را در خود جاداده است. α را می‌توان به عنوان شاخص  ،Ri

مثبت  برشی  سیالات ضخیم  برای   α نظر‌گرفت.  در  غیرنیوتنی‌بودن 
مورد  سیال  برای  این‌‎رو  از  است.  منفی  رقیق‌شونده  سیالات  برای  و 
بررسی در این پژوهش، مقدار α منفی و در گستره تغییر 1- تا صفر 
فرض می‌شود. نهایتا با تحلیل جریان لایه‌ای و انحرافی خواهیم‌داشت:

)13(( ) 1= +η γ α

)14(( )2 2
, , ,2′ = + −r z ru u uη α

و معادلات سرعت و فشار و ویسکوزیته برای جریان پایه به فرم 
زیر می‌آید:

)15(

مقادیر  نمودار  است  مشخص   ˆzu ûθو مقادیر  از  که  همانگونه 
بین  محدوده  در  بی‌بعد  شعاع  حسب  بر  محوری  و  زاویه‌ای  سرعت 
معادلات  ساده‌سازی  و  جایگذاری  با  بود.  خواهد  خطی  استوانه  دو 

بدست‌آمده در معادلات ممنتم و پیوستگی خواهیم داشت:

)16(

)17(

)18(

3- ساده‌سازی معادلات حاکم با استفاده از روش تصویرکردن 
گالرکین

بر  فشار  و  سرعت  بسط‌دادن  شامل  گالرکین  تصویر‌کردن  روش 
حسب توابع متعامد و تصویر‌کردن معادلات بقا و پیوستگی روی هر 
کدام از توابع فوق جهت کاستن از تعداد متغیرها است. استفاده از روش 
پیچیده  دیفرانسیل  معادلات  حل  در  متداول  روش‌های  از  گالرکین 
بوده و در مقالات زیادی از آن بهره‌گرفته شده‌است ]4, 12, 13[. از 
جواب‌های  دارد،  تکرار‌شونده  ساختاری  تیلور  گردابه‌های  که  آنجایی 
تناوبی شامل مدهای سینوسی و کسینوسی بر حسب r و z انتخاب 
می‌شوند. همچنین نامحدودبودن طول استوانه اجازه می‌دهد تا توابع 
تعریف‌شونده برای سرعت و فشار، به صورت بسط فوریه در نظر گرفته 
شود. با این روش، دستگاهی از معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزیی 
به دستگاهی از معادلات دیفرانسیل معمولی با متغیر زمان و توابعی 

که همان ضرایب جملات بسط هستند تبدیل می‌شوند.

)19(

)20(

)21(

)22(

در روابط فوق v ،w ،p و u ترم‌های سرعت و فشار جریان انحرافی 
بوده که جهت سهولت در نوشتن روابط از علامت پرایم آنها صرف‌نظر 
شده‌است. تنها برخی از جملات هر یک از بسط‌های فوق مورد استفاده 
قرار می‌گیرند چرا که طبق آزمایش‌های انجام‌گرفته این جملات شامل 
مدهای غالب بوده واز بقیه جملات در مقابل آنها صرف‌نظرشده است.

)23(

)24(
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)25(

)26(

مدهای غالب مدهایی مشخص‌شده هستند که به ازای آنها شروع 
مناسب  همخوانی  بحرانی(  تیلور  تیلور)عدد  گردابه‌های  شکل‌گیری 
داشته‌اند.  آزمایش  از  حاصل  بحرانی  تیلور  عدد  با  پذیرشی  قابل  و 
و  پیوستگی  معادلات  در  )22( ‌را  )19( ‌تا  معادلات  است  کافی 
,0] یعنی  ]∈z

k
π و  r [0,1]∈ بازه‌های  ممنتوم جایگزین کرده و روی 

بوده  دو‌گانه  فوق  انتگرال‌گیری  نمود.  انتگرال‌گیری  دوره‌تناوب،  یک 
محاسبه   z و   r از  بعدی  دو  ناحیه  روی  اشاره‌شد  که  طور  همان  و 

شده است. با ضرب‌کردن جملات مناسب با استفاده از خاصیت توابع 
صفر‌‌شدن  با  که  گونه‌ای  به  ممنتوم  معادلات  سوی  دو  در  متعامد 
انتگرال برخی جملات، هر معادله تنها شامل مشتقات زمانی یکی از 
ضرایب u11 ،v11 ،v10  ،v20 و w11  خواهد گردید. پس از جایگذاری 
و انتگرال‌گیری روی ضخامت شکاف دو استوانه و دوره تناوب جملات 
انحرافی، وابستگی پاسخ‌های حاصل از انتگرال‌گیری به متغیر‌های r و 
z از بین رفته و تنها مجهولات باقی‌مانده، ضرایب زمانی خواهد بود و 
مشتقات ضمنی به مشتقات معمولی تبدیل خواهند‌شد. با جایگزینی 

توابع انحرافی در معادله پیوستگی خواهیم داشت:

   

 
 

 
 

 

   

 
 

 
 

 

/ , , ,k Re Tazα = − = = =0 05 6 25 8000 شکل 3: کانتورهای مولفه‌های سرعت در صفحه r-z برای شرایط 

Fig .3. Velocity component contours on r-z section for conditions 0.05, 6, 25, 8000k Re Tazα = − = = =

/ , , ,k Re Tazα = − = = =0 05 6 0 8000 شکل 2: کانتورهای مولفه‌های سرعت در صفحه r-z برای شرایط 

Fig .2. Velocity component contours on r-z section for conditions 0.05, 6, 0, 8000k Re Tazα = − = = =

11 11
1

Re
= −

z

w u
k
π

( ) ( ) ( ) ( )11, , cos sin=w r z t w t r kzπ

( ) ( ) ( ) ( )11, , cos cos=p r z t p t r kzπ

)27(
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بنابراین دو مجهول u11 و w11 با رابطه )27( به یکدیگر وابسته 
می‌شوند و این امر به انضمام حذف p11 بین معادلات ممنتوم محوری 
و شعاعی، موجب کاهش تعداد مجهولات و معادلات می‌گردد. قبل از 
این سیستم چهار‌معادله چهار‌مجهولی، مقیاس‌گذاری زیر روی  ارایه 

پارامتر‌های سرعت بفرم زیر اعمال می‌شود:

)29(

)30(

 
 

 

 
 

 
 

 

/ در اعداد Rez متفاوت درحالت مستقل از زمان  , kα = − =0 025 6 شکل 4: نمودار پارامتر us  سیال غیر‌نیوتنی بر حسب عدد تیلور  
الف:نموداراصلی ب: بزرگنمایی در محدوده تیلور بحرانی

Fig .4. Parametric graph us of non-Newtonian fluid according to Taylor number, 0.025, 6kα = − = , at dif-
ferent Rez numbers independent of time -a original -b magnification in critical Taylor range

( ) ( )112
=v t v tπ

( ) ( )20= −w t v tπ

( ) ( )10=s t v tπ )28(( ) ( )112
=u t u tπτ)31(
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) در حالت مستقل از زمان :الف: بدون جریان محوری / , , )k Taα = − = =0 05 6 8000 شکل 5. کانتورهای ویسکوزیته  
Rez=25 ج: با جریان محوری Rez=5 ب:با جریان محوری

Fig .5. Viscosity contours ( 0.05, 6, 8000)k Taα = − = =  in time-independent mode a: No axial flow
 b- Axial flow Rez =5: c- Axial flow Rez =25
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) در حالت مستقل از زمان  / , , )k Taα = − = =0 05 6 8000 شکل 6: پروفیل‌های سه بعدی ویسکوزیته 

Rez=25 ج: با جریان محوری -Rez=5 الف: بدون جریان محوری ب: با جریان محوری

Fig .6. Three-dimensional viscosity profiles ( 0.05, 6, 8000)k Taα = − = =  in time-independent mode
 a: No axial flow: b- Axial flow Rez = 5: c- Axial flow Rez = 25
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) در حالت مستقل از زمان / , , )k Taα = − = =0 05 6 8000 شکل 7. کانتورهای فشار 
Rez=25 ج: با جریان محوری   Rez=20 ب: با جریان محوری  = Rez-5الف: با جریان محوری

Fig .7. Pressure contours ( 0.05, 6, 8000)k Taα = − = =  in Independent of time mode
a: with axial flow Rez = 5 : b-with axial flow Rez = 20: c- with axial flow Rez = 25
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), در حالت مستقل از زمان با جریان محوری / , , )zk Re Taα == − = =100 05 6 8000 شکل 8: پروفیل‌های سه بعدی تنش 

Fig .8. Three-dimensional stress profiles in Independent of time mode for 
( 0.05, 6, 10, 8000)k Re Tazα = − = = =
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) وابسته به زمان / , , , )k Re Tazα = − = = =0 075 6 5 40000 شکل 9: کانتورهای سرعت مماسی در صفحه  r-z  برای شرایط  

Fig .9. Tangential velocity  contours on r-z section in depended of time mode for conditions

( 0.075, 6, 5, 40000)k Re Tazα = − = = =
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)32(

)33(

)34(

)35(

مقادیر ضرایب A1~A11 و B1~B25 در ضمیمه یک انتهای مقاله 
با روش‌های مختلف  فوق  غیر‌خطی  معادلات  از حل  آورده‌شده‌است. 
نرم‌افزار  از  استفاده  با  و  ضمنی  اویلر  و  کوتا  رانگ-  مانند  عددی 

متمتیکا، مولفه‌های سرعت معلوم می‌شوند و با جمع‌کردن مولفه‌های 
در  که  پایه  جریان  مولفه‌های سرعت  با  بدست‌آمده  انحرافی  سرعت 
رابطه 15 آورده شده، میدان سرعت بطور کامل معلوم می‌شود. سپس 
با استفاده از مشتقات سرعت مقادیر مولفه‌های تنش محاسبه می‌شوند

4- سرعت، ویسکوزیته و فشار در حالت مستقل از زمان
جریان  سرعت  مولفه‌های  جمع  از  کل  سرعت  میدان  مولفه‌های 
از حل  بدست‌آمده  انحرافی  مولفه‌های سرعت  و   ))15( )معادله  پایه 
معادلات )32(  تا )35( بدست می‌آیند. تا یک عدد تیلور مشخص، این 
جریان یک جریان لایه‌ای خالص و از نوع جریان کوئت می‌باشد. پس 
از رسیدن جریان تیلور به یک مقدار مشخص که به نام تیلور بحرانی 
حد  تا  بود.  تیلورخواهیم  گردابه‌های  تشکیل  شاهد  می‌شود،  نامیده 
مشخص از جریان تیلور، سرعت در نقاط مختلف جریان تنها تابعی 
از r وz )مختصات مکانی( ومستقل از زمان می‌باشد. در شکل‌های 2 
‌و 3 مولفه‌های سرعت برای جریان تیلور‌-‌ کوئت در صفحه r-z برای 
حالت مستقل از زمان در دو حالت بدون و با وجود حرکت محوری 
استوانه داخلی آورده‌شده‌است.گردابه‌های تیلور بوضوح در شکل‌های 
ارائه‌شده قابل تشخیص‌اند. از مقایسه نمودارهای بدست‌آمده می‌توان 

به نتایج زیر رسید:
کانتورهای سرعت شعاعی، رفتاری پریودیک و یکسان را بر روی 
همچنین  می‌دهند.  نشان  خود  از  داخلی  و  خارجی  سیلندر  دو  هر 
چراکه  می‌باشد  گردابه‌ها  مرکزی  قسمت  در  شعاعی  بیشینه سرعت 
سرعت  خارجی،  و  داخلی  استوانه  دو  دیواره‌های  به  نزدیک‌شدن  با 
سرعت  دیواره‌ها  روی  و  می‌یابد  کاهش  مرزی  لایه  تشکیل  بدلیل 
کرد  مشاهده  می‌توان  مماسی  برای سرعت  است.  برابر صفر  شعاعی 
که با فاصله گرفتن از استوانه داخلی و نزدیک‌شدن به استوانه خارجی 
مقدار عددی سرعت کاهش می‌یابد. مکان قرارگرفتن مقادیر بیشینه و 
کمینه سرعت‌ها در حالت مستقل از زمان، مستقل از مقدار عدد تیلور 
بوده و با تغییر عدد تیلورتنها مقادیر سرعت‌ها تغییر می‌کند. دو گردابه 
متوالی نسبت به هم دارای حرکت معکوس می‌باشند، به‌عبارتی اگر 
یک گردابه ساعتگرد باشد، گردابه بعدی پادساعتگرد خواهد‌بود. مولفه 
شعاعی سرعت که در جریان پایه وجود نداشته درگردابه های تیلور 
پدیدار می‌شود. درکانتور سرعت محوری، اکسترمم‌ها با فاصله یکسان 
و متقارن وجود دارند، همچنین مقادیر اکسترمم‌ها نیز متقارن بدست 
مقایسه  از  است.  دیواره‌ها  برروی  محوری  سرعت  اکسترمم  می‌آیند. 
روی  بر  محوری  سرعت  اعمال  که  است  مشخص‌   4 و   3 شکل  دو 
شکل‌گیری کانتورهای سرعت موثر است و این تأثیر بخصوص بر روی 
کانتور سرعت مماسی بیشتر نمود دارد. در شکل 4 تأثیر عدد رینولدز 
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ضرایب  از  استفاده  دلیل  می‌باشد. 
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2 2

=
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τ
π

فوق  معادلات 
معادلات  دستگاه  غیر‌خطی‌بودن  تبعات  از  کاستن  مقیاس‌شده، 
می‌باشد.  کمیت  مرتبه  نظر  از  پاسخ‌ها  هم‌گون‌سازی  و  دیفرانسیل 
بدیهی است که پس از حل معادلات، با عکس تبدیلات صورت‌پذیرفته، 
بر  تاثیری  تبدیلات  این  از  استفاده  و  ضرایب اصلی محاسبه‌می‌گردد 

جواب نهایی نخواهد داشت و نهایتا روابط زیر را خواهیم داشت:
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محوری و عدد تیلور بر پارامتر us در حالت مستقل ‌از ‌زمان برای سیال 
غیر‌نیوتونی رقیق‌شونده بررسی شده و در نمودار b-4 با دقت بیشتری 

بر روی تغییرات در ناحیه تشکیل گردابه‌های تیلور زوم شده‌است.
به‌عبارت دیگر  و  بالا‌رفتن عدد رینولدز محوری  تأثیر  در شکل4 
بحرانی  تیلور  در کاهش عدد  داخلی  استوانه  افزایش سرعت حرکت 
مشخص است. همچنین ناحیه‌ای که جریان قبل از رسیدن به سرعت 

پایداردارای نوسان می‌باشد قابل تشخیص است.
با  شده‌‌است.  داده  نمایش  ویسکوزیته  کانتورهای  شکل5   در 
مقایسه شکل‌ها مشخص می‌گردد که با اعمال حرکت محوری نقاط 
مقدار  ماکزیمم  محدوده  فقط  و  تغییرنمی‌کند  ویسکوزیته  اکسترمم 
ویسکوزیته توسعه می‌یابد به‌طوریکه بطور کامل سمت راست میدان 

را فرا‌می‌گیرد.
ارایه   7 شکل  در  زمان  از  مستقل  حالت  برای  فشار  کانتورهای 
شده‌اند. همانطور که از کانتورهای فشار مشخص است ناحیه پرفشار 
)قرمز رنگ( بر روی سیلندر بیرونی و ناحیه کم‌فشار )بنفش رنگ( بر 
روی سیلندر داخلی تغییر ‌می‌کند. همانگونه که از شکل نیز مشخص 
و  نفوذ  باعث  ثابت  تیلور  رینولدز محوری در یک عدد  افزایش  است 
گسترش منطقه اکسترمم فشار در میدان جریان از استوانه بیرونی به 
استوانه داخلی می‌شود. نمودارمربوط به تغییرات ویسکوزیته و تنش 

نیز در شکل 8 آورده شده است.

5- مولفه‌های سرعت در حالت وابسته به‌زمان 
رژیم  طبیعت  که  بود  خواهیم  این  شاهد  تیلور  عدد  افزایش  با 
جریان تغییر‌کرده و دیگر جریان مستقل از زمان نخواهد بود. به عنوان 
مقدار  یک  ازای  به  مماسی  سرعت  مولفه  کانتورهای  شکل‌‌ ‌9  مثال 
عدد تیلور یکسان در سه زمان مختلف نشان می‌دهند. همانگونه که 
تیلور  عدد  از  محدوده  این  در  می‌شود  مشخص  شکل‌ها  مشاهده  از 
کانتور‌های مولفه سرعت مماسی تابع زمان بوده و در بازه‌های متفاوت، 

دارای شکل‌های متفاوت خواهند بود.

6- رفتار دینامیک غیر‌خطی معادلات حاکم 
بی‌نظمی یا آشوب، یک رفتار طولانی مدت غیرپریودیک در یک 
اوّلیه حساس می‌باشد.  سیستم غیر‌خطی است که شدیدا به شرایط 
رفتار طولانی‌مدت غیر‌پریود‌یک در سیستم‌های دینامیکی  از  منظور 
آن‌ است که مسیرهایی وجود دارند که وقتی زمان به بی‌نهایت میل 
و  پریودیک  مدارهای  ثابت،  نقاط  به  سیستم‌ها  این  مسیر  می‌کند، 
است  آن  گویای  آشوب  نمی‌شود.  منتهی  شبه‌پریودیک  مدارهای  یا 
که سیستم دارای ورودی‌ها یا پارامتر‌های تصادفی نیست ولی رفتار 

 

  
 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 10: الف: تغییرات پارامتر سرعت بر حسب زمان- ب: نمودار فازی

/ , , ,k Re Tazα = − = = =0 075 6 5 6000  

Fig .10-a.Velocity parameter changes in terms of time-b: fuzzy diagram 

0.075, 6, 5, 6000k Re Tazα = − = = =
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شکل 11: الف: تغییرات پارامتر سرعت بر حسب زمان - ب: نمودار فازی

/ , , ,k Re Tazα = − = = =0 075 6 5 11000 

Fig .11-a: Velocity parameter changes in terms of time-b: fuzzy diagram 

0.075, 6, 5, 11000k Re Tazα = − = = =

شکل 12: الف: تغییرات پارامتر سرعت بر حسب زمان - ب: نمودار فازی

/ , , ,k Re Tazα = − = = =0 075 6 5 39400  

Fig .12-a: Velocity parameter changes in terms of time -b: fuzzy diagram 

0.075, 6, 5, 39400k Re Tazα = − = = =
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شکل 13: الف: تغییرات پارامتر سرعت بر حسب زمان- ب: نمودار فازی

/ , , ,k Re Tazα = − = = =0 075 6 5 55370 

Fig .13-a: Velocity parameter changes in terms of time -b: fuzzy diagram 

0.075, 6, 5, 55370k Re Tazα = − = = =

غیرخطی‌بودن  از  بی‌نظمی سیستم  این  است.  بی‌نظم  کاملا  سیستم 
ناشی می‌شود.

منظور از حساس‌بودن به شرایط اوّلیه در سیستم‌های دینامیکی 
در  می‌شوند.  جدا  هم  از  سرعت  با  مجاور  مسیرهای  که  است  این 
واقع این خصوصیت تفاوت اصلی سیستم‌های دینامیکی آشوبناک با 
سیستم‌های دینامیکی غیر‌آشوبناک است. حرکت آشوبناک یک پدیده 

نادر نیست و شرط لازم برای حرکت آشوبناک عبارتست از: 
الف– سیستم حداقل سه متغیر دینامیکی مستقل داشته باشد.

تا  باشد  غیرخطی  جمله  یک  حداقل  شامل  حرکت  معادله‌های  ب- 
معادلات  آنجا‌ئیکه  از  کند.  جفت‌  هم‌  به  را  متغیر‌ها  از  تعدادی 
حاکم بدست‌آمده برای سیال غیر‌نیوتنی در جریان تیلور‌- ‌کوئت 
و ب  الف  دو شرط  دارای  نیز  داخلی  استوانه  محوری  با حرکت 
با توجه  و  بوده  پارامتر‌های غیر‌خطی  بالا می‌باشند، یعنی دارای 
در  فشار  همچنین  و  جهت  سه  در  سرعت  متغیر‌های  وجود  به 
معادلات ممنتم برای جریان سیال غیر‌نیوتنی مورد مطالعه، انتظار 
اولیّه  شرایط  به  جواب  وابستگی  و  آشوبناک  حرکتی  با  می‌رود 
به  معادلات  نشان دادن حساسیت سیستم  مواجه گردیم. جهت 
شرایط اولیه می‌توان نشان داد در صورت تغییر در حد 0/0001 

واحد در یکی از مقادیر شرایط اولیه سرعت، احتمال اختلاف در 
وجود  ماکزیمم  سرعت  مقادیر  از  بیشتر  تا  حتی  سرعت  مقادیر 

دارد.
7- تحلیل پایداری 

دو  بین  تیلور‌- ‌کوئت  جریان  پایداری  تحلیل  به  بخش  این  در 
استوانه با حرکت محوری استوانه داخلی پرداخته می‌شود. همانگونه 
سرعت  افزایش  با  کوئت  تیلور‌-‌  جریان  در  ذکر‌گردید،  نیز  قبلا  که 
دوران استوانه داخلی ناپایداری‌هایی در میدان جریان ظاهر ‌می‌شود. 
این ناپایداری‌ها در ابتدا به صورت مجموعه‌ای از گردابه‌های افقی و 
گردابه‌ها،  این  وجود  ظاهر‌می‌شوند.  استوانه  محور  به  نسبت  متقارن 
خصوصیات هیدرودینامیکی فرآیندهایی که در آنها این نوع جریان رخ 
می‌دهد را تغییر می‌دهند.از آنجاکه معادلات حاکم بر سیال غیر‌نیوتنی 
از  ترم غیرخطی  دارای چندین  تیلور‌-‌ کوئت مورد بحث  در هندسه 
مرتبه بالا می‌باشند، مطالعه بی‌نظمی در این سیستم‌ها به علت وجود 
مورد  روش  است.  برخوردار  بالایی  اهمیت  از  غیر‌خطی  ترم‌های  این 
استفاده جهت تحلیل پایداری سیال و میرایی اغتشاش وارده به این 
به  نسبت  معادلات،  سیستم  پایداری  تحلیل  جهت  که  است  صورت 
خطی‌سازی معادلات حول نقاط ثابت اقدام و نتایج با تحلیل معادله 
صورت  بدین  کار  نحوه  بررسی ‌می‌گردد.  و  عرضه  سیستم  مشخصه 
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ss مشخصات  wsو   ،vs  ،us مقادیر سرعت  اینکه  فرض  با  که  است 
سرعت نقاط ثابت معادلات حاکم باشند و با فرض اینکه مقادیر سرعت 
اغتشاشات واردشده w ،’v،’u’وs’ فرض شوند، برای بررسی تاثیر 

اغتشاش در معادلات حاکم فرض می‌کنیم:

)36(

  ss و   ws  ،vs  ،  us سرعت  مقادیر  شد،  بیان  که  همانگونه  که 
جواب‌های معادلات حاکم در حالت گذرا ) مستقل از زمان ( و نقاط 
ثابت سیستم فرض می‌شوند. برای بررسی تاثیر زمان بر رفتار معادلات 

فرض می‌کنیم:

مقادیر سرعت اغتشاشی بدین صورت فرض شده تا رفتار سیستم 
t∞→ بررسی شود در این حالت وقتی زمان به سمت بینهایت  وقتی
صفر   )’sو  ’w،’v،’u( اغتشاشی  سرعت  مقادیر  اگر  می‌کند  میل 
به  و در غیر‌اینصورت  پایداری سیستم در درازمدت  به معنای  شوند 

معنای باقیماندن اغتشاش و ناپایداری است.
بنابر‌این با خطی‌سازی معادلات حاکم و جایگذاری مقادیر فوق در 

معادلات خطی‌سازی شده ماتریس زیر را بدست می‌آوریم:

با محاسبه دترمینان و بدست‌آوردن معادله مشخصه و مقادیر ویژه 

 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

( / , , )k Rezα = − = =0 075 6 5 شکل 14: نمودارماکزیمم نمای لیاپانف  

Fig .14. Maximum Lyapunov Exponent ( 0.075, 6, 5)k Rezα = − = =

/ , , ,k Re Tazα = − = = =0 075 6 5 39400
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/ ,kα = − =0 075 6 شکل 15: نموداردوشاخه شدگی بطور شماتیکی برای حالت  
Fig .15. Schematically Bifurcation diagram for 0.075, 6kα = − =

شکل 16: مقایسه نتایج عددی کار حاضر با نتایج آزمایشگاهی مرجع ]15[
Fig .16. Comparison of numerical results of present work with reference laboratory results [15]
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شکل 17: مقایسه نتایج عددی کار حاضر با نتایج شبیه سازی عددی مرجع ]19[.در نمودار فوق بیانگر عدد تیلور بحرانی است که در آن جریان 
گردابه‌های تیلوردر سیال نیوتنی شروع به شکل‌گرفتن می‌کند.

Fig .17. Comparison of the numerical results of the present work with the numerical simulation results of the 
reference [19]  in the above diagram illustrates the critical Taylor number where the Newtonian fluid TVF flow 

begins to form.

و بحث بر روی علامت‌های آنها، در مورد پایداری می‌توان تحلیل کرد.

8- معادله مشخصه پایداری جریان پایه
در حالت جریان پایه با توجه به مستقل از زمان بودن این جریان، 
 ws ،vs ، us سمت راست معادلات صفر فرض می‌شوند مقادیر سرعت

وss جواب‌های بدیهی دستگاه معادلات یعنی:

)39(

است.با جایگذاری و تشکیل معادله مشخصه، مقادیر ویژه ماتریس 
محاسبه می‌شود و ‌λ های بدست‌آمده یا همان مقادیر ویژه ماتریس 
منفی  مقادیری  که  هستند  پایداری  به  منتج  هنگامی  پایداری، 

اختیار‌کنند. اولین مقدار 
مهم بدست‌آمده برای مقادیر ویژه که ریشه‌ها در آن تغییر علامت 
می‌دهند عدد تیلور بحرانی این جریان Ta =2335  می‌باشد که در 
آن گردابه‌های تیلور تشکیل می‌شود. در همان ابتدای شروع جریان 
انحرافی، با توجه به نمودارهای فازی؛ ناپایداری جریان مشخص است 
که این مربوط به ریشه‌های ناپایدار جریان مشخصه می‌باشد. در این 

منفی  ریشه  دو  و  مثبت  ریشه  دو  حقیقی  ریشه‌ها  تمام  تیلور  عدد 
داریم. با افزایش عدد تیلور دو ریشه حقیقی یکی مثبت و یکی منفی 
و دو ریشه مزدوج مختلط با قسمت حقیقی منفی داریم. جهت بررسی 
Ta =6000 در  تیلور  برای عدد  فازی  us سرعت و دیاگرام  پارامتر 
نیز  سرعت  پارامترهای  از  که  همانگونه  است.  شده  آورده  شکل10 

مشخص است، نهایتا پارامترها به مقدار ثابتی می‌رسند. 
با افزایش مقدار پارامتر کنترلی عدد تیلورو با بزرگتر‌شدن مسیر 
حلقوی، پاسخ پارامترهای سرعت نامنظم شده و دیگر با گذشت زمان 
به ثبات نمی‌رسد. همچنین به دامنه نوسانات نیز افزوده‌می‌شود که به 

عنوان نمونه شکل 11 ارایه شده‌است.
با افزایش پارامتر کنترلی عدد تیلور ساختار دیاگرام فازی نامنظم‌تر 
شده و پارامترهای سرعت دچار بی‌نظمی شدید‌تری می‌شوند. به عنوان 
نمونه شکل‌های 12 و 13 جهت تیلور‌های به ترتیب Ta =39400 و 

Ta =55373 آورده‌شده‌است.
در  عجیب  جاذب‌های  شاهد   Ta  =39400 تیلور  عدد  در 
دیاگرام‌های فازی هستیم شبیه آنچه که در پدیده لورنز می‌افتد. در 
اینجا نیز معادله مشخصه دو ریشه حقیقی یکی مثبت و یکی منفی و 

دو ریشه مزدوج مختلط با قسمت حقیقی منفی داریم.
در عدد تیلور Ta =55370 همانگونه که از تغییرات پارامترهای 

0= = = =s s s su v w s



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره ویژه 3، سال 1400، صفحه 1745 تا 1766

1764

تیلور  عدد  این  هستیم.  آشوب  شاهد  مشخص‌است  نیز  سرعت 
دو‌شاخه‌شدگی ‌هاف ‌زیر‌بحرانی نامیده می‌شود. با توجه به بررسی‌های 
انجام ‌شده در مورد تغییرات پارامتر‌های سرعت و دیاگرام‌های فازی 
می‌توان به این نتیجه رسید که بطور کلی افزایش پارامتر کنترلی عدد 
تیلور منجر به افزایش‌ بی‌نظمی خواهد ‌گردید. همچنین هنگامی که 
این است که  نشان‌دهنده  ثابت می‌رسد،  نقطه  به یک  فازی  دیاگرام 
رفتار سیستم دینامیکی پایدار است ایجادشدن حلقه دوم در دیاگرام 
فازی نیز به معنای حساس‌بودن سیستم دینامیکی به جواب‌های اولیه 
می‌باشد. همچنین همانگونه که مشخص ‌است دیاگرام‌های تغییرات 
پارامترهای سرعت در حالت آشوبناک با گذشت زمان به یک مقدار 
تغییر  دچار  جواب‌ها  همواره  زمان  گذشت  با  و  رسید  نخواهد  واحد 

خواهند شد.

9- نمودارنمای لیاپانف 
استفاده از نمای لیاپانف روشی سودمند در تحلیل پایداری است. 
با استفاده از این روش رفتار سیستم غیر‌خطی بدست‌آمده در اعداد 
تیلور مختلف رسم می‌شود و محدوده‌هایی از اعداد تیلور که سیستم 
می‌شود.  تعیین  می‌دهد،  نشان  خود  از  آشوبناک  رفتاری  غیر‌خطی 
بدین‌صورت که در مقادیری از اعداد تیلور که ماکزیمم نمای لیاپانف 
منفی و یا نزدیک به صفر است سیستم رفتار دینامیکی منظم و غیر 
نمای  شدن  مثبت  با  که  حالی  در  می‌دهد.  نشان  خود  از  آشوبناک 
لیاپانف سیستم به سمت بی‌نظمی پیش خواهد رفت و می توان انتظار 
رفتار آشوبناک از سیستم را داشت.نمودار نمای لیاپاتف در حکم یک 
راهنمای مسیر است و مشخص می‌کند در کدام محدوده باید بدنبال 
سیستم نوسانی منظم بود و در کدام محدوده نیازی به انجام تحلیل 
فازی در اعداد تیلور مختلف جهت یافتن محدوده پایداری نمی‌باشد و 

سیستم آشوبناک است.
جهت کنترل پایداری در حالت بررسی شده در شکل‌های10 تا 
) که نمای لیاپانف  / , , )= − = =k Rezα 0 075 6 5 13 با شرایط  
آن در شکل14 آورده ‌شده تقریبا در کلیه اعداد رینولدز مورد بررسی 
جریان آشوبناک و ناپایداری را شاهد هستیم که نمای مثبت لیاپانف 
فازی  دیاگرام‌های  در  بدست‌آمده  نتایج  تایید‌کننده  محدوده  این  در 

است.

10- نمودار دوشاخه شدگی
نمودار  از  قسمت  این  در  سیال  پایداری  بهتر  آنالیز  جهت 
دوشاخه‌شدگی استفاده شده است. در شکل 15، نمودار دوشاخه‌شدگی 
/ رسم شده‌است.  , ,= − = =k Rezα 0 075 6 5 برای سیال با مشخصات 

برای این سیال عدد تیلور بحرانی Ta =2335 می‌باشد. در این عدد 
با توجه به معادله مشخصه یکی از مقادیر مشخصه برای تمام اعداد 
تحلیلی  با حل  نمی‌توان  را  دیگر  ریشه‌های  و  منفی  و  تیلور حقیقی 
بدست‌آورد و فقط با حل عددی به دست می‌آیند. در این عدد تیلور 
مزدوج  موهومی  دیگر  ریشه  دو  و  مثبت  و  حقیقی  ریشه‌ها  از  یکی 
تیلور  عدد  برای  نقطه  این  در  لذا  می‌باشد.  منفی  حقیقی  قسمت  با 
بحرانی دو شاخه c+ و c- پایدار و یک شاخه ناپایدار وجود دارد و لذا 
در این نقطه یک دو شاخه‌شدگی چنگکی داریم. با افزایش عدد تیلور 
نهایتا به جایی می‌رسیم که مقادیر حقیقی ریشه‌های معادله مشخصه 
این  نقطه‌ای که  تغییر ‌علامت می‌دهند. دقیقا در  به مثبت  از منفی 
اتفاق ‌می‌افتد یعنی در عدد تیلور Ta =55370 مقدار مشخصه برابر 
iω−+ می‌با‌شد و ریشه‌ها موهومی خالص هستند و با دوایر حدی  با 
در  ولی  دارد  وجود‌  پایداری  خطوط  خود  روی  در  و  احاطه ‌شده‌اند 
صورت ورود اغتشاشی بزرگ ناپایداری مشاهده می‌شود. این نقطه به 
نام دو‌شاخه‌شدگی چنگکی زیربحرانی شناخته می‌شود. همچنین در 
قبل از این پارامتر کنترلی و در عدد تیلور Ta =39400 شبیه آنچه 
که در مدل لورنز شاهد هستیم شاهد جاذب‌های عجیب خواهیم بود. 

این موارد در شکل 15 بصورت شماتیک نشان داده‌ شده ‌است.

11- نتیجه‌گیری
در این پژوهش مسئله تیلور‌-‌ کوئت همراه با حرکت محوری استوانه 
داخلی بررسی‌گردید. سیال مورد بررسی سیال غیر‌نیوتنی‌رقیق شونده 
وابستگی  مدل‌نمودن  جهت  مدل‌کارو- ‌‌‌‌‌برد  از  و  نظر‌گرفته‌شده  ‌در 
هندسه  به  توجه  با  شده‌است.  گرفته‌  بهره  برش  نرخ‌  به  ویسکوزیته 
)مانند  دیگری  روش  هر  با  مسئله  می‌رود  انتظار  مسئله  طبیعت  و 
پارامترهای  تغییر  نیز حل‌گردد، درتیلور بحرانی شاهد  المان‌محدود( 
و  کوئت  تیلور‌-  جریان  به  کوئت  حالت  از  جریان  تبدیل  و  سرعت 
تشکیل سلول‌های تیلور باشیم. با توجه به تاثیر پارامترهای مختلف 
هندسی و رئولوژیکی بر ‌رفتار و ناپایداری سیال، در حالت کلی ارائه 
رابطه‌ای که دربرگیرنده تاثیر تمام پارامتر‌ها باشد امکان‌پذیر نیست و 
سعی گردیده جهت رفع این مشکل با استفاده از بی‌بعد‌سازی و ارائه 
نمودار‌های مختلف، در مورد تاثیر پارامترهایی مانند عدد تیلور و عدد 

رینولدز محوری بر روی رفتار جریان بحث گردد.
جملات  دارای  مسئله  دراین  حاکم  معادلات  اینکه  به  با ‌توجه 
غیر‌خطی از مرتبه بالا می‌باشند، مطالعه بی‌نظمی در این سیستم‌ها 
از عدد  بنابراین  مهم می‌باشد.  غیر‌خطی  این جملات  علت وجود  به 
تیلور که به عنوان معیار اصلی حالت رژیم جریان است، بعنوان پارامتر 

تغییرات حالت پایداری دینامیکی سیستم استفاده می‌شود. 
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کانتورهای  و  نمودارها  در  سرعت  میدان  حل  از  حاصل  نتایج 
مختلفی ارائه گردیده‌است و با توجه به نمو‌دارها و کانتورها مشاهده 
می‌شود که با افزایش تاثیرغیر‌نیوتنی‌بودن )افزایش مقدار α( عدد تیلور 
بحرانی افزایش می‌یابد و گردابه‌های تیلور دیرتر امکان تشکیل دارند. 
همچنین با افزایش عدد رینولدز محوری تشکیل گردابه‌های رینولدز 
تسریع شده و عدد تیلور بحرانی کوچک‌تر می‌شود و با ازدیاد مقدار 
رینولدز محوری، ناحیه حداکثر لزجت کل از مرکز فضای دو استوانه 
گردابه‌های  همچنین  می‌شود.  گسترده  داخلی  استوانه  جداره‌ی  تا 
با  اما  استوانه شکل‌‌گرفته  تکرار‌شونده در محور  دوایر  به شکل  تیلور 
به شکل  این گردابه‌ها  داخلی،  استوانه  درنظر‌گرفتن حرکت محوری 

مارپیچ‌های محوری در‌می‌آید.
 )α( تابع غلظت سیال غیر‌نیوتنی  اینکه  از  پایداری جریان بیش 
رفتار  بررسی  همچنین  و  بوده  تیلور  کنترلی  پارامتر  از  متاثر  باشد 
دینامیکی جریان گردابه‌های تیلور نشان می‌دهد که با افزایش رینولدز 
محوری، پایداری و بی‌نظمی تشدید می‌گردد. به بیان دیگر با افزایش 
رینولدز محوری رفتار سیستم دستخوش تغییرات مشهودی می‌گردد. 
همچنین با افزایش شاخص غیر‌نیوتنی نیز ناپایداری در سیستم تشدید 
می‌گردد. جهت صحت‌سنجی پژوهش انجام‌شده، مقادیر بدست‌آمده 
با مراجع ]15[ و ]19[ مقایسه شده‌اند و نتایج در نمودار‌های 16 و 
17 آورده شده و با توجه به نمودارها نتایج قابل قبولی بدست آمده‌اند.
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