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ABSTRACT:  This paper deals with the time-dependent bending behavior of a rectangular viscoelastic 
plate based on the two-variable refined plate theory using the fractional calculus approach. The plate 
is fully simply-supported and is subjected to uniformly-distributed loading and the three-parameter 
merchant model is used for simulation of viscoelastic behavior. The time-domain governing equations 
are converted into frequency-domain ones using the Laplace transform and then, these equations are 
solved by the Navier method. The viscoelastic plate response is obtained using the elastic-viscoelastic 
correspondence principle so that the response of an elastic equivalent problem is extended into the 
viscoelastic problem. The results of this study, including plate deflection, and in-plane and transverse 
strains are compared with the results of the elastic model and the standard merchant model where the 
comparison of obtained results with the reference ones shows that the proposed approach has good 
accuracy. Also, the variation of deflection through the plate thickness and the effect of aspect ratio on the 
results are studied. This study shows that the proposed fractional model has the ability to simulation of 
both elastic and viscose effects simultaneously which is more compatible with the nature of viscoelastic 
materials.
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1- Introduction
Fractional calculus is a new field of mathematics in which 

the integer-order integral and derivative are extended to 
arbitrary non-integer order ones. This concept has received 
much attention in various fields of sciences in recent decades. 
Various definitions are provided for fractional derivative [1]. 
The static and dynamic analyses of viscoelastic structures 
have been investigated by many researchers [2-5]. There 
have also been several kinds of research upon using fractional 
calculus for the analysis of viscoelastic structures [6-8]. 

In the present study, the fractional Merchant model is 
employed for studying the flexural behavior of a viscoelastic 
plate based on the two-variable refined plate theory [9]. This 
theory provides accurate results for both thin and thick plates. 
To solve the obtained time-dependent equations, the Laplace 
transform method is utilized.

2- Methodology
The Riemann-Liouville fractional derivative definition is 

employed in this research:
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where α  is the order of fractional derivative. The three-
parameter fractional Merchant solid model is utilized to 
define the viscoelastic behavior. The stress-strain relation in 

this model is defined as:
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where σ  and ε  are stress and strain and 0E , 1E  , 1τ  
and η  are the viscoelastic material constants. The obtained 
governing equations are solved using the viscoelastic 
correspondence principle, the Laplace transform, and the 
Navier’s method. The time-dependent bending and shear 
components of normal deflection are obtained as follows:
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and the in-plane normal strain xε  and the transverse shear 
strain xzγ  are obtained as:
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3- Results and Discussion
A fully simply supported square viscoelastic plate 

with a length of 10m and thickness of 1m under a uniform 
distributed loading of 10N/m2 is considered. The obtained 
deflection of the plate based on classical and refined plate 
theories is compared with existing results [2] which confirms 
the accuracy of the proposed approach (Fig. 1). 

Fig. 2 illustrates the variation of plate deflection on the 
x-axis for different values of α in two times of 10s and 50s. 
Similarly, the variation of transverse shear strain along the 
plate thickness is depicted in Fig. 3. It is seen that this strain 
has a parabolic variation through the plate thickness, as 
expected.  

 
Fig. 1. The deflection obtained by the classical and two-
variable plate theories in elastic and viscoelastic cases. 

 

  

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 2. The plate deflection considering the two-variable 
plate theory and different α, a) t=10s and b) t=50s . 
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(b) 

Fig. 3. The in-plane shear strain considering the two-
variable plate theory and different α, a) t=10s and b) t=50s. 

 

Fig. 1. The deflection obtained by the classical and two-variable 
plate theories in elastic and viscoelastic cases.

Fig. 2. The plate deflection considering the two-variable plate 
theory and different α, a) t=10s and b) t=50s.

Fig. 3. The in-plane shear strain considering the two-variable 
plate theory and different α, a) t=10s and b) t=50s.
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4- Conclusions
In this study, the bending analysis of the viscoelastic plate 

based on a fractional derivative model was conducted. The 
two-variable plate theory was employed in the formulation 
which provided accurate results for both thin and thick 
plates. By using the Riemann-Liouville fractional derivative 
definition, the formulation was greatly simplified and the 
viscoelastic behavior was simulated more realistically. 
Decreasing the fractional derivative order leads to a lower 
damping property and consequently, the final amount of plate 
deflection and strain happens sooner. It can be concluded that 
the approach utilized in this study is very accurate and can be 
employed to analyze more complex problems, and it also may 
lead to faster solution procedure due to the fewer number of 
unknown parameters used in the formulation.
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رویکرد حسابان کسری برای خمش ورق ویسکوالاستیک با استفاده از تئوری ورق اصلاح شده دو 
متغیره 

الهه نایبی1، سید جعفر روزگار1*، محمد حسین حیدری2

1 دانشکده مهندسی مکانیک و هوافضا، دانشگاه صنعتی شیراز، شیراز، ایران 
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خلاصه: در این مقاله رفتار خمشی وابسته به زمان ورق ویسکوالاستیک مستطیلی بر مبنای تئوری ورق اصلاح شده 
دومتغیره و با رویکرد حسابان کسری مورد بررسی قرار می گیرد. ورق مورد نظر دارای تکیه گاه ساده و تحت بارگذاری 
گسترده یکنواخت می باشد و برای شبیه  سازی رفتار ویسکوالاستیک از مدل کسری مرچانت سه پارامتری استفاده 
می شود. با استفاده از تبدیل لاپلاس، معادلات حاکم بر در دامنه زمان به دامنه لاپلاس تبدیل می شوند و سپس برای 
حل این معادلات از روش ناویر استفاده می شود. برای بدست آوردن پاسخ ورق ویسکوالاستیک از اصل تناظر الاستیک- 
ویسکوالاستیک استفاده می شود به این طریق که پاسخ ورق الاستیک هم ارز به مسئله ویسکوالاستیک تعمیم داده 
می شود. نتایج حاصل از این تحقیق، از جمله خیز و کرنش های صفحه ای و جانبی، با نتایج حاصل از مدل الاستیک 
و مدل مرچانت استاندارد مقایسه می شود که از مقایسه نتایج حاصل با نتایج مراجع می توان نتیجه گرفت که روش 
پیشنهادی از دقت مطلوبی برخوردار است. همچنین به مطالعه تغییرات خیز در راستای ضخامت و تأثیر نسبت منظری 
ورق بر نتایج نیز پرداخته می شود. این پژوهش نشان می دهد که مدل کسری پیشنهادشده قابلیت شبیه سازی هر دو 

اثر میرایی و کشسانی دارد که این با طبیعت ساختاری مواد ویسکوالاستیک هماهنگی بیشتری دارد.
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1-مقدمه
در دهه های  است که  ریاضیات  علم  از  حسابان کسری شاخه ای 
اخیر مورد توجه و کاربرد علوم مختلفی از جمله مهندسی مکانیک قرار 
گرفته است. گسترش روش های مبتنی بر اپراتورهای مرتبه کسری به 
واسطه توجه دانشمندان علوم مختلف به این موضوع، از ابتدای قرن 
حاضر آغاز شده و در سال های اخیر مطالعات تئوری و تجربی فراوانی 
در این زمینه صورت گرفته است ]1-5[. از کاربردهای این شاخه در 
از  استفاده  با  ویسکوالاستیک  مواد  مدل سازی  به  می توان  مهندسی 
مشتقات مرتبه کسری اشاره کرد. از مزایای کاربرد این شاخه می توان 
این مواد نسبت  رفتار  برای معرفی  پارامترها و ضرایب کمتر  به  نیاز 
رفتار  و همکاران در 2006  کاتانیا  اشاره کرد.  به مدل سازی مرسوم 

مورد  را  کسری  حسابان  مدل  از  استفاده  با  پلیمری  تیر  دینامیکی 
مسیرهای  بررسی  به   2012 در  لی  و  تانگ   .]6[ دادند  قرار  بررسی 
کسری  حسابان  روش  با  عضوی  دو  ویسکوالاستیک  خرپای  تعادلی 
فضای  کمک  به   2016 در  لازوپولوس  و  لازوپولوس   .]7[ پرداختند 
برنولی پرداختند.  اویلر-  تیر  به بررسی خمش یک  مماسی کسری1، 
تئوری خمشی کسری تیر ها را براساس اصل برنولی ایجاد کردند و در 
نهایت مشاهده کردند هرچه مرتبه کسری بزرگتر باشد، تیر سفت تر 
می باشد ]8[. اسکویی و همکاران در 2018 به مطالعه رفتار خمشی 
وابسته به زمان نانوتیرهای ساخته شده از مواد مدرج تابعی بر مبنای 
معادله  آن ها  پرداختند.  کسری  غیرموضعی  پیوسته  محیط  تئوری 
پتانسیل  انرژی  حداقل  اصل  براساس  تغییراتی،  صورت  به  را  حاکم 

1  Fractional tangent space
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به دست آوردند. نهایتاً اثرات طول مشخصه، مرتبه کسری و شاخص 
شیب ماده را روی رفتار خمشی نانوتیر با شرایط مرزی مختلف بررسی 
پاسخ  در  مهمی  نقش  غیرموضعی  اثرات  که  داد  نشان  نتایج  کردند. 

خمشی نانوتیرها با اندازه کوچک ایفا می کند ]9[. 
مواد ویسکوالاستیک موادی هستند که دارای رفتار زمان مند بوده 
و تنش و کرنش در آن ها به شرایط بارگذاری از لحظه ابتدایی تا زمان 
حاضر بستگی دارد. در گذشته برای مدلسازی رفتار مواد ویسکوالاستیک 
از مدل هایی همچون کلوین یا ماکسول که ترکیبی از فنر و میراگر 
هستند استفاده می شد؛ اما در استفاده از این مدل های ساده تناقضات 
و اختلافاتی مشاهده می شد که گاهاً غیرقابل چشم پوشی نیز بوده اند. 
این مدل ها تنها در زمان های بسیار کوتاه قادر به مدلسازی رفتار واقعی 
مواد ویسکوالاستیک بودند. تاکنون تحقیقات فراوانی بر روی مطالعه 
از  استفاده  با  ویسکوالاستیک  دینامیکی سازه های  و  استاتیکی  رفتار 
مدل های متداول و مرسوم صورت گرفته است ]10-16[. راسیخین 
و همکاران در 2016 به بررسی درستی مدل های مشتق کسری در 
آن ها  پرداختند.  ویسکوالاستیک  ورق های  و  تیرها  دینامیکی  مسائل 
دریافتند که با توجه به داده های آزمایشگاهی، اپراتور پواسون نمی تواند 
به عنوان مقداری مستقل از زمان برای توصیف پاسخ دینامیکی اجسام 
رفتار  توصیف  در  اگر  و  شود،  گرفته  نظر  در  نازک  ویسکوالاستیک 
اجسام نازک از اپراتور پواسون مستقل از زمان و مدل کلوین- ویت 
برای تعریف اپراتور یانگ استفاده شود، چنین مسئله ای به یک مسئله 
معادل در پاسخ دینامیکی یک جسم نازک الاستیک در یک محیط 
برای  کردند  مشاهده  آن ها  همچنین  می یابد.  تنزل  ویسکوالاستیک 
مقایسه  در  حجمی  آسایش  از  می توان  ویسکوالاستیک  مواد  برخی 
 2019 در  ازهری  و  جعفری   .]17[ کرد  صرف نظر  برشی  آسایش  با 
میندلین  ورق های  استاتیکی  تحلیل  برای  جدید  عددی  روش  یک 
ویسکوالاستیک ارائه کردند. تاریخچه تحلیل خمشی ورق های مربعی، 
با شرایط  را  دایره ای شکل  و  ذوزنقه ای  الاضلاع،  متوازی  مستطیلی، 
شرایط مرزی و بارگذاری گسترده در نظر گرفتند. آن ها نشان دادند 
تغییردادن پارامترهای هندسی، شکل، شرایط مرزی و نسبت ضخامت 
نمی دهد.  تغییر  را  درنظرگرفته شده  زمان  تابع  ورق، ضریب  به طول 
همچنین این روش باعث صرفه جویی قابل توجهی در هزینه محاسباتی 
گردید ]18[. پژوهشگران فراوانی به مطالعات آزمایشگاهی و تئوری 
مواد  مدل سازی  برای  کسری  حسابان  اپراتورهای  کاربرد  زمینه  در 

ویسکوالاستیک پرداخته اند ]19[. نتایج آزمایشگاهی نشان داده است 
استفاده  ویسکوالاستیک،  مواد  رفتاری  خصوصیات  معرفی  برای  که 
بالاتری  دقت  از  مرتبه صحیح  به حسابان  نسبت  از حسابان کسری 
رفتار  تحلیل  برای  تورویک در 1983  و  بگلی  است ]20[.  برخوردار 
بهره  کسری  حسابان  روش  از  ویسکوالاستیک  سازه های  در  میرایی 
گرفتند ]21[. الدرد و همکاران در 1996 یک معادله دیفرانسیلی برای 
توصیف رفتار یک میله ویسکوالاستیک بدست آوردند که خصوصیات 
بیان گردید ]22[.  پایه مشتقات کسری  بر  ماده تشکیل دهنده میله 
پارک در 2001 در پژوهشی به بررسی رفتار رئولوژیکی میراگرهای 
از حسابان  استفاده  با  مختلف  مکانیکی  مدل های  با  ویسکوالاستیک 
پیدا  دست  زمینه  این  در  قابل قبولی  نتایج  به  و  پرداخت  کسری 
کاربرد  مورد  در  تحقیق  به   2011 در  همکاران  و  ساسو   .]23[ کرد 
زمان،  به  وابسته  رفتار  دارای  مواد  برای  کسری  مشتقات  مدل های 
همچون پلیمرها و الاستومرها پرداختند ]24[. دی پاولا و همکاران در 
2013 به بررسی رفتار یک تیر اویلر- برنولی ویسکوالاستیک تحت بار 
استاتیکی و دینامیکی، با روش حسابان کسری پرداختند ]25[. ژانگ 
و همکاران در 2014 به بررسی خمش یک ورق مستطیلی قرارگرفته 
 .]26[ پرداختند  کسری1  زنر  مدل  با  ویسکوالاستیک  بستر  روی 
همچنین در پژوهش دیگری اثر متقابل بین صفحات و بسترها با مدل 
مرچانت کسری2 را مطالعه کردند. آن ها راه حل های شکل بسته خیز 
تناظر  اصل  از  استفاده  با  بستر  و عکس العمل  گشتاور خمشی  ورق، 
ویسکوالاستیک و تبدیل لاپلاس بدست آوردند و نتایج را با مدل های 
استاندارد مقایسه کردند ]27[. لازوپولوس و همکاران در 2016 رفتار 
خزش و استراحت سیستم های مکانیکی ویسکوالاستیک را با کمک 
سیستم های  با  و  دادند  قرار  بررسی  مورد  لایبنیتس  کسری  مشتق 
مرسوم مقایسه کردند. آن ها مشاهده کردند مدل های مبتنی بر مشتق 
نسبت  را  رایج(  از مدل های  انحراف  )در  رفتار خفیف تری  لایبنیتس 
ادعا  همچنین  می دهند.  نشان  کاپوتو  مشتق  از  حاصل  مدل های  به 
باید براساس  کردند که فرمولبندی هر مدل ویسکوالاستیک کسری 
رویکرد ارائه شده در آن مقاله مدلسازی شود ]28[. تکین و کادیوگلو 
در 2017 به بررسی رفتار استاتیکی و دینامیکی ورق های میندلین- 
ریزنر ویسکوالاستیک خطی ورق های دارای قابلیت تغییرشکل برشی 
با هدف گسترش یک مدل المان محدود از نوع مختلط، با مدل های 

1  Fractional Zener model
2  Fractional Merchant model
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استاندارد زنر و سه پارامتری پرداختند. آن ها مشاهده کردند که مدل 
مورد بحث از نظر محاسباتی ساده، قابل اعتماد و کارآمد بوده است، 
سایز مشبندی آن همگرایی خوبی دارد، برای هر دو نوع سازه نازک 
اثر قفل برشی در سازه های خیلی  و ضخیم کاربردی است و دچار 
نازک نمی شود ]29[. چن و همکاران در 2017 یک مدل کسری برای 
مدل سازی رفتار زمانمند بستر ویسکوالاستیک پسترناک ارائه دادند. 
آن ها از المان اسکات- بلر برای مدلسازی تنش برشی وابسته به زمان 
استفاده کردند. آن ها اثر چشمگیر مرتبه کسری را روی خیز و خمش، 

بخصوص وقتی که بازه زمانی بزرگ باشد، مشاهده کردند ]30[. 
در پژوهش حاضر برای اولین بار به ارائه یک مدل کسری برای 
مطالعه رفتار خمشی یک ورق ویسکوالاستیک بر مبنای تئوری ورق 
برای  کسری  مرچانت  مدل  می شود.  پرداخته  دومتغیره  اصلاح شده 
دست  به  برای  و  می شود  گرفته  کار  به  ویسکوالاستیک  رفتار  بیان 
آوردن معادله حاکم بر ورق مذکور از تئوری ورق اصلاح شده دومتغیره 
استفاده  آن،  از  حالتی خاص  عنوان  به  تئوری کلاسیک  و همچنین 
فرمولبندی  دارای  که  متغیره  دو  شده  اصلاح  ورق  تئوری  می شود. 
ساده تری نسبت به بسیاری از تئوری های مرتبه بالای متداول دارد 
برای ورق های نازک و ضخیم نتایج مناسبی ارائه می دهد. برای حل 
کنار  در  لاپلاس  تبدیل  روش  از  به دست آمده  زمان مند  معادلات 
روش ناویر استفاده می شود و سپس به بررسی صحت و دقت نتایج 
کسری  مدل  یک  ارائه  تحقیق،  این  اصلی  نوآوری  می شود.  پرداخته 
بر مبنای تئوری ورق اصلاح شده دو متغیره برای مسئله خمش ورق 
بیان رفتار  برای  المان کسری استفاده شده  ویسکوالاستیک می  باشد. 
ویسکوالاستیک در این تحقیق یک المان بینابینی بین فنر و میراگر 
می باشد که در آن تنش با مشتق مرتبه کسری کرنش  مرتبط است. 
واقعی تر  به شبیه سازی  برای مشتق،  درنظرگرفتن مرتبه های کسری 

رفتار ماده ویسکوالاستیک منجر می شود. 

2- تئوری مسئله و فرمولبندی
مدل  و  کسری  مشتق  تعریف  معرفی  به  ابتدا  در  بخش  این  در 
پرداخته  ویسکوالاستیک  ماده  رفتار  بیان  برای  پارامتری کسری  سه 
می شود. سپس معادلات حاکم برای ورق ویسکوالاستیک بر مبنای دو 
تئوری ورق اصلاح شده دومتغیره و تئوری کلاسیک به دست می آید. 
سپس به تشریح حل معادلات حاکم با استفاده از روش تبدیل لاپلاس 

در کنار روش ناویر پرداخته می شود.

2-1- مشتق کسری ریمان-لیوویل1
یک عدد صحیح مثبت است( از یک تابع مناسب n ام ) n مشتق

n با یک عدد  تعریف می شود. هرگاه  d
d

n
n

n

y
D

x
= ، به صورت ) (f t

غیرصحیح جایگزین شود، تعریف رابطه بیان شده برای مشتق توسعه 
می یابد، که این مبدا حسابان کسری می باشد. همانطور که در شکل 
1 مشاهده می گردد، از لحاظ فیزیکی وقتی یک المان کسری را در 
فنر  میانه  رفتاری  المان  آن  نظر می گیریم،  مدل ویسکوالاستیک در 
کامل و میراگر کامل از خود نشان می دهد و بدین صورت رفتار جسم 
 ) 1α = ( و ویسکوز ) 0α = ویسکوالاستیک را حالتی بین الاستیک )
بیان می کند. اساس مدل های رئولوژیکی کسری بر جایگزینی میراگر 

با این المان واسطه می باشد.
از  که  است  شده  ارائه  مختلفی  تعاریف  کسری  مشتق  برای 
کسری  مشتق  تعریف  به  می توان  آن ها  وپرکاربردترین  رایج ترین 
این  در  کرد.  اشاره  لیوویل  ریمان-  و  کاپوتو3  لتنیکوف2،  گرونوالد- 
مقاله از تعریف ریمان- لیوویل برای بیان مشتق کسری استفاده شده 

است که به صورت زیر بیان می شود ]4[:

1

1 d ) (
) ( d

) ( d ) (
n

n
t

RL n a

f
D f t t

n t t
α

α ξ
α ξ

− +
=
Γ − −

∫  )1(

) 1 , (n n t aα− > ≥ >

1  Riemann-Liouville 
2  Grunwald Letnikov
3  Caputo

 
Fig. 1. Fractional derivative element in comparison with the spring and damper elements [31].  

 ]31[هاي فنر و میراگر : المان مشتق کسري در مقایسه با المان1شکل 
 

  

Fig. 1. Fractional derivative element in comparison with 
the spring and damper elements [31].

شکل 1. المان مشتق کسری در مقایسه با المان های فنر و میراگر ]31[
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Γ تابع گاما1 می باشد و به صورت زیر تعریف می گردد: که 

1

0
) ( dm xm x e x

∞ − −Γ = ∫  )2(

2-2- مدل مرچانت کسری2 برای تعریف رفتار ماده ویسکوالاستیک 
خطی

مدل های  در  میراگر  و  فنر  المان های  برای  کرنش  تنش-  رابطه 
استاندارد ویسکوالاستیک را می توان به شکل اپراتورهای دیفرانسیلی 

به صورت زیر نوشت:

0) ( ) (RLt ED tσ ε=  )3(
1) ( ) (RLt D tσ η ε=  

که معادله اول و دوم به ترتیب بیانگر معادله ساختاری المان فنر و 
η به ترتیب مدول الاستیسیته  E و  میراگر می باشند و در این روابط
و ضریب میرایی می باشند. همانگونه که مشاهده می شود در معادله 
اول تنش با مشتق صفرم کرنش و در معادله دوم فنر با مشتق اول 
به  را  کرنش  با  تنش  رابطه  می توان  مجموع  در  دارد.  ارتباط  کرنش 
α صورت یک حالت میانی در نظر گرفت که در آن تنش با مشتق 

از  یکی  است.  یک  و  صفر  بین  عددی   α که دارد  ارتباط  کرنش  ام 
از  بیان رفتار ماده ویسوالاستیک  برای  مدل های کسری که می توان 
المان واسطه استفاده نمود مدل مرچانت کسری است. در شکل )1( 

مدل سه پارامتری مرچانت کسری با المان واسطه مشاهده می شود.
مدول   1E و  0E سیستم، به  واردشده  σتنش  طوریکه به 
معادله  ترتیب  این  به  و  می باشد   1 E

η
τ = و  فنر  دو  الاستیسیته 

ساختاری المان دارای مشتق کسری می تواند به صورت زیر بیان شود:

1  Gamma function
2  Fractional Merchant Model (FMM)

1) ( ) (RLt E D tα ασ τ ε=  )4(
0 1α≤ ≤  

RLD مشتق کسری تعریف شده در رابطه )1( می باشد. هرگاه  α که 
0α باشد، رابطه تبدیل به معادله ساختاری فنر می شود و هرگاه  =

1α باشد معادله ساختاری میراگر را خواهیم داشت. بنابراین ثابت  =

α یک پارامتر بی بعد مربوط به حافظه ماده می باشد.
فنر  المان  و یک  کلوین  اتصال سری یک مدل  از  مدل مرچانت 
بیان  زیر  صورت  به  آن  کرنش  تنش-  رابطه  و  است  شده  تشکیل 

می شود:

0
1 1

1 1
) ( ) (RL RLD t E D t

t
α α

α α
σ ε

τ
+ = +

   
   
   

 )5(

که

1
1E

η
τ =  )6(

1
1

0

1

1

t
E
E

α

τ
=

+
 

به  کسری  مرچانت  مدل  دهیم،  قرار   1α = اگر است  مشخص   
مدل مرچانت استاندارد تبدیل می شود.

2-3- تئوری ورق اصلاح شده دومتغیره 
هندسه ورق مورد بررسی در این پژوهش شامل یک ورق همسانگرد 
مستطیل شکل دارای تکیه گاه ساده می باشد که دارای ابعاد a و b و 
( قرار دارد  , (p x y ضخامت h می باشد که تحت بار گسترده عمودی
که در جهت محور z و روی سطح بالایی ورق اعمال می گردد. مبدا 
قرار گرفته  و در گوشه ورق  میانی  محورهای مختصات روی صفحه 
مرتبه  برشی  تئوری  و  تئوری کلاسیک  به ضعف های  توجه  با  است. 
اصلاح شده  تئوری های  بالا،  مرتبه  تئوری های  پیچیدگی های  و  اول 
برای  مناسبی  کارایی  ساده تر،  فرمول بندی  با  که  شدند  مطرح  ورق 
تحلیل های مختلف ورق های نازک و ضخیم دارند. یکی از تئوری های 
اصلاح شده ورق، تئوری دومتغیره می باشد که در این تئوری میدان 

جابجایی ورق به صورت زیر بیان می گردد ]32[:

 

 Fig. 2. Three-parameter fractional Merchant model [27]. 

 

]۲۷[: مدل سھ پارامتری مرچانت کسری ۲شکل   

  

Fig. 2. Three-parameter fractional Merchant model [27].
شکل 2. مدل سه پارامتری مرچانت کسری ]27[
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) , , ( ) (b sw w
u x y z z f z

x x
∂ ∂

= − −
∂ ∂  

)7(

) , , ( ) (b sw w
v x y z z f z

y y
∂ ∂

= − −
∂ ∂  

) , ( ) , ( ) , (b sw x y w x y w x y= +  
21 5

) (
4 3

z
f z z z

h
= − +  

 
   

 y  ،x محورهای  راستای  در  جابجایی  ترتیب  به   w و   v  ،u که 
z می باشند. همانگونه که مشاهده می شود جابجایی  عمودی ورق  و 
)w(، به دو مولفه جابجایی خمشی و برشی تقسیم شده  است. تابع

به گونه ای در نظر گرفته شده است که شرط بدون تنش بودن  ) (f z

سطوح آزاد را ارضاء کند. همچنین خاصیت دیگر این تابع صفربودن 
این شرط موجب عدم  که  راستای ضخامت می باشد  در  آن  انتگرال 
ایجاد کوپلینگ بین اثرات خمشی و برشی خواهد شد که نهایتاً منجر 
 ) (bw به معادلات حاکم مستقل )غیرکوپل( برای مولفه خمشی خیز
با استفاده از روابط کرنش-  خواهد گردید.  ) (sw و مولفه برشی خیز

تغییر مکان، کرنش ها به صورت زیر به دست می آیند:

2 2

2 2
) (b s

x

w w
z f z

x x
ε

∂ ∂
= − −

∂ ∂   
2 2

2 2
) (b s

y

w w
z f z

y y
ε

∂ ∂
= − −

∂ ∂  
0zε =  

2 2

2 2 ) (b s
xy

w w
z f z

x y x y
γ

∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂ ∂
 )8(

) ( s
xz

w
g z

x
γ

∂
=

∂  

) ( s
yz

w
g z

y
γ

∂
=

∂  
2d ) ( 5

) ( 1 5
d 4
f z z

g z
z h

= − = −  
 
   

2-4- معادله حاکم بر خمش شبه استاتیکی ورق الاستیک خطی 
زیر  صورت  به  خطی  الاستیک  ماده  برای  کرنش  تنش-  روابط 

تعریف می شود:

( ) ( )21x x y

E
σ ε νε

ν
= +

−  

( ) ( )21y y x

E
σ ε νε

ν
= +

−
 )9(  

0zσ =  
xz xzGτ γ= yz yzGτ γ= xy xyGτ γ=  

و  پواسون  نسبت  الاستیسیته،  مدول  ترتیب  Gبه  νو   ، E که 
در   )8( رابطه  از  کرنش  روابط  جایگذاری  با  می باشند.  برشی  مدول 
الاستیک  ورق  برای  تغییرمکان  تنش-  روابط  کرنش،  تنش-  روابط 

خطی به صورت زیر حاصل خواهد شد: 

( )

2

2

2

2

2

2 2

2

2

2

2

1 0
1 0

1
0 0

2 2

1

1 0
) ( 1 0
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b
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b
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x
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∂
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∂
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∂
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 )10(

بیان می شوند  به صورت زیر  نیروهای برشی  منتجه گشتاور ها و 
:]32[

2

2

d

b
hx x

b
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M
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که با جایگذاری رابطه )10( در روابط )12( و )13(، روابط )15( و 
)16( برای گشتاور خمشی و پیچشی به دست می آید:

 

2 2

2 2
b b b
x

w w
M D

x y
ν

∂ ∂
= − +

∂ ∂

 
 
 

2 2

2 2
b b b
y

w w
M D

y x
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∂ ∂
= − +

∂ ∂

 
 
 

 )15(

2
b b
xy

w
M D

x y
∂

= −
∂ ∂

2 2

2 2
s s s
x

w w
M D

x y
ν

∂ ∂
= − +

∂ ∂

 
 
 

 )16(

3 می باشد.  2)12)1 ((D Eh ν= − D صلبیت خمشی و برابر با 

از جایگذاری رابطه )11( در رابطه )14( خواهیم داشت:

5
12)1 (

s s
xz

wEh
Q

xν
∂

=
+ ∂

 )17(

 5
12)1 (

s s
yz

wEh
Q

yν
∂

=
+ ∂  

انرژی  حداقل سازی  اصل  از  حاکم  معادلات  به دست آوردن  برای 
پتانسیل کل استفاده می شود که به صورت رابطه زیر تعریف می گردد:

) ( 0U Wδ δΠ = + =  )18(

U انرژی کرنشی ذخیره شده در جسم  Πانرژی پتانسیل کل، که
W انرژی پتاسیل مربوط به کار نیروهای خارجی می باشند. مقدار  و

انرژی پتانسیل کل برای مسئله حاضر به صورت زیر بدست می آید:

1
) (

2

) , ( d

dx x y y xy xy xz xz yz yz
V

A

V

p x y w A

σ ε σ ε τ γ τ γ τ γΠ = + + + +

+

∫∫∫

∫∫
 )19(

در نهایت معادلات حاکم خمش ورق الاستیک خطی با بهره گیری 
از روابط فوق به صورت زیر به دست می آید:

4 ) , (bD w p x y∇ =  )20(

4 21 5
) , (

84 2s s

Gh
D w w p x y∇ − ∇ =  )21(

 )2)1 ((G E ν= + با  G مدول برشی و برابر  که در این روابط
می باشد. همچنین شرایط مرزی برای ورق مستطیلی با تکیه گاه های 

ساده به صورت زیر بیان می شود:

  0bw =  0, :x a=  
0s

xM =  0sw =  0b
xM =  

0, :y b=   0bw =  )22(
0s

yM =  0sw =  0b
yM =  

ناویر  روش  از  می توان  ذکرشده  مرزی  شرایط  با  ورق  حل  برای 
استفاده کرد که در پی آن روابط اجزاء خمشی و برشی و نیز نیروی 

واردشده به صورت زیر بیان می شوند:
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در  شود.  محاسبه  باید  که  هستند  ثوابتی   mnp و   s
mnw  ، b

mnw

(0 باشد  , (p x y p= صورتی که بار اعمالی به صورت یکنواخت یعنی 
روابط زیر برای خیز خمشی و برشی ورق الاستیک بدست خواهد آمد:
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که
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 )28(

می توان تئوری کلاسیک را به عنوان حالت خاصی از تئوری ورق 
مولفه  تنها  است  کافی  منظور  بدین  کرد.  بیان  دومتغیره  اصلاح شده 
خمشی خیز را در معادلات فوق در نظر گرفت و از مولفه برشی خیز 
صرفنظر کرد. در اینصورت معادله حاکم بر ورق به صورت رابطه )23( 

بیان می گردد. 
به صورت  روابط )20( و )21( می تواند  بارگذاری مطرح شده در 
زمان مند در نظر گرفته شود و در اینصورت می توان با شکستن زمان 
به بازه های زمانی کوچک و انجام یک سری حل استاتیکی، به تحلیل 
بارگذاری  خمش شبه استاتیکی ورق الاستیک دست یافت. چنانچه 
0 در نظر گرفته شود که این  ) (p t بصورت یک بار پله ای یکنواخت 
0t شروع می شود می توان آن  را با رابطه زیر  = بارگذاری در لحظه 

بیان کرد:

0 0) ( ) (p t p H t=  )29(

ورق  بالایی  روی سطح  که  است  یکنواخت  گسترده  بار   0p که 
زمانهای  برای  که  می باشد  هویساید1  تابع  ) (H t و  می گردد  اعمال 
0t مقدار یک اختیار می کند.  ≥ 0t مقدار صفر و برای زمانهای  <

دراینصورت روابط )20( و )21( به صورت زیر بازنویسی می شوند:

4
0) , , ( ) (bD w x y t p t∇ =  )30(
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با گرفتن تبدیل لاپلاس از طرفین معادلات فوق می توان معادلات 
را از دامنه زمان به دامنه مکان تبدیل کرد:

1  Heaviside function

4
0) , , ( ) (bD w x y s p s∇ =  )32(
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) , , ( ) (
2

s

s

D w x y s

Gh
w x y s p s

∇

− ∇ =

 )33(

sw در دامنه لاپلاس،  bw و  حال می توان پس از بدست آوردن 
sw را در دامنه زمان به  bw و  با استفاده از تبدیل معکوس لاپلاس 

دست آورد.

2-5-حل معادلات حاکم بر خمش شبه استاتیکی ورق ویسکوالاستیک
در این تحقیق برای به دست آوردن معادلات حاکم بر خمش ورق 
عمومی2  ویسکوالاستیک  الاستیک-  تناظر  اصل  از  ویسکوالاستیک 
G در  و D استفاده می شود. بر مبنای این اصل می توان با جایگزینی
( و  (D s معادلات حاکم بر ورق الاستیک از روابط )32( و )33( با 
( مربوط به ورق ویسکوالاستیک هم ارز از لحاظ هندسه، شرایط  (G s

مرزی و بارگذاری، معادلات حاکم بر خمش ورق ویسکوالاستیک را 
می توان  را  لاپلاس  حوزه  در  حاصل  معادلات  دست  آورد. سپس  به 
معکوس کردن حل  با  نهایت  در  نمود.  ناویر حل  روش  از  استفاده  با 
به دست آمده، حل معادلات ورق ویسکوالاستیک در حوزه زمان حاصل 

می گردد ]33[. 
 در ابتدا لازم است با استفاده از مدل کسری بیان شده، متغیرهای 
( برای ورق ویسکوالاستیک در حوزه لاپلاس بدست  (G s ( و  (D s

آیند. با جایگزینی جزء خمشی رابطه )10( در رابطه )5( و ضرب کردن 
راستای ضخامت  در  انتگرال گیری  و همچنین   z در  رابطه  طرفین 

ورق، رابطه زیر به دست خواهد آمد:
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2  General elastic-viscoelastic correspondence principle
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رابطه فوق طبق تعریف انجام شده در رابطه )12( به صورت رابطه 
زیر بازنویسی می شود:
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s به  سپس با استفاده از روش تبدیل لاپلاس، روابط در دامنه 
صورت زیر بدست می آیند:

1

2

2

3 2
0

2 2
1

2

) (
1

) (

) (

1 0
1

1 0
12)1 (

1
0 0

2 2

b
x

bL
y

b
xy

b

b

b

M s

s M s
t

M s

w
x

E h w
s

y

w
x y

α
α

α
α

ν

ν
ν τ

ν

+

∂

∂

∂
= − +

− ∂
−

∂

∂ ∂

 
   →   

  
  

 
  
  
      
    

    
     
  

 )36(

α می باشد. بنابراین  s تبدیل لاپلاس مشتق مرتبه  α به طوریکه
s به صورت زیر تعیین می گردد: رابطه گشتاور های خمشی در دامنه 
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( سفتی خمشی کسری ورق ویسکوالاستیک در  (D s به طوریکه 
s می باشد. همچنین به طرز مشابه، با جایگزینی جزء برشی  دامنه 
و   ) (f z در  رابطه  و ضرب کردن طرفین   )5( رابطه  در   )10( رابطه 
همچنین انتگرال گیری در راستای ضخامت، رابطه زیر به دست می آید:
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بنابراین طبق تعریف رابطه )13( رابطه زیر به دست می آید:
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به دست   s دامنه  زیر در  رابطه  تبدیل لاپلاس  با کمک  سپس 
خواهد آمد:
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به  می توان   s دامنه  در  را  گشتاور ها  برشی  رابطه جزء  بنابراین 
صورت زیر بازنویسی کرد:
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و   )5( رابطه  در   )11( رابطه  جایگزینی  با  مشابه،  طریق  به 
در  طرفین  از  انتگرال گیری  و   ) (g z در  رابطه  طرفین  ضرب کردن 

راستای ضخامت رابطه )43( به دست می آید:
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زیر حاصل  رابطه  رابطه )14(  انجام شده در  تعریف  با جایگذاری 
می شود:
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s به  سپس با استفاده از روش تبدیل لاپلاس، روابط در دامنه 
صورت زیر حاصل خواهد شد:

1

0

1

) (1

) (

51
12)1 (

s

xzL

s

yz

s

s

Q s
s

t Q s

w
E h xs

w
y

α
α

α
α ντ

+

∂

∂
= +

+ ∂

∂

   →   
   

 
    
  

   
  

 )45(

زیر  صورت  به  می توان   s دامنه  در  را  برشی  نیروهای  رابطه 
بازنویسی کرد:
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که:
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( مدول برشی کسری ورق ویسکوالاستیک در  (G s به طوریکه 
s می باشد.  دامنه 
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صورت  به  اعمال شده  بارگذاری  شد  اشاره  پیش تر  که  همانطور 
حاصل  زیر  رابطه  لاپلاس  تبدیل  اعمال  از  پس  که  می باشد  پله ای 

می شود:
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p t p H t p s
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= =→  )48(

جای  به   )47( و   )38( روابط  از   ) (G s و   ) (D s جایگذاری  با 
ورق  خمش  بر  حاکم  معادلات   ،)33( و   )32( روابط  در   G و   D

s بدست می آید: ویسکوالاستیک درحوزه 
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0 برای بار پله ای یکنواخت از رابطه )48(  ) (p s که در این روابط 
بدست می آید. برای حل این معادلات با استفاده از روش ناویر می توان 

( در نظر گرفت: , , (sw x y s ( و  , , (bw x y s سری های زیر را برای 
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 0 ) (p s همچنین با نوشتن سری فوریه دوگانه برای بار یکنواخت 
رابطه زیر به دست می آید:
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با جایگذاری روابط )51( تا )53( در روابط )49( و )50( و محاسبه 
و   ) , , (bw x y s برای  زیر  نهایت روابط  در   ( ) (mn sw s و   ( ) (mn bw s

( بدست می آیند: , , (sw x y s
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روابط   ،)55( و   )54( روابط  از  معکوس  لاپلاس  اعمال  با  حال 
تغییرمکان عمودی وابسته به زمان به صورت زیر حاصل می گردد:
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Eα تابع میتاگ- لفلر1 است که در حسابان کسری کاربرد  که تابع
فراوان دارد و به صورت زیر تعریف می شود:
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با مرتبه صحیح حاصل خواهد  نتایج حل ویسکوالاستیک  می شود و 

شد.
حال طبق رابطه )8(، با مشتق گیری از روابط به دست آمده برای 
کرنش  روابط   ) (f z و   z در  و ضرب کردن  برشی،  و  خیز خمشی 
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همچنین به طرز مشابه برای کرنش های عرضی حاصل می شود:
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نیروی  ثابت بودن  علت  به  پیچشی  و  گشتاورهای خمشی  روابط 
روابط  بازنویسی  در صورت  و  نخواهند شد  زمان  به  وابسته  گسترده 
عبارت   ) (D s ساده شدن  با  که  می شود  مشاهده   )42( و   )37(
زمان مند حذف شده و روابط گشتاور بدون وابستگی به زمان به دست 

خواهند آمد.

3-تحلیل و نتایج 
پژوهش  از  حاصل  روابط  صحت  بررسی  برای  بخش  این  در 
وانگ  توسط  انجام شده  پژوهش  از  مثال  یک  حل  به  صورت گرفته، 
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برای  محدود  المان  روش  و  اول  مرتبه  تئوری  از  که   ]10[ تسای  و 
تحلیل ورق ویسکوالاستیک استفاده کرده اند پرداخته شده است. به 
این منظور یک ورق مستطیل شکل به ابعاد 10×10 متر و ضخامت 
بارگذاری  تحت  طرف،  چهار  در  ساده  تکیه گاه  چهار  دارای  متر،   1

می شود.  گرفته  نظر  در   2/N m 10 میزان  به  یکنواخت  گسترده 
مشخصات مادی ورق در رابطه زیر مشخص شده است.

7 2
0 9.8 10 /E N m= ×  

7 2
1 2.45 10 /E N m= ×  )64(

0.35υ =  
8 22.744 10 /Ns mη = ×  

با  ورق  میانی  صفحه  مرکز  خیز  زمانی  تاریخچه   3 شکل  در 
α( صفر و یک بر مبنای تئوری دومتغیره  درنظرگرفتن مرتبه کسری )
و کلاسیک با نتایج موجود در مرجع ]10[ مقایسه شده است. همانطور 
بسیار  پیشنهادی  روش  از  به دست آمده  نتایج  می گردد،  مشاهده  که 
در  است،  برخوردار  مطلوبی  دقت  از  و  بوده  مرجع  نتیجه  به  نزدیک 
اثرات برشی دارای  حالی که تئوری کلاسیک به علت درنظر نگرفتن 

خطای بیشتری می باشد.
α در شکل 4 نمودارهای خیز مرکز ورق بر حسب زمان با مقدار

های مختلف با درنظرگرفتن دو تئوری کلاسیک و دو متغیره مشاهده 
α مرتبه مشتق کسری را نشان می دهد. با درنظرگرفتن  می گردد که 
1α نتایج به ترتیب مربوط به ورق الاستیک و  = 0α و  = مقادیر 
تغییر  این شکل،  به  توجه  با  استاندارد خواهند شد.  ویسکوالاستیک 

 

Fig. 3. Comparison of the deflection results obtained by the classical plate theory and two-variable plate theory in elastic and 
viscoelastic cases. 

: مقایسه نتایج خیز با استفاده از تئوري کلاسیک و دومتغیره در دو حالت الاستیک و ویسکوالاستیک 3شکل   
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Fig. 3. Comparison of the deflection results obtained by 
the classical plate theory and two-variable plate theory 

in elastic and viscoelastic cases.
شکل 3. مقایسه نتایج خیز با استفاده از تئوری کلاسیک و دومتغیره در 

دو حالت الاستیک و ویسکوالاستیک
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Fig. 4. Comparison of the time history of the central deflection of the plate with different α using a) Classical theory and b) Two-variable 
plate theory. 

 هاي مختلف الف) تئوري کلاسیک ب) تئوري دو متغیره α: مقایسه تاریخچه زمانی خیز مرکز ورق با 4شکل 
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Fig. 4. Comparison of the time history of the central deflection of the plate with different α using a) Classical theory 
and b) Two-variable plate theory.

شکل 4. مقایسه تاریخچه زمانی خیز مرکز ورق با αهای مختلف الف( تئوری کلاسیک ب( تئوری دو متغیره
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مقدار مرتبه کسری تأثیری در مقدار اولیه خیز در هر تئوری ندارد. 
αهای کوچکتر نمودار  همچنین می توان ملاحظه کرد که برای مقدار 
مقدار  یک  به  زمان  با گذشت  و  بوده  بیشتری  دارای شیب  ابتدا  در 
αهای بزرگتر تغییرات شیب  حدی میل می کند، در حالی که برای 

روند متعادل تری دارد و نرخ تغییر شیب و وابستگی تغییر مکان نسبت 
αهای کوچکتر معرف ماده با  به زمان کندتر می باشد. بدین معناکه 
αهای بزرگتر نشان دهنده ماده  خاصیت الاستیسیته بیشتر و ماده با 
با خاصیت میرایی بزرگتر می باشد که رفتار آن وابستگی بیشتری به 

 
 (الف) 

 
 (ب) 

Fig. 5. Comparison of the in-plane strain xyγ  of the plate with different α using a) Classical theory and b) Two-variable plate 
theory (t=10s). 

 الف) تئوري کلاسیک ب) تئوري دومتغیرهثانیه  10هاي مختلف در زمان αبا  xyγ اي: مقایسه کرنش صفحه5شکل 
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Fig. 5. Comparison of the in-plane strain xyγ  of the plate with different α using a) Classical theory and b) Two-variable 
plate theory (t=10s).

xyγ با αهای مختلف در زمان 10 ثانیه الف( تئوری کلاسیک ب( تئوری دومتغیره شکل 5. مقایسه کرنش صفحه ای 
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Fig. 6. The plate deflection considering the classical plate theory and different α, a) t=10s and b) t=50s. 

 ثانیه  50و ب)  10هاي الف) هاي مختلف در زمانα: مقایسه خیز ورق با تئوري کلاسیک و 6 شکل
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 (ب) 
Fig. 7. The plate deflection considering the two-variable plate theory and different α, a) t=10s and b) t=50s . 

 ثانیه  50و ب)  10هاي الف) هاي مختلف در زمانα: مقایسه خیز ورق با تئوري دو متغیره و 7شکل 
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Fig. 6. The plate deflection considering the classical plate theory and different α, a) t=10s and b) t=50s.
شکل 6. مقایسه خیز ورق با تئوری کلاسیک و αهای مختلف در زمان های الف( 10 و ب( 50 ثانیه
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زمان دارد.
 / 4y b= xyγ روی خط  در شکل 5 تغییرات کرنش صفحه ای
α 2mh در زمان 10 ثانیه، با مقدار  = ورق مربعی دارای ضخامت 

های مختلف با درنظرگرفتن دو تئوری کلاسیک و دومتغیره مشاهده 
α نشان دهنده مقدار مرتبه مشتق کسری می باشد. همانطور  می شود و 
که از نمودارها مشاهده می گردد، تئوری ورق اصلاح شده دومتغیره به 
طور کلی مقادیر بزرگتری را برای این کرنش به دست  آورده است، 
در حالی که تئوری کلاسیک با درنظرنگرفتن اثرات تغییرشکل برشی 
آورده  دست  به  را  کوچکتری  مقادیر  و  بوده  بیشتری  خطای  دارای 
است. با درنظرگرفتن مرتبه کسری صفر ورق کاملا الاستیک می باشد 
و با افزایش مقدار مرتبه کسری خاصیت ویسکوزیته ورق بیشتر شده 
افزایش مرتبه  با  نمودار( در طول ورق  تغییرات کرنش )شیب  لذا  و 
این  در  که  کرد  مشاهده  می توان  همچنین  می یابد.  افزایش  کسری 

زمان، مقدار کرنش در مقادیر مرتبه کسری به هم نزدیک می باشند.
در شکل های 6 و 7 به مقایسه تغییر مکان نقطه مرکزی صفحه 
میانی ورق به ترتیب با تئوری های کلاسیک و دومتغیره، در زمان های 
ورق  تئوری  است.  شده  پرداخته  مختلف  αهای  با  ثانیه   50 و   10
پیش بینی  ورق  برای  را  بیشتری  مکان  تغییر  دومتغیره  اصلاح شده 

تغییر  اثرات  درنظرنگرفتن  با  کلاسیک  تئوری  که  حالی  در  می کند 
به  را  مقدار خیز کمتری  و  بوده  بیشتری  دارای خطای  برشی  شکل 
لذا  می شود،  کند  خیز  افزایش  زمان  گذشت  با  است.  آورده  دست 
اختلاف خیز کمی بین نمودار های شکل های 6 و 7 مشاهده می شود. 
بوده و خیز  الاستیک  مرتبه کسری صفر ورق کاملا  با درنظرگرفتن 
نسبتا کمی دارد، با افزایش مقدار مرتبه کسری خاصیت ویسکوزیته 
افزایش  با  تغییرات آن )شیب نمودار(  لذا خیز و  ورق بیشتر شده و 

مرتبه کسری افزایش می یابد.
با  xzγ ورق مربعی  برشی  نمودار کرنش  به مقایسه  در شکل 8 
از  فاصله  حسب  بر  ثانیه   50 و   10 زمان  دو  در  2mh = ضخامت 
صفحه میانی، با مقدار αهای مختلف پرداخته شده است. از آنجا که 
در تئوری کلاسیک مقدار کرنش های برشی صفر فرض می شود، فقط 
به بررسی آن با استفاده از تئوری ورق اصلاح شده دومتغیره پرداخته 
0α ورق مورد بحث معادل با ورق الاستیک بوده و  = شده است. در 
در هر دو زمان دارای کرنش برابری می باشد. با درنظرگرفتن مقادیر 
مرتبه کسری بزرگتر، ورق دارای خاصیت ویسکوزیته بیشتری شده 
و میزان کرنش برشی افزایش می یابد. همچنین مشاهده می شود که 
می گردد.  بزرگتر  برشی  کرنش  مقدار  کلی  طور  به  زمان،  افزایش  با 

 
  (الف) 

 (ب) 
Fig. 6. The plate deflection considering the classical plate theory and different α, a) t=10s and b) t=50s. 

 ثانیه  50و ب)  10هاي الف) هاي مختلف در زمانα: مقایسه خیز ورق با تئوري کلاسیک و 6 شکل
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Fig. 7. The plate deflection considering the two-variable plate theory and different α, a) t=10s and b) t=50s . 

 ثانیه  50و ب)  10هاي الف) هاي مختلف در زمانα: مقایسه خیز ورق با تئوري دو متغیره و 7شکل 
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Fig. 7. The plate deflection considering the two-variable plate theory and different α, a) t=10s and b) t=50s.
شکل 7. مقایسه خیز ورق با تئوری دو متغیره و αهای مختلف در زمان های الف( 10 و ب( 50 ثانیه
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برشی  کرنش  استفاده شده،  ورق  تئوری  می رود  انتظار  که  همانطور 
جانبی را به صورت سهمی در راستای ضخامت پیش بینی می کند.

و  میرایی  ضریب  مقادیر  با  ورق  خیز  مقایسه  به   9 شکل  در 

پرداخته  دومتغیره،  و  کلاسیک  تئوری  دو  با  مختلف،  کسری  مرتبه 
η ضریب میرایی  α مرتبه مشتق کسری و  شده است به طوریکه 
برای  می شود  مشاهده  که  همانطور  می باشد.  ویسکوالاستیک  ورق 

 

 
 (الف) 

 
 (ب) 

Fig. 8. The in-plane shear strain xyγ  considering the two-variable plate theory and different α, a) t=10s and b) t=50s. 
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Fig. 8. The in-plane shear strain xyγ  considering the two-variable plate theory and different α, a) t=10s and b) t=50s.
شکل 8. مقایسه کرنش برشی  در راستای ضخامت ورق با αهای مختلف در زمان های الف( 10 و ب( 50 ثانیه
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Fig. 9. The plate deflection considering different α and η , a) Classical theory and b) Two-variable plate theory. 
 هاي مختلف در مرکز ورق الف) تئوري کلاسیک ب) تئوري دومتغیره αها و η: مقایسه خیز ورق با 9شکل 
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Fig. 9. The plate deflection considering different α and η , a) Classical theory and b) Two-variable plate theory.
شکل 9. مقایسه خیز ورق با ηها و αهای مختلف در مرکز ورق الف( تئوری کلاسیک ب( تئوری دومتغیره
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خیز  و  اولیه  خیز  مقادیر   ،) 1α = ( استاندارد  ویسکوالاستیک  ورق 
نهایی برای هر سه حالت یکسان است. در حالی که مدل کسری ورق 
ویسکوالاستیک مقادیر متفاوتی را برای خیز نهایی در این سه حالت 
پیش بینی می کند، به طوریکه ماده دارای ضریب میرایی بزرگتر خیز 
با  مقایسه  در  پیشین  موارد  مشابه  داشت.  خواهد  کوچکتری  نهایی 
ورق  برای  را  کمتری  خیز  مقدار  کلاسیک  تئوری  دومتغیره،  تئوری 
پیش بینی می کند. همچنین ملاحظه می گردد ورق با ضریب میرایی 
کوچکتر، زودتر به حد نهایی خیز می رسد، در حالی که هرچه ضریب 
میرایی بزرگتر باشد، زمان بیشتری لازم است تا ورق به خیز نهایی 

برسد.
به منظور اطمینان از نتایج به دست آمده از روش پیشنهادی برای 
ورق  مرکزی  نقطه  عمودی  جابجایی   1 جدول  در  ضخیم  ورقهای 

با  با یک(  برابر   )α )با درنظرگرفتن مرتبه کسری ) ویسکوالاستیک 
نسبت طول به ضخامت 5، 4 و 5/ 2به دست آمده از تئوری دومتغیره 
اصلاح شده و کلاسیک با نتایج موجود در مرجع ]29[، مقایسه شده 
این  در  استفاده  مورد  تئوری  می گردد  مشاهده  که  همانطور  است. 
پژوهش از دقت خوبی برخوردار است و نتایج به نتایج تئوری مرتبه 
بیشتر در  برای جزئیات  نزدیک می باشد.  به کار رفته در مرجع  اول 

مورد این مسئله می توان به مرجع اشاره شده مراجعه نمود. 
از آنجا که تئوری برشی ورق دومتغیره اصلاح شده برای ورق های 
ضخیم تر نیز پاسخ مناسب می دهد در این قسمت به بررسی نتایج برای 
مسئله ابتدایی مطرح شده در این بخش با نسبت طول به ضخامت 5، 
10 و 100 پرداخته شده است. رابطه زیر جهت بی بعدسازی خیز ارائه 

شده  است.

3

4
0

100Ehw w
q a

=  )65(

در جدول 2 نتایج خیز بی بعد و کرنش برای ورق با مرتبه کسری 
صفر دارای نسبت های منظری و همچنین نسبت های طول به ضخامت 
مختلف ارائه شده است. با این مرتبه کسری، ورق رفتاری الاستیک 
دارد و خیز و کرنش به زمان بستگی نخواهند داشت. مشاهده می شود 
در ورق ضخیم با نسبت طول به ضخامت 5 اختلاف بین نتایج تئوری 
کلاسیک و دو متغیره بیشترین است چراکه تئوری کلاسیک قابلیت 
پیش بینی اثرات تغییرشکل های برشی )که در ورقهای ضخیم اهمیت 
بالایی دارد( را ندارد. جهت صحت سنجی، مقادیر به دست آمده با نتایج 

a/h 
 )mm(  خیز

تئوری مرتبه  تئوری اصلاح شده تئوری کلاسیک
 [92اول]

5 515/5 512/5 595/5 
4 550/5 511/5 519/5 
5/9 5519/5 5501/5 5500/5 

 
Table 1. Comparison of central deflection of a thick plate obtained by the two-

variable and classical theories and Ref. [29] 
 [92]آمده از تئوری دومتغیره و کلاسیک و مرجع دستهای ضخیم به: مقایسه خیز ورق1جدول 

 
   a/b 9/5=  a/b 5/5=  a/b 1=  

 کرنش بعدخیز بی کرنش بعدخیز بی کرنش بعدخیز بی 

a/h 5=  5555/5 05/5 5510/5 44/19 5510/5 00/15 تئوری دومتغیره 
 55542/5 44/4 55190/5 50/11 55104/5 9/14 تئوری کلاسیک

a/h 15=  

 559/5 00/4 5559/5 41/11 5500/5 52/14 تئوری دومتغیره
 - - - 41/11 - - [04]تئوری دومتغیره 

 559/5 44/4 5559/5 50/11 5500/5 12/14 تئوری کلاسیک
 - - - 50/11 - - [04]تئوری کلاسیک 

a/h 155=  1202/5 44/4 5149/5 50/11 0042/5 9/14 تئوری دومتغیره 
 1202/5 44/4 5149/5 50/11 0042/5 12/14 تئوری کلاسیک

 
 

Table 2. Dimensionless deflection and strain values for an elastic plate with different aspect ratios and 
length-to-thickness ratios. 

 های طول به ضخامت مختلفو نسبت های منظرینسبتبعد ورق الاستیک دارای : مقادیر خیز و کرنش بی9جدول 
 
  

جدول 1. مقایسه خیز ورق های ضخیم به دست آمده از تئوری دومتغیره و 
کلاسیک و مرجع ]29[

Table 1. Comparison of central deflection of a thick plate 
obtained by the two-variable and classical theories and 

Ref. [29]

جدول 2. مقادیر خیز و کرنش بی بعد ورق الاستیک دارای نسبت های منظری و نسبت های طول به ضخامت مختلف
Table 2. Dimensionless deflection and strain values for an elastic plate with different aspect ratios and length-to-thickness
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خیز ورق الاستیک با نسبت منظری 0/5 و نسبت طول به ضخامت 10 
از مرجع ]34[ مقایسه شده است و مشاهده می شود که نتایج در این 
حالت از دقت خوبی برخوردار است. در مورد ورق نازک با نسبت طول 
مشاهده  دارند.  با هم  قابل قبولی  تطابق  تئوری  دو  به ضخامت 100 
می شود که با بزرگترشدن نسبت منظری، به طور کلی مقادیر خیز و 

کرنش کوچکتری را شاهد خواهیم بود.
با  ورق  برای  کرنش  و  خیز  بدون بعد  مقادیر   4 و   3 جدول  در 
نسبت منظری 0/2 و مرتبه کسری به ترتیب برابر با 0/5 و 0/7 ارائه 

شده است. مشاهده می شود که با زیادشدن مرتبه کسری خصوصیت 
میرایی به تدریج زیاد می شود، لذا وابستگی به زمان تغییرات خیز و 
کرنش با افزایش مرتبه کسری افزایش پیدا کرده و همچنین مقادیر 
آن ها با افزایش زمان نیز افزایش می یابد. همچنین در ورق با نسبت 
تئوری مشاهده  نتایج دو  بین  بیشترین اختلاف  به ضخامت 5  طول 
این ورق ها  برای  تئوری کلاسیک  و  بوده  زیرا ورق ضخیم  می گردد، 
دارای خطای بیشتری است. در ورق با نسبت طول به ضخامت 10 
اختلاف بین نتایج دو تئوری کاهش می یابد. در نتایج مربوط به ورق 

 
 

 کرنش بعدخیز بی 
 t 5=  t 5=  t 15=  t 95=  t 5=  t 5=  t 15=  t 95=  

a/h 5=  5509/5 5554/5 5542/5 5510/5 04/50 2/55 40/44 00/15 تئوری دومتغیره 
 550/5 5554/5 5544/5 55104/5 50/51 49/45 02/45 9/14 تئوری کلاسیک

 99/0 42/0 54/9 10/1 22/2 24/2 24/2 25/2 درصد خطا

a/h 15=  5949/5 5910/5 5121/5 5500/5 42/59 52/40 51/41 52/14 تئوری دومتغیره 
 5941/5 5910/5 512/5 5500/5 50/51 49/45 02/45 12/14 تئوری کلاسیک

 41/5 40/5 59/5 5 0/9 0/9 0/9 04/9 درصد خطا

a/h 155=  4505/9 1542/9 2509/1 0042/5 52/51 40/45 4/45 9/14 تئوری دومتغیره 
 4500/9 152/9 2500/1 0042/5 50/51 49/45 02/45 9/14 تئوری کلاسیک

 -555/5 -555/5 -555/5 5 502/5 599/5 595/5 5 درصد خطا
 

Table 3. Dimensionless deflection and strain values of a plate with a/b=0.2 and α=0.5 in different 
times. 

 های مختلفدر زمان α=5/5و  a/b=9/5 بعد و کرنش ورق دارای نسبت منظری: مقادیر خیز بی3جدول 
 
   

 کرنش بعدخیز بی 
 t 5=  t 5=  t 15=  t 95=  t 5=  t 5=  t 15=  t 95=  

a/h 5=  5500/5 5550/5 5540/5 5510/5 20/05 10/59 20/49 00/15 تئوری دومتغیره 
 5505/5 5555/5 5540/5 5510/5 40/54 20/40 04/04 9/14 تئوری کلاسیک

 24/9 51/0 10/9 5 22/2 20/2 24/2 25/2 درصد خطا

a/h 15=  590/5 5999/5 5140/5 5500/5 02/50 90/44 05/02 52/14 تئوری دومتغیره 
 5952/5 5991/5 5149/5 5500/5 40/54 20/40 04/04 12/14 تئوری کلاسیک

 04/5 45/5 55/5 5 02/9 0/9 02/9 04/9 درصد خطا

a/h 155=  5450/9 9119/9 4994/1 0042/5 44/54 24/40 02/04 9/14 تئوری دومتغیره 
 5454/9 9110/9 4995/1 0042/5 40/54 20/40 04/04 12/14 تئوری کلاسیک

 -5504/5 -554/5 -555/5 5 514/5 591/5 590/5 50/5 درصد خطا
 

Table 4. Dimensionless deflection and strain values of a plate with a/b=0.2 and α=0.7 in different 
times. 

 های مختلفدر زمان α=0/5و  a/b=9/5 بعد و کرنش ورق دارای نسبت منظری: مقادیر خیز بی4جدول 
  

جدول 3. مقادیر خیز بی بعد و کرنش ورق دارای نسبت منظری a/b=0/2 و α=0/5 در زمان های مختلف
Table 3. Dimensionless deflection and strain values of a plate with a/b=0.2 and α=0.5 in different times.

جدول 4: مقادیر خیز بی بعد و کرنش ورق دارای نسبت منظری a/b=0/2 و α=0/7 در زمان های مختلف
Table 4. Dimensionless deflection and strain values of a plate with a/b=0.2 and α=0.7 in different times.
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نازک کمترین اختلاف بین دو تئوری کلاسیک و دومتغیره مشاهده 
می شود. در نتایج ورق های ویسکوالاستیک اختلاف نتایج دو تئوری 
جهت مشاهده بهتر اختلاف و دقت تئوری ها به صورت درصد خطا با 

رابطه زیر ارائه شده است.

در جدول 5 و 6 مقادیر بدون بعد خیز و کرنش ورق دارای نسبت 
منظری 0/5 و مرتبه کسری به ترتیب برابر با 0/5 و 0/7 ارائه شده 

کسری  مرتبه  زیادشدن  با  که  می شود  مشاهده  قبل  همانند  است. 
زمان  به  وابستگی  بنابراین  یافته،  افزایش  نیز  ویسکوزیته  خصوصیت 
تغییرات خیز و کرنش در آن ها با افزایش مرتبه کسری افزایش پیدا 
کرده و با افزایش زمان مقادیر آن ها افزایش می یابد. همچنین در ورق با 
نسبت طول به ضخامت 5 نیز نتایج مشابهی مشاهده می گردد. می توان 
مشاهده کرد با افزایش نسبت منظری کاهش مقادیر به دست آمده خیز 
بدون بعد و کرنش، کاهش می یابد. در جدول 7 و 8 مقادیر بی بعد خیز 
و کرنش ورق دارای نسبت منظری 1 و مرتبه کسری به ترتیب برابر با 
0/5 و 0/7 ارائه شده است و مجدداً نتایج مشابهی مشاهده می گردد. 

 
 کرنش بعدخیز بی 
 t 5=  t 5=  t 15=  t 95=  t 5=  t 5=  t 15=  t 95=  

a/h 5=  5544/5 5540/5 5504/5 5510/5 29/44 92/45 59/50 44/19 تئوری دومتغیره 
 5540/5 5549/5 5500/5 /55190 4/02 0/05 40/01 50/11 تئوری کلاسیک

 54/9 09/9 00/9 01/9 4/11 02/11 9/41 04/11 درصد خطا

a/h 15=  5140/5 5104/5 5144/5 5559/5 54/41 45/00 42/09 41/11 تئوری دومتغیره 
 5140/5 5100/5 5140/5 5559/5 4/02 0/05 40/01 50/11 تئوری کلاسیک

 50/5 52/5 00/5 5 19/0 19/0 14/0 50/0 درصد خطا

a/h 155=  4044/1 0095/1 4045/1 5149/5 41/02 01/05 44/01 50/11 تئوری دومتغیره 
 4045/1 0090/1 4045/1 5149/5 4/02 0/05 40/01 50/11 تئوری کلاسیک

 -555/5 -550/5 5 5 595/5 594/5 509/5 5 درصد خطا
 

Table 5. Dimensionless deflection and strain values of a plate with a/b=0.5 and α=0.5 in different 
times. 

 های مختلفدر زمان α=5/5و  a/b=5/5 بعد و کرنش ورق دارای نسبت منظری: مقادیر خیز بی5جدول 
 
  

جدول 5. مقادیر خیز بی بعد و کرنش ورق دارای نسبت منظری a/b=0/5 و α=0/5 در زمان های مختلف
Table 5. Dimensionless deflection and strain values of a plate with a/b=0.5 and α=0.5 in different times.

 
 کرنش بعدخیز بی 
 t 5=  t 5=  t 15=  t 95=  t 5=  t 5=  t 15=  t 95=  

a/h 5=  5559/5 5544/5 5500/5 5510/5 95/44 90/41 51/04 44/19 تئوری دومتغیره 
 555/5 5540/5 5505/5 55190/5 05/49 50/00 14/05 50/11 تئوری کلاسیک

 45/0 90/9 4/5 01/9 4/11 02/11 04/11 04/11 درصد خطا

a/h 15=  5951/5 5109/5 5149/5 5559/5 10/44 04/00 11/01 41/11 تئوری دومتغیره 
 59/5 5101/5 5141/5 5559/5 05/49 50/00 14/05 50/11 تئوری کلاسیک

 5/5 54/5 0/5 5 10/0 1/0 19/0 50/0 درصد خطا

a/h 155=  5592/9 0101/1 4112/1 5149/5 00/49 54/00 15/05 50/11 تئوری دومتغیره 
 550/9 0101/1 4112/1 5149/5 05/49 50/00 14/05 50/11 تئوری کلاسیک

 -555/5 5 5 5 55/5 50/5 50/5 5 درصد خطا
 

Table 6. Dimensionless deflection and strain values of a plate with a/b=0.5 and α=0.7 in different 
times. 

 های مختلفدر زمان α=0/5و  a/b=5/5 دارای نسبت منظریبعد و کرنش ورق : مقادیر خیز بی6جدول 
 
  

جدول 6. مقادیر خیز بی بعد و کرنش ورق دارای نسبت منظری a/b=0/5 و α=0/7 در زمان های مختلف
Table 6. Dimensionless deflection and strain values of a plate with a/b=0.5 and α=0.7 in different times

18 
 

)65( 
3

4
0

100Ehw w
q a

=  

براي ونتایج خیز بی  2در جدول   با مرتبه کسري صفر داراي نسبتبعد و کرنش  هاي طول به  بتهاي منظري و همچنین نسرق 
است.  ارائه شده  مختلف  زما  ضخامت  به  کرنش  و  خیز  و  دارد  الاستیک  رفتاري  ورق  مرتبه کسري،  این  داشت. با  نخواهند  بستگی  ن 

با نسبت طول به ضخامت  مشاهده می تئوري کلاسیک و دو متغیره بیشترین است چراکه   5شود در ورق ضخیم  نتایج  بین  اختلاف 
 ،سنجیجهت صحت هاي برشی (که در ورقهاي ضخیم اهمیت بالایی دارد) را ندارد.  بینی اثرات تغییرشکل تئوري کلاسیک قابلیت پیش

شده است و    مقایسه  ]34[از مرجع    10و نسبت طول به ضخامت    5/0ورق الاستیک با نسبت منظري  نتایج خیز    باآمده  دستمقادیر به
دو تئوري   100به ضخامت  در مورد ورق نازك با نسبت طول  شود که نتایج در این حالت از دقت خوبی برخوردار است.  مشاهده می

شود که با بزرگترشدن نسبت منظري، به طور کلی مقادیر خیز و کرنش کوچکتري را شاهد  قبولی با هم دارند. مشاهده میبلتطابق قا
 .خواهیم بود

Table 2. Dimensionless deflection and strain values for an elastic plate with different aspect ratios and length-to-thickness ratios. 
 هاي طول به ضخامت مختلف و نسبت هاي منظريبعد ورق الاستیک داراي نسبت: مقادیر خیز و کرنش بی2جدول  

 a/b 2/0 =   a/b 5/0 =   a/b 1 =  
 کرنش  بعد خیز بی  کرنش  بعد خیز بی  کرنش  بعد خیز بی 

a/h 5 =  
 0005/0 35/5  0013/0 48/12  0017/0 77/15 تئوري دومتغیره
 00049/0 44/4  00127/0 06/11  00168/0 2/14 تئوري کلاسیک 

a/h 10 =  

 002/0 67/4  0052/0 41/11  0067/0 59/14 تئوري دومتغیره
 - -  - 41/11  - - ]34[تئوري دومتغیره 

 002/0 44/4  0052/0 06/11  0067/0 19/14 تئوري کلاسیک 
 - -  - 06/11  - - ]34[تئوري کلاسیک 

a/h 100 =  
 1979/0 44/4  5182/0 06/11  6689/0 2/14 تئوري دومتغیره
 1979/0 44/4  5182/0 06/11  6689/0 19/14 تئوري کلاسیک 

ارائه   7/0و    5/0  به ترتیب برابر با  و مرتبه کسري  2/0با نسبت منظري  براي ورق  بعد خیز و کرنش  مقادیر بدون  4و    3در جدول  
تغییرات خیز وابستگی به زمان  شود، لذا  به تدریج زیاد می  میراییشود که با زیادشدن مرتبه کسري خصوصیت  شده است. مشاهده می

افزایش مرتبه کسري  و کرنش افزایش زمانها  همچنین مقادیر آنپیدا کرده و  افزایش    با  با  یابد.  افزایش می  نیز  با  همچنین در ورق 
گردد، زیرا ورق ضخیم بوده و تئوري کلاسیک براي این بیشترین اختلاف بین نتایج دو تئوري مشاهده می  5نسبت طول به ضخامت  

یابد. در نتایج مربوط اختلاف بین نتایج دو تئوري کاهش می  10ها داراي خطاي بیشتري است. در ورق با نسبت طول به ضخامت  ورق 
هاي ویسکوالاستیک اختلاف نتایج دو  در نتایج ورق   شود.به ورق نازك کمترین اختلاف بین دو تئوري کلاسیک و دومتغیره مشاهده می

 ده است. ها به صورت درصد خطا با رابطه زیر ارائه شتئوري جهت مشاهده بهتر اختلاف و دقت تئوري
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 1979/0 44/4  5182/0 06/11  6689/0 19/14 تئوري کلاسیک 
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می توان مشاهده کرد برای ورق مربعی کمترین مقدار خیز بدون بعد و 
کرنش بدست می آید.

4-نتیجه گیری
به منظور حل معادلات حاکم بر ورق ویسکوالاستیک، طبق اصل 
از نظر هندسه ورق، شرایط  ابتدا مسئله الاستیک معادل آن  تناظر، 
مرزی و نیز نوع بارگذاری حل شد، سپس با استفاده از معادله تنش- 
کرنش و تبدیل لاپلاس، روابط سفتی خمشی و مدول برشی برحسب 
s به دست آمده و برای تعیین خیز و پاسخ  مشتقات کسری، در دامنه 

برای  بین  این  در  است.  شده  استفاده  ویسکوالاستیک  ورق  خمشی 
تبدیل روابط به روابط زمان مند از لاپلاس معکوس بهره گرفته شده 
کاربرد  به  مجبور  ویسکوالاستیک  ورق  مسئله  حل  برای  گاهاً  است. 
تعداد پارامترهای زیادی می شویم که سرعت انجام محاسبات را کم و 
حجم آن را زیاد می کند، ولی در این مقاله با استفاده از یک مدل سه 
پارامتری و مشتقات کسری حجم محاسبات کاهش داده شده است. 
در نهایت با درنظرگرفتن ورق ها با نسبت های منظری، مرتبه کسری 
و ضخامت های مختلف تاثیر این پارامترها بر نتایج مورد بررسی قرار 
انجام شده می توان نتیجه گرفت تئوری به کاررفته  از پژوهش  گرفت. 

 
 کرنش بعدخیز بی 
 t 5=  t 5=  t 15=  t 95=  t 5=  t 5=  t 15=  t 95=  

a/h 5=  5512/5 5510/5 5515/5 5555/5 90/12 94/10 94/15 05/5 تئوری دومتغیره 
 5514/5 5510/5 5514/5 55542/5 20/15 09/14 09/19 44/4 تئوری کلاسیک

 90/5 44/5 00/0 9 14/10 10/10 12/10 10 خطا درصد

a/h 15=  5509/5 5504/5 5550/5 559/5 02/10 50/15 94/10 00/4 تئوری دومتغیره 
 5501/5 5500/5 5550/5 559/5 20/15 09/14 09/19 44/4 تئوری کلاسیک

 02/1 50/1 05/1 5 24/4 21/4 20/4 29/4 درصد خطا

a/h 155=  0112/5 0040/5 500/5 1202/5 20/15 09/14 00/19 44/4 تئوری دومتغیره 
 019/5 0044/5 5001/5 1202/5 20/15 09/14 09/19 44/4 تئوری کلاسیک

 -514/5 -510/5 -514/5 5 50/5 5 54/5 5 درصد خطا
 

Table 7. Dimensionless deflection and strain values of a plate with a/b=1 and α=0.5 in different times. 
 های مختلفدر زمان  α=5/5و  a/b=1 بعد و کرنش ورق دارای نسبت منظری: مقادیر خیز بی7جدول 

 
  

جدول 7. مقادیر خیز بی بعد و کرنش ورق دارای نسبت منظری a/b=1 و α=0/5  در زمان های مختلف
Table 7. Dimensionless deflection and strain values of a plate with a/b=1 and α=0.5 in different times.

 
 کرنش بعدخیز بی 
 t 5=  t 5=  t 15=  t 95=  t 5=  t 5=  t 15=  t 95=  

a/h 5=  559/5 5510/5 5514/5 55559/5 0/95 0/10 52/14 05/5 تئوری دومتغیره 
 5512/5 5510/5 5510/5 55542/5 15/10 00/14 52/19 44/4 تئوری کلاسیک

 5 44/5 44/5 00/5 15/10 10/10 10/10 51/10 درصد خطا

a/h 15=  5500/5 5500/5 5554/5 559/5 50/14 40/15 01/19 00/4 تئوری دومتغیره 
 5500/5 5505/5 5554/5 559/5 15/10 00/14 52/19 44/4 تئوری کلاسیک

 0/1 51/1 5 5 44/4 22/4 44/4 29/4 درصد خطا

a/h 155=  0044/5 0541/5 5021/5 1202/5 15/10 00/14 52/19 44/4 تئوری دومتغیره 
 0042/5 0549/5 5029/5 1202/5 15/10 00/14 52/19 44/4 تئوری کلاسیک

 -510/5 515/5 -514/5 5 5 50/5 5 5 درصد خطا
 

Table 8. Dimensionless deflection and strain values of a plate with a/b=1 and α=0.7 in different times. 
 های مختلفدر زمان α=0/5و  a/b=1 بعد و کرنش ورق دارای نسبت منظری: مقادیر خیز بی8جدول 

 

جدول 8. مقادیر خیز بی بعد و کرنش ورق دارای نسبت منظری a/b=1 و α=0/7 در زمان های مختلف
Table 8. Dimensionless deflection and strain values of a plate with a/b=1 and α=0.7 in different times.
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مطلوبی  نتایج  نیز  ضخیم  های  ورق  برای  نازک،  ورق های  بر  علاوه 
مشتق  تعریف  و  کسری  حسابان  روش  از  استفاده  با  می دهد.  ارائه 
ریمان- لیوویل می توان حجم محاسبات را تا حد زیادی کم کرده و 
رفتار ویسکوالاستیک را به صورت واقعی تر شبیه سازی نمود. مشاهده 
میرایی  باشد، خاصیت  مرتبه مشتق کسری کوچکتر  می شود هرچه 
به علت کاهش رفتار خزشی، مقدار خیز و کرنش  کاهش می یابد و 
و  می گردد  نزدیک  خود  نهایی  مقدار  به  بیشتری  با سرعت  ورق  در 
بالعکس، هرچه مقدار مرتبه مشتق کسری بزرگتر باشد رفتار خزشی 
ورق  در  زمان  به  وابستگی  نتیجه  در  و  می شود  مشاهده  بیشتری 
بیشتر می شود و خیز و کرنش بیشتری در طول زمان اتفاق می افتد. 
 ,10[ مراجع  نتایج  با  به دست آمده  نتایج  صحت سنجی  و  مقایسه  از 
نتایج تئوری های کلاسیک و دو متغیره به  تفاوت های بین  34[ اولاً 
ثانیاً می توان نتیجه گرفت روش به کاررفته  خوبی مشاهده می گردد. 
از رویکرد حسابان کسری و مشتقات مرتبه کسری دقت  استفاده  و 
پیچیده تر  مسائل  تحلیل  برای  روش  این  از  می توان  و  داشته  خوبی 
تعداد  از  استفاده  علت  به  پیشنهادی  روش  همچنین  نمود.  استفاده 
پارامترهای مجهول کمتر، می تواند سرعت حل مسایل را نیز افزایش 

دهد.
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