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Nonlinear optimal control of an active transfemoral prosthesis using state dependent 
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ABSTRACT:  Nowadays, scientific and technological advances have created the ability to replace 
prosthetic legs with amputated limbs, which the design of a suitable controller is still being discussed 
by researchers. Therefore, according to the importance of the subject, in this paper, a combination of 
a nonlinear optimal control method based on the state-dependent Riccati equation approach with the 
integral state control technique is proposed for an active prosthetic leg for transfemoral amputees. 
The main objective of this paper is to optimize the energy consumption of the robot/prosthesis system 
and desirable tracking of the vertical displacement in hip and thigh and knee angles. Also, due to the 
robustness properties of the suggested controller is investigated sensitivity analysis against ±30% 
parametric uncertainty and compared with robust adaptive impedance control. The performance of the 
controller is assessed for both point-to-point motion and tracking modes by considering the saturation 
bounds of control signals. Finally, the simulation results show a decrease in control effort, desirable 
performance in tracking, and relatively good robustness in the presence of parametric uncertainty and 
constant disturbance. Numerical results indicate a significant reduction in energy consumption and total 
cost in this method compared to the robust adaptive impedance control.
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1- Introduction
The innovation of this paper is as follows: using State-

Dependent Riccati Equation (SDRE) technique for an active 
transfemoral prosthesis to optimize energy consumption, 
which is one of the challenges in designing robotic prostheses. 
Using integral state control to improve tracking and eliminate 
constant disturbance in the study of prosthesis desirable 
performance in the track and repetition of healthy individuals 
walking. 

2- Prosthetic Leg
The proposed model for the three-rigid links prosthetic 

leg with three degrees of freedom is presented in Fig. 1. 
The system’s state space equation is expressed as Eq. (1):
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Additional information is provided in reference [1].

3- SDRE controller
Consider the state-dependent parameterized system with 

the following state-space representation:

 

(2)

The performance index 0J should be minimized to design 
optimal system control as equation Eq. (3):
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 In this paper, the state-dependent coefficient matrices are 
selected as proposed structure in reference [2]:
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 According to the integral state control, the state-space 
equation of the augmented system is given by Eq. (6):
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 Therefore, by applying the SDRE method for Eq. (6) the 
control law is obtained as follows:
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 where ( ( ))a tK x is obtained by solving Eq. (8):
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4- Results and Discussion
Actuator saturation is assumed for the amplitude of the 

control signals:
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 The permissible bounds for hip displacement force, thigh, 
and knee torque are [-1200,1200]  N, [-900,900]  N.m, and 

[-400,400] N.m respectively. Fig. 2 shows good performance 
in position tracking. Examination of the Figures shows that 
after an initial transient peak, which is due to the difference 
between the initial values of the desired trajectories, tracking 
in the nominal mode and in presence of uncertainty is similar, 
this indicates that the proposed controller robust performance 
is satisfactory. As seen in Fig. 3, at the moment of starting 
due to the difference between the initial conditions and the 
desired trajectories, the control signals have reached their 
saturation values, which is not very effective in this analysis 
because after almost 0.2s as the error disappears, the values 
are reduced and remain within the appropriate range. On 
the other hand, over time, the range of control signals in the 
nominal mode and in the presence of uncertainties remains 
almost constant, which indicates the robust performance of 
the proposed controller in this case. Numerical indicators in 
Table 1 have also shown a significant reduction in energy 
consumption and total cost in this method, proper tracking, 
and good robustness compared to the study of Azimi et al. [3].

 

Fig. 1. Prosthetic leg model with rigid ankle 

  

 

 

Fig. 2. Tracking performance in nominal mode and with ±30% uncertainty in presence of the saturation bound 

  

Fig. 1. Prosthetic leg model with rigid ankle

Fig. 2. Tracking performance in nominal mode and with ±30% uncertainty in presence of the saturation bound



509

A. Bavarsad et al., Amirkabir J. Mech. Eng., 53(4) (2021) 507-510, DOI: 10.22060/mej.2020.17815.6668

HOW TO CITE THIS ARTICLE
A. Bavarsad, A. Fakharian, M.B. Menhaj, Nonlinear optimal control of an active 
transfemoral prosthesis using state dependent Riccati equation approach, 
Amirkabir J. Mech. Eng., 53(4) (2021) 507-510

DOI: 10.22060/mej.2020.17815.6668

, and CostUCost, ECostTable 1.  

Cos 1.25

Cos 0.43

Cos 1.67

E

U

t

t

t

=

=

=

 

Cos 1.19

Cos 0.22

Cos 1.40

E

U

t

t

t

=

=

=

 

Cos 1.19

Cos 0.29

Cos 1.47

E

U

t

t

t

=

=

=

 

 

 

 

Fig. 3. Control signals in nominal mode and with ±30% uncertainty in presence of the saturation bound 

 

Fig. 3. Control signals in nominal mode and with ±30% uncertainty in presence of the saturation bound

Table 1. ECost , UCost , and Cost

5- Conclusions
Examination of the results showed a significant reduction 

in energy consumption, desirable tracking of positions 
according to the data from Motion Studied Laboratory of the 
Cleveland State University, and appropriate robustness to 
parametric uncertainty. 
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نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53 شماره 4، سال 1400، صفحات 2117 تا 2136
DOI: 10.22060/mej.2020.17815.6668

کنترل بهینه غیرخطی برای یک پروتز رباتیکی بالای زانوی فعال با استفاده از رویکرد معادله 
ریکاتی وابسته به حالت

آنا باورساد1، احمد فخاریان1*، محمد باقر منهاج2

1دانشکده مهندسي برق، پزشکی و مکاترونیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد قزوین، قزوین، ایران

2دانشکده مهندسي برق، دانشگاه صنعتي امیرکبیر، تهران، ایران

خلاصه: امروزه پیشرفت های علمی و تکنولوژیکی امکان جایگزینی پروتزهای رباتیکی پا را با اندام قطع شده ایجاد کرده است  
که طراحی کنترل کننده ی مناسب برای آن ها همچنان مورد بحث محققان می باشد. از این رو با توجه به اهمیت این موضوع  
در این مقاله ترکیبی از روش کنترل بهینه غیرخطی مبتنی بر رویکرد معادله ریکاتی وابسته به حالت با روش کنترل 
حالت انتگرالی برای یک پروتز رباتیکی از نوع فعال برای قطع عضوهای بالای زانو پیشنهاد شده است. هدف اصلی در این 
مقاله بهینه سازی مصرف انرژی سیستم ربات/ پروتز و ردیابی مطلوب مسیرهای موردنظر در جابه جایی عمودی، لگن زاویه 
ران و زاویه زانو می باشد. همچنین با توجه به خاصیت مقاوم بودن کنترل کننده ی ترکیبی پیشنهادی  آنالیز حساسیت نیز 
در مقابل30% ± تغییر در مقدار پارامترهای سیستم بررسی و نتایج با رویکرد کنترل امپدانس مدل مرجع تطبیقی مقاوم 
مقایسه می گردد. عملکرد کنترل کننده در دو حالت حرکت نقطه به نقطه و ردیابی با لحاظ کردن محدوده های اشباع برروی 
سیگنال های کنترلی سنجیده شده است. در نهایت نتایج شبیه سازی  نشان دهنده ی کاهش تلاش کنترلی  عملکرد مطلوب 
در ردیابی وضعیت ها و مقاومت نسبتا خوب در حضور عدم قطعیت های پارامتری سیستم و اغتشاشات ثابت می باشد. نتایج 
عددی نیز بیان کننده ی کاهش قابل ملاحظه ی انرژی مصرفی و همچنین مقدار هزینه کل روش پیشنهادی در مقایسه با 

رویکرد کنترل امپدانس مدل مرجع تطبیقی مقاوم می باشد.
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1- مقدمه
    از جمله حرکات مهم انسان می توان به راه رفتن اشاره کرد. راه رفتن 
انسان بر  روی دو پا در نتیجه فرآیند طولانی مدت تکامل اوست که 
نهایتا منجر به حذف دست ها، از سیستم تحمل وزن در چرخه های 
راه رفتن شده است. با این حال توانایی فرد در نگهداری الگوی صحیح 
راه رفتن در برخی شرایط، نظیر قطع عضو اندام تحتانی، دچار اختلال 
عضو  قطع  دچار  جهان  سرتاسر  در  انسان  میلیون ها  می گردد[1] 
قطع  می گردد.  افزوده  آن ها  تعداد  به  ساله  هر  متاسفانه  و  می باشند 
دیابت،  سرطان،  حوادث،  جمله:  از  است  متعددی  علل  دارای  عضو 
ناقص،  سکته های  مادرزادی،  ناهنجاری های  عروقی،  بیماری های 

دارد  وجود  عضو  قطع  از  مختلفی  انواع  غیره.  و  جنگ ها  عفونت ها، 
قطع  و  پا  آمپوتاسیون3های  زانو2،  از  بالاتر  زانو1،  زیر  به  می توان  که 
با  کرد.  اشاره  مفصل(  طریق  از  عضو  )قطع  زانو  و  لگن  مفصل  عضو 
پیشرفت علم و تکنولوژی، می توان برای بازگرداندن توانایی راه رفتن 
عادی این افراد، از پروتزهای رباتیکی پیشرفته پا بهره جست. سه نوع 
الکترونیکی(،  کنترل  )بدون  غیر فعال  دارد:  وجود  پا4  رباتیکی  پروتز 
فعال )کنترل موتور( و نیمه فعال )کنترل بدون موتور(.  پروتز5 فعال 
در مقایسه با پروتزهای غیر فعال و نیمه فعال، راه رفتن طبیعی تری را 
1   Transtibial
2   Transfemoral
3   Amputation
4   Prosthetic leg
5   Prosthesis
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نیرو  به  نیاز  برای قطع عضوها به همراه خواهد داشت، در حالی که 
دو  هر  که  مچ پا   / زانو  مفصل  دارد. پروتز  کاربر  از  کمتری  انرژی  و 
مفصل فعال هستند، اخیرا در دانشگاه وندربیلت1 ساخته شده است و 
در حال فرآیند تجاری سازی است. بسیاری از محققان اخیرا بر روی 
طراحی و کنترل این نوع و دیگر پروتزهای فعال تمرکز کرده اند[2] 
شده است،  قطع  پایش  که  برای شخصی  چالش ها  بزرگترین  از  یکی 
مقدار انرژی بیومکانیکی موردنیاز برای پیاده روی او می باشد. اشخاصی 
در  را  بیشتری  انرژی   ٪60 از  بیش  دارند  زانو  بالای  عضو  قطع  که 
هنگام قدم زدن نسبت به افراد سالم صرف می کنند. این نکته نشان 
می دهد که یک قطع عضو، نیازمند یک پای رباتیکی است که برای 
بهبود  برای  باشد!  به خوبی طراحی شده  او،  زندگی  کیفیت  افزایش 
عملکرد پاهای رباتیکی می توان به مواردی همچون: کاهش وزن پروتز 
برای  پایدار  و  اعتماد  قابل  کنترل  قوانین  ازاجزای سبک،  استفاده  با 
امکان  که  تخمین  بر  مبتنی  رباتیک  تکنولوژی  همچنین  و  طراحی 
حذف سلول های بارگذاری بزرگ و دیگر سنسورهای سنگین در پروتز 
را فراهم می کند، اشاره کرد. اگر چه این پیشرفت ها ممکن است منجر 
با  نشود که راه رفتن این افراد همانند افراد سالم باشد، اما می توانند 
تقریب بهتری به راه رفتن طبیعی آن ها کمک کنند[3] در سال 2015 
ریکتر 2و همکاران توسعه، مدل سازی، تخمین پارامترها و کنترل یک 
آزادی حرکت لگن در دستگاه سهمی  تولید دو درجه  به  قادر  ربات 
یک  برای  سال 2016  در  همکاران  و  عظیمی  کردند[4]  توصیف  را 
پروتز رباتیکی فعال سه درجه آزادی بالای زانو، یک کنترل امپدانس 
 ˓2016 سال  در  دادند[5]  پیشنهاد  را  مقاوم  کامپوزیتی  تطبیقی 
ابیگبی3 و همکاران از یک کنترل کننده هایبرید، ترکیبی از دو روش 
استفاده  کنترل کننده  یک  تولید  برای  تطبیقی  کنترل  شناخته شده 
شامل  که  آزادی  درجه  سه  سیستم  یک  برای  کنترل کننده  کردند. 
آزادی  درجه  دو  یک پروتز  و  آزادی  درجه  یک  آزمایش  ربات  یک 
این  برای   2018 سال  در  همکاران  و  عظیمی  شد[6]  طراحی  بود˓ 
پروتز رباتیکی، دو کنترل کننده ی امپدانس تطبیقی مقاوم و امپدانس 
تطبیقی کامپوزیت مقاوم را با هم مقایسه نمودند[7] آن ها در سال 
بعد در ادامه کار قبلی یشان کنترل تطبیقی و کنترل تطبیقی مقاوم را 
برای این سیستم پیاده سازی کردند[8] اخیرا کنترل بهینه مقاوم نیز 

1   Vanderbilt
2   Richter
3   Ebeigbe  

برای این سیستم طراحی شده است[9]
 طراحی کنترل کننده برای سیستم های غیرخطی عموما به مراتب 
پیچیده تر از سیستم های خطی می باشد. گاهی ممکن است منطقی 
تقریب زده شود  با یک سیستم خطی شده  باشد که سیستم کنترل 
کنترل کننده ی  یک  باشد،  وسیع  موردنیاز  کاری  محدوده  اگر  اما   ،
با  شود.  ناپایدار  شاید  حتی  و  کرده  عمل  ضعیف  بسیار  خطی 
درنظرگرفتن عوامل غیرخطی سیستم و مقدار تاثیرات آن ها بر روی 
بیشتر  می توان  مدل  نامعینی های  وجود  همچنین  و  سیستم  کارایی 
دلایل  از  دیگر  یکی  برد.  پی  غیرخطی  کنترل کننده های  اهمیت  به 
کارایی  و  بهینه بودن هزینه  تکنیک های کنترل غیرخطی  از  استفاده 
با  سنسورهایی  و  عملگرها  به  نیاز  است  ممکن  خطی  کنترل  است. 
رفتار  کاری مشخص شده  در محدوده ی  تا  باشد  داشته  بالا  کیفیت 
از  استفاده  امکان  غیرخطی  کنترل  که  حالی  در  کنند،  ایجاد  خطی 
این  با  می دهد]10[.  را  غیرخطی  مشخصات  با  هزینه تر  کم  عناصر 
حال، برخی از کنترل کننده ها فقط براساس مدل های خطی طراحی 
وجود  غیرخطی  به خطی سازی سیستم های  نیاز  نتیجه،  در  شده اند. 
از آن  پیشنهاد شده است  برای آن  نیز  دارد، که روش های مختلفی 
جمله می توان به تکنیک های تی- اس فازی4 اشاره کرد. از آن جایی 
نمی شود،  انجام  نقطه  یک  در  فقط  خطی سازی  روش  این  در  که 
می باشد  دقیق تر  کلاسیک،  خطی سازی  روش های  سایر  به  نسبت 
مبتنی  غیرخطی  بهینه  کنترل  روش  از  مقاله  این  در  اما   .]15-11[
به  نیازی  که  می گردد،  استفاده  حالت5  به  وابسته  ریکاتی  معادله  بر 
محاسبات ژاکوبین ندارد و با توجه به دقت، انعطاف پذیری در طراحی، 
سیستماتیک بودن روش، قابلیت ترکیب با دیگر روش های کنترلی و 
... امروزه مورد توجه بسیاری از طراحان قرار گرفته است. این روش در 
سال 1962 توسط پیرسون6 ارائه شده است. چیمن7 بررسی کاملی را 
در مورد ساختار، قضایای پایداری، بهینگی و پارامتریزه کردن وابسته 
به حالت روش معادله ریکاتی وابسته به حالت ارائه کرده است]16[. 
بهینه  کنترل  از  ریکاتی  معادله  استخراج  روش  همکاران  و  بنکس8 
کردند]17[.  ارائه  را  پایداری  قضایای  و  مباحث  آن،  عددی  حل  و 

4   Takagi-Sugeno Fuzzy
5  State-dependent Riccati equation (SDRE)
6   Pearson
7   Çimen
8   Banks
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کلوتیر1 و استنسبری2 به بررسی قابلیت های روش ریکاتی از آن جمله 
تاثیر مستقیم ماتریس های وزنی R وQ  بر روی سیگنال کنترل و 
افزایش  و  متغیرهای حالت سیستم، درنظر گرفتن جملات غیرخطی 
درجه آزادی سیستم در هنگام طراحی پرداخته است]18[. چیمن و 
بنکس برای حل مسئله کنترل ردیابی بهینه زمان محدود غیرخطی از 
توالی تقریبی معادله ریکاتی استفاده کردند]19[. فخاریان و همکاران 
برای حل معادله ریکاتی در رویکرد کنترل بهینه، چند روش عددی 
و  رگولاتور4  مسائل  همکاران  و  یونگ3   .]21-20[ دادند  پیشنهاد  را 
ردیابی برای یک فضاپیما را مبتنی بر معادله ریکاتی وابسته به حالت 
استفاده  با  را  کنترل کننده  فراگیر  مجانبی  پایداری  و  کردند  بررسی 
دادند]22[.  انجام  و شبیه سازی های مونت-کارلو5  لیاپانوف  تئوری  از 
سیستم های  ردیابی  برای  را  بهینه  کنترل  همکاران  و  اورنلس-تلز6 
غیرخطی فاکتورگیری شده ی ضرایب وابسته به حالت با حل معادله  
هامیلتون- ژاکوبی- بلمن و کمینه کردن شاخص عملکرد مربعی برای 
ژنراتور  یک  پل7و  در  ون  الگوریتم  عملی  کاربردهای  با  سیستم  دو 
القایی دو بار تغذیه شده انجام دادند، که نتایج نشان دهنده ی اثربخشی 
طرح کنترلی بود]23[. قانع و منهاج نیز تجزیه و تحلیل کاملی را در 
مورد پایداری سیستم های خودمختار غیرخطی که به شکل شبه خطی 

بیان شده اند، ارائه کرده اند]24[.
پیاده سازی  و  ردیابی  تنظیم8،  بحث  روباتیک˓  زمینه  در 
بخشی  اثر   ، به حالت  وابسته  ریکاتی  معادله  بر  مبتنی  کنترل کننده 
بسیاری  تحقیقات  در  بهینه سازی  و  عملکرد  دقت˓  لحاظ  از  آن 
این  نشان دهنده ی موفقیت و عملکرد مطلوب  بررسی شده است، که 
کنترل کننده بوده است. اینوسنتی8 و همکاران کنترل کننده مبتنی بر 
معادله ریکاتی وابسته به حالت را بر روی یک ربات منیپولاتور9 حرکت 
بود،  رضایت بخش  بدست آمده  نتایج  که  کرده اند،  پیاده سازی  آهسته 
اگر چه به دلیل محدودیت های سخت افزاری، همه مفاصل منیپولاتور 
ربات های  برای  را  ردیابی  مسئله  کیلیچاسلان10  کنترل نشدند]25[. 

1   Cloutier
2  Stansbery
3   Jung
4   Regulator
5   Monte-Carlo
6   Ornelas-Tellez
7    Van der pol
8    Regulation
8    Innocenti
9    Manipulator
10    Kiliçaslan

موازی با مفاصل الاستیک مبتنی بر معادله ریکاتی وابسته به حالت 
نتایج نشان دهنده ی عملکرد موفقیت آمیز  قرار داد، که  بررسی  مورد 
از  همکاران  و  ژین11  بود]26[.  ردیابی  بحث  در  کنترل کننده  این 
بازخوردی  یافتن حل  برای  به حالت  وابسته  ریکاتی  معادله  رهیافت 
استفاده  پایدار مسئله کنترل منیپولاتور دو مفصلی  به طور مجانبی 
کردند]27[. با فرض معلوم بودن پارامترها کوراییم و همکاران کنترل 
بازوهای مکانیکی صلب و همچنین انعطاف پذیر را با استفاده از کنترل 
 .]28-30[ نمودند  مطرح  به حالت  وابسته  ریکاتی  معادله  بر  مبتنی 
بیک زاده و تقی راد در سال 2009 بررسی پایداری روش ریکاتی در 
سیستم های گسسته و طراحی تخمین گر ریکاتی را در محیطی همراه 
و  کوراییم  حبیب نژاد   2016 سال  در  دادند]31[.  انجام  اغتشاش  با 
انعطاف پذیرکنترل کننده  مفاصل  با  مکانیکی  بازوهای  برای  همکاران 
را  حالت  به  وابسته  ریکاتی  معادله  روش  بر  مبتنی  تخمین گری  و 

پیاده سازی کردند]32[. 
به  مربوط  پزشکی  کاربردهای  و  توانبخشی  در  که  آن جایی  از 
حرکت، کنترل بهینه و کاهش انرژی مصرفی همیشه یک دغدغه بوده 
است، از این رو در این مقاله نخست بحث بهینگی انرژی مطرح است و 
سپس ردیابی مطلوب جابه جایی عمودی لگن˓ زاویه ران و زاویه زانو 
و در نهایت توانایی مقاومت کنترل کننده ی پیشنهادی در برابر عدم 
± نیز بررسی می گردد. شایان ذکر است که  قطعیت پارامتری %30 
معادله  بر  مبتنی  غیرخطی  بهینه  کنترل  که  می باشد  بار  اولین  این 
ریکاتی وابسته به حالت و ترکیب آن با کنترل حالت انتگرالی برای 
نوع فعال طراحی  از  زانو  بالای  آزادی  سیستم ربات/پروتز سه درجه 
به  شبیه سازی  نتایج  نزدیک ترشدن  برای  مقاله  این  در  می گردد. 
واقعیت، محدودیت محرک12ها نیز بر روی سیگنال های کنترل لحاظ 
داده های  از  مرجع  مسیر  داده های  و  اطلاعات  تمامی  و  گردیده است 
آزمایشگاه مطالعه حرکت دانشگاه کلیولند13 امریکا دریافت شده است. 
و  نقطه14  به  نقطه  حرکت  حالت  دو  در  کنترل کننده  عملکرد  نهایتا 
کنترلی سنجیده شده  ورودی های  مجاز  درنظرگرفتن حد  با  ردیابی 

است.
بررسی  به   2 بخش  در  می باشد.  بدین شرح  مقاله  ادامه  ساختار 
مدل پروتز رباتیکی پا پرداخته می شود، در بخش 3 کنترل کننده ی 

11    Xin
12  Actuators
13  Cleveland
14   Point-to-Point Motion
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مبتنی بر معادله ریکاتی وابسته به حالت ، فرمولاسیون و پایداری آن 
مطرح می گردد. اعمال روش پیشنهادی بر روی سیستم ربات / پروتز 
در بخش 4 ارائه شده است. نتایج شبیه سازی ها در بخش 5 و در نهایت 

نتیجه گیری در بخش 6 بیان گردیده اند.

2- مدل پروتز رباتیکی پا ]2[
در این بخش به بررسی مدل پیشنهادشده برای پروتز رباتیکی پا 
دارای سه لینک و با سه درجه آزادی پرداخته می شود. این مدل دارای 
در شکل  که  همانطور  است.  کشویی1  ساختار چرخشی- چرخشی- 
1 ملاحظه می گردد˓ درجه آزادی عمودی نشان دهنده ی حرکت لگن 
شخص˓ محور چرخشی اول و دوم نیز به ترتیب معرف حرکت زاویه ای 

ران و حرکت زاویه ای زانو می باشند.
مدل سه درجه آزادی می تواند به شکل معادله ی )1( نوشته شود :

( ( )) ( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ( )) ( ( ), ( )) ( ) ( ( ))t t t t t t t t t t+ + + = −p p p eM q q C q q q G q R q q u T q        
)1(( ( )) ( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ( )) ( ( ), ( )) ( ) ( ( ))t t t t t t t t t t+ + + = −p p p eM q q C q q q G q R q q u T q   

 1q ( مفصل  کلی  جابه جایی های  بردار   [ ]T
1 2 3q q q=q که 

3q زاویه ی زانو( است.  2q زاویه ی ران و  جابه جایی عمودی لگن˓ 

1   Prismatic-Revolute-Revolute (PRR)

) ماتریس کوریولیس  , )pC q q ) ماتریس اینرسی معکوس پذیر˓ )M q

) بردار دمپینگ3  , )pR q q ) بردار گرانشی و  )pG q و جانب مرکز2˓
 ( )tu غیرخطی می باشند )اطلاعات تکمیلی در پیوست ذکر شده اند(.

ران  مفصل  در  فعال  کنترل  نیروی  شامل  که  است  کنترل  سیگنال 
)لگن( و گشتاورهای کنترل فعال در ران و پروتز رباتیکی زانو است. 
Fz از نیروهای واکنش  Fx و مولفه عمودی  اثر ترکیبی مولفه افقی  eT

زمین4 به روی هر مفصل می باشد. یک تردمیل نیز به عنوان سطح 
راه رفتن ربات تست پروتز استفاده می شود و تسمه ی تردمیل همچون 
یک سختی مکانیکی مدل سازی می گردد˓ بنابراین نیروهای واکنش از 
eT از نیروهای واکنش  تردمیل تابعی از انحنای تسمه هستند. مفهوم 

زمین در زیر با بیان معادلات )2(˓ )3(˓)4( و )5( توصیف می شود:

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2 3 2 3 2 2 3 2 3

3 2 3 3 2 3

( ( )) cos cos sin sin

cos sin

z

z x

z x

F

t F l q l q q F l q l q q

F l q q F l q q

 
 

= + + − + + 
 

+ − +  

eT q
   

)2(
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
2 2 3 2 3 2 2 3 2 3

3 2 3 3 2 3

( ( )) cos cos sin sin

cos sin

z

z x

z x

F

t F l q l q q F l q l q q

F l q q F l q q

 
 

= + + − + + 
 

+ − +  

eT q

( ) ( )1 2 2 3 2 3sin sinzL q l q l q q= + + +       )3(

( )
0 ,

,
z z

z
b z z z z

L s
F

k s L L s
<=  − >

        )4(

x zF Fβ=         )5(

zL نشان  دهند ی موقعیت عمودی از پایین پا  که در این معادلات 
3l طول ساق پا می باشند.  l 2 طول ران و  ˓ 0 0 0( , , )x y z در فریم کلی
bk  سختی تسمه و zS  فاصله عمودی بین مبدأ قاب کلی و تسمه˓

β ضریب اصطکاک تسمه هستند )شکل 1(. مقادیر نامی پارامترها 
در جدول1 بیان شده است. مقادیر پارامترهای تردمیل نیز بدین شرح 

. β و 0/2=  bk =37000 )N/m( ˓   zS =0/905 )m( :می باشند
از آن جایی که مبنای کار ما مقایسه با مرجع ]2[ می باشد˓ جدول 

1 دقیقا از آن مرجع گرفته شده است.

2   Coriolis and Centripetal matrix
3   Damping
4  Ground Reaction Force (GRF)

 

 

صلب پای  با زاویه مچ پروتز رباتیکی پا مدل :1شکل  

Figure 1. Prosthetic leg model with rigid ankle 

  

شکل1. مدل پروتز رباتیکی پا با زاویه مچ  پای صلب
Fig. 1. Prosthetic leg model with rigid ankle
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به  نهایت حالت ها˓ ورودی های کنترلی و مسیرهای مرجع  و در 
ترتیب در معادله )6( به صورت زیر معرفی می شوند:

[ ]1 2 3 1 2 3( )T t q q q q q q=x   

( )T
hip thigh kneet f τ τ =  u              )6(

[ ]1 2 3 4 5 6( )T
d d d d d d dt r r r r r r=r

صورت  به  سیستم  حالت  فضای  )1(˓معادله  معادله  به  توجه  با 
معادله )7( بیان می شود:

 شماره معادله در متن مقالهارائه معادلات دارای اشکال به همراه : ججدول 
 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله  مورد 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
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[1 0 0] (.)[ ( ) ]( )
( ) [0 1 0] (.)[ ( ) ]
( )

T Tt x t x t x t x t x t x t q q q q q q

x tx t
x tx t
x tx t
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x t t
x t

−

−
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= 
− − − − 
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x

M u T C q G R
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1
e p p p[0 0 1] (.)[ ( ) ]t−
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3 )متن فارسی( 19 2 3 3 3
16 6

3 3 3 3 p3 3
( ( ))
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t
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A x

0 M q C q q
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t
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−
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0 M q C q q
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3 3
3 6 1

3 3

( ( ))
( ( ))

t
t


 −



 
=  − 

0
B x

M q
 

چکیده مفصل  )  7 8
 (انگلیسی 

1 T
SDRE+ISC ( ) ( ( )) ( ( )) ( )a a at t t t−= −u R B x K x x 

9   
10   

 )7(

در ادامه بدنبال طراحی کنترل کننده به گونه ای هستیم که اولا 
 3q و   2q ˓ 1q متغیرهای حالت  ثانیا  و  انرژی مصرفی حداقل شود 

مسیر ازپیش تعیین شده را با دقت دنبال کنند.

3- کنترل کننده مبتنی بر معادله ریکاتی وابسته به حالت1 
یکی از مهم ترین کنترل کننده های مبتنی بر روش پارامتریزه وابسته 
به حالت˓ کنترل بهینه غیرخطی مبتنی بر معادله ریکاتی وابسته به حالت 
است. هدف از این کنترل کننده یافتن ورودی کنترلی است که˓ ضمن 
پایدارشدن سیستم حلقه بسته و ارضاء قیود تعریف شده برای آن˓ تابع 
هزینه مربوطه نیز حداقل گردد و متغیرهای حالت سیستم با کم ترین تلاش 

کنترلی عملکرد مطلوبی در بحث ردیابی داشته باشند]33[.

به  وابسته  بر معادله ریکاتی  3-1- فرمولاسیون کنترل کننده مبتنی 
حالت

سیستم غیرخطی افاین2 نسبت به ورودی و نامتغیر با زمان زیر 
را در نظر بگیرید :

( ) ( ( )) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( )

t t t t

t t t

 = +


 =

x f x g x u

y C x x



        )8(

 ( )
m

t R∈u و  سیستم  حالت  متغیرهای   ( )
n

t R∈x آن  در  که 
ورودی های سیستم هستند.

 ( ( )) ( ( ))t t=g x B x ) و  ( )) ( ( )) ( )t t t=f x A x x حال با درنظرگرفتن 

1  SDRE
2  Affine

 : مقادیر نامی پارامترها در مدل پروتز رباتیکی پا1جدول
  

 واحد مقدار نمادپارامتر
 𝑚𝑚19595/04 1جرم لینک 
  𝑚𝑚2 9371/8 2جرم لینک 
  𝑚𝑚3 25/2 7جرم لینک 
  𝑙𝑙2 029/4 طول ران

  𝑙𝑙3 923/4 کفشطول ساق پا تا کف 
  𝑐𝑐2 45/4 مرکز جرم ران

 𝑐𝑐3 72/4مرکز جرم ساق پا
  𝐼𝐼2𝑍𝑍 178/4 2اینرسی دوار لینک 
  𝐼𝐼3𝑧𝑧 4918/4 7اینرسی دوار لینک 

  77/87  1اصطکاک لغزشی در لینک 
  39/5  دمپینگ محرک چرخشی

  81/5  شتاب گرانش

جدول1. مقادیر نامی پارامترها در مدل پروتز رباتیکی پا
Table 1. Nominal values of prosthetic leg model parameters



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 4، سال 1400، صفحه 2117 تا 2136

2122

به  وابسته  شده  پارامتریزه  سیستم  شکل  به   )8( غیرخطی  سیستم 
حالت )9( در نظر گرفته می شود:

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( )

t t t t t

t t t

 = +


 =

x A x x B x u

y C x x



                                      )9( 

روش پارامتریزه کردن وابسته به حالت به عملیاتی گفته می شود 
به یک  غیرخطی  فاکتورگیری سیستم  از  استفاده  با  آن  در طی  که 
سیستم ماتریسی شبه خطی با حفظ ساختار قبلی تبدیل می گردد. 
که   ( ( )) :

n n m
t R R

×
→B x و   ( ( )) :

n n n
t R R

×
→A x ˓)9( معادله  در 

) است˓ماتریس های ضرایب وابسته به حالت1 هستند. در  ( )) 0t ≠B x

می توان  باشد،  داشته  حالت  متغیر  یک  از  بیش  که سیستم  صورتی 
شبه خطی سازی را به بی نهایت شکل مختلف انجام داد. 

) دو نمایش شبه خطی ( ))tf x تعریف 1 ]16[- فرض کنید که 
باشد،  داشته  را   ( ( )) ( ( )) ( )t t t= 2f x A x x و   ( ( )) ( ( )) ( )t t t= 1f x A x x

، بی شمار نمایش  Rα ∈ در این صورت مطابق رابطه )10( به ازای هر
) قابل دستیابی می باشد. ( ))tA x جدید دیگر برای

( )( ( ), ) ( ( )) 1 ( ( ))t t tα α α= + −1 2A x A x A x      )10( 

ریکاتی  معادله  روش  از  استفاده  مزایای  از  یکی  قابلیت  این  که 
وابسته به حالت بشمار می آید، که منجر به افزایش درجه آزادی در 

طراحی می شود. 
و  خروجی  انرژی  حداقل کردن  هدف  بهینه  کنترل  طراحی  در 
حداقل   0J عملکرد  شاخص  که  می بایست  نتیجه  در  است  ورودی 

گردد:

1 2

0
0

1
J ( ) ( ) ( ) ( )

2
T T Tt x t t t dt

∞
 
 
 

= +∫ x C Q C u R u     )11(

˓ 0>Q m و  m× ˓ 0>R Q و R ماتریس های وزنی هستند که
1 و هر دو متقارن می باشند. 2[ ] 0T ≥C Q C ˓ n n×

فرم همیلتونین2 مسئله بهینه سازی )11( به صورت معادله )12( 
بیان می گردد:

0H( ( ), ( ), ( )) J ( ) ( )Tt t t t t= +x u λ λ x     )12( 

 

( ) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

t t t

t t t t t

=

= +

λ K x x

λ K x x K x x
       )13( 

 

H(.) H(.) H(.)
0 , ( ) , ( )

( ) ( ) ( )
t t

t t t
  

= = − =
  

λ x
u x λ       )14( 

    )12(

1   State Dependent Coefficient (SDC)
2   Hamiltonian

 بردار شبه حالت3 نامیده می شود و برابر است با :

0H( ( ), ( ), ( )) J ( ) ( )Tt t t t t= +x u λ λ x     )12( 

 

( ) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

t t t

t t t t t
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t t

t t t
  

= = − =
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( )tλ که در آن  
0H( ( ), ( ), ( )) J ( ) ( )Tt t t t t= +x u λ λ x     )12( 

 

( ) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

t t t

t t t t t

=

= +

λ K x x

λ K x x K x x
       )13( 

 

H(.) H(.) H(.)
0 , ( ) , ( )

( ) ( ) ( )
t t

t t t
  

= = − =
  

λ x
u x λ       )14( 

    )13(

برقرار  زیر  باید شرایط  بهینه شود  تابع همیلتونین  این که  برای 
باشند:

0H( ( ), ( ), ( )) J ( ) ( )Tt t t t t= +x u λ λ x     )12( 

 

( ) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

t t t

t t t t t

=

= +

λ K x x

λ K x x K x x
       )13( 

 

H(.) H(.) H(.)
0 , ( ) , ( )

( ) ( ) ( )
t t

t t t
  

= = − =
  

λ x
u x λ       )14(                           

 
)14(

) به صورت زیر  ) ( )SDRE tu با حل معادله )14( بردار ورودی کنترلی
بدست می آید:

1

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( )T

SDRE t t t t−= −u R B x K x x     )15(

) غیرمنحصربه فرد˓  ( ))tK x ˓ n n× مربعی ماتریس  آن  در  که 
متقارن و مثبت معین است و مقدار آن با حل معادله جبری ریکاتی4 

وابسته به حالت )16( محاسبه می شود]32[:

11 2( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) 0T T Tt t t t t t t t−+ − + =A x K x K x A x K x B x R B x K x C Q C   
)16(11 2( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) 0T T Tt t t t t t t t−+ − + =A x K x K x A x K x B x R B x K x C Q C

3-2- بررسی پایداری روش معادله ریکاتی وابسته به حالت
ارائه   ]16[ مرجع  با  مطابق  زیر  تعاریف  پایداری  بررسی  از  قبل 

می گردد:
)کنترل پذیر(  پایدارپذیر  نمایش  یک  را   )8( نمایش   -2 تعریف 
برای هر  اگر  n می گوییم، 

RΩ ∈ ناحیه  از سیستم غیرخطی )7(، در 
خطی  دیدگاه  از  نقطه ای  صورت  } به  }( ( )), ( ( ))t tA x B x زوج  x ∈ Ω

پایدارپذیر )کنترل پذیر( باشد.
، به صورت  n

RΩ ∈ ) را در ناحیه ( ))tA x تعریف 3- ماتریس حالت 
ویژه  مقادیر  تمام   ، x ∈ Ω هر  برای  اگر  می گوییم،  هرویتز5  نقطه ای 

)Re باشند. ( ( ))) 0iλ <A x ) در ناحیه باز  ( ))tA x ماتریس
)رویت پذیر(  آشکارپذیر  نمایش  یک  را   )9( نمایش   -4 تعریف 
برای هر  اگر  n می گوییم، 

RΩ ∈ ناحیه  از سیستم غیرخطی )8(، در 
از دیدگاه خطی  } به صورت نقطه ای  }1

2( ( )), TtA x C Q C x زوج  ∈ Ω

آشکارپذیر )رویت پذیر( باشند.
3  Co-state
4   Riccati
5   Hurwitz
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حلقه  ضرایب  ماتریس  که  فرض  این  با  و  بالا  تعاریف  به  باتوجه 
) برای تمام مقادیر x متقارن باشد، آن گاه براساس قضیه  )clA بسته 
می باشد.  فراگیر  مجانبی  پایدار  حلقه بسته  سیستم   ]16[ مرجع   3
همچنین براساس قضیه 2 همان مرجع با اعمال کنترل فیدبک )15( 

سیستم حلقه بسته پایدار مجانبی محلی خواهد بود. 
برای اثبات تعاریف 2 و 4 اگر مرتبه ماتریس های )17( و )18( کامل 
باشد˓ به ترتیب کنترل پذیری و رویت پذیری سیستم تضمین می گردد.

2 1[ ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))]nc t t t t t t t−=M B x A x B x A x B x A x B x    
)17(2 1[ ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))]nc t t t t t t t−=M B x A x B x A x B x A x B x

12[ ( ( )) ( ( )) ( ( ))]no t t t−= …M C CA x CA x CA x     )18(

4- اعمال روش پیشنهادی بر روی سیستم ربات/ پروتز
اشاره شد˓برای سیستم های چند متغیره می توان  همان گونه که 
به  وابسته  ضرایب  ماتریس های  نمایش  بی شمار  که  کرد  اثبات 
این مزیت روش معادله ریکاتی وابسته به حالت  حالت  وجود دارد. 
انعطاف پذیری در طراحی را ایجاد می کند، که می توان به کمک آن 
و  برقرار کرد  مقاوم بودن مصالحه  و  پایداری  بهینگی،  معیارهای  بین 
پیچیده ی  سیستم های  برای  اما  بخشید.  بهبود  را  سیستم  عملکرد 
ماتریس های  محاسبه  و  فاکتورگیری  بالا،  آزادی  درجه  با  رباتیکی 
وابسته به حالت کاری دشوار است. از این رو در این مقاله، ماتریس های 
پارامتریزه وابسته به حالت سیستم، با توجه به روش پیشنهادی مراجع 

]30 و 28[ به صورت زیر انتخاب می شوند:
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4-1- حرکت نقطه به نقطه
در  کنترل کننده  عملکرد  اولیه  بررسی  هدف،  بخش  این  در 
جابه جایی از نقطه پیش فرض ابتدایی، به نقطه موردنظر انتهایی برای 

وضعیت ها و سرعت ها می باشد. مراحل کار به صورت زیر است:
گرفته  نظر  در   )1( غیرخطی  سیستم  حالت  فضای  معادله   -1

می شود.
2- معادله )7( به فرم ماتریس های ضرایب وابسته به حالت )9( 

تبدیل می گردد.
انتخاب  نهایی  و  اولیه  شرایط   ،Q و   R وزنی  ماتریس های   -3

می شوند.
 K 4- معادله جبری ریکاتی )16( برای محاسبه ماتریس مربعی

حل می گردد.
) )15( بدست می آید. ) ( )SDRE tu 5- سیگنال کنترل 

6- در نهایت قانون کنترلی به معادله فضای حالت سیستم حلقه 
بسته )7( اعمال می گردد.

حالت  کنترل  تکنیک  از  استفاده  با  ردیاب  سیستم  طراحی   -2-4
انتگرالی

پس از حل مسئله کنترل حرکت نقطه به نقطه، به دنبال طراحی 
، 1q حالت متغیرهای  که  بطوری  هستیم،  ردیاب  کنترل کننده  یک 

برای  کنند.  دنبال  را  ازپیش تعیین شده  مطلوب  مسیرهای   3q و  2q

که  می شود،  استفاده  انتگرالی1  حالت  کنترل  تکنیک  از  منظور  این 
علاوه بر تضمین ردیابی در حالت ماندگار، اثر اغتشاشهای ثابت را نیز 
برروی پاسخ سیستم حلقه بسته از بین می برد. در این روش انتگرال 
خطای ردیابی سه متغیر حالت اول، به عنوان متغیرهای حالت جدید 
تعریف  زیر  به صورت   e انتگرالی  افزوده می گردد. حالت  به سیستم 

می شود:

7 1 1

8 2 2

9 3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x ( ) ( ) ( )
x ( ) ( ) ( )
x ( ) ( ) ( )

d d

d

d

d

t t t t t
t r t x t
t r t x t
t r t x t

= − = −
= −
= −
= −

e r y r Cx







   )21(

) خروجی سیستم  )y t ) مسیرهای مطلوب )6(،  )d tr که در آن 
3 ماتریس خروجی سیستم می باشند. 3×=C I و 

در نتیجه:.

1   Integral state control



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 4، سال 1400، صفحه 2117 تا 2136

2124

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 1 2 3 7 8 9

[ ]
[ x x x ]

a x x x x x x x x x
q q q q q q

=

=

x
     

    )22(

شکل  به   aC و  ( ( ))taB x ˓ ( ( ))taA x ماتریس های  صورت  این  در 
رابطه )23( تنظیم می شوند.

, , 3 6
3 9

3 6 3 3
9 9 9 3

( ( )) ( ( ))
( ( )) ( ( ))a a a

t t
t t ×

×
× ×

× ×

   
     = = =     
      

A x 0 B x
A B C C 0

-C 0 0
x x

A

   

)23(
, , 3 6

3 9
3 6 3 3

9 9 9 3

( ( )) ( ( ))
( ( )) ( ( ))a a a

t t
t t ×

×
× ×

× ×

   
     = = =     
      

A x 0 B x
A B C C 0

-C 0 0
x x

A

) از )19( و )20( بدست  ( ))tB x و ( ( ))tA x که در آن ماتریس های 
می آیند. در نهایت معادلات حالت و خروجی سیستم افزوده به صورت 

رابطه )23( تغییر می کنند:

3 1 9 1
9 9

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( )

T
t t t t t ta a a a

a a at t

× ×
×

= + +   

=





x xx A x B u 0 I r

y C x



    )24(

در این صورت سیستم افزوده شده1 کنترل پذیر کامل حالت است، 
اگر و فقط اگر رتبه ماتریس N به ازای همه x ها کامل باشد:

3 6

( ( )) ( ( ))t t

×

 
=  

− 

B x A x
N

0 C
    )25(

کنترل کننده  از  می توان  بالا،  شرط  برقراربودن  صورت  در  لذا 
فیدبک حالت مبتنی بر روش معادله ریکاتی وابسته به حالت برای این 
سیستم استفاده کرد. بنابراین با اعمال روش معادله ریکاتی وابسته به 

1   Augmented

حالت به سیستم افزوده شده )24( و با توجه به معادلات )15( و )16(، 
قانون کنترل به صورت زیر بدست می آید.

 شماره معادله در متن مقالهارائه معادلات دارای اشکال به همراه : ججدول 
 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله  مورد 

 )متن فارسی( 7 1

   1 2 3 4 5 6 1 2 3 1 2 3

41

52

63
1

e p p p4
1

5 e p p p

6

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( )( )
( )( )

[1 0 0] (.)[ ( ) ]( )
( ) [0 1 0] (.)[ ( ) ]
( )

T Tt x t x t x t x t x t x t q q q q q q

x tx t
x tx t
x tx t
tx t

x t t
x t

−

−

= =

 
 
 
 

= 
− − − − 

  − − − − 
  

x

M u T C q G R
M u T C q G R

1
e p p p[0 0 1] (.)[ ( ) ]t−

 
 
 
 
 
 
 
 
 − − − − M u T C q G R

 

3 )متن فارسی( 19 2 3 3 3
16 6

3 3 3 3 p3 3
( ( ))

( ( )) ( ( ), ( ))
t

t t t
 

−
  

 
=  − 

0 I
A x

0 M q C q q
 

3 )متن فارسی( 20 3 3
3 6 1

3 3

( ( ))
( ( ))

t
t


 −



 
=  − 

0
B x

M q
 

1 )متن فارسی( 26 4 T
SDRE+ISC ( ) ( ( )) ( ( )) ( )a a at t t t−= −u R B x K x x 

چکیده مفصل  )  1 5
 (انگلیسی 

41

52

63
1

e p p p4
1

5 e p p p
1

6 e p p p

( )( )
( )( )
( )( )

[1 0 0] (.)[ ( ) ]( )
( ) [0 1 0] (.)[ ( ) ]
( ) [0 0 1] (.)[ ( ) ]

x tx t
x tx t
x tx t
tx t

x t t
x t t

−

−

−

  
  
  
  
 = 

− − − −  
   − − − −  
 − − − −    

M u T C q G R
M u T C q G R
M u T C q G R

 

چکیده مفصل  )  4 6
 (انگلیسی 

3 3 3 3
16 6

3 3 3 3 p3 3
( ( ))

( ( )) ( ( ), ( ))
t

t t t
 

−
  

 
=  − 

0 I
A x

0 M q C q q
 

چکیده مفصل  )  5 7
 (انگلیسی 

3 3
3 6 1

3 3

( ( ))
( ( ))

t
t


 −



 
=  − 

0
B x

M q
 

چکیده مفصل  )  7 8
 (انگلیسی 

1 T
SDRE+ISC ( ) ( ( )) ( ( )) ( )a a at t t t−= −u R B x K x x 

9   
10   

    )26(

11 2

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) 0

T

T T

a a a a a a

a a a a a a a a a

t t t t

t t t t−

+

− + =

A x K x K x A x

K x B x R B x K x C Q C

   

 )27(

با  مطابق   Q ماتریس  ابعاد  حالت  این  در  که  است  ذکر  شایان 
مجانبی  پایداری  به  عملکرد  این  نهایت  در  می کند.  تغییر  ( )a tx  

سیستم حلقه بسته منجر خواهد شد و لذا متغیرهای حالت کراندار 
خواهند بود و خواهیم داشت:

lim ( ) lim( ( ) ( )) 0dt t
t t t

→∞ →∞
= − =e r y     )28(

و در نتیجه :

lim ( ) ( )dt
t t

→∞
=y r    )29(

که نشان دهنده ی ردیابی ایده آل در حالت ماندگار می باشد. به طور 
کلی سیستم طراحی شده با فیدبک حالت انتگرالی ویژگی های خاص 
اثر اغتشاش  انتگرالی را دارد. در واقع این سیستم  کنترل کننده های 
ثابت در پاسخ سیستم حلقه بسته را تضعیف و در حالت ماندگار حذف 
می کند و در برابر تغییرات پارامترها تا حدی مقاوم است]34[. بلوک 

دیاگرام سیستم کنترلی پیشنهادی مطابق شکل 2 می باشد.
شاخص  دو  پیشنهادی˓  کنترلی  سیستم  عملکرد  بررسی  برای 
عملکردی براساس مقدار موثر خطای ردیابی و انرژی به صورت زیر 

تعریف می شود:

شکل2. سیستم کنترل حلقه بسته پیشنهادی
Fig. 2. Proposed closed-loop control system
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a) Hip vertical displacement                              b) Thigh angle                     

 ب( زاویه ران                  لگن عمودی جایی الف( جابه

 
c) Knee angle                  d) Hip velocity                                        
 جایی لگن جابهد( سرعت      ج( زاویه زانو

 
e) Thigh angular velocity                  f) Knee angular velocity                              

 ای زانو و( سرعت زاویه     ای ران ه( سرعت زاویه
 

Figure 3. Tracking performance in point-to-point motion (a-f) 
 

 و( -)الف به نقطهنقطه حرکت در  عملکرد ردیابی :3شکل

  

شکل3. عملکرد ردیابی در حرکت نقطه به نقطه )الف- و(
Fig. 3. Tracking performance in point-to-point motion (a-f)
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( )

( )

2

0

2

0

1 1,...,6

1 1,2,3

T

i i di

T

j j

RMSE dt i
T

RMSU dt j
T

= − =

= =

∫

∫

x r

u

     )30(

و   ( )d tr ˓ ( )tx است.  محاسباتی  گام  یک  زمان  مدت   T که 
از رابطه  ) نیز برطبق رابطه )6( می باشند. هزینه نرمالایز شده1  )tu

)31( بدست می آید.

[ ] [ ]0, 0,

Cos Cos
max max

ji
Ei Uj

i di jt T t T

RMSURMSEt t
∈ ∈

= =
−x r u

    

 )31(

1   Normalized Cost

رابطه )32( نیز نشان دهنده هزینه ردیابی کلی˓ هزینه کنترل کلی 
و در نهایت هزینه مجموع آن ها می باشد.

6 3

1 1
Cos Cos Cos Cos

Cos Cos Cos

E Ei U Uj
i j

E U

t t t t

t t t
= =

= =

= +

∑ ∑     )32(

5- نتایج شبیه سازی
در این بخش نتایج استفاده از کنترل کننده ی پیشنهادی بر روی 

مدل معرفی شده در مرجع ]2[ ، نشان داده می شود.

5-1- حرکت نقطه به نقطه
متغیرهای حالت  ( )desiredx و مقادیر نهایی ( )initialx  مقادیر اولیه 

   

a) Hip force            b) Thigh torque                                            

 ب( گشتاور ران     الف( نیروی لگن 

 
c) Knee torque 

 ج( گشتاور زانو

Figure 4. Control signals in point-to-point motion (a-c) 

ج( -ب -)الف نقطه به نقطه های کنترل در حرکت سیگنال :4شکل  

  

شکل4. سیگنال های کنترل در حرکت نقطه به نقطه )الف- ب- ج(
Fig. 4. Control signals in point-to-point motion (a-c)
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به صورت زیر در نظر گرفته می شوند:

[ ]
[ ]
 0.04,2.76,0.125,0.2,0.5,2.5

0.02,1.63,0,0.1,0.5,2.5
initial

desired

=

=

x

x
    )33(

کنترلی  ورودی های  و  حالت  متغیرهای  برای  وزنی  ماتریس های 
تعیین  3 3×=R I 6 و  610 ×= ×Q I تابع هزینه )11(، به صورت  در 
آن ها  سرعت های  و  وضعیت ها  رسم  برای  زیربخش  این  در  شده اند. 
6 در نظر گرفته  شده است. با این انتخاب ها،  6×=C I ماتریس خروجی 
رسم   3 شکل  در   6x تا   1x حالت  متغیرهای  شبیه سازی  نتایج 

شده است.
همانطور که مشاهده می گردد با انتخاب مناسب ماتریس های وزنی 
در تابع هزینه )11(، مقدار متغیرهای حالت با گذشت زمان به آرامی 

تغییر کرده و به صورت مجانبی به مقادیر مطلوب میل می نمایند.
شده است.  نشان داده  کنترلی  سیگنال های  مقدار   4 شکل  در 
همانطور که ملاحظه می گردد، در ابتدای حرکت به دلیل خطایی که 
در اثر اختلاف بین نقطه شروع با نقطه نهایی وجود دارد مقدار نیرو 
و گشتاور زیاد می باشد، اما با گذشت زمان و رسیدن به نقطه مطلوب 

مقدار آن ها نیز کاهش می یابد. 

5-2- کنترل کننده ردیاب
در بخش ردیابی برای مسیر مطلوب از داده های مرجع ]2[  استفاده 
شده است که داده های پیاده روی از آزمایشگاه مطالعه حرکت1 مرکز 

1   Motion Studied Laboratory (MSL)

 

  
a) Hip vertical displacement (m)                              b) Thigh angle (rad)                     

 (radب( زاویه ران )         (mجایی عمودی لگن )الف( جابه

 
                           c) Knee angle (rad)                     

 (radج( زاویه زانو )
 

Figure 5. Tracking performance in nominal mode and with ±30% uncertainty in presence of the saturation bound (a-
c) 

 ج( -ب -) الفی اشباع  کردن محدوده با لحاظ قطعیت عدم ±% 30و با  نامی حالتعملکرد ردیابی در  :5 شکل
  

شکل 5. عملکرد ردیابی در حالت نامی و با 30%  عدم قطعیت با لحاظ کردن محدوده ی اشباع ) الف- ب- ج(

Fig. 5. Tracking performance in nominal mode and with %30± uncertainty in presence of the saturation bound (a-c)
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پزشکی امور جانبازان کلیولند1  می باشند. به منظور مقایسه، شرایط 
) مطابق با مرجع ]2[ در نظر گرفته شده اند، ماتریس های  )initialx اولیه
وزنی برای متغیرهای حالت و ورودی های کنترلی کنترل کننده نیز به 

صورت زیر تعیین شده اند:

4 4 4 5 5 5 16 13 13
9 9

4 4 5
3 3

[

(10 ,10 ,

0.019,1.13, 0.09, 0.

110 ,10 ,10 , 0 ,10 ,10

1

09, 0,1.6, 0

,10 )

( 0 ,10 ,1

,

0

0

)

, 0]initial

diag

diag

×

×

=

=

=

Q

R

x
   )34(

از آن جایی که گشتاور لازم برای به حرکت درآوردن بازوها و انتقال 

1   Cleveland Department of Veterans Affairs Medical Center 
(VAMC)

جرم، توسط موتورهای جریان مستقیم2 صورت می گیرد، باید در نظر 
داشت که این موتورها دارای محدودیت های سرعت و گشتاور هستند 

که باید در شبیه سازی ها لحاظ گردند ]30-29[:

1
2
3

,max ,max
,min ,max

,min ,min

( ( ))
( ( )) ( ( ))

( ( ))

( ) , ( ) ( )
( ( )) ( ) , ( ) ( ) ( ) , 1,2,3

( ) , ( ) ( )

i i i
i i i i i

i i i
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t sat u t

sat u t

u t if u t u t
sat u t u t if u t u t u t i

u t if u t u t

 
 =  
 

 > = < < = 
 > 

F u

      )35(

از حد مجاز  نباید  حداقل و حداکثر مقدار ورودهای کنترلی که 
خارج شوند، مطابق معادله )36( محاسبه می شوند. 

2  Direct Current (DC)

 
a) Hip velocity (m/s)                  b) Thigh angular velocity (rad/s)                             
 (rad/sای ران ) ب( سرعت زاویه    (m/sجایی لگن )  الف( سرعت جابه

 
               c) Knee angular velocity (rad/s)             

 (rad/sای زانو ) ج( سرعت زاویه
 

Figure 6. Velocities tracking performance in nominal mode and with ±30% uncertainty in presence of the saturation 
bound (a-c) 

 ج( -ب -) الفی اشباع  کردن محدوده با لحاظقطعیت  عدم ±% 30نامی و با  در حالت ها سرعت عملکرد ردیابی :6شکل 
  

شکل 6. عملکرد ردیابی سرعت ها در حالت نامی و با 30%  عدم قطعیت با لحاظ کردن محدوده ی اشباع ) الف- ب- ج(
Fig. 6. Velocities tracking performance in nominal mode and with %30± uncertainty in presence of the saturation bound 

(a-c)
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max i,stall
i,min i,stall ii,nl

u
u (t)= ± u - w (t)w

    )36(

i,nlw سرعت بدون بار  i,stallu گشتاور حد اشباع موتور،  که در آن 
برای  ادامه،  در  نتیجه  در  می باشند.  iام  موتور  واقعی  سرعت   iw (t) و
نیروی جابه جایی لگن، گشتاور ران و گشتاور زانو محدوده های مجازی 
 N.m [900و900-] و N.m ،[-12001200و] N به ترتیب برابر
صحیح  تنظیم  با  این رو  از  می شود.  گرفته  نظر  در  [400و400-] 

ماتریس های وزنی R و Q تلاش شده است که سیگنال های کنترلی از 
این حدهای مجاز فراتر نروند.

شکل 5 عملکرد ردیابی را در حالت نامی و با لحاظ کردن حداکثر 

حلقه بسته  سیستم  حالت های  مقایسه  برای  قطعیت،  عدم  حداقل  و 
نتایج شبیه سازی نشان دهنده ی  با مسیرهای مطلوب نشان می دهد. 
عملکرد خوب در ردیابی موقعیت و زاویه ها می باشد. همچنین بررسی 
بدلیل  که  اولیه،  حالت گذرای  یک  از  بعد  که  می دهد  نشان  شکل ها 
اختلاف بین مقادیر اولیه مسیرهای مرجع و حالت ها می باشد، ردیابی 
در حالت نامی و در حضور عدم قطعیت و تغییر در مقادیر پارامترها، 
مقاوم  عملکرد  بودن  رضایت بخش  بیانگر  امر  این  که  است  مشابه 

کنترل کننده مبتنی بر معادله ریکاتی وابسته به حالت می باشد.
شایان ذکر است که در این مقاله هدف اصلی ردیابی جابه جایی 
اما بدین منظورکه نشان  عمودی لگن و زوایای ران و زانو می باشد، 
داده شود سرعت های آن ها نیز رفتار داده های مرجع را دنبال می کنند 

 
a) Hip force (N)            b) Thigh torque (N.m)                                      

 (N.mب( گشتاور ران )     (Nالف( نیروی لگن )

 
                               c) Knee torque (N.m)                  

 (N.mج( گشتاور زانو )

Figure 7. Control signals in nominal mode and with ±30% uncertainty in presence of the saturation bound (a-c) 
 ج( -ب -ی اشباع )الف کردن محدوده و با لحاظ ±% 30قطعیت  عدماعمال نامی و با  حالتهای کنترل در  سیگنال :7شکل 

 

 

شکل 7. سیگنال های کنترل در حالت نامی و با اعمال عدم قطعیت 30%  و با لحاظ کردن محدوده ی اشباع )الف- ب- ج(
Fig. 7. Control signals in nominal mode and with %30± uncertainty in presence of the saturation bound (a-c)
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های کنترل، هزینه ردیابی کلی، هزینه کنترل ها، مقدار موثر همه سیگنالعددی مقدار موثر خطای ردیابی همه حالتهای : شاخص2جدول

 کلکلی و هزینه

UCostECostiRMSUiRMSE

 [2]های عددی مرجع شاخص های عددی این مقاله با اعمال محدوده اشباعشاخص

اقل تغییر  حد پارامترهای نامی
(-74پارامترها )%  

 
 حداکثر تغییر
پارامترها 

%(74)+
 

حداقل تغییر  پارامترهای نامی
(-74پارامترها )%  

 
 حداکثر تغییر
پارامترها 

%(74)+
 

مقدار موثر 
خطای ردیابی 

حالت اول 
 

4490/4  4499/4  4498/4  4410/4  4419/4  4494/4  

مقدار موثر 
خطای ردیابی 

 حالت دوم

 

1009/4  11599/4  24583/4  4438/4  4454/4  4434/4  

مقدار موثر 
خطای ردیابی 

 حالت سوم

 

4810/4  49194/4  11498/4  4405/4  4497/4  4405/4  

موثر مقدار 
خطای ردیابی 
 حالت چهارم

 

1110/4  14975/411049/4  4485/4  4141/4  4108/4  

مقدار موثر 
خطای ردیابی 

 حالت پنجم

 

9070/1  9999/1  3911/1  4987/4  4394/4  4959/4  

مقدار موثر 
خطای ردیابی 

 حالت ششم

 

9172/1  9002/1  8909/1  4713/4  4779/44014/4

جدول2. شاخص های عددی مقدار موثر خطای ردیابی همه حالت ها، مقدار موثر همه سیگنال های کنترل، هزینه ردیابی کلی، هزینه کنترل کلی و هزینه کل

Table 2. Numerical indicators of  iRMSE , iRMSU , ECost , UCost , and Cost
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در  شده اند.  رسم   6 در شکل  نیز  می مانند، سرعت ها  باقی  کراندار  و 
 9 9×I نتیجه برای رسم تمامی حالت ها در این بخش ماتریس خروجی 

در نظر گرفته شده است.
شکل 7 سیگنال های کنترل را با درنظر گرفتن پارامترهای نامی و 
± در مقدار آن ها و همچنین با اعمال محدوده ی اشباع  با تغییر %30 
نشان می دهد. همانطور که ملاحظه می گردد در لحظه شروع بدلیل 
اختلاف بین شرایط اولیه با مسیرهای مطلوب، سیگنال های کنترل به 
مقدار اشباع خود رسیده اند، که در این آنالیز خیلی تاثیر گذار نمی باشد 
در  قرارگیری  و  بین رفتن خطا  از  با  ثانیه  تقریبا 0/2  از  بعد  که  چرا 

مسیر مطلوب از مقدار آن ها کاسته شده و دامنه سیگنال های کنترلی 
در محدوده ی بسیار مناسبی قرار می گیرند. در مقایسه با مرجع ]2[ 
نیز مشاهده می شود که دامنه سیگنال های کنترلی روش پیشنهادی 
در این مقاله بسیار کمتر هستند. از سوی دیگر دیده می شود که در 
اعمال  با  و  نامی  حالت  در  کنترلی  سیگنال های  دامنه  زمان،  طول 
عدم قطعیت تقریبا ثابت باقی می مانند که این امر نیز نشان دهنده ی 
عملکرد مقاوم مطلوب کنترل کننده ی مبتنی بر معادله ریکاتی وابسته 
در  بخش  این  عددی  شاخص های  می باشد.  مورد  این  در  حالت  به 

جدول 2 ارائه شده اند.

 [2]های عددی مرجع شاخص های عددی این مقاله با اعمال محدوده اشباعشاخص

اقل تغییر  حد پارامترهای نامی
(-74پارامترها )%  

 
 حداکثر تغییر
پارامترها 

%(74)+
 

حداقل تغییر  پارامترهای نامی
(-74پارامترها )%  

 
 حداکثر تغییر
پارامترها 

%(74)+
 

       
مقدار موثر 

سیگنال کنترل 
اول 

 

5425/139  5712/179  7902/199  910 900 090 

مقدار موثر 
سیگنال کنترل 

دوم 
 

229/88  9275/34  8491/245  134 184 109

مقدار موثر 
سیگنال کنترل 

سوم 
733/19  377/8  0929/20142 145 83 

هزینه ردیابی 
1839/1 کلی  189/12097/1  12/1  20/1  99/1  

هزینه کنترل 
2899/4 کلی  2204/4  07248/408/1  93/1  74/1

0371/1 هزینه کل  045/1  9337/194/2  84/2  89/2

جدول2. شاخص های عددی مقدار موثر خطای ردیابی همه حالت ها، مقدار موثر همه سیگنال های کنترل، هزینه ردیابی کلی، هزینه کنترل کلی و هزینه کل

Table 2. Numerical indicators of  iRMSE , iRMSU , ECost , UCost , and Cost
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معادلات  براساس  عددی  از شاخص های  در جدول 2 خلاصه ای 
مرجع  نتایج  همچنین  جدول  این  شده است.  آورده   )33( تا   )31(
]2[ را برای مقایسه نشان می دهد. همان طور که دیده می شود روش 
پیشنهادی عملکرد بسیار بهتری در بهینه سازی انرژی مصرفی دارد، 
کاهش   %  80/71 کنترل1  کلی  هزینه  نامی  حالت  در  که  بطوری 
اگرچه  می باشد  مطلوب  نیز  موقعیت ها  ردیابی  عملکرد  است.  یافته 
و هزینه کل3  است   ]2[ از مرجع  % کمتر  ردیابی2 6/04  هزینه کلی 
بررسی خاصیت  پیشنهادی 43/34% کاهش می یابد.  رویکرد  در  نیز 
± تغییر در مقدار  مقاومت کنترل کننده ی پیشنهادی با اعمال %30 
پارامترهای سیستم در مقایسه با مرجع ]2[ برای حداکثر عدم قطعیت 
نشان دهنده ی کاهش 41/35% درهزینه کل، 66/76% در هزینه کلی 
کنترل و 20/17 % در هزینه کلی ردیابی می باشد. شاخص های عددی 
نیز  سیستم  پارامترهای  مقدار  در  عدم قطعیت  حداقل  اعمال  از  بعد 
بیان کننده ی کاهش 49/68 % در هزینه کل، 4/44 % در هزینه کلی 
نتایج  این  که  هستند.  کنترل  کلی  هزینه  در   %  85/73 و  ردیابی 
در حضور  پیشنهادی  کنترل کننده ی  مطلوب  عملکرد  نشان دهنده ی 

عدم قطعیت های پارامتری می باشد.
در  پیشنهادی  رویکرد  مقایسه  منظور  به  که  است  ذکر  شایان   
این مقاله با مرجع ]2[، در محاسبات مربوط به هزینه کلی ردیابی، 
هر  لحاظ  شده است،  و سرعت ها(  )موقعیت ها  هزینه هر شش حالت 
چند که ردیابی سرعت ها هدف این تحقیق نبوده و کاملا دقیق هم 
انرژی  مقدار  و  هزینه کل  همچنان  وجود  این  با  صورت نگرفته است، 
مصرفی در این مقاله هم در حالت نامی و هم با اعمال عدم قطعیت ها 

کمتر از مرجع ]2[ می باشد.

6- نتیجه گیری 
به حالت  از رویکرد معادله ریکاتی وابسته  این مقاله ترکیبی  در 
انتگرالی به عنوان یک کنترل کننده برای یک پروتز  و کنترل حالت 
رباتیکی بالای زانوی فعال طراحی شده است. نوآوری این مقاله بطور 
غیرخطی  بهینه  کنترل  از  استفاده  می باشد:  شرح  بدین  خلاصه 
انرژی  کمینه کردن  برای  حالت  به  وابسته  ریکاتی  معادله  بر  مبتنی 
مصرفی این سیستم که یکی از چالش های طراحی پروتزهای رباتیکی 

1  UCost
2  

ECost
3  Cost

می باشد. استفاده از کنترل حالت انتگرالی برای بهبود ردیابی و حذف 
و  تعقیب  در  پا  پروتز  مطلوب  عملکرد  بررسی  در  ثابت  اغتشاشات 
که  بهینگی  بر  مبتنی  کنترلی  از  استفاده  سالم.  افراد  راه رفتن  تکرار 
خاصیت مقاومت نیز در برابر عدم قطعیت ها، نویز و اغتشاشات خارجی 
و  مصرفی  انرژی  کاهش  ابتدا  در  تحقیق  این  اصلی  هدف  دارد.  نیز 
سپس ردیابی مطلوب جابه جایی عمودی لگن، زاویه ران و زاویه زانو 
به  غیرخطی  سیستم  حالت  معادلات  ابتدا  منظور  بدین  است.  بوده 
به  مربوط  اصلاحات  شدند،  تبدیل  حالت  به  وابسته  پارامتریزه  فرم 
 R کنترل حالت انتگرالی انجام شد و بعد از انتخاب ماتریس های وزنی
و Q و با حل یک معادله ریکاتی وابسته به حالت و محاسبه ماتریس 
K، سیگنال کنترلی محاسبه و به مدل ربات/ پروتز اعمال گردید. در 
نهایت شبیه سازی ها برای دو حالت نقطه به نقطه و ردیابی در حالت 
± با لحاظ کردن  نامی سیستم و همچنین با اعمال عدم قطعیت %30 
محدوده ها ی مجاز محرک ها انجام شد و تلاش گردید که سیگنال های 
نتایج  بررسی  نهایت  در  نگردند.  خارج  محدوده ها  آن  از  کنترلی 
وجود  با  حتی  وضعیت ها  ردیابی  در  مطلوب  عملکرد  نشان دهنده ی 
نیز  عددی  نتایج  بود.  سیستم  پارامترهای  مقدار  در  تغییر   ±  %30
بیان کننده ی کاهش قابل ملاحظه ی انرژی مصرفی و همچنین مقدار 
هزینه کل روش پیشنهادی نسبت به کنترل امپدانس تطبیقی مقاوم 
بوده است. در آینده، طراحی کنترل کننده ردیاب برای هر شش حالت 
حالت های  تمامی  دسترس نبودن  در  فرض  با  خواهد  گرفت.  صورت 
سیستم از تخمین گر مبتنی بر معادله ریکاتی وابسته به حالت برای 
تخمین حالت های سیستم استفاده خواهد شد و همچنین برای افزایش 
مقاومت سیستم حلقه بسته نسبت به تغییر پارامترهای مدل ساختار 
کنترل کننده پیشنهادی با اضافه کردن کنترل مقاوم ارتقاء خواهد یافت.

علائم انگلیسی
( ( ))tA xماتریس ضرایب حالت سیستم

( ( ))taA xماتریس ضرایب حالت سیستم افزوده شده

clAماتریس حلقه بسته سیستم

( ( ))tB xماتریس ضرایب کنترل سیستم

( ( ))taB xماتریس ضرایب کنترل سیستم افزوده شده
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