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Numerical simulation of mixed convection of Bingham fluid between two coaxial 
cylinders
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ABSTRACT: In this paper, mixed convection of Bingham fluid between two coaxial cylinders has 
been studied numerically without using any regularization method. The temperature of the inner rotating 
cylinder is higher than the temperature of the outer stationary cylinder. The finite volume method and 
non-iterative PISO algorithm have been employed to solve the problem. One of the OpenFOAM solvers, 
icoFoam, has been modified for solving the exact Bingham model. After validating the modified solver, 
it has been used to solve the problem for the following ranges of conditions: Reynolds number, Re=10, 
Prandtl number, Pr=10, Grashof number, Gr=500, Bingham number, 0≤Bn≤1000, and aspect ratio (AR) 
of 0.1. The effects of the Bingham number on flow and heat transfer characteristics such as the shape and 
size of the unyielded regions, streamline contours, the local and mean Nusselt number, and the torque 
coefficient have been investigated. The mean Nusselt number and the torque coefficient decreases and 
increases, respectively, when the Bingham number increases. The variation range of the local Nusselt 
number and dimensionless tangential stress on the inner wall decrease with the Bingham number.
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1- ntroduction
The Bingham fluid is a non-Newtonian fluid that behaves like 
a solid when the applied stress is less than a certain value, 
τy, and yields when the stress exceeds τy; After yielding, 
the relation between stress and strain is linear. Because 
of this behavior, the constitutive equation of a Bingham 
fluid is discontinuous. The main issue in the numerical 
simulation of a Bingham flow is the discontinuity of the 
constitutive equation. The regularization method is the most 
straightforward way to solve the issue. The discontinuous 
constitutive equation is replaced by a smooth equation in the 
regularization methods. The troublesome in convergence, the 
inaccuracy in the distinguishing of unyielded regions, and 
the high errors at large   Bingham numbers are some of the 
weaknesses of the regularization methods [1-3]. Employing 
variational inequalities theory [4] is a way to study Bingham 
flow without any regularization. So far, almost all numerical 
simulations of the exact Bingham flow have been done by 
in-house code and for simple geometries. The first aim of the 
article is the creation of a solver that solves the flow and heat 
transfer of a Bingham fluid with the exact model regardless 
of geometric complexities. For this purpose, one of the 
OpenFOAM solvers has been modified. 
After validation of the solver with [5], it has been employed 
to study mixed convection of Bingham fluid between two 
coaxial cylinders. The effect of Bingham number on the flow 
and heat transfer characteristics such as the size and shape of 
the unyielded regions, the streamlines contours, the velocity 

variations, the local and mean Nusselt numbers and the 
torque coefficient have been investigated for the following 
conditions: Re=10, Pr=10, Gr=500, AR=0.1 and 0≤Bn≤1000. 

2- Problem Statement and Governing Equations
The space between two coaxial cylinders is filled with the 
Bingham fluid, as shown in Fig. 1. The hotter inner cylinder 
rotates with constant velocity, and the outer wall is at rest. 
The dimensionless form of the governing equations and the 
boundary conditions are written as follows:
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Fig. 1. The schematic diagram of the physical model. 

 

Fig. 2. The unyielded regions for Gr=500, Re=10, Pr=10, 
and different Values of Bingham number. 
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Fig. 3. The variation of dimensionless tangential velocity at 
θ=180o for Gr=500, Re=10, Pr=10, and different Bingham 

numbers. 
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Fig. 4. The variation of the local Nusselt number on the 
inner wall for Gr=500, Re=10, Pr=10, and different values 

of Bingham number. 
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Fig. 4. The variation of the local Nusselt number on the 
inner wall for Gr=500, Re=10, Pr=10, and different values 

of Bingham number. 
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3- Results and Discussion
Fig. 2 shows the distribution of the unyielded regions for 
different Bingham numbers. There are two kinds of unyielded 
regions: the dead zones in which the fluid is at rest, and the 
plug zones in which the velocity gradient is zero. At Bn=1, the 
small unyielded regions scatter throughout the domain. The 
regions merge and become larger as the Bingham increases. 
At Bn=1000, the buoyancy effect is negligible, and the dead 
area attached to the outer wall has a constant thickness. 

The dimensionless tangential velocity along θ=180o is plotted 
in Fig. 3. At Bn=0, the velocity magnitude first decreases then 
increases (due to buoyancy) and again decreases to reach zero 

as one moves from the outer to the inner wall.  At the low 
Bingham numbers, the plug zones are formed in the middle 
of the annuls and velocity gradient approaches zero. Fig. 3 
is compatible with Fig. 4. For example, the plug zone on the 
left side of the annulus at Bn=100 does not stick to the outer 
wall and a thin layer of fluid yields in this region. The region 
is evident in Fig. 3, where the velocity gradient of Bn=100 is 
not zero for the small interval near r*=1. 

The distribution of the local Nusselt Number on the inner 
wall is shown in Fig. 4 for different Bingham numbers. The 
warm fluid moves upward due to the buoyancy force, so 
the minimum value of the temperature gradient or Nusselt 
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Bingham number 

number occurs at the top of the annulus. Vice versa, the 
maximum value of the Nusselt number occurs at the bottom. 
As the Bingham number increases and the unyielded regions 
are formed, heat transfer occurs more uniformly, and the 
variation of the Nusselt number decreases. The mean Nusselt 
number decreases with the Bingham number. 
The distribution of dimensionless tangential stress, τrθ

*, 
on the inner wall is plotted in Fig. 5 for different Bingham 
numbers. The maxim τrθ

* occurs at θ=180o due to the exitance 
of opposite buoyancy. By comparing Figs. 2 and 5, one can 
figure out that the zig-zagging behavior of τrθ

* at Bn=100 

is due to the formation of the unyielded layer there. As the 
Bigham number increases, Bn=100 and 1000, the direction of 
τrθ

* does not change, and its variation decreases.

4- Conclusions
In this article, a solver, which solves the flow and heat transfer 
of Bingham fluid with the exact model, has been obtained. 
As a numerical experiment, mixed convection of Bingham 
fluid between two coaxial cylinders has been studied. The 
flow and heat transfer characteristics have been presented 
and discussed.
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مطالعه عددی جریان انتقال حرارت جابجایی توأم سیال بینگهام در بین دو استوانه هم‌مرکز

حمیدرضا عسکری‌فرد جهرمی ، افراسیاب رئیسی*، بهزاد قاسمی، افشین احمدی ندوشن

1- دانشکده فنی، دانشگاه شهرکرد، شهرکرد، ایران

خلاصه:در این مقاله، جریان دوبعدی انتقال حرارت جابجایی توأم سیال بینگهام در بین دو استوانه هم‌مرکز بدون 
استفاده از روش تنظیم‌کننده مورد مطالعه‌ عددی قرارگرفته است. دمای دیوار‌ داخلی، که با سرعت ثابت در حال دوران 
است، از دمای دیوار‌ ساکن بیرونی بیشتر است. مسئله بر اساس روش حجم محدود و با استفاده از الگوریتم غیرتکراری 
پیزو حل‌شده است. بدین منظور یکی از حل‌کننده‌های نرم‌افزار اپنفوم برای حل دقیق جریان بینگهام توسعه داده شد. 
AR/ (، عدد  =0 ابتدا حل‌کننده‌ توسعه‌یافته اعتبارسنجی شد. سپس با ثابت‌درنظرگرفتن پارامترهای نسبت منظری )1
Gr(، اثر تغییرات عدد بینگهام در محدوده ) = Pr (  و عدد گراشف ) 500 Re (، عدد پرانتل )10= رینولدز )10=

0 ( بر رفتارهای هیدرودینامیکی و حرارتی مسئله همچون شکل و اندازه نواحی تسلیم‌نشده، خطوط جریان،  1000Bn≤ ≤
توزیع سرعت، عدد ناسلت موضعی و میانگین، ضریب گشتاور و توزیع تنش مماسی مورد مطالعه قرار گرفت. نتایج نشان 
می‌دهد که با افزایش عدد بینگهام نواحی تسلیم‌‌نشده توسعه می‌یابد و میزان انتقال حرارت و عدد ناسلت کاهش و ضریب 
گشتاور افزایش می‌یابد. همچنین بازه‌ تغییرات عدد ناسلت موضعی و تنش مماسی بر روی دیوار داخلی با افزایش عدد 

بینگهام کاهش می‌یابد.
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مقدمه-1 
سیالات ویسکوپلاستیک یکی از انواع سیالات غیرنیوتنی هستند که 
تولید رنگ  فراوانی در صنایع مختلف همچون نفت، حفاری،  کاربرد 
تنش  اگر  سیال  نوع  این  در  دارند.  بهداشتی  و  غذایی  مواد  تولید  و 
اعمالی بر سیال کمتر از مقدار مشخصی )تنش تسلیم( باشد، سیال 
همچون یک جامد عمل می‌کند و جاری نمی‌شود اما اگر تنش اعمالی 
بیشتر از تنش تسلیم باشد، سیال جاری می‌شود. این رفتار سیالات 
ویسکوپلاستیک سبب ناپیوسته‌شدن معادله ساختاری می‌شود. سیال 
بینگهام، که در آن رابطه‌ بین تنش و کرنش پس از تسلیم به‌صورت 
خطی است، یکی از انواع سیالات ویسکوپلاستیک به شمار می‌آید. یکی 
ناپیوسته‌بودن  بینگهام،  مهم‌ترین مشکلات در حل عددی جریان  از 
معادله‌ ساختاری است. برای غلبه بر این مشکل راه‌کارهای مختلفی 
معادله‌  با یک  معادله‌ ساختاری  آن‌ها جایگزینی  از  یکی  دارد.  وجود 
گفته  تنظیم‌کننده1  روشِ  روش،  این  به  است.  هموار  و  پیوسته 

1  Regularization method

می‌شود. روش‌های پاپاناستاسیو2 ]1[ و  بای-‌ویسکوزیته3 ]2[ دو تا از 
معروف‌ترین روش‌های تنظیم‌کننده به شمار می‌آیند.

همراه  محدود  المان  روش  از  استفاده  با   ]3[ زیزیس  و  میتسالیس   
درون  بینگهام  سیال  جریان  عددی  مطالعه  به  پاپاناستاسیو  مدل  با 
یک محفظه مربعی شکل پرداختند. آن‌ها تأثیر عدد بینگهام بر روی 
قراردادند.  موردبررسی  را  تسلیم‌نشده  نواحی  و شکل  جریان  خواص 
از روش  فلوئنت، که  تجاری  نرم‌افزار  از  استفاده  با  و همکاران  توران 
به مطالعه‌ عددی جریان  استفاده می‌کند،  پاپاناستاسیو  تنظیم‌کننده 
و جریان   ]4[ مربعی‌شکل  درون یک محفظه  انتقال حرارت طبیعی 
انتقال حرارت جابجایی توأم در یک محفظه استوانه‌ای ]5[ پرداختند. 
با وجود آنکه استفاده از روش‌های تقریبی و تنظیم‌کننده راحت است 
اشاره‌کرده‌اند ]9-6[.  این روش‌ها  اما پژوهشگران بسیاری به معایب 
در  قابل ‌قبول  دقت  عدم  و  بزرگ  بینگهام  اعداد  در  همگرایی  عدم 
مشخص‌کردن مناطق تسلیم‌نشده ازجمله معایب این روش‌ها هستند. 
تنش  به  دامنه  از  وسیعی  مناطق  در  تنش  که  مسائلی  در  همچنین 

2  Papanastasiou method
3  Bi-viscosity method
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تسلیم نزدیک می‌شود، استفاده از روش تنظیم‌کننده با خطای زیادی 
همراه است ]6[.

روش  از  استفاده  بدون  و  دقیق  مدل  با  بینگهام  جریان  حل  برای 
 ]10[ می‌شود  تغییرات 1استفاده  نابرابری  تئوری  از  تنظیم‌کننده، 
المان  روش  و  تئوری  این  از  استفاده  با   ]11[ گلووینسکی  و  دین   .
محدود به بررسی جریان سیال بینگهام در یک محفظه مربعی‌شکل 
پرداختند. هیلوگل و کفایتی با استفاده از روش المان محدود ]7[ و 
انتقال  تغییرات جریان  نابرابری  تئوری  با  بولتزمن ]8[ همراه  لتیس 
حرارت طبیعی و توأم سیال بینگهام درون یک محفظه را مورد بررسی 
قرار داده‌اند. پژوهشگرانی که به مطالعه جریان بینگهام با استفاده از 
روش حجم محدود پرداخته‌اند به دلیل سهولت در به‌کارگیری، غالباً 
شبیه‌سازی  به  به ‌ندرت  و  کرده‌اند  توجه  تنظیم‌کننده  روش‌های  به 
مطالعه  به   ]12[ همکاران  و  وینی  پرداخته‌اند.  بینگهام  دقیق  مدل 
عددی جریان انتقال حرارت اجباری درون یک لوله‌ متقارن محوری 
محدود  حجم  روش  با  همراه  اگمنت2  لاگرانژی  روش  از  استفاده  با 
دقیق جریان  به حل عددی مدل  دوبویز ]13[  و  پرداختند. چوپین 
با استفاده روش حجم محدود پرداختند  بینگهام درون یک محفظه 
به  زمان،  گسسته‌سازی  برای  جدید  روش  یک  از  استفاده  با  آن‌ها 

همگرایی مسئله سرعت بخشیدند.
با  را  بینگهام  تقریباً همه پژوهشگران شبیه‌سازی مدل دقیق جریان 
استفاده از کدنویسی انجام داده‌اند. بنابراین هندسه‌های موردبررسی 
توسط آن‌ها ساده )غالباً محفظه مربعی( بوده است. حال‌آنکه بررسی 
کاربردهای  دلیل  به  هم  پیچیده‌تر،  هندسه‌های  در  بینگهام  جریان 
برخوردار  بالایی  اهمیت  از  تئوری  لحاظ  به  هم  و  مهندسی  فراوان 
فارغ  بینگهام  به حل جریان  قادر  لذا ساخت حل‌کننده‌ای که  است. 
کارهای  برای  مبنایی  می‌تواند  باشد،  هندسی  پیچیدگی‌های  از 
اهداف  از  یکی  لذا  باشد.  بینگهام  زمینه‌ی سیالات  در  آتی  پژوهشی 
این پژوهش ساخت این حل‌کننده بوده است و این هدف با توسعه‌ی 
یکی از حل‌کننده‌های نرم‌افزار اپنفوم محقق شده است. به‌گونه‌ای که 
انتقال  ناپایا جریان و  حل‌کننده توسعه‌یافته قادر به حل سه‌بعدی و 
هندسه‌ای  هر  برای  دقیق  مدل  از  استفاده  با  بینگهام  سیال  حرارت 
خواهد بود. یکی دیگر از مزیت‌های نرم‌افزار اپنفوم امکان بهره‌گیری از 
پردازش موازی است و استفاده از آن می‌تواند در حل جریان بینگهام 

1  The theory of variational inequalities
2  The augmented Lagrangian method

با مدل دقیق، که هزینه محاسباتی زیادی به همراه دارد، بسیار راهگشا 
باشد. در این پژوهش جریان بینگهام بین دو استوانه هم‌مرکز مورد 

بررسی قرار می‌گیرد.
بررسی جریان و انتقال حرارت در بین دو استوانه‌ هم‌مرکز از دیرباز 
اولین  از  دریکی  است.  بوده  بسیاری  دانشمندان  توجه  مورد  تاکنون 
پژوهش‌ها، کوهن و گلداستین ]14[ به مطالعه آزمایشگاهی و عددی 
انتقال حرارت طبیعی هوا و آب در بین دو استوانه هم‌مرکز  جریان 
( پرداختند. یو ]15[ جریان انتقال 

i

L /D =0 8 افقی با نسبت منظری )
، Re ≤1500( برای  هم‌مرکز  استوانه  دو  بین  در  هوا  توأم  حرارت 

( را مورد مطالعه عددی قرارداد. در این  iD/ L≤ ≤0 5 Gr و 5 ≤ × 550 10
پژوهش دیوار داخلی ثابت و گرم‌تر از دیوار خارجیِ دوار بود. او بر اساس 
اعداد رایلی و رینولدز سه رژیم گوناگون جریان )یک گردابه، دو گردابه 
و بدون گردابه( برای این هندسه گزارش کرد. مطالعه جریان سیالات 
می‌تواند  نیز  هندسه  نوع  این  در  بینگهام  سیال  به‌ویژه  نیوتنی  غیر 
بسیار کاربردی و با اهمیت باشد. اخیراً نیز معصومی و همکاران ]16[ 
انتقال حرارت طبیعی  راوگوئی و همکاران ]17[ جریان  و همچنین 
عددی  مطالعه  مورد  را  هم‌مرکز  استوانه  دو  میان  در  بینگهام  سیال 
بینگهام  جریان  دقیق  مدل  مقاله  هردو  در  نویسندگان  داده‌اند.  قرار 
کرده‌اند.  استفاده  پاپاناستاسیو  تقریبی  روش  از  و  گذاشته‌اند  کنار  را 
درحالی‌که استفاده از مدل دقیق بینگهام در جریان میان دو استوانه‌ 
بر  است.  ضروری  کوچک،  منظری  نسبت‌های  با  بخصوص  هم‌مرکز، 
اساس بررسی‌های انجام‌شده، تاکنون پژوهشی به حل عددی جریان 
و انتقال حرارت جابجایی توأم سیال بینگهام بین دو استوانه‌ هم‌مرکز 

1 

 

  

  
Figure. 1. The schematic diagram of the physical model. 
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Figure. 2. The comparison between the dimensionless vertical velocity of the present study and the work done by Turan et al. 

[4] at y*=0.5 for Ra=104 and Pr=7. 
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 شکل 1. فیزیک مسئله
Fig. 1. The schematic diagram of the physical model
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بدون استفاده از روش تنظیم‌کننده نپرداخته است.
بنابراین، در این پژوهش ابتدا به توسعه‌ی حل‌کننده نرم‌افزار اپنفوم 
به‌منظور حل جریان و انتقال حرارت سیال بینگهام پرداخته ‌شده است 
و پس از اعتبارسنجی حل‌کننده‌ توسعه‌یافته، از آن برای حل جریان 
انتقال حرارت جابجایی توأم در بین دو استوانه‌ هم‌مرکز استفاده‌شده 
ویژگی‌های  بر  بینگهام  عدد  تأثیر  بحث،  و  نتایج  قسمت  در  است. 
هیدرودینامیکی و حرارتی جریان همچون شکل مناطق تسلیم‌نشده، 
خطوط جریان، عدد ناسلت و ضریب گشتاور مورد ارزیابی قرارگرفته 

است.

فیزیک مسئله و معادلات حاکم-2 
مطابق شکل 1، فضای بین دو استوانه‌ی هم‌مرکز طویل با استفاده از 
 و دیوار خارجی 

iT سیال بینگهام پرشده است. دیوار داخلی در دمای 
i است. دیوار خارجی ساکن  oT T> oT قرار دارند به‌طوری‌که  در دمای 
ω در خلاف جهت عقربه‌های  و دیوار داخلی با سرعت زاویه‌ای ثابت 
 

i
AR= R

l به‌صورت  نیز  منظری  نسبت  است.  دوران  حال  در  ساعت 
تعریف می‌شود. استوانه‌ها به صورت طویل فرض شده است، بنابراین 

مسئله را می‌توان دوبعدی در نظر گرفت.
با  عبارت شناوری که  در  به جزء  معادلات،  چگالی سیال در همه‌ی 
استفاده از تقریب بوزینسک بیان می‌شود، ثابت در نظر گرفته‌ می‌شود. 
ضریب  تسلیم،  تنش  گران‌روی،  همچون  ترموفیزیکی  خواص  سایر 
ثابت فرض شده  نیز  انتقال حرارت رسانشی و ظرفیت حرارتی ویژه 
است. بنابراین معادلات بقاء جرم، مومنتوم و انرژی به‌صورت زیر بیان 

می‌شوند:

= ضریب نفوذ حرارتی است. 
o p

k
c

α
ρ

S تانسور تنش اضافی و  که در آن 
معادله ساختاری سیال بینگهام با استفاده از رابطه‌ زیر بیان می‌شود:

اریکسون1 ) اول ریویلین  تانسور   A yτ تنش تسلیم،  بالا  رابطه‌  در 
( اضافی  تنش  تانسور  دوم  ثابت   ( )ΙΙ S و  ) i

i;j
j

∂
=
∂

=
V

V
x

L و   TA = L + L

( است. بر اساس مرجع ]18[ این معادله ناپیوسته را  1( )= ( : )2II S S S

می‌توان با معادله‌ زیر جایگزین کرد: 

Λ تانسور قید سیال ویسکوپلاستیک2 گفته می‌شود  در رابطه )5( به 
که یک تانسور بدون بعد و فاقد تریس است. این تانسور معیاری برای 
 )6( رابطه‌  از  استفاده  با  تسلیم‌نشده  و  تسلیم‌شده  نواحی  تشخیص 

است:

و آن را می‌توان از رابطه‌ی بازگشتی )7( به دست آورد )برای اطلاعات 
بیشتر به مرجع ]18[ مراجعه شود(:

1R> آنگاه   یک عملگر است. در این عملگر اگر 
MP در این رابطه 

بالا  در  آنچه  به  توجه  با   . ( )=MP RR
R این صورت غیر  در   ( )=MP R R

گفته شد معادله بقاء مومنتوم به شکل زیر درمی‌آید:

مماسی  سرعت  همان   è,iV زیر) بی‌بعد  اعداد  و  پارامترها  تعریف  با   
:) è,i iV Rù = دیواره‌ داخلی است 

1  The first Rivlin-Ericksen tensor
2  Viscoplasticity constraint tensor
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با استفاده از پارامترهای بی‌بعد، معادلات بدون بعد حاکم بر مسئله به 
شکل زیر درمی‌آیند:

شرایط مرزی بدون‌بعد نیز به شکل زیر هستند:

روش عددی-3 
از  استفاده  با  بینگهام  جریان  حل  در  حاکم،  معادلات  به  توجه  با 
سیال  قید  تانسور  بنام  مجهول  تانسوری  میدان  یک  دقیق،  مدل 
ویسکوپلاستیک که معیار تسلیم‌شدگی سیال است به سایر مجهولات 
الگوریتم حل در این نوع مسائل نسبت به سیال  اضافه می‌شود. لذا 
نیوتنی متفاوت است. تاکنون پژوهشگران برای حل این نوع مسائل، 
از کدنویسی استفاده ‌کرده‌اند. کدنویسی حتی اگر به بهینه‌ترین حالت 
انجام شود با محدودیت‌های بسیاری همراه است. نرم‌افزار اپنفوم یک 
نرم‌افزار متن‌باز است که می‌توان به حل‌کننده‌های آن دسترسی داشت 
اعمال  آن  بر  موردمطالعه  مسئله  به  متناسب  را  موردنظر  تغییرات  و 
محاسبات  انجام  امکان  به  می‌توان  اپنفوم  قابلیت‌های  دیگر  از  کرد. 
این  از  استفاده  بنابراین  کرد.  اشاره  موازی  پردازش  به‌صورت  عددی 
دقیق  زیاد، همچون جریان  محاسباتی  هزینه  با  مسائلی  در  نرم‌افزار 
از حل‌کننده‌های  بینگهام، راهگشاست. حل‌کننده آیکوفوم1 که یکی 
نرم‌افزار اپنفوم است با استفاده از روش حجم محدود همراه با الگوریتم 
نیوتنی می‌پردازد. در پژوهش  به حل جریان  پیزو ]19[  غیرتکراری 
]20[، توسط نویسندگان مقاله حاضر، این حل‌کننده به نحوی توسعه 
بینگهام  سیال  معادلات جریان  به حل  قادر  که حل‌کننده  داده شد 

1  icoFoam solver

با استفاده از مدل دقیق و به‌صورت ناپایا باشد. در ادامه و با توسعه‌ 
بیشتر این حل‌کننده، امکان حل مسائل انتقال حرارت سیال بینگهام 
با استفاده از مدل دقیق در این مقاله فراهم شد. مقدار مانده معیار 
با  برابر  انرژی  و  مومنتوم  بقاء  پیوستگی،  معادلات  همگرایی  برای 

×− است. 61 10

شایان‌ذکر است که در نرم‌افزار اپنفوم تمامی مسائل به‌صورت سه‌بعدی 
حل می‌شود. در مسائل دوبعدی، همچون مسئله حاضر، از یک شبکه 
و  می‌شود  استفاده  سوم  بعد  راستای  در  یک‌خانه  تعداد  با  سه‌بعدی 
با تعریف مرز خالی2 در صفحات جلو و عقب، مسئله به یک مسئله 

دوبعدی تبدیل می‌شود.

اعتبار سنجی حل‌کننده توسعه‌یافته-4 
صحت  از  حاضر،  مقاله  نویسندگان  توسط   ]20[ اخیر  پژوهش  در 
نتایجِ حل‌کننده‌ توسعه‌یافته برای جریان بینگهام بدون انتقال حرارت 
اطمینان حاصل شد. در پژوهش حاضر با توسعه بیشتر حل‌کننده امکان 
حل مسائل انتقال حرارت سیال بینگهام نیز فراهم شد. بنابراین برای 
اطمینان از صحت نتایجِ حل‌کننده‌ جدید، مقاله‌ی توران و همکاران 
]4[، که به حل جریان انتقال حرارت طبیعی سیال بینگهام درون یک 
محفظه مربعی‌شکل با استفاده از روش تنظیم‌کننده می‌پردازد، انتخاب 

2  empty boundary condition
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Figure. 1. The schematic diagram of the physical model. 
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Figure. 2. The comparison between the dimensionless vertical velocity of the present study and the work done by Turan et al. 

[4] at y*=0.5 for Ra=104 and Pr=7. 
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Pr در دو عدد بینگهامِ صفر و  = 7 Ra= و  410 و مسئله مجدداً برای 
نیم توسط حل‌کننده‌ی جدید حل شد. با وجود آنکه در این مقاله از 
روش حل دقیق و در مقاله‌ی ]4[ از روش تنظیم‌کننده استفاده‌شده 
است، اما در اعداد بینگهام کوچک و این هندسه‌ی خاص )محفظه‌ی 
با یکدیگر قابل‌مقایسه هستند. در  نتایج این دو روش  مربعی شکل( 
شکل 2 توزیع سرعت عمودی بی‌بعد در وسط محفظه حاصل از هردو 
پژوهش با یکدیگر مقایسه شده است. برای بررسی دقیق‌تر، در جدول 
1 مقدار سرعت عمودی بی‌بعد در چند نقطه در وسط محفظه برای 

این  نتایج در  هردو پژوهش درج‌شده است. دلیل تطابق بسیار عالیِ 
دو پژوهش، یکسان‌بودن روش عددی )روش حجم محدود(، استفاده 
به  توجه  با  است.  بینگهام  عدد  و کوچک‌بودن  یکسان  یک شبکه  از 
شکل 1 و جدول 1، می‌توان از صحت فرآیند انجام‌شده برای توسعه 
با  بینگهام  سیال  حرارت  انتقال  و  جریان  حل  جهت  در  حل‌کننده 

استفاده از مدل دقیق اطمینان حاصل کرد.

نتایج و بحث-5 
در این مقاله جریان انتقال حرارت جابجایی توأم سیال بینگهام بین دو 
استوانه طویل هم‌مرکز، درحالی‌که دیواره بیرونی ثابت و دیواره داخلی 
با سرعت ثابت در حال دوران است، موردمطالعه قرار می‌گیرد. مسئله، 
 Gr = 500 Re و  =10 ، Pr =10 ، /AR =0 در وضعیتی که 1

, , ,Bn =0 1 10 100 و   1000( مختلف  بینگهام  اعداد  برای  است، 
و  هیدرودینامیکی  ویژگی‌های  روی  بر  بینگهام  عدد  تأثیر  و  حل   )

1 
 

 

*و پژوهش حاضر در نقاط مختلف خط  [4] مقایسه سرعت عمودی مرجع: 1 جدول /y 0 Bnبرای  5 0  و/Bn 0 5 

dimensionless vertical velocity of the present study and the work done by Turan et al. the omparison between The c. Table 1
.=0.5Bnand  =0Bnfor  .5=0*y[4] at  

 *X 1/0 2/0 3/0 4/0 5/0 6/0 7/0 8/0 9/0         

Bn 0 

*Vدر* /y 0 5  
 [4]در مرجع 

82/11 84/11 19/2 11/1 0 49/1- 18/1- 44/11- 16/19-         

*Vدر* /y 0 5  
         -20/19 -11/11 -08/1 -91/1 -04/0 19/1 19/2 48/11 11/11 در پژوهش حاضر

         21/0 10/0 10/1 11/8 .... 21/1 88/0 11/1 19/0 درصد خطا نسبی

/Bn 0 5  

*Vدر* /y 0 در 5
 [4]مرجع 

19/2 99/1 91/4 11/8 01/0- 12/8- 11/8- 29/1- 72/8-         

*Vدر* /y 0 5  
 در پژوهش حاضر

91/2 99/1 11/4 41/8 01/0- 49/8- 11/8- 94/1- 75/8-         

          34/0 21/1 82/8 14/8 0 81/4 81/8 0 89/1 درصد خطا نسبی
 

 

=100, Bn=10, Pr=10, Re=500Grfor  o=180θdifferent meshes at three  for Λ:ΛTable 2. The average value of  

oدر ید سیال ویسکوپلاستیک ای تانسور قمیانگین ضرب دونقطه 2 جدول 180 کهی در شرایط Re 10 ،Pr 10 ،Gr  و  500
Bn 100 ی مختلفبرای سه شبکه 

oدر  ΛΛ: تعداد خانه شبکه 180 

1C 82000 1982/0 

2C 57420 9743/0 

3C 118000 1949/0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

/Bn =0 5 Bn و     برای  0= * /y =0 5 جدول 1. مقایسه سرعت عمودی مرجع ]4[ و پژوهش حاضر در نقاط مختلف خط 
 Table 1. The comparison between the dimensionless vertical velocity of the present study and the work done by Turan

et al. [4] at y*=0.5 for Bn=0 and Bn=0.5
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Figure. 3. The distribution of Λ:Λ for three different meshes at θ=180o for Gr=500, Re=10, Pr=10, Bn=100. 
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شکل 3. توزیع ضرب دونقطه‌ای تانسور قید سیال ویسکوپلاستیک در 
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برای سه شبکه‌ی مختلف
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dimensionless vertical velocity of the present study and the work done by Turan et al. the omparison between The c. Table 1
.=0.5Bnand  =0Bnfor  .5=0*y[4] at  

 *X 1/0 2/0 3/0 4/0 5/0 6/0 7/0 8/0 9/0         

Bn 0 

*Vدر* /y 0 5  
 [4]در مرجع 

82/11 84/11 19/2 11/1 0 49/1- 18/1- 44/11- 16/19-         

*Vدر* /y 0 5  
         -20/19 -11/11 -08/1 -91/1 -04/0 19/1 19/2 48/11 11/11 در پژوهش حاضر

         21/0 10/0 10/1 11/8 .... 21/1 88/0 11/1 19/0 درصد خطا نسبی

/Bn 0 5  

*Vدر* /y 0 در 5
 [4]مرجع 

19/2 99/1 91/4 11/8 01/0- 12/8- 11/8- 29/1- 72/8-         

*Vدر* /y 0 5  
 در پژوهش حاضر

91/2 99/1 11/4 41/8 01/0- 49/8- 11/8- 94/1- 75/8-         

          34/0 21/1 82/8 14/8 0 81/4 81/8 0 89/1 درصد خطا نسبی
 

 

=100, Bn=10, Pr=10, Re=500Grfor  o=180θdifferent meshes at three  for Λ:ΛTable 2. The average value of  

oدر ید سیال ویسکوپلاستیک ای تانسور قمیانگین ضرب دونقطه 2 جدول 180 کهی در شرایط Re 10 ،Pr 10 ،Gr  و  500
Bn 100 ی مختلفبرای سه شبکه 

oدر  ΛΛ: تعداد خانه شبکه 180 

1C 82000 1982/0 

2C 57420 9743/0 

3C 118000 1949/0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

جدول 2. میانگین ضرب دونقطه‌ای تانسور قید سیال ویسکوپلاستیک در 
Bnبرای  =100 Re  و    =10 ، Pr =10 ، Gr =    در شرایطی که 500 oθ =180

سه شبکه‌ی مختلف
 Table 2. The average value of Λ:Λ for three different
meshes at θ=180o for Gr=500, Re=10, Pr=10, Bn=100
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حرارتی جریان ارزیابی می‌شود.  بنابراین مقدار عدد ریچاردسون در 
این پژوهش ثابت و برابر 5 است. حل‌کننده توسعه‌یافته به‌صورت ناپایا 
پایا  با یک مسئله  اما در شرایط بیان‌شده،  به حل مسئله می‌پردازد، 
روبرو هستیم و نتایج در حالت پایا نمایش داده می‌شود. البته از عدم 

تأثیر اندازه گام زمانی بر نتایجِ اطمینان حاصل‌شده است.

استقلال حل از شبکه-5 -1 
برای اطمینان از استقلال حل از شبکه، مسئله برای سه شبکه‌ی منظم 
 C =3 112000 و   C =2 57420  ،C =1 28000 تعداد  با  یکنواخت  و 
و   Gr = 500  ، Pr =10  ، Re =10 که  شرایطی  در  المان 
Bn حل شد. در استقلال شبکه عدد ناسلت میانگین، ضریب  =100
گشتاور و تانسور قید سیال ویسکوپلاستیک مورد بررسی قرار گرفت. 
در اینجا بحرانی‌ترین پارامتر یعنی تانسور قید سیال ویسکوپلاستیک، 
که معیاری از تشخیص نواحی تسلیم‌شده است )رابطه6(، موردبررسی 
سیال  قید  تانسور  دونقطه‌ای  ضرب  میانگین  و  توزیع  می‌گیرد.  قرار 
oθ به ترتیب در شکل 3 و جدول 2 نشان  =180 ویسکوپلاستیک در 
داده‌شده است.  با توجه به شکل 3 و جدول 2، انتخاب شبکه‌ای با 
تعداد 57420 المان هم ازنظر دقت نتایج و هم ازنظر میزان هزینه‌ی 

محاسباتی معقول به نظر می‌رسد. 

شکل نواحی تسلیم‌نشده و خطوط جریان-5 -2 
در جریان سیالات بینگهام دو نوع ناحیه تسلیم‌نشده وجود دارد: یکی 
ناحیه مرده1، که در آن سیال ساکن و فاقد سرعت است، و دیگری 
ناحیه‌ی پلاگ2. در ناحیه پلاگ ذرات سیال به هم چسبیده و با سرعت 
یکسان حرکت می‎کنند. درواقع در این ناحیه گرادیان سرعت نزدیک 
به صفر است. در شکل 4 نواحی تسلیم‌نشده برای مقادیر مختلف عدد 
، وسعت نواحی تسلیم‌نشده  Bn بینگهام نشان داده‌شده است. در  1=
به  نواحی،  این  پراکنده‌شده‌اند.  دامنه  نواحی در کل  این  و  است  کم 
جزء در دو ناحیه بسیار کوچک چسبیده به دیواره‌ی بیرونی، غالباً از 
این نواحی   ، Bn افزایش عدد بینگهام به10= با  نوع پلاگ هستند. 
به  را  تسلیم‌نشده  عمده‌ی  ناحیه‌ی  سه  و  می‌شوند  ادغام  یکدیگر  با 
وجود می‌آورند. ناحیه اول: از نوع مرده و چسبیده به دیواره‌ بیرونی در 
سمت راست دامنه. ناحیه دوم: از نوع پلاگ چسبیده به دیواره داخلی 
در سمت راست که با دیواره حرکت می‌کند. ناحیه سوم : یک ناحیه‌ 
می‌شود.  تشکیل  دامنه  چپ  سمت  در  دیواره  دو  بین  در  که  پلاگ 
علت تفاوت شکل و اندازه نواحی تسلیم‌نشده در سمت راست و چپ 
دامنه، وجود نیروی شناوری موافق در سمت راست و نیروی شناوری 
Bn =100 با توجه به شکل 4، برای  مخالف در سمت چپ است. 

عدد  این  در  می‌یابد.  افزایش  راست  مرده سمت  ناحیه‌ی  ، ضخامت 
و  بیرونی جداست  دیواره  از  تسلیم‌نشده سمت چپ  ناحیه  بینگهام، 
بسیار  ناحیه‌ی  تنها   Bn در1000= است.  پلاگ  نوع  از  ناحیه  این 
کوچکی در اطراف دیواره‌ داخلی تسلیم می‌شود و اکثر نقاط به‌صورت 
ناحیه مرده هستند. شکل نواحی مرده در این حالت متقارن است. در 
حقیقت در اعداد بینگهام بسیار بزرگ به دلیل تسلیم‌نشدن سیال، اثر 
نیروی شناوری از بین می‌رود. بررسی‌های ما نشان می‌دهد که شکل 
و اندازه‌ نواحی تسلیم‌نشده برای حالتی که عدد بینگهام خیلی بزرگ 
، با حالتی که از انتقال حرارت صرف‌نظر می‌شود  Bn است 1000=

یکسان است. 
در شکل 5 خطوط جریان و ماکزیمم تابع جریان برای مقادیر مختلف 

( )Bn =0 سیال نیوتنی  برای  است.  داده‌شده  نشان  بینگهام  عدد 
تشکیل می‌شود درحالی‌که در سمت  راست  ، یک گردابه در سمت 
چپ گردابه‌ای وجود ندارد. چنانچه دیواره داخلی را هم ساکن فرض 
کنیم و جریان تنها به دلیل نیروی شناوری در فضای حلقوی بین دو 

1  Dead zone
2  Plug zone
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Figure. 4. The unyielded regions for Gr=500, Re=10, Pr=10, and different Values of Bingham number. 

  4 :    Re =10 Pr =10 Gr = 500       

  

Re  و  =10 ، Pr =10 ، Gr = 500  شکل 4. شکل نواحی تسلیم‌نشده برای 
مقادیر مختلف عدد بینگهام

 Fig. 4. The unyielded regions for Gr=500, Re=10, Pr=10,
and different Values of Bingham number
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استوانه ایجاد شود، دو گردابه متقارن در سمت چپ و راست محفظه 
تشکیل می‌شود. گردابه سمت راست ساعت‌گرد و گردابه سمت چپ 
پادساعت‌گرد خواهند بود. در مسئله حاضر، چرخش دیواره داخلی، در 
خلاف جهت عقربه‌های ساعت، گردابه سمت راست را تقویت و گردابه 
Bn تنها یک گردابه  =0 سمت چپ را تضعیف می‌کند. بنابراین برای 
ساعت‌گرد در سمت راست تشکیل‌ می‌شود و در سمت چپ گردابه‌ای 
همانند  یک،  با  برابر  بینگهام  عدد  با  سیال  جریان  در  ندارد.  وجود 
اما  تنها یک گردابه در سمت راست تشکیل می‌شود  نیوتنی  جریان 
گردابه، در مقایسه با جریان نیوتنی، فضای کمتری را اشغال می‌کند و 
 ( , )Bn =10 1000 ضعیف‌تر است. برای مقادیر بزرگ‌تر عدد بینگهام 
راست  و  چپ  سمت  در  مرده  تسلیم‌نشده  ناحیه  افزایش  دلیل  به  
محفظه، گردابه‌ای در محفظه تشکیل نمی‌شود و به دلیل محدودشدن 
فضا برای جریان سیال، خطوط جریان در مجاورت دیواره داخلی به 
 ، Bn =100 هم فشرده می‌شوند و از شدت جریان، به‌خصوص در 

به‌شدت کاسته می‌شود. 

توزیع سرعت-5 -3 
oθ برای اعداد  =0 توزیع سرعت مماسی در فاصله بین دو استوانه در 

مختلف بینگهام در شکل 6 نشان داده‌شده است. در جریان نیوتنی 
، با حرکت از سمت دیواره داخلی به سمت دیواره بیرونی،  ( )Bn =0
سرعت مماسی ابتدا افزایش و سپس کاهش می‌یابد، با ادامه کاهش 
داخلی صفر  دیواره‌ی  روی  بر  نهایتاً  و  جهت سرعت عوض می‌شود، 
این  در  گردابه  تشکیل  دلیل  به  مماسی  سرعت  رفتار  این  می‌شود. 
، همین  Bn ناحیه است)شکل5(. برای جریان سیال بینگهام با 1=
رفتار تکرار می‌شود. با این تفاوت که اندازه کمینه و بیشینه سرعت 
نقاط  در   ،6 شکل  به  توجه  با  است.  کمتر  نیوتنی  جریان  به  نسبت 
به سمت صفر میل  بیشینه سرعت، مقدار گرادیان سرعت  و  کمینه 
کوچک  ناحیه  آن  در  که  هستند  نقاطی  همان  نقاط  این  و  می‌کند 
پلاگ به وجود می‌آید )شکل 4(. با افزایش عدد بینگهام به مقدار 10، 
همان‌طور که در بالا بیان شد، گردابه از بین می‌رود، بنابراین سرعت 
اطراف  در  پلاگ  ناحیه  تشکیل  نمی‌دهد.  جهت  تغییر  نیز  مماسی 
 ، Bn دیواره داخلی و ناحیه مرده در اطراف دیواره بیرونی برای 10=
سبب صفرشدن گرادیان سرعت در این نواحی می‌شود )شکل 6(. در 
، با فاصله‌گرفتن از دیواره داخلی سرعت کاهش می‌یابد  Bn =100
* صفر می‌شود و مقدار آن، به دلیل تشکیل ناحیه  /r =0 38 و در 
تنها   ، Bn =1000 در  می‌ماند.  باقی  صفر  بیرونی  دیواره  تا  مرده، 

4 

 

  
Figure. 5. Streamlines for Gr=500, Re=10, Pr=10, and different values of Bingham number. 
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Gr   و مقادیر  = 500  ، Pr =10  ، Re شکل 5. خطوط جریان برای 10=
مختلف عدد بینگهام
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Figure 6. The variation of dimensionless tangential velocity at θ=0o for Gr=500, Re=10, Pr=10, and different Bingham 

numbers. 
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 Re =10 ، Pr    برای 10= oθ =0  شکل 6. توزیع سرعت مماسی بی‌بعد در 
Gr ،   و مقادیر مختلف عدد بینگهام = 500

 Fig. 6. The variation of dimensionless tangential velocity
at θ=0o for Gr=500, Re=10, Pr=10, and different Bing�

ham numbers
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یک ناحیه نازک اطراف دیواره داخلی تسلیم می‌شود )شکل 4( و این 
موضوع در شکل 6 نیز به‌وضوح مشخص است. 

برای   oθ =180 در  بی‌بعد  مماسی  سرعت  توزیع  نیز  شکل7  در 
ناحیه  این  در  است.  داده‌شده  نشان  بینگهام  عدد  مختلف  مقادیر 
گردابه‌ای تشکیل نمی‌شود. اما اثر نیروی شناوری سبب می‌شود که با 
فاصله‌گرفتن از دیواره دوار داخلی، مقدار سرعت مماسی برای جریان 
نیوتنی ابتدا کاهش سپس افزایش و مجدداً کاهش یابد و نهایتاً بر روی 
، اثر نیروی شناوری کمتر می‌شود  Bn دیواره بیرونی صفر شود. در 1=
و گرادیان سرعت در فضای بین دو استوانه کاهش می‌یابد و دو ناحیه 
بیشتر  افزایش  با  تشکیل ‌شود.  ناحیه  این  در  مجزا  و  کوچک  پلاگ 
(، این ناحیه وسعت بیشتری پیدا می‌کند و  Bn عدد بینگهام )10=
گرادیان سرعت در ناحیه بزرگ‌تری به سمت صفر میل می‌کند. ناحیه 
با  Bn به دیواره بیرونی نمی‌چسبد و  =100 پلاگ تشکیل‌شده در 
به‌خوبی  موضوع  این   ،)4 )شکل  دارد  باریک  بسیار  فاصله‌ی  آن ‌یک 
سرعت  گرادیان  شکل،  این  به  باتوجه  است.  مشخص   7 شکل  در 
است.  صفر  مخالف  کوچکی،  بسیار  ناحیه  در   ، *r =1 نزدیکی  در 
اثر  ازبین‌رفتن  با   Bn =1000 در  شد،  بیان  بالا  در  که  همان‌طور 
نیروی شناوری، مسئله به یک مسئله متقارن تبدیل می‌شود. مقایسه 

و   )6 )شکل   oθ =0 در   Bn =1000 برای  مماسی  سرعت  توزیع 
oθ )شکل 7(، این موضوع را به‌خوبی نشان می‌دهد.  =180

تغییرات عدد ناسلت-1 -1 
عدد ناسلت موضعی و میانگین بر روی دیواره‌ی داخلی به‌صورت زیر 

تعریف می‌شوند:

در  داخلی،  دیواره‌  روی  بر  موضعی  ناسلت  عدد  توزیع   8 شکل  در 
Gr است، برای مقادیر  = 500 Pr و  =10 ، Re شرایطی که10=
به‌طورمعمول، در حالتی  است.  داده‌شده  نشان  بینگهام  مختلف عدد 
که جریان سیال نیوتنی و جریان سیال تنها ناشی از جابجایی طبیعی 
بالا،  در  ترتیب  به  حرارت  انتقال  میزان  بیشترین  و  کمترین  باشد 
، دامنه روی می‌دهند. دلیل این امر  oθ = 270 ، و پایین،  oθ = 90
صعود  دامنه  بالای  سمت  به  شناوری  براثر  گرم  سیال  که  است  آن 
می‌کند و انباشت سیال گرم در بالای دامنه سبب می‌شود که گرادیان 
دما در بالای دامنه از سایر نقاط کمتر باشد لذا کمترین میزان انتقال 
حرارت در این ناحیه روی می‌دهد. از طرف دیگر، حرکت سیال سرد 
دمایی  گرادیان  بیشترین  که  می‌شود  محفظه سبب  پایین  به سمت 
به شکل  توجه  با  روی دهد.  دامنه  پایین  ناحیه  در  انتقال حرارت  و 
8، زمانی که مکانیسم انتقال حرارت هم طبیعی و هم اجباری است 
Bn به ترتیب در  انتقال حرارت در 0= کمترین و بیشترین میزان 
oθ روی می‌دهند. جابجا‌شدن این نقاط نسبت  = 295 oθ و  =120
به حالت انتقال حرارت طبیعی به دلیل چرخش پادساعت‌گرد دیواره 
Bn روند تغییرات عدد ناسلت بر روی دیواره  داخلی است. در عدد1=
داخلی همانند جریان سیال نیوتنی است با این تفاوت که، به دلیل 
تضعیف‌شدن جریان سیال، در نقاط که میزان انتقال حرارت ماکزیمم 
است عدد ناسلت کاهش می‌یابد و بالعکس در نقاطی که میزان انتقال 
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Figure. 7. The variation of the dimensionless tangential velocity at θ=180o for Gr=500, Re=10, Pr=10, and different values of 

Bingham number. 
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جریان  در  درواقع  می‌یابد.  افزایش  ناسلت  عدد  است  کمینه  حرارت 
سیال  جریان  به  نسب  موضعی  ناسلت  تغییرات  بازه‌  بینگهام  سیال 
ناسلت  تغییرات  بینگهام  عدد  بیشتر  افزایش  با  است.  کمتر  نیوتنی 
برای  به‌نحوی‌که  می‌یابد،  بیشتری  کاهش  دیواره  روی  بر  موضعی 
Bn تغییرات موضعی عدد ناسلت قابل‌اغماض است. دلیل  =1000

افزایش عدد بینگهام و وسعت بیشتر نواحی  با  امر آن است که  این 
تسلیم‌نشده، اثرات نیروی شناوری کمتر می‌شود و هدایت، مکانیسم 
، در  Bn غالب انتقال حرارت می‌شود. با توجه به شکل 8، در 100=
ثابت  نواحی که مناطق مرده وجود دارد میزان انتقال حرارت تقریباً 
است. همچنین با افزایش عدد بینگهام نقاط بیشینه و کمینه ناسلت 

oθ نزدیک می‌شوند. =180 به 
عدد ناسلت میانگین با افزایش عدد بینگهام دائماً کاهش می‌یابد. با 
توجه به جدول 3 این کاهش در اعداد بینگهام کوچک‌تر محسوس‌تر 
و  Bn برای  100= میانگین  ناسلت  عدد  مقدار  که  به‌گونه‌ای  است 

Bn تفاوت چندانی با یکدیگر ندارند. =1000

ضریب گشتاور1 و توزیع تنش مماسی-5 -4 
تعریف ضریب گشتاور به‌صورت نسبت گشتاور مقاوم به حاصل‌ضرب 

1  The torque coefficient

)به‌طور  است  مرسوم   ) / ñu20 5 مشخصه× مشخصه×مساحت  )طول 
برای  تسلیم،  تنش  درنظرگرفتن   TC تعریف  در  البته   .)]21[ مثال 
مقایسه‌ی عادلانه بین موارد که اعداد مختلف بینگهام دارند، ضروری 

است ]22[. لذا ضریب گشتاور به‌صورت زیر تعریف می‌شود:
در رابطه‌ی بالا عمق، برابر واحد در نظر گرفته‌شده است. با توجه به 
با  افزایش می‌یابد.  افزایش عدد بینگهام  با  جدول 2، ضریب گشتاور 
افزایش عدد بینگهام به دلیل افزایش وسعت ناحیه مرده، ناحیه‌ای که 
گرادیان  میزان  لذا  دارد  پهنای کمتری  آن جاری می‌شود  در  سیال 
سرعت و متعاقب آن تنش و ضریب گشتاور افزایش می‌یابد. در شکل 
( بر روی دیواره‌ داخلی در  *

20.5 +
rè

rè
i, y

ôô =
ñV ôθ

9 تنش مماسی بی‌بعد )
اعداد بینگهام مختلف نشان داده‌شده است.

(، همان‌طور که پیش‌ازاین بیان  Bn برای جریان سیال نیوتنی )0=
شد، یک گردابه ساعت‌گرد در سمت راست محفظه تشکیل می‌شود 
داخلی  دیوارهای  بین  فاصله  در  بیشینه سرعت  که  باعث می‌شود  و 
و خارجی رخ دهد. در این ناحیه گرادیان سرعت روی دیوار داخلی 
مثبت و تنش برشی نیز مثبت و در جهت چرخش استوانه داخلی به 
آن وارد می‌شود. در این حالت در سمت چپ محفظه که گردابه‌ای 
رخ  داخلی  دیوار  روی  بر  سیال  سرعت  بیشینه  نمی‌شود،  تشکیل 
می‌دهد  و در سرتاسر فضای بین دیوارهای داخلی و خارجی گرادیان 
سرعت منفی می‌شود و تنش برشی در خلاف جهت چرخش استوانه 
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Figure 8. The variation of the local Nusselt number on the inner wall for Gr=500, Re=10, Pr=10, and different values of 

Bingham number  
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 Re  شکل 8 . توزیع عدد ناسلت موضعی بر روی دیوار داخلی برای ، 10=
Pr  و مقادیر مختلف عدد بینگهام =10  ، Gr = 500

 Fig. 8. The variation of the local Nusselt number on the
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Reو ر مختلف عدد بینگهامبرای مقادی گشتاورب و ضری میانگین : مقادیر عدد ناسلت 3 جدول 10 ،Pr 10 ،Gr  500 

Table 3. The average Nusselt number and the torque coefficient on the inner wall for Gr=500, Re=10, Pr=10, and different 
values of Bingham number. 

 ( iNuناسلت میانگین ) د بینگهامعد
اندازه ضریب 

 (|TC |گشتاور)
0 099/1 818/0 

1 011/1 149/0 

10 011/1 981/0 

100 090/1 009/1 

1000 041/1 011/1 

 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

جدول 3. مقادیر عدد ناسلت میانگین و ضریب گشتاور برای مقادیر 
 Re =10 ، Pr =10 ، Gr = 500 مختلف عدد بینگهام و 

 Table 3. The average Nusselt number and the torque
 coefficient on the inner wall for Gr=500, Re=10, Pr=10,

and different values of Bingham number
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نیوتنی  جریان  در   ،9 شکل  به  توجه  با  می‌شود.  وارد  آن  به  داخلی 
o180θ روی می‌دهد که دلیل  = حداکثر اندازه‌ی تنش مماسی در 
سیال  توده‌ی  حرکت  و  شناوری  نیروی  جهت  مخالف‌بودن  امر  این 
( همچنان نیروی شناوری  Bn است. در اعداد بینگهام کوچک )1=
مؤثر است و در سمت راست همچنان مقدار تنش مثبت است. اما در 
تنش  و  می‌رود  بین  از  اثر شناوری  رفته‌رفته  بزرگ‌تر  بینگهام  اعداد 
اثر  ( )Bn =100 برای  به‌طوری‌که  می‌شود،  منفی  نقاط  تمامی  در 
پیرامون  در  برشی  تنش  و  است  رفته  بین  از  تقریباً  شناوری  نیروی 
ثابت و در خلاف جهت چرخش آن است. در سمت  استوانه داخلی 
راست دامنه نیروی شناوری موافق و در سمت چپ نیروی شناوری 
مماسی  تنش  مقدار  در  تفاوت  سبب  امر  این  و  دارد.  وجود  مخالف 
بینگهام  اعداد  در  تفاوت  این  می‌شود.  داخلی  دیواره‌  روی  بر  بی‌بعد 
کوچک )0، 1 و 10( قابل‌ملاحظه است اما با افزایش اعداد بینگهام 
)100 و 1000( اثر نیروی شناوری کم می‌شود بدین ترتیب تغییرات 
تنش مماسی بی‌بعد در سطح دیواره داخلی نیز کم می‌شود. با توجه 
تنش مماسی  برای  زیگزاگی  رفتار   ،  ( )Bn =10 برای  به شکل 9، 
بینگهام  عدد  این  در  که  است  آن  رفتار  این  دلیل  می‌شود  مشاهده 
به  تسلیم‌شدگی  مرز  درواقع  می‌شود  تشکیل  نازکی  پلاگ  ناحیه‌ی 
دیواره‌ داخلی نزدیک است. مرز تسلیم‌شدگی یک سطح بحرانی است 
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Figure 9. The distribution of the dimensionless shear stress on the inner wall for Gr=500, Re=10, Pr=10, and different values 

of Bingham number  
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 Re  شکل 9. توزیع تنش مماسی بی‌بعد بر روی دیواره‌ی داخلی برای 10=
Pr  ، و مقادیر مختلف عدد بینگهام =10،  Gr = 500

Fig. 9. The distribution of the dimensionless shear stress
on the inner wall for Gr=500, Re=10, Pr=10, and differ� 

ent values of Bingham number

و تنش بر روی این سطح محاسبه می‌شود. این رفتارهای زیگزاگی که 
می‌تواند حاصل از خطای عددی باشد، در این سطح مورد انتظار است.

نتیجه‌گیری-6 
در این پژوهش ابتدا با توسعه حل‌کننده‌ی نرم‌افزار اپنفوم، حل‌کننده‌ای 
به دست آمد که قادر به حل جریان و انتقال حرارت سیال بینگهام 
اعتبارسنجی  از  ناپایا است. پس  از مدل دقیق در شرایط  استفاده  با 
حل‌کننده توسعه‌یافته، از آن برای مطالعه عددی جریان انتقال حرارت 
جابجایی توأم سیال بینگهام در بین دو استوانه هم‌مرکز استفاده شد. 
سرعت،  توزیع  جریان،  خطوط  تسلیم‌نشده،  نواحی  شکل  ارائه  با 
بینگهام  عدد  اثر  مماسی،  تنش  توزیع  و  موضعی  ناسلت  عدد  توزیع 
برای یک هندسه‌ی  و حرارتی جریان  بر مشخصات هیدرودینامیکی 
 ، Pr =10  ، Re =10( ثابت  شرایط  و   ) /AR =0 1( مشخص 
این  از  حاصل  نتایج  گرفت.  قرار  بررسی  و  موردبحث   )Gr = 500

پژوهش به‌صورت زیر قابل جمع‌بندی است. 
• در میدان جریان سیال بینگهام ناحیه‌هایی وجود دارد که 	

به دیواره‌  نواحی  این  از  نواحی سیال جاری نمی‌شود. بعضی  این  در 
ثابت می‌چسبند که ناحیه تسلیم‌نشده مرده نام دارند و بعضی از این 
ناحیه  که  می‌کنند  حرکت  سیال  توده  با  یکپارچه  به‌صورت  نواحی 
نواحی  بینگهام  عدد  افزایش  با  می‌شوند.  نامیده  پلاگ  تسلیم‌نشده 
تسلیم‌نشده مرده توسعه می‌یابند و جریان سیال را تضعیف می‌کنند.

• شناوری 	 نیروی  اثر   ( , )Bn =0 1 کوچک  بینگهام  اعداد  برای   
تأثیرگذار است و در این حالت یک گردابه‌ی ساعت‌گرد در سمت 
راست محفظه تشکیل می‌شود و میدان جریان و انتقال حرارت 

را تحت تأثیر قرار می‌دهد.
• است، 	 تأثیرگذار  شناوری  نیروی  که  کوچک  بینگهام  اعداد  در 

جریان جابجایی طبیعی سبب می‌شود که سیال گرم به سمت 
به سمت  بالایی محفظه حرکت کند. حرکت سیال گرم  ناحیه 
عدد  کاهش  و  دما  گرادیان  کاهش  سبب  محفظه  بالای  فضای 
ناسلت موضعی در این ناحیه می‌شود. و متقابلًا به دلیل حرکت 
سیال سرد براثر جابجایی طبیعی به سمت ناحیه پایینی محفظه، 
گرادیان دما و عدد ناسلت موضعی در این ناحیه افزایش می‌یابد. 
و به‌طورکلی با افزایش عدد بینگهام به دلیل بی‌اثرشدن جابجایی 
طبیعی و تضعیف جریان ناشی از توسعه نواحی تسلیم‌نشده عدد 
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فهرست علائم-7 

1 
 

 فهرست علائم
 علائم انگلیسی

A  s/1، تانسور اول ریویلین اریکسون 
AR  نسبت منظری 
Bn  عدد بینگهام 

TC  گشتاورضریب  
g  2m/s، گرانش 

Gr  عدد گراشف 
h  K2W/mیی، ضریب انتقال حرارت جابجا 

k  W/mKانتقال حرارت رسانشی،  یبضر 
L  s/1گرادیان سرعت،  

l  mی دو دیواره از یکدیگر، فاصله 

Nu  عدد ناسلت موضعی 

Nu  نت میانگیعدد ناسل  
p  pa، فشار 

dp  pa، دینامیکی فشار 

Mp  ( 9ی )عملگر در رابطه 
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