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ارزیابی قابلیت اطمینان صفحه مستطیلی تحت بار کششی درون صفحه‌ای با استفاده از تئوری 
مکانیک آسیب پیوسته

پیمان غلامی*، محمدعلی فارسی

 پژوهشگاه هوافضا، وزارت علوم تحقیقات و فناوری، تهران، ایران

خلاصه:در این مطالعه قابلیت اطمینان صفحات مستطیلی بدون سوراخ و حاوی یک سوراخ دایره‌ای مرکزی تحت بار 
کششی استاتیکی بررسی شده است. برای بررسی شروع و پیش‌روی آسیب از مفاهیم مکانیک آسیب پیوسته با استفاده از 
تحلیل اجزاء محدود استفاده شده است. معادلات سازگاری برای حالت آسیب همسانگرد تک‌جهته برای نمونه مستطیلی 
استخراج شده است و با کدی در نرم‌افزار المان محدود آباکوس اجرا می‌شود. برای بررسی احتمال خرابی نیز از روش مرتبه 
اول/دوم قابلیت اطمینان استفاده شده و تابع حالت حدی و متغیرهای تصادفی طبق مدل مکانیک آسیب به دست آمده 
است. برای نشان‌دادن آسیب، کانتورهای پیشرفت آسیب، نموار نیرو-جابجایی برای قطرهای مختلف رسم شده است. با 
اضافه‌شدن سوراخ مرکزی در صفحه مستطیلی به قطر 2 تا 10 میلی‌متر مقدار بار تخریب تقریباً 60 تا 80 درصد کاهش 
می‌یابد، که این نتایج با توجه به مفاهیم تمرکز تنش هم‌خوانی دارد. نتایج شبیه‌سازی‌شده با آزمایش‌های تجربی مقایسه 
شده و نشان داده می‌شود که نتایج شبیه‌سازی‌شده توسط منحنی نیرو-جابجایی تجربی تأیید می‌شود. در انتها احتمال 
خرابی هریک از صفحات با قطرهای مختلف تقریب زده و نیز تحلیل حساسیت بر روی پارامتر ضریب تغییرات انجام شده 
است. قابلیت اطمینان نمونه مذکور با قطر 10 میلی‌متر کمترین مقدار را دارد، در حالی که صفحه بدون سوراخ بالاترین 

میزان را دارد و در بین متغیرهای تصادفی، آسیب بحرانی بیشترین اثر را روی قابلیت اطمینان دارد.
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مقدمه-1 
روبوتنوف ]2[  و  آثار کاچانف ]1[  به  پیوسته متکی  مکانیک آسیب 
بارگذاری  تحت  فلزات  خزش  گسیختگی  براساس  را  آن  که  است 
ریز  حفره‌های  و  ترک  که  دریافتند  آن‌ها  گرفتند.  درنظر  تک‌محوره 
با بارگذاری افزایش می‌یابد و توانایی تحمل بار را کاهش می‌دهد و 
برای توصیف رفتار تخریب مواد از یک پارامتر اسکالر استفاده کردند. 
ایده اصلی این تئوری یک چالش برای مفهوم قدیمی مکانیک مواد در 
حالت "کامل" و "شکست" است و اشاره می‌کند که یک مرحله میانی 
بین حالت کامل و شکست نهایی وجود دارد. این آثار بعداً در چارچوب 
بارگذاری  کلی  روند  توصیف  منظور  به  برگشت‌ناپذیر  ترمودینامیک 
سه‌بعدی ]3[ گسترش یافته است. سه مفهوم برای مدل‌سازی اثرات 
آسیب در روش مکانیک آسیب پیوسته وجود دارد. مورد اول، مفهوم 
و  لیمیتره  به  که  است  کرنش  هم‌ارزی  فرضیه  با  همراه  مؤثر  تنش 
مؤثر  داده می‌شود ]4, 5[. مورد دوم، مفهوم کرنش  چابوچه نسبت 
معرفی  جو  و  سیمو  توسط  که  است  تنش  هم‌ارزی  فرضیه  با  همراه 
کوردبویس  توسط  بار  نخستین  که  آخر،  مفهوم   .]7  ,6[ است  شده 

مؤثر  تنش  و  مفاهیم کرنش  از  است،  معرفی شده  و سیدوروف ]8[ 
کلی،  طور  به  دارد.  نیاز  انرژی  تعادل  اصل  به  و  می‌کند  استفاده 
مدل‌های مکانیک آسیب پیوسته از این فرضیه استفاده می‌کنند که 
توابع پاسخ ناشناخته برای ماده آسیب‌دیده واقعی، از توابع ساخته‌شده 
برای موادی که فرض می‌شود بدون آسیب‌ است به‌دست می‌آید. در 
بیان  مؤثر  و کرنش  تنش  متغیرهای  نظر  از  پاسخ  توابع  بعد،  مرحله 

می‌شوند و فرض می‌شود که معلوم هستند.
آسیب  تکامل  بر  سه‌محوری  تنش  تأثیر   ]9[ همکارانش  و  بونورا 
این  در  کردند.  بررسی  نظری  و  تجربی  دیدگاه  از  فلزات  در  را  نرم 
المان  طریق  از  پلاستیک  کرنش  با  سه‌محوری  تنش  تکامل  مطالعه 
محدود تعیین شده است. نشان داده شده است که تنش سه‌محوری 
در تکامل آسیب نقش عمده‌ای دارد و پیش‌بینی‌های مدل مکانیک 
آسیب پیوسته با داده‌ها و نتایج تجربی تطابق خوبی دارد. برونيگ و 
همکارانش ]10[ یک روش کلی برای تعیین کمی معیارهای آسیب 
برای هر نوع مواد نرم تدوین کردند. برای به‌دست‌آوردن اعتبار روابط 
آسیب،  معیارهای  در  مجهول  پارامترهای  همچنین  و  سازگاری 
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تنشی  نمونه‌های  روی  بر  آزمایش  از جمله  آزمایشات  از  مجموعه‌ای 
با   ]11[ مامیا  و  مالچر  است.  شده  انجام  شکاف‌دار  پیش  از  و  صاف 
اصلاح یک پارامتر مدل آسیب، که به عنوان ثابت ماده، تابعی از تنش 
سه‌محوری و زاویه بارگذاری است، مدل آسیب لیمیتره ]4[ را بهبود 
دادند. وونگ نگوین ]12[ تکامل آسیب و شروع شکست در نمونه‌های 
ناچ‌دار را با استفاده از آنالیز المان محدود و مکانیک آسیب پیوسته 
و  عددی  نتایج  با  را  انجام‌شده  شبیه‌سازی‌های  نتایج  و  کرد  بررسی 
تجربی سایر مقالات مقایسه کرده است و توافق خوبی بین آن‌ها برقرار 
بوده است. مجزوبی و همکارانش ]13[ با استفاده از مفاهیم مکانیک 
آسیب پیوسته به بررسی میزان کرنش پلاستیک معادل در شکست 
نمونه‌های آلومینیومی ناچ‌دار و معرفی رابطه‌ای برای بیان اثر ضریب 
تنش سه‌محوری در محدوده تنش متوسط پرداختند. در این مطالعه 
یک مدل آسیب غیرخطی استفاده و پارامترهای آن با استفاده از روش 
نمونه‌های  در  کشش  آزمون  از  استفاده  با  تجربی/عددی/بهینه‌سازی 
ساده تعیین می‌شود. در ادامه گسترش مدل‌های شکست برای مواد 
 ]14[ همکارانش  و  رازانیکا  پیوسته،  آسیب  مکانیک  براساس  نرم 
محرک  جدید  انرژی  براساس  خرابی  مدل‌سازی  برای  را  رویکردی 
این  ارائه کردند.  اتلاف است،  و  انرژی ذخیره شده  آسیب که شامل 
اتلاف  شروع  که  است  همراه  آسیب  آستانه  با  آسیب  محرک  انرژی 
مدل  کارایی  نشان‌دادن  برای  کنترل می‌کند.  را  غیرالاستیک  آسیب 
بونورا و همکارانش  استفاده شده است.  از داده‌های تجربی  ارائه‌شده 
نشان  نرم  فلزات  در  جوانه‌زنی  میکرومکانیکی  مدل‌سازی  با   ]15[
افزایش تنش سه  با  برای شروع آسیب  نیاز  داده‌اند که کرنش مورد 
محوری به صورت نمایی کاهش می‌یابد. در نتیجه آن‌ها این ویژگی را 
با مفاهیم مکانیک آسیب پیوسته ترکیب، و یک رابطه پدیدارشناختی 
فراهم  محوری  سه  تنش  با  آسیب  آستانه  کرنش  وابستگی  برای  را 
شکست  پیش‌بینی  برای  ارائه‌شده  آسیب  مدل  فرمولاسیون  کردند. 
نرم میله‌های بدون ناچ و ناچ‌دار تحت کشش استفاده شده و قابلیت 
از مکانیک  استفاده  با  نیز  اثبات رسیده است. گنجیانی ]16[  به  آن 
آسیب پیوسته یک مدل شکست تعمیم‌یافته برای مواد نرم با توجه به 
پارامترهای تنش سه ‌محوری و زاویه بارگذاری پیشنهاد داد. به منظور 
اعتبارسنجی قابلیت مدل، مدل پیشنهادی با استفاده از سابروتین در 
در برنامه المان آباکوس اجرا شده و نتایج آن با داده‌های تجربی در 

طیف گسترده‌ای از محاسبات تنش مقایسه شده است.

از جمله هدف اصلی این مطالعه، ترکیب تئوری مکانیک آسیب پیوسته 
با قابلیت اطمینان برای تحلیل شکست نرم با آسیب همسانگرد است. 
به همین منظور در ابتدا روابط مربوط به آسیب همسانگرد با استفاده 
معادله  و سپس  استخراج می‌شود  پیوسته  آسیب  مکانیک  تئوری  از 
سازگاری حالت الاستیک-پلاستیک مواد نرم به دست خواهد آمد. در 
ادامه برای پیش‌بینی رابطه نیرو-جابجایی و شکست نهایی یک صفحه 
مستطیلی تحت بار کششی درون صفحه‌ای، از سابروتین در نرم‌افزار 
نیز  اطمینان  قابلیت  بررسی  برای  است.  استفاده شده  محدود  المان 
روش مرتبه اول/دوم قابلیت اطمینان و تابع حالت حدی و متغیرهای 

تصادفی طبق مدل مکانیک آسیب پیوسته استفاده شده است.

تئوری مکانیک آسیب پیوسته-2 

2-1- فیزیک و متغیرهای آسیب
یا  حفره‌ها  رشد  و  ایجاد  جامد،  مواد  در  مکانیکی  نظر  از  آسیب، 
پیوسته  محیط  یک  در  ناپیوستگی  ایجاد  باعث  که  ریزحفره‌هاست 
کرنش‌های  به  مربوط  همیشه  آسیب  فیزیکی،  دیدگاه  از  می‌شود. 
در  است.   کرنش  اتلاف  کلی  طور  به  و  برگشت‌ناپذیر  یا  پلاستیکی 
تعریف  معرف،  المان حجمی  یک  پیوسته،  آسیب  مکانیک  مهندسی 
داده  نشان  همگن  متغیرهای  با  خواص  تمام  آن  در  که  می‌شود 
می‌شوند. متغیر آسیب از نظر فیزیکی توسط چگالی سطحی حفره‌ها با 
DSδ بر سطح صفحه بریده‌شده از المان  تقسیم مجموع سطح حفره‌ها 
بردار  با  برای صفحه  بنابراین  می‌شود.  مشخص   Sδ معرف  حجمی 
n که دارای چگالی حداکثر است، آسیب اسکالر را می‌توان به  نرمال 

صورت زیر نوشت:

نباشد  وابسته  به جهت  باشد و خواص آن  اگر آسیب همسانگرد  که 
این  در  که  بود  نخواهد  نرمال  بردار  به  وابسته   ( )nD  اسکالر  متغیر 

صورت متغیر آسیب به صورت زیر نوشته خواهد شد:

که می‌تواند برای مسائل یک‌بعدی و همچنین تقریب تکامل آسیب 
سه‌بعدی نیز استفاده شود.
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2-2- مفهوم تنش موثر
معادله  هر  کرنش1  هم‌ارزی  اصل  همراه  به  موثر  تنش  مفهوم  طبق 
سازگاری ماده آسیب‌دیده ممکن است به همان روشی که برای یک 
تنش  اینکه  جز  به  شود،  حاصل  می‌آید  به‌دست  آسیب  بدون  ماده 
معمول با تنش مؤثر جایگزین می‌شود. بنابراین معادله سازگاری طبق 
کرنش و آسیب براساس تنش اعمالی بر صفحه معادل المان حجمی 
) به  )DS S Sδ δ δ= − معرف بدون حضور مساحت حفره‌ها و ریزحفره‌ها 
دست می‌آید. در این صورت برای حالت تک‌محوری آسیب همسانگرد، 

تنش موثر به صورت زیر تعریف می‌شود: 

D براساس تغییرات مدول الاستیسیته  براساس این اصل، متغیر آسیب 
) سفتی ماده  )E D تعریف می‌شود، که   0 0( )D E E D E= − به صورت 
D بین  0E سفتی ماده بدون آسیب است. پارامتر اسکالر  آسیب‌دیده و 
بیانگر حالت کامل و   0D = 0 که  1D≤ ≤ 0 و 1 متغیر است، یعنی 

نشان‌دهنده شکست نهایی است. 1D =  

2-3- چارچوب ترمودینامیکی برای پاسخ مواد
با  ولی  است،  کلاسیک  جامدات،  الاستیک  پاسخ  نظری  درمان   
کلاسیک  تئوری  از  ساده  بسط  یک  دیگر  آسیب،  درنظرگرفتن 
الاستیسیته نخواهد بود. رویکرد مکانیک آسیب پیوسته که در ادامه 
توضیح داده می‌شود مبتنی بر ترمودینامیک می‌باشد و طبیعتاً برای 
را گسترش  آن  می‌توان  است. همچنین  مناسب  ترمومکانیکی  پاسخ 
همچنین  و  مغناطیسی  و  الکتریکی  مانند  غیرمکانیکی  اثرات  تا  داد 
به  برگشت‌ناپذیر  ترمودینامیک  تئوری  گنجاد.  خود  در  را  شیمیایی 
عنوان یک چارچوب منطقی برای تدوین یکپارچه معادلات سازگاری 

1  Principle of strain equivalence

و تکامل مواد الاستیک-پلاستیک و آسیب استفاده شده است ]17[. 
در ابتدا باید انرژی آزاد2 که رابطه متغیرهای حالت داخلی و نیروهای 
تکامل  اتلاف3 که  تابع  را مشخص می‌کند، و همچنین  مزدوج آن‌ها 
متغیرهای حالت داخلی را توصیف، و سطح بارگذاری که محدودیت 

منطقه الاستیک را تجویز می‌کند تعریف شوند. 
متغییرهای حالت داخلی، قابل مشاهده و داخلی، براساس مکانیسم 
فیزیکی تغییر شکل و تخریب ماده همانند جدول 1 انتخاب می‌شوند.

2-4- آنرژی آزاد گیبس برای آسیب همسانگرد
طبق اصل هم‌ارزی کرنش معادل، انرژی آزاد گیبس برای حالت آسیب 

همسانگرد را می‌توان به صورت زیر نوشت ]18[:

ν نسبت پواسون است. کرنش الاستیک  E مدول الاستیسیته و  که 
برابر است با ]18[: 

با  بود  خواهد  برابر  آسیب  مزدوج  متغیر   ،Y انرژی آزادسازی  نرخ  و 
:]18[

2  Free energy
3  Dissipation function
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 : متغیرهای حالت و مزدوج  1 جدول

Table 1. State and associated variables  

 متغیرهای مزدوج متغیرهای حالت نوع مکانیسم
 داخلی قابل مشاهده

 ij - ij تانسور ستیسیتهلاا
 T - s اسکالر آنتروپی

p - تانسور پلاستیسیته
ij ij 

 r R - اسکالر ایزوتروپیکشوندگی سخت
 D Y - (همسانگرداسکالر ) آسیب

 

 آلیاژ آلومینوماص خو یآمار یژگیو:  2 جدول

Table 2. Statistical characteristic of material properties of aluminum alloy  

 نوع توزیع ضریب تغییرات میانگین متغیر تصادفی
 نرمال cD 902/0 00/0آسیب بحرانی 

 نرمال E 57 07/0مدول الاستیسیته 
 نرمال pR 33/0 07/0کرنش گیسختگی 
 نرمال pD 0317/0 07/0کرنش پلاستیک 

 
 
 

 مقایسه بار تخریب صفحات  3 جدول

Table 3. Comparison of rupture load between plates 

 مترمیلی 10 مترمیلی 0 مترمیلی 7 مترمیلی 3 مترمیلی 9 بدون سوراخ صفحه
 0/3023 10/3510 30/3679 63/7953 57/7661 90/13031 خریببار ت

)%( - 02/72 02/61 30/66 12/53 63/55 
 

 

 

 

 

 

جدول 1. متغیرهای حالت و مزدوج 
 Table 1. State and associated variables
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تنش   3
2

D D
eq ij ijσ σ σ= هیدرواستاتیکی،  تنش   3H kkσ σ= آن  در  که 

D است. 
ij ij H ijσ σ σ δ= − معادل فون میسز و 

 
2-5- تابع اتلاف برای آسیب همسانگرد

f با استفاده از معیار  در حالت آسیب همسانگرد، تابع معیار پلاستیک
فون میسز به صورت مجموعی از تنش معادل فون میسز موثر، تنش 

yσ نوشته می‌شود: R و تنش تسلیم  سخت‌شوندگی ایزوتروپیک

که 

و نرخ متغیرداخلی سخت‌شوندگی ایزوتروپیک نیز به صورت زیر بیان 
می‌شود ]18[:

ضریب پلاستیسیته1 است. در نتیجه کرنش پلاستیک را می‌توان  λ که 
به صورت زیر نوشت:

 از طرفی نرخ کرنش پلاستیک تجمعی هم برابر می‌شود با ]18[:

انسدادهای  یا  جابجایی‌ها  تراکم  به   R ایزوتروپیک سخت‌شوندگی 
در سطح  آن  اندازه  رشد  نشان‌دهنده  و  می‌شود  مربوط  آن  از  ناشی 
ایزوتروپیک  سخت‌شوندگی  برای  زیادی  مدل‌های  است.  تسلیم 
درنظر می‌گیرند که مدل نمایی یکی از آن‌هاست که شبه‌اشباع‌شدن 
سخت‌شوندگی کرنش در هنگام آسیب را تضمین می‌کند، و به صورت 

زیر بیان می‌شود:

1  Plastic multiplier

∞R پارامترهای ماده و وابسته به دما هستند. متغیر b و  که در آن 
p تا زمانی که هیچ  r برابر است با کرنش پلاستیک انباشته شده 

.) 0D = آسیبی وجود ندارد )

مکانیزم آسیب-3 
3-1- شروع تخریب

می‌دهد  نشان  پلاستیک،  بارگذاری  طول  در  آسیب  اندازه‌گیری 
پلاستیک  کرنش  به  رسیدن  از  قبل  مکانیکی  آسیب  هیچ‌گونه  که 
ایجاد  میکرو  یا  مزو  مقیاس  در   ، Dp انباشته‌شده  یا  برگشت‌ناپذیر 
Dp تا حدودی به مواد بستگی دارد اما با نوع  نمی‌شود.  این آستانه
بارگذاری نیز تفاوت‌های زیادی را نشان می‌دهد. این بدان دلیل است 
که شروع آسیب در حقیقت به مقدار انرژی لازم برای نهفتگی نقص، 
Dw ماده مربوط می‌شود. به عبارتی  به عنوان آستانه انرژی ذخیره‌شده 
 Dw می‌توان گفت که هنگامی که انرژی ذخیره‌شده به مقدار آستانه 
برسد آسیب ایجاد می‌شود که نشان می‌دهد بارگذاری آستانه آسیب 

Dp وابسته است. به کرنش پلاستیک انباشته‌شده 

3-2- رشد آسیب
طبق چارچوب ترمودینامیک، قانون تکامل آسیب، ناشی از پتانسیل 
تضمین  ترمودینامیکی  روش  است.   DF آسیب تابع  ویژه  به  و  اتلاف 
، متغیر مزدوج آن D می‌کند که متغیر اصلی حاکم بر تکامل آسیب 

Y، میزان آزادسازی چگالی انرژی است. بنابراین می‌توان گفت تابع 
بسیاری  است.   Y از تابعی  اول  در درجه   DF اتلاف  پتانسیل آسیب 
از مشاهدات و آزمایشات نشان می‌دهد که این آسیب توسط کرنش 

λ اداره می‌شود ]18[: پلاستیک که از طریق 

بسته به آگاهی از نتایج تجربی، هدف استفاده و توانایی سازنده مدل، 
DF گزینه‌های بسیاری وجود دارد. یکی از  برای شکل تحلیلی تابع 

این ساده‌ترین مدل‌ها طبق داده‌های تجربی برابر است با ]18[:
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که طبق معادلات )9(، )11( و )13(:

آسیب،  رشد  انتهای  در  هستند.  دما  تابع  و  ماده  ثابت   S و  s که 
هنگامی که چگالی نقایص به مقداری می‌رسد که فرایند موضعی‌شدن 
به جوانه‌زنی  مزو شروع  مقیاس  در  ترک  می‌یابد،  توسعه  بی‌ثباتی  و 
) بیشترین مقدار  )nD  می‌کند و این بدان معناست که در صفحه‌ای که 
cD با توجه به خواص ماده  cD است که آسیب بحرانی  D= است 

تعریف می‌شود. 
از دیدگاه انرژی الاستیک، با توجه به رابطه سازگاری و با توجه به این 
e تعریف می‌شود، نرخ 

e ij ijdw dσ ε= به صورت  ew که انرژی الاستیک  
آزادسازی چگالی انرژی به صورت زیر تعریف خواهد شد:

دلیل  به  انرژی  چگالی  آزادسازی  نرخ  که  می‌کند  بیان  فوق  رابطه 
انرژی مشابه  توسعه آسیب است و به عبارتی نرخ آزادسازی چگالی 
G در مکانیک شکست است. همان‌طور  نرخ آزادسازی انرژی کرنشی
که گفته شده است یک ماده زمانی شروع به شکست می‌کند که مقدار 
cD برسد. مطابق تفسیر گفته‌شده در بالا  D به مقدار بحرانی  آسیب 
Y، می‌توان گفت معیار شکست به صورت زیر  از متغیر مزدوج آسیب

بیان می‌شود:

 آنالیز قابلیت اطمینان -4
وظایف  درست  انجام  برای  سیستم  یک  توانایی  اطمینان،  قابلیت 
مورد  زمانی  بازه  یک  در  ازپیش‌تعریف‌شده  عملیاتی  در شرایط  خود 
انتظار است. به عبارت دیگر، قابلیت اطمینان نوعی احتمال است که 
روابط بین عملکرد یک سیستم و آنچه را که مورد انتظار است، برقرار 
می‌کند. تجزیه و تحلیل قابلیت اطمینان، احتمال خرابی یک ساختار 
یا یک سیستم را بر اساس تابع حالت حدی یا تابع خرابی آن ساختار/

سیستم اندازه‌گیری می‌کند.

در این مطالعه از روش مرتبه اول/دوم قابلیت اطمینان برای احتمال 
گسیختگی و خرابی صفحه مستطیلی تحت بار کششی درون صفحه‌ای 

با استفاده از معیارهای مکانیک آسیب پیوسته پرداخته می‌شود.

4-1- مرتبه اول قابلیت اطمینان
نام روش مرتبه اول قابلیت اطمینان از این واقعیت ناشی می‌شود که 
) با مرتبه اول بسط تیلور تقریب زده می‌شود ]19[.  )g x تابع عملکرد 
حدود  و  غیرخطی  صورت  به   ( )¡  Xf X احتمال چگالی  تابع  معمولا 
، چندبعدی و غیرخطی می‌باشد. بنابراین در این  ( )g x انتگرال‌گیری، 
روش از بسط تیلور برای ساده‌سازی تابع زیر انتگرال و تقریب خطی 
حدود انتگرال استفاده می‌شود. برای انجام تحلیل قابلیت اطمینان با 
به   ( )1 2, , , nX X X X= … تصادفی  اول متغیرهای  این روش در مرحله 
) تبدیل می‌شود که از  )1 2, , , nU U U U= … یک فضای نرمال استاندارد 
توزیع نرمال استاندارد پیروی می‌کنند. پس از تبدیل، تابع عملکرد به 

صورت رابطه زیر بیان می‌شود:

به   ( )g U تابع  تا  می‌شود  استفاده  تیلور  اول  مرتبه  بسط  از  سپس 
صورت زیر نوشته شود:

نقاط   ( )* * * *
1 2, , ., nu u u u= … خطی‌شده،  عملکرد  تابع   ( )L U که   

داشتن  برای  است.   *u در   ( )g U گرادیان   ( )*g u∇ و  بسط‌‌داده‌شده 
، باید در نقطه‌ای بسط داده شود  ( )g U بالاترین دقت، تابع عملکرد 
دیگر  عبارت  به  باشد.  داشته  انتگرال‌گیری  در  را  بیشترین سهم  که 
تابع چگالی احتمال دارای بالاترین مقدار باشد. بنابراین نقطه‌ای که 
می‌کند،  تولید   ( ) 0g U = در  را  احتمال  چگالی  تابع  مقدار  بالاترین 
به عنوان محتمل‌ترین نقطه1 نامیده می‌شود. با حداکثررساندن تابع 
محل   ( ) 0g U = حدی  حالت  در   ( )Uf u مشترک  احتمال  چگالی 
چگالی  تابع  بیشینه‌کردن  شد.  خواهد  مشخص  نقطه  محتمل‌ترین 
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uβ ، شاخص قابلیت  = U است. به حداقل فاصله تا مبدا در فضای 
بیان  زیر  رابطه  اطمینان توسط  قابلیت  اطمینان می‌گویند. درنتیجه 

می‌شود ]19[:

Φ، تابع توزیع تجمعی توزیع نرمال استاندارد است. که در آن 

روش مرتبه دوم قابلیت اطمینان-1 -1 
همان‌طور که از نام آن پیداست، روش قابلیت اطمینان مرتبه دوم، از 
مرتبه دوم بسط تیلور برای تقریب تابع عملکرد در محتمل‌ترین نقطه، 
u* استفاده می‌کند. این تقریب توسط رابطه زیر بیان می‌شود ]19[:

) ماتریس هسین1 در محتمل‌ترین نقطه است. بنابراین  )*H u′  که 
قابلیت اطمینان را می‌توان به صورت زیر به دست آورد:

) در  )g U ik بیانگر iامین انحنای2 اصلی تابع عملکرد  که در آن  
محتمل‌ترین نقطه است.

چارچوب مدل‌سازی-5 
در تغییر شکل الاستیک-پلاستیک تحت بارگذاری تک محوره، سخت 
شوندگی مواد را می‌توان معمولاً با تئوری سخت شوندگی همسانگرد 
پلاستیک توصیف کرد. بنابراین معادله سازگاری الاستیک-پلاستیک 
مواد با سخت‌شوندگی همسانگرد با آسیب همسانگرد که در قسمت‌ 
3 به دست آمده است برای حالت تک محوری به صورت زیر خلاصه 

می‌شود:

1  Hessian
2  Curvature

σ* تنش ثابتی است که از بارگذاری تک محوری کششی درون  که 
‌صفحه‌ای به وجود آمده است. همچنین در حالت بارگذاری یکنواخت 
pDε آستانه آسیب  D می‌باشد که pDp p ε= =   ، Dw در مقدار آستانه 

در تنش خالص است. 
از نظر فیزیکی، آسیب نرم اساساً تجزیه اتمی به دنبال جابجایی در 
انعقاد حفره‌های ناشی از تغییر شکل‌های بزرگ در  فلزات یا رشد و 
مجاورت اجزاء در فلزات و پلیمرها است. با توجه به تغییر شکل‌های 
 uσ نهایی  تنش  در  اشباع  کرنش  سخت‌شدن  به  مربوط  که  بزرگ 
برای  محوره  تک  یکنواخت  تنش  در   f پلاستیک معیار  تابع  است، 

آسیب نرم برابر است با:

نرخ آزادسازی چگالی انرژی تقریباً ثابت است:

و طبق قانون آسیب )15( و با توجه به معادله )23-ز( خواهیم داشت:

pDε آستانه آسیب در تنش خالص است. با انتگرال‌گیری ساده از  که
cD در شروع مزوترک  معادله )26(، رابطه‌ی بین مقدار بحرانی آسیب 

pRε به صورت زیر بیان می‌شود: و کرنش پلاستیک گسیختگی 

با جایگزینی معادله )27( در )26( خواهیم داشت:
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و با انتگرال‌گیری از رابطه )28( در بارگذاری یکنواخت خواهیم داشت:

رابطه  به  توجه  با  و   Rσ تنش شکست تک محوری  درنظرگرفتن  با 
به  نیز  بحرانی  انرژی  چگالی  آزادسازی  نرخ  انرژی،  الاستیک  انرژی 

صورت زیر نوشته خواهد شد:

معادله سازگاری مواد و معادله رشد آسیب به صورت کد، نوشته شده 
آباکوس  تجاری  محدود  المان  نرم‌افزار  در  سابروتین  از  استفاده  با  و 
با  آسيب‌  توصيف  براي  نوشته‌شده  سابروتین  است.  شده  پیاده‌سازی 
0E مورد استفاده قرار گرفت.  استفاده از انحطاط مدول الاستیسیته 
سابروتین  در  می‌دهد.  نشان  را  سابروتین  این  از   استفاده   1 شکل 
رشد  مقدار  انتها  در  و  انرژی  چگالی  آزادسازی  نرخ  مقدار  مذکور 
آستانه  به سطح  آیا  بررسی می‌کند که  و  را محاسبه می‌کند  آسیب 
بحرانی تعیین‌شده رسیده‌ است یا خیر. در صورت بروز هرگونه آسیب، 
متغیرهای آسیب مطابق معادلات به‌روز می‌شوند و رفتار ماده بر اساس 

وضعیت آسیب به‌روزشده تحت تأثیر قرار می‌گیرد.
تحلیل، صفحه  مورد  نمونه  گفته شده  که  مطالعه همان‌طور  این  در 
 ،3  ،2 مختلف  های  قطرهای  با  و سوراخ‌دار  بدون سوراخ  مستطیلی 
5، 8، 10 میلی‌متر از جنس آلومینیوم 2024 است. نمونه‌های بدون 
از  با استفاده  و  مدل‌سازی  آباکوس  نرم‌افزار  در  سوراخ‌دار  و  سوراخ 
المان پوسته‌ای 4 نقطه‌ای S4R مش‌بندی شده‌اند و مش‌ها در اطراف 
سوراخ‌ها برای تمامی نمونه‌های سوراخ‌دار همانند شکل 2 بهبود داده 

شده است. 
برای انجام تجزیه و تحلیل قابلیت اطمینان، تابع حالت حدی متناسب 
در  آسیب  پیش‌بینی  منظور  به  است.  نیاز  مورد  سیستم،  ساختار  با 
آسیب همسانگرد  معیار  پیوسته،  آسیب  مکانیک  اساس  بر  نرم  مواد 
معرفی‌شده در این تئوری مورد استفاده قرار می‌گیرد. بنابراین وقتی 
Y بیش از نرخ آزادسازی چگالی انرژی  نرخ آزادسازی چگالی انرژی
با دانستن  افتاد.  اتقاق خواهد  cY شود، آسیب در این حالت  آستانه 
زیر  شرح  به  می‌تواند  حالت  این  برای  حد  حالت  تابع  موضوع،  این 

تنظیم شود:

حالت  در  انرژی  چگالی  آزادسازی  نرخ  قبل،  بخش‌های  به  توجه  با 
ثابت  تنش  تحت  که  درون ‌صفحه‌ای  کششی  تک‌محوری  بارگذاری 
σ* قرار دارد با استفاده از رابطه )23-ز(، به دست آمده است.  σ=

به‌دست  رابطه )30(  نیز توسط  بحرانی  انرژی  آزادسازی چگالی  نرخ 
می‌آید. در نتیجه معادله فوق را می‌‌توان به صورت زیر بیان کرد:
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Fig. 1. Flowchart of subroutine 

 فلوچارت سابروتین : 1 شکل 
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با توجه به معادلات )29( و )32( در تابع حالت حد فوق، چهار منبع 
با  است  برابر  تصادفی  متغیرهای  بردار  و  دارد  وجود  قطعیت  عدم 
. عدم قطعیت‌های مربوط به خواص مواد باید  ( )X , , ,c pR pDD E ε ε=

با انجام تعداد مناسب آزمایش و مدل‌سازی احتمالی نتایج به‌دست‌آید. 
برای صفحه مورد نظر متغیرهای تصادفی به همراه مقدار میانگین و 

ضریب تغییرات آن‌ها در جدول 2 ارائه شده است. 
شاخص حساسیت نیز پارامتر دیگری است که برای ارزیابی متغیرهای 
تصادفی روی احتمال شکست استفاده می‌شود که از رابطه )20( به 
iX و    شاخص حساسیت متغیر تصادفی 

iXSI دست می‌آید و در آن 
) می‌باشد ]20[:  ) ig X X∂ ∂ مشتق تصادفی 

نتایج عددی-6 
روش اشاره‌شده در بالا براساس مکانیک آسیب پیوسته برای صفحه 
مستطیلی تحت بار کششی درون صفحه‌ای، در نرم‌افزار آباکوس به کار 
گرفته شده‌اند و در این بخش نتایج عددی مدل‌سازی انجام‌شده بیان 
می‌گردد. برای اعتبارسنجی روش مذکور، داده‌های شبیه‌سازی‌شده با 
استفاده از روش تئوری مکانیک آسیب با داده‌های تجربی نویسندگان 
در مراجع ]21, 22[ برای نمونه سوراخ‌دار با قطر 10 میلی‌متر مقایسه 
داده‌های  است  مشاهده  قابل   3 شکل  در  که  همان‌طور  و  می‌شود 

شبیه‌سازی تقریباً با داده‌های تجربی مطابقت دارد.
پیشرفت آسیب شبیه‌سازی‌شده با استفاده از کانتورهای آسیب برای 
صفحات مستطیلی با سوراخ برای دو قطر 5 و 10 میلی‌متر در شکل 4 
نشان داده شده است. همان‌طور که قابل مشاهده است محل بیشترین 
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 : متغیرهای حالت و مزدوج  1 جدول

Table 1. State and associated variables  

 متغیرهای مزدوج متغیرهای حالت نوع مکانیسم
 داخلی قابل مشاهده

 ij - ij تانسور ستیسیتهلاا
 T - s اسکالر آنتروپی

p - تانسور پلاستیسیته
ij ij 

 r R - اسکالر ایزوتروپیکشوندگی سخت
 D Y - (همسانگرداسکالر ) آسیب

 

 آلیاژ آلومینوماص خو یآمار یژگیو:  2 جدول

Table 2. Statistical characteristic of material properties of aluminum alloy  

 نوع توزیع ضریب تغییرات میانگین متغیر تصادفی
 نرمال cD 902/0 00/0آسیب بحرانی 

 نرمال E 57 07/0مدول الاستیسیته 
 نرمال pR 33/0 07/0کرنش گیسختگی 
 نرمال pD 0317/0 07/0کرنش پلاستیک 

 
 
 

 مقایسه بار تخریب صفحات  3 جدول

Table 3. Comparison of rupture load between plates 

 مترمیلی 10 مترمیلی 0 مترمیلی 7 مترمیلی 3 مترمیلی 9 بدون سوراخ صفحه
 0/3023 10/3510 30/3679 63/7953 57/7661 90/13031 خریببار ت

)%( - 02/72 02/61 30/66 12/53 63/55 
 

 

 

 

 

 

جدول 2.  ویژگی آماری خواص آلیاژ آلومینوم
 Table 2. Statistical characteristic of material properties

 of aluminum alloy

3 
 

(26) 
2

( ) ( ) ;          
2

s u
p p pD

YD p
S ES


  = =   

 
(27) 

2

( ) ( )
2

su
c pR pDD

ES


 = −  
 

(28) ;          c
p p pD

pR pD

D
D   

 
= 

−
 

 

(29) p pD
c

pR pD

D D
 
 

−
=

−
 

 

(30) 
2

2

( )
1 2 (1 )

e R
c

c

w
Y

D E D


= =
− −

 
 

(31)  ( )X cg Y Y= − 

 

(32)  ( )
2 * 2

2 2

( ) ( )
2 (1 )

X
2 (1 )

R

c

g
E D E D
 

−
− −

= 

 

(33)  

( )

( )
i

i
X

i

g X
X

SI
g X

X

 
  =

       


 

 
  

)33(

2 
 

 

 
 ()ب )الف(

 
Fig. 3. (a) Experimental specimen, (b) Comparisons of stress-strain response between experiment and 

continuum damage mechanics 
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Fig. 4. Damage contour plots, (a) 5 mm, (b) 10 mm  
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Fig. 3. (a) Experimental specimen, (b) Comparisons of stress-strain response between experiment and continuum dam-

age mechanics

2 
 

 

 
 ()ب )الف(

 
Fig. 3. (a) Experimental specimen, (b) Comparisons of stress-strain response between experiment and 

continuum damage mechanics 

 کرنش تجربی و تئوری مکانیک آسیب پیوسته-مقایسه رابطه تنش)الف( نمونه واقعی آزمایش، )ب( :  3 شکل 

 
 

 
 

 

 
 

 )ب(  )الف(
Fig. 4. Damage contour plots, (a) 5 mm, (b) 10 mm  

 مترمیلی 10قطر متر، )ب( میلی 5)الف( قطر  کانتورهای پیشرفت آسیب:  4 شکل 
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مقدار آسیب در لبه سوراخ است و با گذشت زمان تا لبه آزاد افزایش 
می‌یابد. 

از  به‌دست‌آمده  بار-جابجایی  منحنی  آسیب،  مدل  نشان‌دادن  برای 
المان محدود برای صفحه مستطیلی بدون سوراخ و سوراخ‌دار تحت 
بار  مقدار  بیشترین  است.  ترسیم شده  در شکل‌5    معین  بارگذاری 
مقدار  که  است  سوراخ  بدون  مستطیلی  صفحه  به  مربوط  تخریب 
تخریب  بار  سوراخ،  اضافه‌شدن  با  و  می‌باشد  نیوتن   13841/20 آن 
کاهش می‌یابد. در جدول 3 نیز مقادیر دقیق بار نهایی برای هر صفحه 
با توجه به قطرهای سوراخ آورده شده و مقدار تغییر آن  مستطیلی 
نسبت به صفحه بدون سوراخ بیان شده است. همان‌طور که در جدول 
نشان داده شده است با اضافه‌شدن سوراخ با قطر 2 میلی‌متر، مقدار 
بار تخریب تقریبا 60 درصد نسبت به مقدار بار تخریب صفحه بدون 
سوراخ کاهش می‌یابد و با افزایش قطر تا 10 میلی‌متر این مقدار تا 
80 درصد کاهش می‌یابد. اگر روابط تمرکز تنش مانند روش نیوبر در 
روابط آسیب پیوسته درنظر‌گرفته‌شود این نتایج می‌تواند دقیق‌تر شود.

برای بررسی قابلیت اطمینان صفحه مستطیلی در این مسئله، تنش‌های 
مورد نیاز با استفاده تئوری مکانیک آسیب با استفاده از المان محدود 
استخراج شده است. پس از تحلیل تنش، مقادر تنش مورد نیاز برای 
محاسبه شاخص قابلیت اطمینان طبق معیارهای آسیب، از نرم‌افزار 

آباکوس گرفته و از روی آن، احتمال شکست محاسبه می‌شود. جدول 
4 احتمال شکست هر یک از مدل‌های مذکور در این مطالعه را نشان 
می‌دهد و قابل مشاهده است که با افزایش قطر سوراخ احتمال خرابی 
افزایش می‌یابد و این صحت روش به‌کار‌برده‌شده را نیز به نوعی تایید 
و  است  بیشتر  دوم  مرتبه  قابلیت  روش  برای  افزایش  این  و  می‌کند 
مقدار این افزایش نسبت به روش مرتبه اول قابلیت اطمینان تقریبا 
کمتر از 7 درصد می‌باشد. با توجه به شکل 6 می‌توان گفت با افزایش 
قطر سوراخ از 2 تا 10 میلی‌متر مقدار قابلیت اطمینان در روش مرتبه 
اول قابلیت اطمینان نسبت به صفحه بدون سوراخ تقریبا از 4/4 تا 8/3 

درصد کاهش می‌یابد.
در ادامه بر روی پارامتر ضریب تغییرات تحلیل حساسیت انجام شده 
است. در ابتدا باید بیان شود که ضریب تغییرات بزرگتر به معنای این 
پراکندگی داده‌ها  و  از مقدار متوسط دورتر  توزیع متغیرها  است که 
بیش‌تر شده است.  بنابراین همان‌طور که از شکل 7 مشخص است 
بیشترین اثر حساسیت ضریب تغییرات روی شاخص قابلیت اطمینان 
pRε می‌باشد که با افزایش ضریب  E و  مربوط به متغیرهای تصادفی
تغییرات در این دو متغیر، احتمال خرابی کاهش می‌یابد و کمترین 
 pDε و   cD تصادفی  متغیرهای  در  داده‌ها  پراکندگی  به  حساسیت 
نسبت   pRε و  E تصادفی  متغیر  دو  نتیجه،  در  است.  شده  مشاهده 
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Fig. 5. Force-displacement curve of the rectangular plate under in-plane tension loading 

 ایجابجایی صفحه مستطیلی تحت بار کشش درون صفحه-رابطه نیرو:  5 شکل 

 

 

 

 

 
Fig. 6. Comparison of the reliability of the rectangular plate between different diameters 

 تلفمقایسه قابلیت اطمینان صفحه مستطیلی با قطرهای مخ 6 شکل 
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 Fig. 5. Force-displacement curve of the rectangular plate

under in-plane tension loading
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 نرمال pR 33/0 07/0کرنش گیسختگی 
 نرمال pD 0317/0 07/0کرنش پلاستیک 

 
 
 

 مقایسه بار تخریب صفحات  3 جدول

Table 3. Comparison of rupture load between plates 

 مترمیلی 10 مترمیلی 0 مترمیلی 7 مترمیلی 3 مترمیلی 9 بدون سوراخ صفحه
 0/3023 10/3510 30/3679 63/7953 57/7661 90/13031 خریببار ت

)%( - 02/72 02/61 30/66 12/53 63/55 
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به دو متغیر تصادفی دیگر حساسیت بیشتری روی انحراف از معیار 
نسبت به مقدار متوسط خود دارد و پراکندگی داده‌ها در آن دو متغیر، 
سبب تغییر قابل توجه در اندازه قابلیت اطمینان خواهد شد. بنابراین 
بار کششی  تحت  مستطیلی  اطمینان صفحات  قابلیت  محاسبات  در 
درون صفحه‌ای بر مبنای مکانیک آسیب پیوسته، در محاسبه دقیق 
pRε و پارامترهای اثرگذار روی آن‌ها برای حفظ مطلوب قابلیت  E و

اطمینان باید به حد کافی دقت کرد. 
در انتها، عملیات حساسیت‌سنجی با توجه به رابطه )۳3( انجام شده 
است و شاخص مربوط به هر پارامتر به دست آمده است. با توجه به 
از بین متغیرهای تصادفی تعیین‌شده در  شکل 8 مشخص است که 
cD بیشترین شاخص حساسیت را دارد و از آن‌جایی  مسئله، پارامتر 
که شاخص حساسیت بالا به معنای اثرگذاری بیشتر روی تابع حالت 
بحرانی  آسیب  گفت  می‌توان  است  اطمینان  قابلیت  آنالیز  و  حدی 
بار  تحت  مستطیلی  صفحات  اطمینان  قابلیت  روی  را  اثر  بیشترین 

و  pRε گیسختگی   کرنش  آن  از  بعد  دارد.  صفحه‌ای  درون  کششی 
E نیز داری شاخص قابلیت اطمینان نسبتاً قابل  مدول الاستیسیته 
 pDε توجهی دارند. از طرفی دیگر در متغیر تصادفی کرنش پلاستیک 
به  و  حساسیت  شاخص  کمترین  دیگر  پارامترهای  سایر  به  نسبت 

عبارتی کمترین اثر را روی مسئله قابلیت اطمینان دارد. 

نتیجه‌گیری-7 
هدف اصلی این مطالعه استفاده از تئوری‌های مکانیک آسیب پیوسته 
با ترکیب آنالیز قابلیت اطمینان در تحلیل خرابی المان‌های سازه‌ای 
بوده است. به همین خاطر در این مطالعه تحلیل المان محدود تخریب 
درون  کششی  بار  تحت  سوراخ  بدون  و  سوراخ‌دار  مستطیلی  صفحه 
قرار  توجه  مورد  پیوسته  آسیب  مکانیک  تئوری  ترکیب  با  صفحه‌ای 
و معادله  روابط آسیب همسانگرد  به‌دست‌آوردن  از  بعد  گرفته است. 
سازگاری در حالت الاستیک-پلاستیک مواد نرم، این روابط با استفاده 
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Table 4. Comparison of the probability of failure between first-order reliability method and second-order reliability 

 روش مرتبه دوم قابلیت اطمینان یناناطم روش مرتبه اول قابلیت صفحه
 x 3-10 3/2259 x 3-10 3/6231  بدون سوراخ

 x 9-10 7/1223 x 9-10 3/0271  مترمیلی 9دار با قطر سوراخ
 x 9-10 6/1223 x 9-10 7/5230  مترمیلی 3 قطر دار باسوراخ
 x 9-10 0/3659 x 9-10 5/2952  مترمیلی 7دار با قطر سوراخ

 x 9-10 0/5960 x 9-10 0/3020  مترمیلی 0دار با قطر راخسو
 x 9-10 2/0317 x 9-10 0/6200  مترمیلی 10دار با قطر سوراخ

 

 فهرست علائم
 علائم انگلیسی

B شوندگی همسانگردثابت سخت 
D متغیر آسیب اسکالر 
Dc حرانیسیب بآ 
E همدول الاستیسیت 
F تابع تسلیم 
F تابع پتانسیل اتلاف 
G )تابع خرابی )عملکرد 
K انحنای تابع خرابی 
p شدهکرنش پلاستیک انباشته 
P احتمال خرابی 
R شوندگی همسانگردسخت 
R قابلیت اطمینان 
X متغیر تصادفی 
Y نرخ آزادسازی چگالی انرژی 

 علائم یونانی

Г آزاد گیبس انرژی 
ε  کرنش کل 
Φ استاندارد  نرمال عیتوز تابع توزیع تجمعی 
λ ضریب پلاستیسته 
ν نسبت پواسون 
ρ چگالی 

σ تنش 
 زیرنویس

c بحرانی 
D آسیب 
e الاستیک 
p پلاستیک 

pD آستانه آسیب پلاستیک 
PR گسیختگی 
Y تسلیم 

جدول 4. مقایسه احتمال خرابی در روش‌های مرتبه اول/دوم قابلیت اطمینان
Table 4. Comparison of the probability of failure between first-order reliability method and second-order reliability
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تنش- رابطه  پیش‌بینی  برای  محدود  المان  برنامه  در  سابروتین  از 
کرنش و شروع آسیب و شکست نهایی پیاده‌سازی شده است. برای 
نشان‌دادن آسیب، نموار نیرو-جابجایی برای حالت‌های مختلف بدون 
سوراخ و سوراخ‌دار رسم شده است و با اضافه‌شدن سوراخ با قطر 2 
نهایی حدود  تخریب  بار  مقدار  به صفحه مستطیلی  میلی‌متر  تا 10 
محل  که  است  شده  داده  نشان  و  می‌یابد  کاهش  درصد   80 تا   60
لبه  تا  زمان  با گذشت  و  لبه سوراخ است  بیشترین مقدار آسیب در 
قابلیت  و  احتمال خرابی  بررسی  برای  ادامه  افزایش می‌یابد. در  آزاد 
اطمینان صفحه مستطیلی تحت بار استاتیکی کششی از روش مرتبه 
تصادفی  متغیرهای  و  حدی  حالت  تابع  و  اطمینان  قابلیت  اول/دوم 
طبق مدل مکانیک آسیب پیوسته استفاده شده و در نتیجه احتمال 
خرابی هر یک از حالت‌های مختلف به دست آمده است. نتایج حاکی 
و  اطمینان کاهش می‌یابد  قابلیت  اضافه‌شدن سوراخ،  با  است  آن  از 
با افزایش قطر از 2 تا 10 میلی‌متر مقدار قابلیت اطمینان در روش 
از  تقریبا  سوراخ  بدون  صفحه  به  نسبت  اطمینان  قابلیت  اول  مرتبه 
4/4 تا 8/3 درصد کاهش می‌یابد. از بین متغیرهای موجود در مسئله 
پارامتر آسیب بحرانی دارای بیشترین اثر روی قابلیت اطمینان دارد. 
برای بررسی‌های بیشتر در این زمینه می‌توان از انواع مدل‌های آسیب 
مکانیک پیوسته و تابع اتلاف مختلف به همراه انواع بارگذاری مختلف 

استفاده کرد.

فهرست علائم-8 
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