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ABSTRACT: Exploiting the nonlinear nature of structural damage through piezoelectric patches is one 
of the latest concepts of early detection of damage. Support loosening as one of the prevalent defects in 
engineering systems is a source of contact acoustic nonlinearity. Vibro-acoustic modulation has proven 
to be a promising method for revealing structural nonlinearity characteristics. Requiring a large number 
of cycles to be solved in the time domain to reach the steady-state before evaluating the results in the 
frequency domain, makes using existing computational methods such as finite element method to model 
this phenomenon very expensive. This paper is concerned with a novel numerical method called Fourier 
spectral element to investigate the vibro-acoustic modulation in the Euler-Bernoulli beam caused by 
contact nonlinearity. Three piezoelectrics were attached to the beam as the probe, pump and sensor. The 
numerical outcomes are compared against the experimental results to check the validity of the developed 
method. The results show that the Fourier spectral element not only provides a high convergence rate but 
is also capable of simulating the phenomenon of modulation with sufficient accuracy.
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1- Introduction
The use of piezoelectric patches is widespread in 

monitoring the health of various industrial structures and 
optimizing their maintenance process. Online monitoring 
methods use linear or nonlinear principles to identify defects 
[1-4]. Early detection of structural defects is one of the 
advantages of nonlinear methods over linear ones. Vibro-
acoustic modulation method is one of the non-linear health 
monitoring methods of structures [1].

In a general classification, the types of nonlinear behavior 
of structures are divided into classical and non-classical 
categories.  Nonlinear contact includes any interaction of 
solid surfaces with each other due to cracking, separation 
and loosening of the screw or support and can be classified 
as non-classical nonlinearity. So far, various experimental 
methods have been proposed to identify defects with non-
classical nonlinear effects, many of which fall into the 
pump-carrier category.

In [5], a finite element model was used to determine the 
appropriate frequency for pump excitation. The open and 
closed state of the crack due to the excitation of the pump 
with adjusted frequency caused the pump wave to combine 
with the carrier wave. In [6], the acoustic and vibrations 
modulation caused by contact at the boundary has been 
investigated using the finite element method. Simulation 
of the modulation phenomenon in a composite laminate by 

Singh et al. is one of the few other efforts in this field [7].
The purpose of this paper is to investigate the nonlinear 

vibrations of the host structure due to loosening and contact 
at its support for early and optimally monitor of its health. 
For this purpose, experimental tests were designed on beams 
equipped with piezoelectric patches in healthy and defected 
states. The effect of pump frequency on increasing the 
ability to detect damage is one of the points of interest in 
this article. In order to understand the physical mechanism 
governing the modulation phenomenon, numerical modeling 
is presented using the Fourier spectral element method. 
The electromechanical behavior of piezoelectric patches is 
considered in the developed model. Then, contact mechanics 
was introduced to the developed formulation as a nonlinear 
factor governing the problem. The idea of an elastic and 
loose substrate between the host structure and the rigid 
boundary was used to model the nonlinear factor. Due to the 
transient nature of the problem under study, the governing 
equations are analyzed in the time domain and with the help 
of the explicit central difference algorithm. The process of 
signal processing and extraction of damage-sensitive indices 
in the frequency domain are among the other perspectives of 
the present paper.

2- Methodology
The schematic of the under study Euler-Bernoulli beam is 
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shown in Fig. 1. To investigate the contact at the boundary, 
the effect of the loosing support is modeled as an elastic 
substrate using transverse springs, and both transverse and 
longitudinal vibrations are considered in the modeling.

The Fourier sine series of a continuous arbitrary function 
f (x) in the interval [0,L ]  is:
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Fig. 1 Beam geometry with elastic foundation 
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To calculate the stiffness and mass matrices, first, the 
potential and kinetic energy of the beam with the elastic 
substrate are calculated. The kinetic energy and 
potential of the ith beam element with elastic substrate 
are as follows: 
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Due to the non-linear nature of the contact, to 
investigate this effect, the beam area with the elastic 
substrate should be studied. The terms of contact known 
as Hertz-Signorini-Moreau are: 

(3) 

i
N
i
N

i i
N N

g 0
0     i=1,2,..,s

g 0



 
 
 =

 

3. Results and Discussion 

The vector of external electric load was calculated and 
applied to the degrees of freedom corresponding to the 
pump and carrier actuators. The carrier frequency was 
100 kHz and the pump frequency was 22 and 27 kHz. 
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Fig. 2 shows the simulation results for a carrier frequency 
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According to figure, due to the linear nature of the structure 
in the desired frequency range, only the frequency of 100 
kHz has occurred in the response spectrum. Fig. 3 shows the 
simulation results for the carrier frequency of 100 kHz and 
the 22 kHz pump in the defected structure.

Fig. 2 Spectrum of structural response to pump (22 kHz) and probe (100 kHz) excitations in the healthy state
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Fig. 3 Spectrum of the structural response to pump 
(22 kHz) and probe (100 kHz) excitations in the 
damage state 

According to the results, in addition to the frequency of 
100 kHz, frequencies of 100 ± 22 kHz are also observed 
in the frequency response of the sensor voltage, which 
are caused by nonlinear contact at the support location. 

4. Conclusions 

In this study, the effect of contact at the structure 
support on the nonlinear vibration behavior of the 
monitored structure was investigated by a combination 
of vibration and acoustics. In order to reduce the 
computational costs, which is an integral element of 
simulating high-frequency phenomena, the Fourier 
spectral element method was used, which has a great 
convergence rate compared to other similar numerical 
methods. Contact mechanics as a nonlinear factor 

governing the problem was introduced to the spectral 
element formulation using the penalty method. 
According to the results, in experimental and numerical 
tests, contact at the location of the defected support 
leads to the occurrence of modulated frequencies around 
the central band of the carrier frequency. The absence of 
modulated frequency bands in a pristine structure 
(baseline) allows the extraction of suitable damage-
sensitive properties and early monitoring of the host 
structure. 
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According to the results, in addition to the frequency of 
100 kHz, frequencies of 100 ± 22 kHz are also observed 
in the frequency response of the sensor voltage, which are 
caused by nonlinear contact at the support location.

4- Conclusions
In this study, the effect of contact at the structure support 

on the nonlinear vibration behavior of the monitored 
structure was investigated by a combination of vibration 
and acoustics. In order to reduce the computational costs, 
which is an integral element of simulating high-frequency 
phenomena, the Fourier spectral element method was used, 
which has a great convergence rate compared to other similar 
numerical methods. Contact mechanics as a nonlinear factor 
governing the problem was introduced to the spectral element 
formulation using the penalty method. According to the 
results, in experimental and numerical tests, contact at the 
location of the defected support leads to the occurrence of 
modulated frequencies around the central band of the carrier 
frequency. The absence of modulated frequency bands in a 
pristine structure (baseline) allows the extraction of suitable 
damage-sensitive properties and early monitoring of the host 
structure.
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According to the results, in addition to the frequency of 
100 kHz, frequencies of 100 ± 22 kHz are also observed 
in the frequency response of the sensor voltage, which 
are caused by nonlinear contact at the support location. 

4. Conclusions 

In this study, the effect of contact at the structure 
support on the nonlinear vibration behavior of the 
monitored structure was investigated by a combination 
of vibration and acoustics. In order to reduce the 
computational costs, which is an integral element of 
simulating high-frequency phenomena, the Fourier 
spectral element method was used, which has a great 
convergence rate compared to other similar numerical 
methods. Contact mechanics as a nonlinear factor 

governing the problem was introduced to the spectral 
element formulation using the penalty method. 
According to the results, in experimental and numerical 
tests, contact at the location of the defected support 
leads to the occurrence of modulated frequencies around 
the central band of the carrier frequency. The absence of 
modulated frequency bands in a pristine structure 
(baseline) allows the extraction of suitable damage-
sensitive properties and early monitoring of the host 
structure. 
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مقدمه-1 
استفاده از وصله‌های پیزوالکتریک از جایگاه ویژه‌ای در پایش سلامت 
آن‌ها  نگهداری  و  تعمیر  فرایند  بهینه‌سازی  و  مختلف  صنعتی  سازه‌های 
برای  غیرخطی  یا  خطی  اصول  از  برخط  پایش  روش‌های  است.  برخوردار 
شناسایی عیب استفاده می‌کنند ]5-1[. تشخیص زودهنگام عیوب سازه‌ای از 
مزایای روش‌های غیرخطی نسبت به روش‌های خطی محسوب می‌شود. ]6[. 
روش تلفیق آکوستیک و ارتعاشات ازجمله روش‌های پایش سلامت غیرخطی 

سازه‌ها است ]1[.
در یک تقسیم‌بندی کلی، انواع رفتار غیرخطی سازه به دودسته کلاسیک 
تعامل  نوع  تماسی شامل هر  ]7[. غیرخطی‌  و غیرکلاسیک مجزا می‌شوند 
سطوح جامد با یکدیگر ناشی از ترک، جدایش و شل‌شدن پیچ یا تکیه‌گاه 
گیردار است ]8[ و در زمره غیرخطی‌های غیرکلاسیک قابل‌طبقه‌بندی است. 
غیرخطی  آثار  با  عیوب‌  شناسایی  برای  مختلف  تجربی  روش‌های  تاکنون 
»پمپ- دسته‌بندی  در  آن‌ها  از  زیادی  تعداد  که  ارائه‌شده‌اند  غیرکلاسیک 

حامل« قرار می‌گیرند ]10-8[. ایده اصلی روش مبتنی بر تحریک هم‌زمان 
از آن  با نام تحریک پمپی  دو سیگنال شامل یک تحریک پرانرژی )اغلب 
در متون یاد می‌شود( و یک موج فرکانس بالا )موسوم به تحریک حامل( 
دامنه  و  از موج حامل کمتر  پمپی  فرکانس تحریک  است.  میزبان  به سازه 
آن اغلب )نه لزوماً( از موج حامل بزرگ‌تر است. در سازه سالم که رفتار آن 
اصلی  اجزاء  دارای  تنها  سازه  پاسخ  می‌شود،  فرض  ایده‌آل خطی  به‌صورت 
معیوب  در سازه  است که  در حالی  این  بود.  و پمپ خواهد  فرکانس حامل 
اجزاء  بر  پاسخ علاوه  آسیب، طیف  از  ناشی  غیرخطی  دینامیکی  امضای  با 
اصلی فرکانس‌های تحریک، شامل فرکانس‌های بالاتر )سوپر هارمونیک( و 
باندهای تلفیق‌شده اطراف فرکانس حامل خواهد بود ]2, 11[. نسبت دامنه 
ازجمله شاخص‌های آسیب مورد  به دامنه فرکانس مرکزی  باندهای جانبی 
تاکنون  به شمار می‌رود.  این تکنیک  تعیین شدت آسیب در  استفاده جهت 
تکنیک تلفیق ارتعاشات و آکوستیک برای شناسایی آسیب در گستره وسیعی 
از سازه‌ها شامل ورق‌های تقویت‌شده مورداستفاده در بال هواپیما، اتصالات 
مورداستفاده  پیچی  اتصالات  و   ]13[ بتنی  تیرهای   ،]12[ لوله‌ها  در  جوشی 
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قرارگرفته است. بهره‌گیری از ادوات مختلف به‌منظور ثبت سیگنال تلفیق‌شده 
معرفی  به  منجر  پمپ،  تحریک  به‌خصوص  و  حامل  تحریک  اعمال  و 
شده‌است.  تکنیک  این  پیاده‌سازی  برای  مختلف  آزمایشگاهی  سامانه‌های 
لرزاننده ]14[، چکش‌های آنالیز مودال ]12[، بلندگو ]15[، لیزر، استک ]6[ 
پمپاژ  به‌منظور  مورداستفاده  ادوات  ازجمله   ]16[ پیزوالکتریک  وصله‌های  و 

انرژی در سیستم در تحقیقات مختلف به شمار می‌روند.
در بسیاری از موارد مکانیزم فیزیکی اساسی که منجر به تلفیق سیگنال 
می‌شود به‌روشنی قابل‌درک نیست ]6[. بااین‌وجود در ادبیات فن جنبه‌های 
غیرخطی درگیر در روش تلفیق آکوستیک و ارتعاشات از نظر تئوری و عددی 
موردبررسی قرارگرفته است ]17, 18[ وجود دو تحریک با دوره‌های تناوب 
کاملًا متفاوت در تکنیک تلفیق ارتعاشات و آکوستیک، شبیه‌سازی عددی آن 
را با چالش‌های جدی در انتخاب اندازه بهینه مش، نمو زمانی و بازه زمانی 
حل مواجه کرده و اغلب این شبیه‌سازی‌ها با هزینه محاسباتی قابل‌توجهی 
همراه هستند ]12, 19, 20[. یک بررسی جامع از روش‌های مدل‌سازی تعامل 
غیرخطی  مختلف  مدل‌های  است.  ارائه‌شده   ]21[ در  ترک–موج  غیرخطی 
کلاسیک و غیرکلاسیک ناشی از ترک، ترموالاستیسیته، سفتی با پروفایل 
مقاله  این  در  هیسترزیس  و  بسته‌شونده  و  باز  ترک‌های  دوخطی،  تغییرات 
پیوسته  محیط  مکانیک  مسائل  فرمولاسیون  است.  قرارگرفته  موردبررسی 
محلی و غیرمحلی برای مدل‌سازی تعامل ترک–موج نیز در ]17, 22-24[. 

موردمطالعه قرارگرفته‌است.
در مرجع ]23[، از یک مدل اجزاء محدود برای تعیین فرکانس مناسب 
برای تحریک پمپی استفاده‌شد. حالت باز و بسته ترک ناشی از تحریک پمپی 
مقاله  در  موج حامل شد.  با  پمپ  موج  تلفیق  تنظیم‌شده، سبب  فرکانس  با 
]25[ به بررسی تلفیق آکوستیک و ارتعاشات ناشی از تماس در مرز با استفاده 
از روش اجزاء محدود پرداخته شده‌است. لی و همکاران پس از مدل‌سازی 
میکروسکوپ  تصویر  پردازش  الگوریتم  بر  مبتنی  میکروترک  هندسه  دقیق 
نوری، نحوه تعامل تحریک پمپی و حامل و شکل‌گیری پدیده تلفیق را به 
لمینیت  در یک  تلفیق  پدیده  شبیه‌سازی   .]26[ کردند  مطالعه  شیوه عددی 
کامپوزیتی متورق توسط سینگ و همکاران ازجمله تلاش‌های معدود دیگر 

در این حوزه محسوب می‌شود ]27[.
از  ناشی  میزبان  سازه  غیرخطی  ارتعاشات  بررسی  مقاله  این  از  هدف 
پایش سلامت زودهنگام  به‌منظور  شل‌شدن و تماس در محل تکیه‌گاه آن 
مجهز  تیر  روی  بر  تجربی  آزمون‌های  منظور  این  برای  است.  آن  بهینه  و 
اثر  به وصله‌های پیزوالکتریک در حالت‌های سالم و معیوب طراحی شدند. 

فرکانس پمپ بر روی افزایش قابلیت شناسایی آسیب ازجمله نکات موردتوجه 
تلفیق،  پدیده  بر  حاکم  فیزیکی  مکانیزم  درک  به‌منظور  است.  حاضر  مقاله 
مدل‌سازی عددی به کمک روش المان طیفی فوریه ]28, 29[ ارائه می‌شود. 
رفتار الکترومکانیکی وصله‌های پیزوالکتریک در مدل توسعه داده‌شده مدنظر 
قرارگرفته‌است. در ادامه، مکانیک تماس به‌عنوان عامل غیرخطی حاکم بر 
مسئله به فرمولاسیون توسعه‌داده‌شده، اضافه شد. از ایده بستر الاستیک و 
لقی بین سازه میزبان و مرز صلب به‌منظور مدل‌سازی عامل غیرخطی بهره 
برده‌شد. با توجه به ماهیت پایای مسئله موردبررسی، تحلیل معادلات حاکم 
قرار  موردبحث  تفاضل مرکزی  الگوریتم صریح  به کمک  و  زمان  در حوزه 
به  حساس  ویژگی‌های  استخراج  و  سیگنال  پردازش  فرایند  گرفت.  خواهد 
به شمار  مقاله حاضر  دیگر  ازجمله چشم‌اندازهای  فرکانس  حوزه  در  آسیب 

می‌رود .

سامانه آزمایشگاهی-2 
تیر  یک  شامل  پژوهش  این  در  مورداستفاده  آزمایشگاهی  سامانه 
تکیه‌گاه  توسط  مقیدشده  و  پیزوالکتریک  وصله  سه  به  مجهز  آلومینیومی 
گیردار است )شکل 1(. محل قرارگیری حس‌گر نیز برای اندازه‌گیری پدیده 
تلفیق هر چه به منبع عیب نزدیک‌تر باشد اثر بهتری دارد. محل قرارگیری 
عملگر حامل و حسگر لزومی ندارد دقیقاً در یک مکان باشد. برای تحریک 
 )HDG2002B( وصله‌های عملگری پمپ و حامل از مولد تابع دو کاناله
استفاده شد. فرکانس حامل در همه آزمون‌ها 100 کیلوهرتز است. به‌منظور 
پمپاژ  برای  کیلوهرتز   27 و  کیلوهرتز   22 فرکانس  دو  تلفیق،  پدیده  ایجاد 
انرژی به سیستم و همچنین بررسی نحوه وابستگی شدت تلفیق به فرکانس 
پمپ لحاظ شد. دامنه قله به قله هر دو ولتاژ حامل و پمپ 20 ولت است. 
برای اندازه‌گیری موج تلفیق‌شده، یک اسیلوسکوپ با نرخ نمونه‌برداری 25 
میلیون نمونه بر ثانیه )DSLR800C(، ولتاژ وصله پیزوالکتریک حسگر 
خروجی  سیگنال‌های  پایاشدن  از  اطمینان  به‌منظور  می‌کند.  اندازه‌گیری  را 
اعمال تحریک‌های  از  از گذشت مدت‌زمان کافی پس  حسگر، داده‌ها پس 
نسبت  افزایش  به‌منظور  همچنین،  شدند.  ذخیره  حامل،  و  پمپ  سینوسی 
اندازه‌گیری و میانگین  نتایج در 10 پنجره زمانی مختلف  سیگنال به نوفه، 
آن‌ها به‌عنوان نتایج نهایی در نظر گرفته شد. به‌منظور حذف فرکانس‌های 
حوزه  در  فیلتر  یک  ایدئال  غیر  سینوسی  از  تحریک‌شده  ناخواسته  طبیعی 
با  تیر در حالت سالم که متناظر  ابتدا  فرکانسی طراحی‌شده است ]25[. در 
تکیه‌گاه گیردار و کاملًا سفت است در دو فرکانس پمپ مختلف مورد پایش 
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قرار گرفت. سپس با شل‌کردن تکیه‌گاه متناظر باحالت معیوب تیر، روند پایش 
به کمک روش تلفیق تکرار شد. به‌این‌ترتیب، شرایط تکیه‌گاهی برای هر دو 

فرکانس پمپ مشابه بوده و نتایج قابل‌مقایسه خواهند بود.

مدل‌سازی تیر با پیزوالکتریک-3 
پدیده  مطالعه  منظور  به  بررسی  تحت  اویلر-برنولی  تیر  مدل  شماتیک 
تلفیق ارتعاشات و آکوستیک به کمک المان طیفی فوریه در شکل 2 نشان 
گیردار  تکیه‌گاه  اثر  مرز،  در  تماس  بررسی  برای  همچنین  است.  شده  داده 
دو  و هر  فنرهای عرضی مدل شده‌است  بصورت  الاستیک  بستر  به‌صورت 
به  توجه  با   .]30[ لحاظ شده‌است  در مدل‌سازی  و طولی  ارتعاشات عرضی 
ارتعاشات،  و  تلفیق آکوستیک  استفاده در روش  امواج مورد  بالای  فرکانس 

استفاده‌شده   ]29  ,28[ فوریه  طیفی  المان  روش  از  تیر  برای گسسته‌سازی 
است. مدل‌سازی ارائه‌شده توسط روش المان طیفی فوریه در مقالات قبلی 
ارائه‌شده‌بود که در این مقاله این مدل‌سازی برای  برای سیستم‌های خطی 
بررسی اثر تماس که عامل غیرخطی است بسط داده‌شده‌است. همچنین این 
روش برای سازه‌های شامل وصله پیزوالکتریک در کارهای قبلی وجود ندارد 

که در این مقاله فرمولاسیون آن بسط داده‌شده‌است.
این  در  نیز  تیر  طولی  ارتعاشات  عرضی،  ارتعاشات  بر  علاوه  همچنین 
مدل‌سازی لحاظ گردیده است. سری سینوسی فوریه یک تابع دلخواه پیوسته 
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 شیپا تحت سازهبه  یریگاندازه لیوسا اتصال نحوه کیشمات 1 شکل

Fig.1 Schematic of connect measuring instruments to the structure under monitoring 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. شماتیک نحوه اتصال وسایل اندازهگیری به سازه تحت پایش

Fig. 1. Schematic of connect measuring instruments to the structure under 
monitoring

 

 
 کیالاست مرز با ریت هندسه 2 شکل

Fig.2 Beam geometry with elastic foundation 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. هندسه تیر با مرز الاستیک

Fig. 2. Beam geometry with elastic foundation
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را  خاصی  مرزی  شرط  می‌توان  تنها  فوریه،  سری  ماهیت  به  توجه  با 
مدل‌سازی نمود ]29[. برای برطرف‌نمودن این مشکل تابع اصلاح‌شده فوریه 

به‌صورت زیر تعریف می‌شود ]29[:
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رابطه میدان جابه‌جایی برای المان i ام تیر اویلر-برنولی به‌صورت زیر 
است]31[:
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با توجه به این‌که سطح مقطع مدل یک‌بعدی شامل قسمت‌های مختلفی 
از قبیل تیر به‌علاوه بستر الاستیک، تیر به‌علاوه وصله پیزوالکتریک عملگر 
پمپی و حسگر و تیر به‌علاوه وصله پیزوالکتریک عملگر حامل است، محاسبه 
ماتریس‌های سازه‌ای به روش المان طیفی هر قسمت به‌صورت مجزا ارائه 

می‌شود.

 المان طیفی فوریه برای تیر به‌علاوه بستر الاستیک -1 -3
برای محاسبه ماتریس‌های سفتی و جرمی ابتدا انرژی پتانسیل و جنبشی 
تیر با بستر الاستیک محاسبه می‌شوند. انرژی جنبشی و پتانسیل المان i ام 

تیر با بستر الاستیک به‌صورت زیر است ]31, 32[:
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 ρ که در آن E مدول یانگ، A سطح مقطع، I ممان دوم سطح تیر و 
و  ابتدایی  مختصات  نشان‌دهنده   Li 1− و   Li است. همچنین  المان  چگالی 

انتهایی المان تیر می‌باشند. در المان‌های فاقد فنر کافی است در معادله )4( 
2 صفر منظور شود.

ikw ترم 
با جای‌گذاری رابطه )2( در )3( داریم:
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mB ضرایب سری فوریه  mA و  ω فرکانس زاویه‌ای است، که در آن 
) جابجاییهای طولی و عرضی تیر در  )i 1 iw ,w− i و  1 i( u ,u )− است.  

iL است. i و  1x = L − مختصات 
با جای‌گذاری معادله )5( در )4( و حداقل‌کردن انرژی نسبت به ضرایب 
نامعلوم، ماتریس جرم و سفتی می‌توانند محاسبه شوند. با توجه به این‌که این 
المان‌ها دارای نیروی خارجی نمی‌باشند، معادله دینامیکی فرکانسی به‌صورت 

زیر است:
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iM به ترتیب ماتریس‌های سفتی و جرمی تیر متصل به فنر  iK و  که 
در بخش تکیه‌گاه هستند و به‌صورت زیر نوشته می‌شوند:
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و بردار ضرایب نامعلوم به‌صورت زیر است:



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره ویژه 6، سال 1400، صفحه 3809 تا 3824

3813
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 المان طیفی فوریه برای تیر به‌علاوه وصله پیزوالکتریک -2 -3
میدان جابه‌جایی المان مرکب از تیر و وصله پیزوالکتریک نیز از معادله 
)3( تبعیت می‌کند. رابطه انرژی جنبشی و پتانسیل این المان به‌صورت زیر 

است:
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Pρ چگالی پیزوالکتریک  PA سطح مقطع پیزوالکتریک و  که در آن 
هستند.
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3I به‌صورت زیر تعریف  2I و  1I و  3E میدان الکتریکی،  که در آن 
می‌شوند ]33[:
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pE مدول یانگ وصله پیزوالکتریک است.  که در آن 
ریتز،  ریلی  روش  از  استفاده  با  انرژی  معادلات  حداقل‌کردن  از  بعد 
ماتریس‌های سفتی و جرمی محاسبه‌شده و معادله حاکم در حوزه فرکانس 

را نتیجه می‌دهد:
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المان‌های  در  تنها  مکانیکی  نیروی  غیاب  در  خارجی  نیروی  بردار  که 
 F = 0 شامل عملگر مقدار داشته و برای المان شامل پیزوالکتریک حسگر 

است.

 عمومی‌سازی ماتریس‌ها -3 -3
مشابه عمومی‌سازی ماتریس‌های در روش المان محدود، ماتریس‌های 
سفتی و جرم با توجه به معادله )8( به‌صورت زیر عمومی‌سازی می‌شوند ]29[.
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معادله دینامیکی در حوزه فرکانس به‌صورت زیر است:
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gF به ترتیب ماتریس سفتی، ماتریس  gX و   ، gM  ، gK که در آن 
جرم، بردار جابجایی‌های گره‌ای و بردار نیروی معادل پیزوالکتریک هستند.
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برای بررسی ارتعاشات غیرخطی )نحوه اضافه‌کردن بخش غیرخطی در 
زمان  به حوزه  فرکانس  از حوزه   )15( معادله  خواهد شد(  اشاره  بخش5-3 

انتقال داده می‌شود:
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ریلی  میرایی  به‌صورت  سازه‌ای  میرایی  اضافه‌نمودن  با 
g به معادله )16( داریم: g g( C = M K )α β+
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 محاسبه ولتاژ خروجی حسگر پیزوالکتریک -4 -3
اساسی  معادله  از  پیزوالکتریک  حسگر  خروجی  ولتاژ  محاسبه  برای 
معادله  الکتریکی  بخش  از  منظور  این  برای  می‌شود.  استفاده  پیزوالکتریک 

پیزوالکتریک داریم:
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و شار خروجی المان پیزوالکتریک به‌صورت زیر محاسبه می‌شود:
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عمومی‌سازی  با  باشد.  می  پیزوالکتریک  مقطع  سطح   '
pA آن  در  که 

زیر  به‌صورت  پیزوالکتریک  خروجی  ولتاژ  درنهایت  خروجی  المان  ماتریس 
محاسبه می‌شود:
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PC ظرفیت خازنی پیزوالکتریک است. که 
 مکانیک تماس -5 -3

با  اثر، ناحیه تیر  با توجه به ماهیت غیرخطی تماس، برای بررسی این 
بستر الاستیک باید موردمطالعه قرار گیرد. شرایط تماس معروف به هرتز-

سینیورینی-مورئو ]34, 35[  عبارت است از: 
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i فشار عمودی تماس است. i شماره گره 
Nλ i تابع لقی و 

Ng که در آن
در تماس و s تعداد گره‌های در حالت تماس هستند. شرایط معادله 21 جهت 
اطمینان از عدم نفوذ دو سطح در تماس به مرزهای یکدیگر اعمال می‌شوند. 
تعبیر معادله 21 به این ترتیب است: هنگامی‌که تابع لقی مثبت است )عدم 
تماس(، نیروی تماسی صفر و هنگامی‌که تابع لقی منفی است )نفوذ دو سطح 
به داخل مرزهای یکدیگر(، نیروی تماسی باید صفر باشد. به‌این‌ترتیب، سه 
شرط فوق دربرگیرنده تمام حالات ممکن تعامل دو سطح در تماس را شامل 

می‌شوند.
 به‌منظور اضافه‌کردن شرط تماسی به معادلات حاکم، ابتدا معادله )17( 
در یک‌لحظه خاص حل می‌شود. درصورتی‌که جابجایی گره‌های المان‌های 
قسمت تیر با بستر الاستیک در لبه بالایی و پایینی تیر از یک مقدار تلورانس 
مشخص بیشتر باشند، نیرویی در این گره‌ها به‌اندازه مقدار فنر در جابجایی به 
گره‌های موردنظر اعمال می‌شود. در غیر این صورت گره‌ها همان مقادیری 
را خواهند داشت که از حل معادله )17( به دست می‌آید. این نیرو با استفاده 

از روش پنالتی به‌دست‌آمده‌است ]34[. 

نتایج و بحث-4 
در این بخش، پس از ارائه نتایج تجربی مربوط به روش تلفیق ارتعاشات 
ناشی  اویلر-برنولی  تیر  غیرخطی  ارتعاشات  شبیه‌سازی  نتایج  آکوستیک،  و 
از تماس در محل تکیه‌گاه به روش المان طیفی فوریه صحه‌گذاری شده و 

موردبحث و بررسی قرار خواهد گرفت.

نتایج تجربی-4 -1 
در این قسمت به بررسی طیف پاسخ خروجی حس‌گر ناشی از اعمال دو 
تحریک هم‌زمان پمپ و حامل به تیر آلومینیومی در دو حالت سالم و معیوب 
پرداخته می‌شود. شکل 3 طیف پاسخ پیزوالکتریک حسگر به‌ازای فرکانس 
پمپ 22 کیلوهرتز و فرکانس حامل 100 کیلوهرتز را برای حالت سالم نشان 
غیر  سینوسی  اعمال  از  حاصل  تشدید  قله‌های  مشکل  رفع  برای  می‌دهد. 
ایدئال از فیلتر ارائه‌شده در ]25[ استفاده‌شده است. شکل 4-الف نتایج حالت 
ازای فرکانس‌های تحریک اشاره‌شده نشان می‌دهد. به‌منظور  معیوب را به 
شکل  در  معیوب  حالت  برای  فرکانسی  پاسخ  طیف  نتایج،  دقیق‌تر  بررسی 
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4-ب بزرگ‌نمایی و بازترسیم ‌شده است. مطابق شکل 3، در حالت سالم تنها 
دو فرکانس حامل و پمپ در طیف ظاهر شده است، درصورتی‌که در حالت 
برقراری تماس در تکیه‌گاه، علاوه بر این دو، فرکانس‌های حاصل از تلفیق 
موج حامل و پمپ در مقادیر فرکانسی 22±100 کیلوهرتز نیز در طیف پاسخ 
فرکانسی بروز کرده‌اند. تطابق مودهای ارتعاشی پیش‌نیاز اصلی انتقال انرژی 
از فرکانس حامل به فرکانس تلفیق است.  این انتقال انرژی منجر به کاهش 

دامنه قله موج حامل در حالت سالم نسبت به حالت معیوب شده‌است.
در شکل 5 و شکل 6، نتایج تکرار آزمون تجربی برای فرکانس پمپ 
27 کیلوهرتز و پس از اعمال فیلتر نشان داده‌شده‌است. در شکل 6 ب، طیف 
پاسخ در اطراف فرکانس حامل بزرگ‌نمایی شده‌است. مشابه حالت قبل، در 
حالت سالم رفتار ارتعاشی سازه خطی بوده و تنها فرکانس‌های پمپ و حامل 
در طیف وجود دارند. درصورتی‌که در حالت معیوب باندهای جانبی حاصل از 
تلفیق در مقادیر فرکانسی 27±100 کیلوهرتز در شکل ظاهر گردیده‌است.

در فرکانس پمپ 22 و 27 کیلوهرتز میانگین دامنه باند تلفیق سمت چپ و 
راست به ترتیب برابر 0/0016 و 0/0018 است.

 نتایج شبیه‌سازی به روش المان طیفی فوریه -2 -4
ارتعاشات  تلفیق  پدیده  ارائه‌شده،  فرمولاسیون  آزمایی  راستی  به‌منظور 
و آکوستیک در تیر مجهز به وصله پیزوالکتریک و داری شرایطی مشابه با 
سامانه آزمایشگاهی به کمک المان طیفی فوریه مدل‌سازی و تحلیل شد. تیر 
دارای طول 200 میلی‌متر و ضخامت 2 میلی‌متر است. هر سه پیزوالکتریک‌ها 
دارای طول 20 میلی‌متر و ضخامت 0/2 میلی‌متر هستند. فاصله پیزوالکتریک 
حامل و حس‌گر از تکیه‌گاه 4 میلی‌متر و فاصله پیزوالکتریک پمپ از تکیه‌گاه 
در  پیزوالکتریک  وصله‌های  و  آلومینیوم  مواد  خواص  است.  میلی‌متر   155

جدول 1 ارائه‌شده‌است.
برای کل سازه درمجموع ده المان و برای هر المان تعداد کل جملات 
حل  کمک  به  مقادیر  شده‌است.این  گرفته  نظر  در   10 برابر  فوریه  سری 
کیلوهرتز   200 فرکانس  تا  ویژه  مقادیر  همگرایی  اساس  بر  و  ویژه  مقدار 
انتخاب‌شده‌اند. بردار نیروی الکتریکی خارجی توسط معادله )17( محاسبه و 
به درجات آزادی متناظر با پیزوالکتریک‌های عملگر پمپ و حامل اعمال شد. 
فرکانس حامل 100 کیلوهرتز و فرکانس پمپ دو فرکانس 22 و 27 کیلوهرتز 

 

 سالم حالت در( لوهرتزیک 111) حامل و( لوهرتزیک 22) یپمپ یهاکیپاسخ سازه به اعمال تحر فیط 3 شکل

Fig.3 Spectrum of structural response to pump (22 kHz) and probe (100 kHz) excitations in the healthy state 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. طیف پاسخ سازه به اعمال تحریک‌های پمپی )22 کیلوهرتز( و حامل )100 کیلوهرتز( در حالت سالم

Fig. 3. Spectrum of structural response to pump (22 kHz) and probe (100 kHz) excitations in the healthy state
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شکل 4. طیف پاسخ سازه به اعمال تحریک‌های پمپی )22 کیلوهرتز( و حامل )100 کیلوهرتز( در حالت معیوب الف( کل بازه فرکانسی ب( بزرگ‌نمایی در 
اطراف فرکانس مرکزی حامل

Fig. 4. Spectrum response of the structure to the application of pump (22 kHz) and probe (100 kHz) excitations in the 
damage state a) The whole frequency range b) Magnification around the probe central frequency
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سیگنال‌های  به  تحریک  سیگنال‌های  حل،  زمان  افزایش  با  شد.  انتخاب 
سینوسی پایاشده نزدیک می‌شوند. برای حالت سالم سازه تنها معادله )17( 
که یک معادله خطی است حل‌ می‌گردد. در این حالت فرض بر این است 
که تکیه‌گاه کاملًا سفت بوده و هیچ‌گونه تماس بین سازه و مرز صلب وجود 
ندارد. در هر حالت معیوب، معادله )17( و بخش تماس هم‌زمان حل‌ به‌طور 
با زمان 500  نهایی متناظر  برای شبیه‌سازی، زمان  هم‌زمان حل می‌شوند. 
سیکل برای فرکانس پمپ در نظر گرفته‌شده‌است. همچنین گام زمانی 1/0 

میکروثانیه انتخاب‌شده‌است. پس از اتمام حل، ولتاژ حسگری پیزوالکتریک 
به کمک معادله )20( در حوزه زمان محاسبه و پاسخ فرکانسی ولتاژ حس‌گر 
با اعمال تبدیل فوریه به سری زمانی جابجایی‌های گره‌ای محاسبه‌ می‌شود.

شکل 7 نتایج شبیه‌سازی برای فرکانس حامل 100 کیلوهرتز و پمپ 22 
کیلوهرتز را در سازه سالم نشان می‌دهد. مطابق شکل، به دلیل ماهیت خطی 
سازه در بازه فرکانسی موردنظر، تنها فرکانس 100 کیلوهرتز در طیف پاسخ 
بروز کرده‌است. شکل 8 نتایج شبیه‌سازی برای فرکانس حامل 100 کیلوهرتز 

 
 سالم حالت در( لوهرتزیک 111) حامل و( لوهرتزیک 22) یپمپ یهاکیپاسخ سازه به اعمال تحر فیط 5 شکل

Fig.5 Spectrum of structural response to pump (27 kHz) and probe (100 kHz) excitations in the healthy state 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 5. طیف پاسخ سازه به اعمال تحریک‌های پمپی )27 کیلوهرتز( و حامل )100 کیلوهرتز( در حالت سالم

Fig. 5. Spectrum of structural response to pump (27 kHz) and probe (100 kHz) excitations in the healthy state

جدول 1. خواص مواد پیزوالکتریک و آلومینیوم

Table 1. Properties of piezoelectric materials and Aluminum

 ماده
 چگالی

(3kg / m) 

 الکتریکی گذردهی

(F / m) 

 پیزوالکتریک ثابت

(2C / m) 

 یانگ مدول

(2N / m) 

 ρ 33 33e 11c 

 66×907 -0/6 01×07-9 0077 پیزوالکتریک

 07×907 -- -- 6077 آلومینیوم
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شکل 6. طیف پاسخ سازه به اعمال تحریک‌های پمپی )27 کیلوهرتز( و حامل )100 کیلوهرتز( در حالت معیوب الف( کل بازه فرکانسی ب( بزرگ‌نمایی در 

اطراف فرکانس مرکزی حامل

Fig. 6. Spectrum response of the structure to the application of pump (27 kHz) and probe (100 kHz) excitations in the 
damage state a) The whole frequency range b) Magnification around the probe central frequency
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 ( در حالت سالملوهرتزیک 111و حامل ) (لوهرتزیک 22) یپمپ یهاکیتحرپاسخ سازه به اعمال  فیط 2 شکل

Fig.7 Spectrum of structural response to pump (22 kHz) and probe (100 kHz) excitations in the healthy state 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 7. طیف پاسخ سازه به اعمال تحریک‌های پمپی )22 کیلوهرتز( و حامل )100 کیلوهرتز( در حالت سالم

Fig. 7. Spectrum of structural response to pump (22 kHz) and probe (100 kHz) excitations in the healthy state

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 8. طیف پاسخ سازه به اعمال تحریک‌های پمپی )22 کیلوهرتز( و حامل )100 کیلوهرتز( در حالت معیوب

Fig. 8. Spectrum of structural response to pump (22 kHz) and probe (100 kHz) excitations in the damage state
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و پمپ 22 کیلوهرتز در سازه معیوب را نشان می‌دهد.
فرکانس‌های 100±22  کیلوهرتز  فرکانس 100  بر  نتایج، علاوه  طبق 
کیلوهرتز نیز در پاسخ فرکانسی ولتاژ حس‌گر مشاهده می‌شود که ناشی از 

تماس غیرخطی در محل تکیه‌گاه هستند.
 27 پمپ  و  کیلوهرتز   100 حامل  فرکانس  برای  شبیه‌سازی  تکرار  با 
سالم  حالت  در  گردید.  حاصل   10 و   9 شکل‌های  مطابق  نتایج  کیلوهرتز 
)شکل 9( امضای دینامیکی کاملًا خطی بوده و تنها فرکانس 100 کیلوهرتز 
)شکل  معیوب  حالت  در  که  است  حالی  در  این  است.  کرده  بروز  طیف  در 
10( علاوه بر فرکانس 100 کیلوهرتز فرکانس‌های 27±100 کیلوهرتز نیز 
در پاسخ فرکانسی سازه ظاهر شده‌است. در هر دو حالت، نتایج شبیه‌سازی 
تطابق مناسبی با نتایج تجربی داشته و فرمولاسیون ارائه‌شده به‌خوبی قادر به 

شبیه‌سازی ماهیت غیرخطی تماس است.
همان‌طور نتایج تجربی و تئوری نشان می‌دهد در حالت معیوب متناظر 
با تماس بین تیر با تکیه‌گاه، باندهای کناری که در پاسخ فرکانسی سیگنال 
خروجی حس‌گر نسبت به حالت سالم اضافه‌شده است. به‌علاوه، تماس تأثیر 
چندانی بر  دامنه‌ فرکانس‌های تحریک پمپ و حامل در حالت سالم و معیوب 
نداشته که نشان از کوچک‌بودن عیب است. همین امر نشان‌دهنده آن است 

که روش تلفیق آکوستیک و ارتعاشات قادر به تشخیص عیوب ریزی در سازه 
است که روش‌های خطی قادر به تشخیص آن عیوب نیستند. 

نتیجه‌گیری-5 
در این تحقیق تأثیر تماس در محل تکیه‌گاه در رفتار ارتعاشی غیرخطی 
قرار  موردبررسی  آکوستیک  و  ارتعاشات  تلفیق  روش  به  پایش  تحت  سازه 
جدایی‌ناپذیر  عنصر  که  محاسباتی  هزینه‌های  کاهش  به‌منظور  گرفت. 
که  فوریه  طیفی  المان  روش  از  است،  بالا  فرکانس  پدیده‌های  شبیه‌سازی 
دارای نرخ همگرایی بسیار مناسب نسبت به سایر روش‌های عددی مشابه 
است، استفاده گردید. مکانیک تماس به‌عنوان عامل غیرخطی حاکم بر مسئله، 
به کمک روش پنالتی به فرمولاسیون المان طیفی ضمیمه شد. کارکرد روش 
تلفیق و وابستگی آن به تحریک فرکانس پایین با تغییر مقدار فرکانس پمپ 
در آزمون‌های تجربی و شبیه‌سازی بررسی شد. طبق نتایج، در آزمون‌های 
تجربی و عددی، تماس در محل تکیه‌گاه معیوب منجر به بروز فرکانس‌های 
تلفیق در اطراف باند مرکزی حامل می‌شود. غیاب باندهای فرکانسی تلفیق 
در سازه سالم )مبنا( امکان استخراج ویژگی‌های حساس به آسیب مناسب و 

پایش زودهنگام سازه میزبان را فراهم می‌آورد.

 
 سالم حالت در( لوهرتزیک 111) حامل و( لوهرتزیک 22) یپمپ یهاکیپاسخ سازه به اعمال تحر فیط 9 شکل

Fig.9 Spectrum of structural response to pump (27 kHz) and probe (100 kHz) excitations in the healthy state 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 9. طیف پاسخ سازه به اعمال تحریک‌های پمپی )27 کیلوهرتز( و حامل )100 کیلوهرتز( در حالت سالم

Fig. 9. Spectrum of structural response to pump (27 kHz) and probe (100 kHz) excitations in the healthy state
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