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Flutter reliability analysis of laminated composite plates
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ABSTRACT: Composite materials are widely used in modern aerospace flight vehicles, especially 
because of their high specific strength and lightweight than other materials. Since the study of reliability 
and uncertainty of composite material design variables in aeroelasticity has received less attention, in 
the present work the reliability of the laminated composite plate due to uncertainty in variables including 
elastic model, Poisson coefficient, density, thickness, and length is examined. The composite laminated 
plate is symmetric with different boundary conditions subjected to supersonic airflow. The classical plate 
theory and the first-order piston theory are utilized to derive the equation of motion. The differential 
quadrature method has been used to discretize and analyze the aeroelastic equations. The governing 
equations after discretization are solved by calculating and analyzing eigenvalues and the occurrence 
of the flutter phenomenon for the laminated composite plate is obtained. To examine the reliability, 
the distribution of random variables as a normal distribution has been used. Finally, the Monte Carlo 
simulation method was used for five different boundary conditions to obtain the reliability of the plate 
flat threshold. According to the presented results, the reliability value of the composite plate flutter 
threshold for the full hinge boundary condition (SSSS) will be higher than other boundary conditions 
and the all-bound boundary condition (CCCC) will be lower than other boundary conditions. Also, 
according to the studies on the condition of the fiber angle of the composite plate, it can be concluded 
that increasing the angle of the fiber of the composite plate increases the reliability of the occurrence of 
the filter threshold.
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1- Introduction
The interaction of aerodynamics, elasticity, and inertia 

causes aeroelasticity problems in aerospace structures. The 
phenomenon of flutter is a kind of dynamic instability in 
which the elasticity of the structure plays a very important 
role. This phenomenon usually has the most important effect 
on the design of the structure of flying objects. In the classic 
type of flutter, as usual, and not always, two degrees of 
freedom of the body are coupled with each other and cause 
instability [1]. 

In this article, the reliability of the laminated composite 
plate due to uncertainty in variables including elastic 
model, Poisson ‎coefficient, density, thickness, and length is 
examined.

2- Equation of Motion
Fig. 1 shows the configuration of a laminated composite 

plate. To simulate the behavior of the plate, the classical 
plate theory is used. The linear displacements field of any 
generic point at position (x, y, z) and at time t on the plate are 
indicated by (u, v, w) and represented by [2]:
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Fig. 1 Coordinate systems of fiber-reinforced materials 
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equations of motion are obtained.
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3- Results and Discussion
The governing equations after discretization are solved by 

calculating and analyzing eigenvalues and the occurrence of 
the flutter phenomenon for the laminated composite plate is 
obtained. To examine the reliability, the distribution of random 
variables as a normal distribution has been used. Finally, the 
Monte Carlo simulation method was used for five different 
boundary conditions to obtain the reliability of the plate flat 
threshold. As shown in Fig. 2, for N= 10000, the reliability 
of the flutter threshold has converged to 89.7627. Therefore, 
in this paper, the number of Monte Carlo simulation cycles 
is considered to be N = 10000. To examine the reliability of 
the occurrence flutter of the composite plate with different 

boundary conditions and [ ]/ /
S

θ θ θ− + − , N = 10000 is 
considered. In Table 1, the reliability of the occurrence flutter 
of the composite plate with different boundary conditions and 
different fiber angles is obtained.

4- Conclusions
According to the presented results, as the boundary 

conditions of the plate move towards the clamped boundary 
conditions, the reliability value o of the c composite 
laminated plate decreases, and with increasing the angle of 
the composite plate fibers, the reliability of the threshold 
occurrence threshold increases. Also, increasing the number 
of layers in the composite plate reduces the reliability of 
the flutter instability. For the symmetrical composite plate 
with a fiber angle of 30 degrees and the SSSS boundary 
conditions for the number of layers 2, 4, 6, 8, and 10, it was 
found that increasing the number of layers in the composite 
plate causes a decrease of 8 percentage of reliability will 
be the threshold for the occurrence of flutter. According to 
the presented results, the reliability value of the composite 
plate flutter threshold for the full hinge boundary condition 
(SSSS) will be higher than other boundary conditions and 

Fig. 2 Convergence study for number of Mont Carlo Simulation
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the all-bound boundary condition (CCCC) will be lower than 
other boundary conditions Also, according to the studies on 
the condition of the fiber angle of the composite plate, it can 
be concluded that increasing the angle of the fiber of the 
composite plate increases the reliability of the occurrence of 
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قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر صفحه چندلایه کامپوزیتی

مسعود جوادی*، وحید خلفی

دانشکده مهندسی هوافضا، دانشگاه علوم و فنون هوایی شهید ستاری، تهران، ایران. 

خلاصه: در کار حاضر قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر صفحه چندلایه کامپوزیتی با توجه به عدم قطعیت در متغیرهایی شامل 
مدل الاستیک، ضریب پواسون، چگالی، ضخامت صفحه و طول صفحه بررسی‌ شده‌است. صفحه موردنظر از چندلایه کامپوزیتی 
متقارن تحت شرایط مرزی مختلف است که در رژیم پروازی مافوق صوت موردبررسی قرارگرفته‌است. به‌منظور شبيه‌سازي رفتار 
حاكم بر صفحه چندلایه کامپوزیتی از نظريه كلاسكي ورق استفاده مي‌شود؛ و اثر نیروهای آیرودینامیکی ‏توسط تئوری پیستون مرتبه 
اول مدل‌سازی شده‌است. به‌منظور گسسته‌سازی و تحلیل معادلات آیروالاستیک حاکم بر صفحه از روش عددی دیفرانسیل مربعی 
تعمیم‌یافته استفاده‌ شده‌است. معادلات حاکم بعد از گسسته‌سازی، با استفاده از محاسبه و تحلیل مقادیر ویژه حل‌شده و آستانه وقوع 
پدیده فلاتر برای صفحه چندلایه کامپوزیتی به‌دست‌آمده‌است؛ به‌منظور بررسی قابلیت اطمینان، توزیع متغیرهای تصادفی به‌صورت 
توزیع نرمال استفاده‌شده‌است. درنهایت برای به‌دست‌آوردن قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر صفحه از روش شبیه‌سازی مونت‌کارلو 
برای پنج شرط مرزی مختلف استفاده ‌شده‌است. با توجه به نتایج ارائه‌شده، مقدار قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر صفحه کامپوزیتی 
برای شرط مرزی تمام لولا بیشتر از سایر شرایط مرزی و شرط مرزی تمام گیردار کمتر از سایر شرایط مرزی خواهد بود. همچنین با 
توجه به بررسی‌های صورت‌گرفته در مورد وضعیت زاویه ‏الیاف صفحه کامپوزیتی، می‌توان نتیجه گرفت‏ با افزایش زاویه الیاف صفحه 

کامپوزیتی قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر افزایش می‌یابد.
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مقدمه-1 
تداخل سه‎ ‎نوع‎ ‎نيرو‎ ‎ناشي از آیرودینامیک، ‎الاستيسيته و اينرسي سبب 
 ‎نوعي پدیده ‏فلاتر  در‎ ‎اجسام‎ ‎پرنده‎ ‎می‌شود.  مسائل‎ ‎آيروالاستيسيته  بروز 
 ‎سازه‎ ‎الاستيسيته‎ ‎كه‎ ‎است‎ ‎پرواز‎ ‎در حال‎ ‎پرنده‎ ‎اجسام‎ ‎در‎ ‎دينامكيي‎ ‎ناپايداري‎
 ‎به‌طورمعمول مهم‌ترین‎ ‎پديده‎ ‎می‌کند. ‏اين‎ ‎ايفا‎ ‎آن‎ ‎ايجاد‎ ‎در‎ ‎مهمي‎ ‎بسيار‎ ‎نقش‎
 ‎كلاسكي‎ ‎نوع‎ ‎می‌کند. در‎ ‎اعمال‎ ‎پرنده‎ ‎اجسام‎ ‎سازه‎ ‎طراحي‎ ‎بر روي‎ ‎را‎ ‎تأثیر‎
 ‎شده‎ ‎كوپل‎ ‎با كيديگر‎ ‎جسم‎ ‎درجه آزادي‎ ‎دو‎ ‎،هميشه‎ ‎نه‎ ‎و‎ ‎به‌طورمعمول‎ ‎فلاتر‎
موضوع  آیروالاستیک یک  ازآنجاکه  ]1[‏.  ‎و‎ ‎سبب‎ ‎ايجاد‎ ‎ناپايداري‎ ‎می‌شوند 
نیروی  آیرودینامیکی،  نیروهای  تداخل  حاصل  از  و  است  میان‌رشته‌ای 
آیروالاستیک‎ ‎در طراحی  تجزیه‌وتحلیل  اینرسی ‏است،  و نیروی  الاستیک 
هواپیما بسیار مهم است‎.‎‏ فلاتر، یک مسئله رایج در مسائل آیروالاستیسیته 
است که ‏می‌تواند به فاجعه حمل‌ونقل هوایی به دلیل اختلاف ارتعاش سازه 
و  مسئله ‏فلاتر  مورد  در  متعارف  مطالعات  شود.  منجر  کوتاه  یک‌زمان  در 

کامل‌بودن  و  معین  برفرض  کامپوزیتی  صفحه  آیروالاستیک  رفتارهای 
پارامترهای ساختاری است که معمولًا به‌عنوان تجزیه‌وتحلیل قطعی نامیده 
می‌شود، کارهای متعددی در این زمینه انجام‌ شده‌است. سویر1 و همکاران 
بر  ساده  لولای  مرزی  شرایط  با  کامپوزیتی  صفحه  کمانش  و  فلاتر   ]2[
اساس تئوری کلاسیک ورق و تغییر شکل‌های کوچک با استفاده از روش 
‏گلرکین موردبررسی قرارداد. عباس و همکاران ]3[ فلاتر صفحه کامپوزیتی 
ارتوتروپیک را با در‌نظر‌گرفتن حرارت آیرودینامیکی ‏ ‏مطالعه کردند. همچنین 
را  مافوق صوت  جریان  در  کامپوزیتی  فلاتر صفحه   ]4[ همکاران  و  چنگ 
مربوط  کارهای  ازجمله  تحلیل ‏کردند.  محدود  اجزای  روش  از  استفاده  با 
و  زاده  کوچک  کار  به  می‌توان  کامپوزیتی  آیروالاستیک صفحه  تحلیل  به 
در  کامپوزیتی  آیروالاستیک صفحه  آن‌ها ‏تحلیل  کرد.  اشاره   ]5[ همکاران 
و  فضیلتی  دادند.‏‏   انجام  گلرکین  روش  از  استفاده  با  صوت  مافوق  جریان 
خلفی ]6[ با استفاده از روش ایزوژئومتریک به تحلیل ناپایداری فلاتر صفحه 

Sawyer  1



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره ویژه 6، سال 1400، صفحه 3925 تا 3938

3926

کامپوزیتی پرداختند.
بااین‌حال، عدم قطعیت در متغیرهای طراحی وجود دارد که در مسائل 
عدم  شده‌است. ‏این  توجه  آن‌ها  به  کمتر  کامپوزیتی  مواد  آیروالاستیسیته 
قطعیت شامل خواص هندسی مانند خواص مقطعی و ابعاد، خواص مکانیکی 
مواد مانند مدول و استحکام، توزیع بارها، محیط ‏کار و غیره هست؛ بنابراین 
تجزیه‌وتحلیل قطعی اطلاعات کاملی را در خصوص پاسخ فلاتر ارائه نمی‌دهد. 
به این منظور بررسی ‏فلاتر تحت عدم قطعیت تصادفی، باید یک ابزار مناسب 
برای تجزیه‌وتحلیل سیستم سازه با عدم قطعیت تصادفی ]7, 8[ ارائه شود‏‎.‎‏ 
سیستم‌های  اطمینان  قابلیت  نظریه  و  احتمالاتی  تجزیه‌وتحلیل  کمک  ‏به 
سازه‌ای می‌توان عدم قطعیت‌های ناشی از طبیعت آماری ‏پارامترهای مختلف 
به‌طور  را  و عملکرد  ایمنی  درآورده و ملاحظات  ریاضی  روابط  به‌صورت  را 
کمی وارد روند طراحی نمود. طبق این ‏نظریه علاوه بر بررسی عدم قطعیت 
کل  اطمینان  قابلیت  می‌توان  فلاتر  پاسخ  بر  مختلف  پارامترهای  تصادفی 
اطمینان  قابلیت  تجزیه‌وتحلیل  قرارداد.  نیز ‏موردمطالعه  را  سازه‌ای  سیستم 
آستانه وقوع فلاتر یک موضوع نسبتاً جدید است به همین دلیل منابع کمی 
‏در تجزیه‌وتحلیل فلاتر احتمالاتی وجود دارد.‏‎ ‎لیو1 و همکاران‎ ‎‏]9[‏‎ ‎از روش 
سطح پاسخ توالی برای تجزیه‌وتحلیل قابلیت اطمینان ‏فلاتر بال با فرکانس 
لیاو و همکاران ]10[ قابلیت اطمینان عدم  طبیعی تصادفی استفاده کردند. 
در  چندلایه  پوسته  فلاتر ‏غیرخطی  و  کمانش  برای  مختلف  قطعیت‌های 
جریان مافوق صوت را برای عدم قطعیت‌های مختلف سازه‌ای به‌دست‌آوردند.‏ 
صفحه  و  پوسته  غیرخطی  فلاتر  و  اطمینان  قابلیت  ]‎]11‏   ‎همچنین آن‌ها 
چندلایه در جریان مافوق صوت را برای عدم قطعیت‌های ‏مختلف سازه‌ای 
به‌دست‌آوردند؛ که در آن از تئوری کلاسیک ورق برای مدل‌کردن رفتار سازه 
آیرودینامیکی  نیروهای  مدل ‏کردن  برای  اول  مرتبه  تئوری پیستون  از  و 
با  فلاتر  درزمینه  متفاوتی  تحقیقاتی  اخیر  سال‌های  در  است.‏‎ ‎‏  استفاده‌شده 
استفاده از تجزیه‌وتحلیل ‏قابلیت اطمینان از پاسخ فلاتر با در نظر گرفتن عدم 
قطعیت‌های گوناگون با روش‌های مختلف ]‎ ]12-17انجام ‌شده‌است‎.‎‏ فارسی 
و خلفی ]18[ قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر صفحه ایزوتروپیک‏ با طول 
محدود و عرض بی‌نهایت را موردبررسی قراردادند. آن‌ها با آنالیز حساسیت، 
اثر پارامترهای مختلف بر میزان قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر صفحه 
ایزوتروپیک دوبعدی را بررسی کردند. کومار2 و همکاران ]19[ با استفاده از 

تجزیه‌وتحلیل ‏قابلیت اطمینان به بررسی حوزه پایداری بال پرداختند.
 به‌طورکلی، ‏این روش‌ها را می‌توان به چهار دسته تقسیم کرد ]20[: 1( 

1  Liu
2  Kumar

روش قابلیت اطمینان مرتبه اول، 2( روش المان محدود تصادفی، 3( روش 
سطح پاسخ‏ ‎و‎ ‎‏4( شبیه‌سازی مونت‌کارلو3‏‎.‏

با  میلادی  هشتاد  دهه  اواخر  از  به‌سرعت  کوادرچر  دیفرانسیل  روش 
تولید روش‌های نوین برای تعیین ‏ثابت‌های وزنی به لطف تلاش‌های دیگر 
محققین توسعه چشمگیری پیدا کرد. این اقدامات روش ‏دیفرانسیل کوادرچر 
با  مقایسه  در  نمود.  تبدیل  عددی  گسسته‌سازی  قدرتمند  روش  یک  به  را 
روش  محدود،  المان  و  محدود  تفاضلات  پایین  مرتبه  مرسوم  ‏روش‌های 
دیفرانسیل کوادرچر دارای ‏قابلیت پاسخگویی دقیق‌تری با تعداد کمتر نقاط 
دامنه است که این امر باعث کاهش محاسبات می‌شود. ‏از دیگر مزیت‌های 
این روش نسبت به روش‌های دیگر عددی می‌توان به این مسئله اشاره نمود 
که با ‏افزایش تعداد نقاط شبکه در اکثر مسائل نه‌تنها خطایی وارد محاسبات 
نمی‌گردد بلکه پاسخ موردنظر به یک مقدار ثابت همگرا شده و افزایش تعداد 
نقاط تأثیری در پاسخ نمی‌گذارد. این مزیت ‏برتری این روش را در مقایسه با 
سایر روش‌ها به‌طور مثال المان محدود ثابت می‌نماید که با ‏افزایش المان‌ها 
خطای محاسباتی به وجود خواهد آمد. بدین ترتیب‎ ‎با توجه به مزایای فراوان 
روش ‏دیفرانسیل کوادرچر، این روش در مسائل مهندسی و علمی بسیار به 

کار گرفته‌می‌شود.‏
در کار حاضر با توجه به اینکه، بررسی قابلیت اطمینان و عدم قطعیت در 
متغیرهای طراحی در مسائل آیروالاستیسیته مواد کامپوزیتی ‏کمتر موردتوجه 
قرارگرفته‌است، قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر صفحه چندلایه کامپوزیتی 
متقارن برای عدم قطعیت‌های مختلف ‏سازه‌ای شامل مدل الاستیک، ضریب 
پواسون، چگالی، ضخامت صفحه و ابعاد صفحه در رژیم پروازی مافوق صوت 
بررسی ‌شده‌است. ‏معادله آیروالاستیسیته حاکم بر این مدل با استفاده از روش 
دیفرانسیل مربعی‌ای حل‌شده و برای به‌دست‌آوردن قابلیت اطمینان نیز ‏از 

روش شبیه‌سازی مونت‌کارلو استفاده ‌شده‌است.‏

معادلات حاکم بر صفحه چندلایه کامپوزیتی-2 
پوسته،  و  ورق  تئوری‌های  انتخاب  در  تأثیرگذار  پارامترهای  از  یکی 
ضخامت است. زمانی که ‏ضخامت سازه در مرتبه دیگر ابعاد نباشد، استفاده 
از تئوری کلاسیک ورق منجر به نتایج با دقت قابل‌قبول می‌شود.‏ چنانچه 
در  یادشده  فرضیات  باشد،  فراوان  آن  دیگر  ابعاد  به  نسبت  ورق  ضخامت 
مورد ورق‌های نازک با تغییر شکل‌های کوچک بی‌اعتبار شده و به‌کارگیری 
معادلات دیفرانسیل بالا تقریب ‏زیاد و قابل‌توجه ای را به همراه خواهد داشت. 

3  Monte Carlo
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Fig. 1. Coordinate systems of fiber reinforced materials 

یتیکامپوز هیلاکیو مرجع در  یجهات اصل: 1شکل   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. جهات اصلی و مرجع در یک‌لایه کامپوزیتی

Fig. 1. Coordinate systems of fiber reinforced materials

‏ازاین‌رو با فرض نازک‌بودن صفحه و به‌منظور شبيه‌سازي رفتار حاكم برسازه 
)ورق( از نظريه كلاسكي ورق استفاده مي‌شود. ورق مستطيلي در دستگاه 
مختصات كارتزين )x, y, z( باضخامت h در حالتی که z عمود بر صفحه 
باشد فرض می‌شود. چنانچه  مياني  بر صفحه  منطبق   xy میانی و صفحه 
جابجایی‌های نقاط واقع در صفحه مياني با  )u0, v0, w0(نشان داده شود، 

ميدان جابجايي به شكل ذيل درخواهد آمد ]21[.
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 x,(به ترتیب جابه‌جایی لایه میانی در راستای )u0, v0, w0(  که در آن
y, z( است. رابطه تنش-کرنش برای یک‌لایه ارتوتروپ به شکل زیر است.
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تعریف  زیر  شکل  به  که  است  سختی  ضرایب  معرف   Qij آن  در  که 
می‌شوند.
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در مختصات  برای یک تک لایه  را  و کرنش  تنش  روابط  فوق  رابطه 
دستگاه  در  را  روابط  این  بخواهیم  اگر  حال  نوشته ‌شده‌است.   )2-1( اصلی 
 θ که همانند شکل 1 با دستگاه اصلی اختلاف زاویه‌ای برابر )x, y( مرجع

دارد، بنویسیم فرم رابطه به‌صورت زیر است:
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که در آن مؤلفه‌های ماتریس سختی را می‌توان با توجه به مرجع ]22[ 

به‌دست‌آورد. نیروی میان صفحه‌ای و گشتاور خارج از صفحه به‌صورت زیر 
به دست می‌آید:
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با قراردادن رابطه )4( در )5(، رابطه )6( به دست می‌آید.
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بردار  بيانگر   }k{و غشايي  كرنش‌هاي  بردار  مبين   }ε0{آن در  که 
كرنش‌هاي خمشي است. همچنین N نیروی میان صفحه، M گشتاور خارج 
ماتریس سختی کششی،  ترتیب  به   D و   B،A ماتریس‌های و  از صفحه 
ماتریس سختی کششی‌خمشی و ماتریس سختی خمشی است که مؤلفه‌های 

ماتریس‌های ذکرشده به شکل زیر حاصل می‌شوند.
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متقارن در نظر گرفتیم  به‌صورت  را  ازآنجاکه در کار حاضر لایه چینی 
درنتیجه ماتریس B برابر صفر می‌شود و این امر سبب می‌شود که نیروی 

میان صفحه و گشتاور خارج از صفحه به شکل زیر باشند:



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره ویژه 6، سال 1400، صفحه 3925 تا 3938

3928
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�

مدل آیرودینامیکی-2 -1 
آیرودینامیکی  تئوری  یک  آیرودینامیک،  رفتار  شبیه‌سازی  الگوی  برای 
محاسباتی کارآمد برای الگوسازی مطلوب آن ضروری است، بنابراین تئوری 
پیستون که یک ارتباط ساده بین فشار و تغییر شکل سطح فراهم می‌کند، 
انتخاب می‌شود. نظریه پیستون یک روش برای محاسبه فشار آیرودینامیکی 
توسط  تولیدشده  محلی  فشار  آن  در  که  است  سطح  یک  روی  بر  ناپایدار 
حرکت سطح به مؤلفه عمودی محلی سرعت سیال وابسته می‌شود. با استفاده 
زیر  رابطه  به‌صورت  آیرودینامیکی  نیروهای  اول،  مرتبه  پیستون  تئوری  از 

شبیه‌سازی می‌شود ]5[.
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�

که در آن ∞U  سرعت جریان آزاد، M عدد ماخ،  ∞ρ چگالی جرمی 
سیال و ∞q فشار آیرودینامیکی است که به‌صورت زیر بیان می‌شود:
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معادلات حرکت-2 -2 
معادلات حرکت از اصل همیلتون به دست می‌آیند، بدون درنظرگرفتن 
صفحه  حرکت  معادلات  حجمی  گشتاورهای  و  سطحی  برشی  نیروهای 
چندلایه کامپوزیتی متقارن با استفاده از تئوری کلاسیک ورق به شکل زیر 

بیان می‌شود:
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از  است.  بر صفحه  وارد  آیرودینامیکی  نیروی  معادل   Δp∞ آن  در  که 
نظر  در  با  و  معادلات حرکت  در  از صفحه  خارج  گشتاور  روابط  جایگذاری 
معادلات  این  کلی  شکل  کامپوزیتی  مواد  مکانیکی  رفتار  روابط  گرفتن 

به‌صورت زیر خواهد بود:
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با جایگذاری رابطه )11( در رابطه )12(، معادله آیروالاستیک حاکم بر 
صفحه دوبعدی به‌صورت زیر خواهد شد:
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حال پارامترهای بی‌بعد مطابق با رابطه )14( تعریف می‌گردند.
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در رژیم‌های پروازی مافوق صوت کهM > 1 است، عبارت‌های استهلاک 
آیرودینامیکی در رابطه )11( به‌صورت رابطه )15( تخمین زده‌می‌شود ]23[.
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با اعمال پارامترهای بی‌بعد تعریف‌شده در رابطه )۱۷( رابطه زیر حاصل 
می‌شود.
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مربعی -3  دیفرانسیل  از روش  استفاده  با  معادلات حاکم  حل 

تعمیم یافته

روش دیفرانسیل کوادرچر یک روش عددی دقیق و درعین‌حال سریع 

برای حل معادلات دیفرانسیل است. روش دیفرانسیل کوادرچر برای مشتق 
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دست می‌آیند.
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برای  وزنی  ثابت‌های  به  مربوط  اصلی  قطر  بر  غیرواقع  عبارت‌های 
مشتقات مرتبه دوم و بالاتر از رابطه )20( به دست می‌آیند.
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عبارت‌های واقع بر قطر اصلی مربوط به ثابت‌های وزنی برای مشتقات 
مرتبه اول و بالاتر از رابطه )21( به دست می‌آیند.
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از روش دیفرانسیل کوادرچر برای ترکیب‌های خطی مشتق نیز استفاده 
می‌شود.
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با توجه به مشخص‌شدن ثابت‌های وزنی حال باید مختصات نقاط شبکه 
معین گردند. برای افزایش دقت، بهتر است از توزیع نقاط با فواصل نامساوی 
استفاده شود. بدین منظور می‌توان با استفاده از چندجمله‌ای‌های لاگرانژ به 
مختصات  محاسبه  نحوه  که  دست‌یافت  بسیار خوب  کسینوسی  توزیع  یک 

نقاط شبکه در این حالت به‌صورت رابطه )26( هست.
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با استفاده از این روش به ترتیب   شرایط مرزی لولای ساده و گیردار 
به‌صورت روابط )24( و ‏)25(‏ بیان می‌شود.
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و همچنین شرایط مرزی گیردار به‌صورت زیر بیان می‌شود.
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 i tW( x, y,t ) W( x, y )e ω= اگر فرض شود پاسخ سیستم به‌صورت 
با اعمال روش دیفرانسیل کوادرچر معادله )16( گسسته‌سازی شده و  باشد 
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حال رابطه )26( را به‌صورت رابطه )27( بیان می‌شود.
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 δ نمایانگر درجات آزادی نقاط دامنه هست. همچنین δ در رابطه بالا
( بوده که برابر است با: )) )N M− − ×4 4 یک بردار1
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یک  به  به‌دست‌آمده  رابطه   I Iωδ ω δ− رابطه0= تعریف  با  حال 
حاصل   )29( رابطه  درنتیجه  می‌گردد.  تبدیل  اول  مرتبه  ویژه  مقدار  رابطه 

می‌شود.
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که در آن ضرایب C* و K*به شکل زیر تعریف می‌شوند.
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همچنین 0 و I هر یک به ترتیب معادل ماتریس صفر و ماتریس یکه با 
( هستند. حال می‌توان با تحلیل مقادیر  )) ) ) )) )N M N M− − × − −4 4 4 4 ابعاد 

ویژه رابطه )29( محدوده وقوع فلاتر را بررسی کرد.



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره ویژه 6، سال 1400، صفحه 3925 تا 3938

3931

به‌دست‌آوردن قابلیت اطمینان با استفاده از شبیه‌سازی مونت‌کارلو-3 -1 
توسط  تعیین‌شده   λc فلاتر  بحرانی  آیرودینامیکی  فشار  به  توجه  با 
تجزیه‌وتحلیل مقدار ویژه، تابع حد حالت یا عملکرد برای سرعت فلاتر به 

شکل زیر تعریف می‌شود
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عدم  گرفتن  نظر  در  بدون  بی‌بعد  آیرودینامیکی  فشار   *
cλ آن  در  که 

( هست.  )cλ µ قطعیت برای متغیرهای طراحی است که مقدار آن برابر با 
می‌توان  فلاتر  آستانه  اطمینان  قابلیت  بردن  بالا  برای  که  است  شایان‌ذکر 
از آن  در نظر گرفت که در کار حاضر  *

cλ برای مقدار یک حاشیه اطمینان 
صرف‌نظر شده‌است.

بردار و  می‌شود  تعریف  هدف  تابع  به‌عنوان   g(x( تابع  همچنین 
محدوده  که  می‌باشند؛  تصادفی  متغیرهای  [ , , ,..., ]nx x x x x= 1 2 3

ناحیه  و  شکست  ناحیه   ) )g x <0 محدوده  امن،  ناحیه   ) )g x >0
( ناحیه مرزی هست. قابلیت اطمینان، احتمال اینکه متغیرهای  )g x =0
تصادفی x در ناحیه امن قرار گیرند تعریف می‌شوند. اگر تابع چگالی احتمال 

)f(x ،x باشد عدم قطعیت به‌صورت زیر می‌شود:
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آزمایش  مستقل  تصادفی  متغیر   N مونت‌کارلو  شبیه‌سازی  درروش 
بار آزمایش بر پایه تصادفی  اولیه از متغیر در هر  می‌شود درحالی‌که ارزش 
انتخاب می‌شود و به‌وسیله سیکل‌های شبیه‌سازی، عدم قطعیت Pf به‌صورت 

زیر محاسبه می‌شود ]25[ .
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X( به‌صورت زیر تعریف می‌شود: ,X ,...,X )nI 1 2 که در آن 

)35(

 

(31) 

2 2 2
)4) )3) )1)1611

1 1 2
1 3 1 3 2 30 0

2 2 2
)2) )2)12 66

1 2
1 3 2 30*

3 2 2
)1) )3)26

1 2
1 3 2 30

4
22

0

4

) 2 )2

        4

N N M

ik ik jk
k k k

N M

ik jk
k k

N M

ik jk
k k

j

DD aAx Ax Ay
D D b

D D a Ax Ay
D b

K
D a Ax Ay
D b

D a Ay
D b

  

  

 

 

 

 

   
 

    
 


   
 

   
 

  

 

 
2 2

)4) )1)
2 1

2 3 1 3

*

,

M N

k ik
k k

Ax

C
M





 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 



 

 

 

(31)     *λ λc cg x x   

 

(32)   
 

 
 

0

0 df x
g x

P P g X f x x


     

 

(33)   
 

 
 

0

1 0 df x
g x

R P P g X f x x


       

 

(34) 1 2
1

1 )X ,X ,...,X )
N

f n
i

P I
N 

   

 

(35) 1 2
1 2

1 2

1 if )X ,X ,...,X ) 0
)X ,X ,...,X )

0 if )X ,X ,...,X ) 0
n

n
n

g
I

g


  
 

 

(36) f
f

N
P

N
  

 

(37) 
1) )

) )
f

f

P
P










 
 

 

(38) 
21) ) exp) )

22

z wz dw
 

 Φ  

 

�

که درنتیجه عدم قطعیت Pf به‌صورت زیر محاسبه می‌شود:
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در  که  است  شبیه‌سازی‌شده‌ای  سیکل‌های  کل  تعداد   Nf آن  در  که 
سیکل‌های  کل  تعداد   N و  ) ) ) )g x <0 افتاده‌است اتفاق  شکست  آن 
شبیه‌سازی‌شده است. تعداد تولیدکننده‌ای تصادفی معمولًا برای به‌دست‌آوردن 
یک مقدار متوسط و انحراف معیار استاندارد بر اساس مقدار ورودی تصادفی 
و توزیع نوشته‌شده از هر ورودی تصادفی قابل‌اجرا است. همچنین می‌توان 
خروجی  توزیع  برای  را  ورودی  متغیر  پارامترهای  احتمال  حساسیت  میزان 
قابلیت  می‌توان شاخص  مونت‌کارلو  شبیه‌سازی  از  استفاده  با  کرد.  مشاهده 

اطمینان را که با β نمایش داده می‌شود محاسبه کرد.
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نشان  را  استاندارد  نرمال  متغیرهای  از  جمع‌شونده  توزیع   Φ تابع  که 
می‌دهد.
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حل مسئله نمونه-3 -2 
جریان  در  کامپوزیتی  چندلایه  بر صفحه  حاکم  آیروالاستیک  معادلات 
مافوق صوت که با استفاده از روش دیفرانسیل کوادرچر گسسته‌سازی شدند 
به  قسمت  این  در  است.  حل‌شده  فلاتر  وقوع  سرعت  به‌دست‌آوردن  برای 
صحت‌سنجی نتایج حاصل از تحلیل فلاتر توسط روش دیفرانسیل کوادرچر 
پرداخته می‌شود. به این منظور یک صفحه چهار لایه کامپوزیتی متقارن با 
تمام  مرزی  شرایط  با  صوت  مافوق  جریان  در   [ / ]Sθ θ+ − چینی لایه 
و همچنین  / ,  / ,  /M h a a bµ = = =0/01 100 1 و  لولای ساده 

) / , )E E ν= =11 22 120/ 33 0/ 3 به‌صورت  مواد  مکانیکی  خواص 
روش  از  استفاده  با  حل  برای  گرفته‌شده‌است.  نظر  در   ]2[ مرجع  مطابق 
مطابق   ) )N M= =15 شبکه  نقاط   15 تعداد  از  کوادرچر  دیفرانسیل 
رابطه )23( استفاده‌شده‌است. فشار آیرودینامیکی بحرانی فلاتر به‌دست‌آمده 
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در شکل 2 با مرجع ]2[ که در آن فشار آیرودینامیکی بحرانی فلاتر صفحه 
را با استفاده از روش گلرکین به دست آورده مقایسه شده‌است. همان‌طور که 
از شکل مشخص است نتایج به‌دست‌آمده دارای مطابقت خوبی با مرجع ]2[ 

هست.
توزیع  کامپوزیتی،  چندلایه  صفحه  اطمینان  قابلیت  بررسی  به‌منظور 
تعریف   1 جدول  در  است  نرمال  توزیع  به‌صورت  که  تصادفی  متغیرهای 
قابلیت   )21( رابطه  و  مونت‌کارلو  شبیه‌سازی  روش  از  استفاده  با  ‌شده‌است. 
و  لایه‌چینی  برای  کامپوزیتی  چندلایه  صفحه  فلاتر  وقوع  آستانه  اطمینان 

شرایط مرزی مختلف در این مقاله ارائه می‌شود.
در شکل 2 مقدار قابلیت اطمینان سرعت فلاتر صفحه کامپوزیتی متقارن 
]‎‏ و شرایط مرزی گیردار-لولا-‏گیردار-لولا  / / ]s-30 +30 -30 با ۶ لایه
شده‌است  آورده  مختلف  مونت‌کارلو  شبیه‌سازی  سیکل‌های  تعداد  برای 
سیکل‌های  تعداد  فلاتر ‏برای  وقوع  آستانه  اطمینان  قابلیت  همگرایی  و 
شبیه‌سازی مونت‌کارلو بررسی‌ شده‌است. همان‌طور که از شکل 2 مشخص 
است برای تعداد سیکل 10000 ‏به بعد قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر 
به مقدار 89/7627% همگرا شده‌است. به همین منظور در این مقاله تعداد 
سیکل‌های ‏شبیه‌سازی مونت‌کارلو را برابرN‎=10000‏ در نظر گرفته‌شده‌است.‏

در ابتدا در جدول 2 فشار آیرودینامیکی بی‌بعد شده بحرانی فلاتر برای 

شرایط  با   [ ]/ /
S

θ θ θ− + − با لایه  کامپوزیتی  متقارن  6 لایه  صفحه 
مرزی مختلف آورده شده‌است. با توجه به جدول 2 با افزایش زاویه الیاف، 
فشار آیرودینامیکی بی‌بعد‌شده بحرانی فلاتر کاهش می‌یابد و هر چه شرایط 
آیرودینامیکی  فشار  می‌رود  گیردار  مرزی  شرایط  سمت  به  صفحه  مرزی 
کامپوزیتی  صفحه   2 جدول  در  می‌یابد.  افزایش  فلاتر  بحرانی  بی‌بعدشده 
کمترین  دارای  لولا  تمام  مرزی  شرایط  و   ]-60/+60/-60[

s
چینی  با لایه 

لایه  با  کامپوزیتی  صفحه  و  فلاتر  بحرانی  بی‌بعدشده  آیرودینامیکی  فشار 
چینی s]15-/15+/15-[ و شرایط مرزی تمام گیردار دارای بیشترین فشار 

آیرودینامیکی بی‌بعدشده بحرانی فلاتر است.
برای بررسی قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر صفحه کامپوزیتی با شرایط 
 [ ]/ /

s
θ θ θ− + − لایه‌چینی  با  متقارن  لایه   6 تعداد  و  مختلف  مرزی 

نظر  در   N  = برابر10000  را  مونت‌کارلو  شبیه‌سازی  سیکل‌های  تعداد  و 
می‌گیریم. در جدول 3 قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر صفحه کامپوزیتی 
با شرایط مرزی مختلف و زاویه‌های مختلف الیاف به دست آورده شده‌است. 
وقوع  آستانه  اطمینان  قابلیت  الیاف  زاویه  افزایش  با   3 جدول  به  توجه  با 
فلاتر افزایش می‌یابد و هر چه شرایط مرزی صفحه به سمت شرایط مرزی 
گیردار می‌رود قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر کاهش می‌یابد. در جدول 
]60-/60+/60-[ و شرایط مرزی چهار 

s
3 صفحه کامپوزیتی با لایه چینی 

 
 
S]ϴ-/ϴ[+ Comparison of critical aerodynamic pressure for a composite plate with a porcelain layerFig. 2.  

  +]S ]ϴ-/ϴنیچیبرای صفحه کامپوزیتی با لایه مقایسه فشار آیرودینامیکی بحرانی: 2شکل 
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جدول 1. توزیع متغیرهای تصادفی ‏]10[

Table 1. Distribution of random variables

 

 [11] یتصادف یرهایمتغ عیتوز: 1جدول 
 انحراف معیار مقدار میانگین فرم توزیع خاصیت

E11)GPa) 01 051 نرمال%  

E22)GPa) 01 9 نرمال%  

G12)GPa) 01 0/7 نرمال%  

υ 12 3/1 نرمال  5%  

υ 21 3/1 نرمال  5%  

ρ(Kg/m3) 5 0011 نرمال%  

a)m) 0/1 نرمال  2%  

b)m) 0/1 نرمال  2%  

h)m) 1110/1 نرمال  2%  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Fig. 3. Reliability for different Monte Carlo simulation cycles 
 ارلوکمونت سازیشبیهمختلف  هایسیکلبرای  قابلیت اطمینان: 3شکل 
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[ ]/ /
S

θ θ θ− + − جدول 2. فشار آیرودینامیکی بی‌بعدشده بحرانی فلاتر برای صفحه 6 لایه کامپوزیتی متقارن 

Table 2. The critical aerodynamic pressure for different types of laminated plate[ ]/ /
S

θ θ θ− + −

 
 / / S    Table 2. The critical aerodynamic pressure for different types of laminated plate  

لایه کامپوزیتی متقارن  6برای صفحه  بعدشده بحرانی فلاتربیفشار آیرودینامیکی : 2جدول  / / S       
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7009/005  5507/230  9959/201  3057/300 گیردار-لولا-گیردار-لولا   

02930/073  7712/202  5555/323  0002/300 گیردار-گیردار-لولا-لولا   
0200/210  5921/309  5937/511  5517/500  چهارسرگیردار 
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 لایه کامپوزیتی متقارن 6برای صفحه  درصد )%( برحسبفلاتر  : مقدار قابلیت اطمینان آستانه وقوع3جدول  / / S     

یبا دستگاه اصل هیتلاف زاواخ  
مرزی شرایط  01 55 31 05 

32/90  23/92  07/91  90/01  چهار سر لولا 
70/95  00/05  13/91  92/79 یک سرگیردار-سه سرلولا   
02/93  23/00  70/09  03/79 گیردار-لولا-گیردار-لولا   
25/90  79/02  30/05  52/70 گیردار-گیردار-لولا-لولا   
03/07  00/01  52/70  39/73  چهارسرگیردار 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

سر لولا دارای بیشترین مقدار قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر و صفحه 
و شرایط مرزی چهارسرگیردار   ]-15/+15/-15[s با لایه چینی  کامپوزیتی 

دارای کمترین مقدار قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر است.
به‌منظور بررسی تعداد لایه‌های صفحه کامپوزیتی بر رفتار آیروالاستیک 
آن، در جدول 4 فشار آیرودینامیکی بی‌بعدشده بحرانی فلاتر، قابلیت اطمینان 
زاویه  با  متقارن  برای صفحه کامپوزیتی  آستانه وقوع فلاتر  و عدم قطعیت 
الیاف 30 درجه و شرایط مرزی تمام لولا برای تعداد لایه‌های 2، 4، 6، 8 و 
10 آورده شده است. همان‌طور که از جدول 4 مشخص است افزایش تعداد 
لایه‌ها در صفحه کامپوزیتی سبب کاهش قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر 

و افزایش عدم قطعیت می‌شود.
آیرودینامیکی  فشار  که  است  4، مشخص  تا   2 جدول‌های  به  توجه  با 
بی‌بعدشده بحرانی فلاتر با مقدار قابلیت اطمینان آستانه وقوع ‏فلاتر صفحه 
بی‌بعدشده  آیرودینامیکی  فشار  که  جا  هر  و  دارد  عکس  نسبت  کامپوزیتی 

بحرانی فلاتر دارای مقدار بالاتری است مقدار ‏قابلیت اطمینان کمتری دارد. 
اینکه متغیرهای تصادفی به‌صورت نرمال در نظر گرفته‌شده‌اند،  با توجه به 
قابلیت  افزایش‌یافته و میزان  پراکندگی  افزایش میزان ‏انحراف ‏معیار،  با  لذا 

اطمینان آستانه وقوع فلاتر کاهش می‌یابد.‏

نتیجه‌گیری-4 
مواد  به‌جای  انتخابی  ماده  به‌عنوان  کامپوزیتی  مواد  از  استفاده  امروزه، 
اینکه  با توجه به  از کاربردهای فناوری مشاهده می‌شود.  فلزی در بسیاری 
بررسی قابلیت اطمینان و عدم قطعیت در متغیرهای طراحی مواد کامپوزیتی 
حاضر  کار  در  است،  قرارگرفته  موردتوجه  کمتر  آیروالاستیسیته  مسائل  در 
چینی‌ها  لایه  با  متقارن  کامپوزیتی  چندلایه  صفحه  فلاتر  اطمینان  قابلیت 
از روش شبیه‌سازی مونت‌کارلو و روش  با استفاده  و شرایط مرزی مختلف 
نتایج  شده‌است.  آورده  دست  به  تعمیم‌یافته  مربعی  دیفرانسیل  عددی 
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قابلیت  بررسی  برای  را  مونت‌کارلو  شبیه‌سازی  روش  توانایی  به‌دست‌آمده 
اطمینان آستانه وقوع فلاتر صفحه چندلایه کامپوزیتی نشان می‌دهد. با توجه 
به نتایج ارائه‌شده هر چه شرایط مرزی صفحه به سمت شرایط مرزی گیردار 
می‌رود مقدار قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر صفحه چندلایه کامپوزیتی 
قابلیت اطمینان  الیاف صفحه کامپوزیتی  افزایش زاویه  با  کاهش می‌یابد و 
آستانه وقوع فلاتر صفحه افزایش می‌یابد. همچنین افزایش تعداد لایه‌ها در 
صفحه کامپوزیتی سبب کاهش قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر می‌شود. 
با توجه به نتایج ارائه‌شده در این مقاله، مشخص است که فشار آیرودینامیکی‏ 
بی‌بعدشده بحرانی فلاتر با مقدار قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر صفحه 
بی‌بعدشده  آیرودینامیکی  فشار  که  جا  هر  و  دارد  عکس  نسبت  کامپوزیتی 
بحرانی فلاتر دارای مقدار بالاتری است مقدار قابلیت اطمینان کمتری دارد. 
در بررسی آستانه وقوع‎ ‎فلاتر برای صفحه کامپوزیتی متقارن با زاویه الیاف 
30 درجه و شرایط مرزی ‏تمام لولا‏ برای تعداد لایه‌های 2، 4، 6، 8 و 10‏ 
کاهش ‏8  سبب  صفحه ‏کامپوزیتی  در  لایه‌ها  تعداد  افزایش  شد  مشخص 
به‌دست‌آمده  نتایج  وقوع فلاتر خواهد شد.‏  آستانه  اطمینان  قابلیت  درصدی 
توانایی روش پیشنهادی را برای بررسی قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر 
ارائه‌شده مقدار  نتایج  به  توجه  با  نشان می‌دهد.  صفحه کامپوزیتی دوبعدی 
قابلیت اطمینان آستانه وقوع فلاتر صفحه دوبعدی با شرایط مرزی تمام لولا 
از سایر شرایط مرزی بیشتر است. با توجه به اینکه در مسئله واقعی قابلیت 
اطمینان از مقادیر حاصل‌شده بیشتر خواهد بود، انتظار می‌رود با درنظرگرفتن 

حاشیه اطمینان به این مهم در طراحی دست‌یافت.

فهرست علائم -5 

جدول 4. فشار آیرودینامیکی  بی‌بعد‌شده بحرانی فلاتر، قابلیت اطمینان و عدم قطعیت فلاتر برای صفحه کامپوزیتی متقارن با 
شرایط مرزی تمام لولا و تعداد لایه‌های 2، 4، 6، 8 و 10

Table 4. Critical dimensional aerodynamic pressure of the flutter, reliability, and uncertainty of the 
flutter for a composite plate symmetrical with SSSS boundary conditions and number of 2,4,6 and, 8 

laminates

تیعدم قطع نانیاطم تیقابل     بعدیب یفشار بحران 
09/5%  30/95%  5011/009  [-31]S 

25/5%  75/92%  9715/009   [+31/-31]S 

03/9%  07/91%  0110/250   [-31/+31/-31]S 

05/01%  30/09%  0097/200   [+31/-31/+31/-31]S 

00/02%  05/07%  9715/270   [-31/+31/-31/+31/-31]S 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A یکشش یسخت سیماتر 
a طول صفحه 
B خمشی-ماتریس سختی کششی 
b عرض صفحه 
D خمشی سختی ماتریس 
E  ،2مدول الاستیسیتهN/m 
G مدول برش 

g(x) هدف تابع 
h ضخامت صفحه، متر 
I ماتریس همانی 
k خمشی های کرنش 
M گشتاور خارج از صفحه 
N صفحه انیم رویین 
Nf  شدهیسازهیشب یهاکلیستعداد کل 
p داریناپا یکینامیرودیفشار آ 
Pf تیعدم قطع 
Q یسخت بیضرا 
q فشار آیرودینامیکی 
R قابلیت اطمینان 
t زمان 
U سرعت جریان آزاد 
u0  طولیجابجایی خط میانی صفحه در راستای 
v0 عرضی یصفحه در راستا یانیخط م ییجابجا 
w0 ضخامت یصفحه در راستا یانیخط م ییجابجا 
β نانیاطم تیشاخص قابل 
δ درجات آزادی نقاط دامنه 
ε کرنش مؤلفه 
ε0  غشایی های کرنش بردار 
η  عرض یراستا بعدیبپارامتر 
λc فلاتر یبحران یکینامیرودیفشار آ 
ω فرکانس طبیعی 
ν نسبت پواسون 
ϴ اختلاف زاویه با دستگاه اصلی 
ɸ تابع توزیع 
ρ چگالی جرمی سیال 
σ تنش مؤلفه 
τ  زمان بعدیبپارامتر 
ζ  راستای طول بعدیبپارامتر 
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