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ABSTRACT: This paper presents an analytical and computational approach for investigating the 
behavior of a simply supported carbon nanotube-reinforced composite shell that has been exposed to 
temperature variations. The equations are solved using the Ritz energy method for the analytical solution 
and ABAQUS finite element software for numerical solution. The displacement field is the first-order 
shear deformation theory, and the linear equations were solved using the rule of mixture to determine the 
mechanical properties of carbon nanotube-reinforced composites. A uniform distribution of temperature 
with no heat flux in the shell and nanotubes in five distinct shapes classified as V, A, X, and O have been 
considered in this study. The support conditions are the same in all cases, but the temperature, thermal 
boundary conditions, and carbon nanotube volume function values vary. The findings are illustrated in 
a detailed manner in the form of diagrams, which perfectly demonstrate the differences between both of 
the carbon nanotube distribution material models. Validation of the results shows great compatibility in 
energy solution and finite element methods. The results show that increasing the volume function of the 
carbon nanotubes increases the stress values and thermal gradients, and on the other hand, reduces the 
displacement, and by increasing the temperature the number of stress increases.
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1. INTRODUCTION
The carbon nanotubes have attracted the interest of 

scientists and engineers from a variety of fields. This is mostly 
owing to its superior physical and chemical characteristics, 
which include high strength, stiffness, and aspect ratio while 
having a low density. Carbon nanotubes may be used as 
an ideal reinforcement for polymer composites because of 
their remarkable characteristics, which can considerably 
improve the mechanical, electrical, and thermal properties 
of the resultant nanocomposites [1]. Carbon nanotube-
reinforced composites have been studied experimentally and 
numerically, and it has been found that uniformly dispersing 
carbon nanotubes as reinforcements in the matrix may only 
provide a minor increase in mechanical characteristics 
[2]. This is owing to a weak contact between the carbon 
nanotubes and the matrix, where there is a substantial 
material property mismatch. Shen and Xiang [3] investigated 
the compressive and thermal post buckling strength of carbon 
nanotube-reinforced composites plates when the nanotube 
volume percentage was low. They discovered that a carbon 
nanotube-reinforced composites plate with an intermediate 
carbon nanotube volume percentage does not always have 
an intermediate buckling temperature or first thermal post 
buckling strength. In 2006, a study on the properties of carbon 
nanotube-reinforced composite material was performed 
using a micro-mechanical model, which resulted in a general 

concept for estimating the modulus of elasticity [4]. The aim 
of the present study is to provide results that can be used 
in the design of composite structures reinforced by carbon 
nanotubes. In this paper, using analytical and numerical 
solutions, the behavior of a cylindrical shell made of carbon 
nanotube-reinforced composite material under thermal 
conditions has been investigated.

2. METHODOLOGY
In this study, the energy solution approach was utilized 

to solve the problem. The strain and stress components are 
computed by supplying a displacement field that satisfies the 
boundary conditions. These terms can be constituted of basic 
or trigonometric functions, but they should not contain too 
many phrases because as the number of sentences increases, 
the complexity of the calculations increases, and the accuracy 
of the findings does not improve substantially, and in some 
circumstances, it decreases. The energy technique is utilized 
to acquire an unknown coefficient in a few trigonometric 
phrases used in this study. This procedure starts with 
the presentation of conjectural assertions regarding the 
displacement field. Followed by the strain components 
being derived by inserting this displacement field in the 
strain-displacement relations, and then the same relations 
are inserted in the moment and force components.
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3. RESULTS AND DISCUSSION
The A (FG-A) distribution model of carbon nanotubes was 

utilized to validate the energy dissolution approach employed 
in this study. All issues are solved and compared using both 
energy and finite element methods in the parametric findings 
section. The findings of thermal gradient distribution, thermal 
stresses, and radial displacement are shown in Figure 1.

Figure 1 (A) shows that the differences in the distribution 
of temperature gradients, are quite low, with the highest 
difference reaching less than 2%. The results for the thermal 
stress distribution differ by less than 10% in Figure 1 (B), 
whereas the results for the inner radius differ by 5%. The 
discrepancy between the two solution approaches of 5 to 10% 
is attributable to a difference in the two solution methods. The 

difference between the two solution techniques is less than 
10% in Figure 1 (C) and (D). According to the assumptions 
examined in the technique described in this work, the 
difference between the two methods is acceptable in general.

Since the nanotube volume function does not depend 
on the radial variable in the UD state, the characteristics 
of the heat transfer coefficient remain constant throughout 
the thickness, the unidirectional thermal gradient changes 
linearly. Furthermore, the difference between the two 
solution approaches is negligible, with a value of less than 
1%. Temperature variations seem nonlinear in various 
states of nanotube dispersion. Because the volume function 
determines the material’s characteristics, the qualities of 
the material vary as the thickness range changes, and the 
results change as well. The FG-A type produces the greatest 
temperature inside the thickness, while the FG-V type 
produces the lowest. The values of longitudinal stress have 
increased with growing temperature, according to the results 
obtained in all three issues and a comparison of these data, 
but the most noteworthy issue is the percentage increase in 
these values. The values of longitudinal stress results increase 
in proportion to the increase in temperature.

According to the findings, when the volume function of 
carbon nanotubes increases, the values of longitudinal stress 
rise as well. The difference between the results of the state 
of the volume function of 0.17 and the state of the volume 
function of 0.11 is between 33 and 53 percent, and the rise 
in the values of the volume function of 0.14 compared to 
the volume function of 0.11 is between 19.2 and 28 percent. 
The influence that the volume function of carbon nanotubes 
has on the characteristics of the composite material is the 
major reason for raising the stress with increasing the 
volume function of nanotubes because the elastic modulus 
of the composite material rises with increasing the volume 
function.

4. CONCLUSIONS
In this research, a cylindrical shell made of reinforced 

composite material has been analyzed for thermal stress. The 
composite material consists of a polymer matrix and carbon 
nanotubes. Distribution types of these carbon nanotubes have 
five types of uniform distribution, A (FG-A), V (FG-V), X 
(FG-X) O (FG-O) distribution. The basic theory for defining 
the displacement field is the first-order shear deformation 
theory, which is used to form the strain energy and unknown 
coefficients of the displacement functions using the Ritz 
method. The finite element solution of Abaqus software 
has been used to validate the energy solution method. The 
assumed boundary conditions in this analysis is simply 
supported and the internal and external radius is subjected to a 
certain temperature. The results of this study are summarized 
as follows:

· The energy solution method provided in this work is 
well compatible with the finite element solution method in 
different outcomes. The longitudinal stress is considerably 
larger than the circumferential stress, and the values of stress 
and displacement increased proportionately with increasing 
temperature.

 
 

 
 

 
 

 
 

Figure 1. Validation results; (A) thermal gradient, (B) longitudinal stress, (C) circumferential stress, (D) radial 
displacement 
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Fig. 1. Validation results; (A) thermal gradient, (B) 
longitudinal stress, (C) circumferential stress, (D) radial 

displacement
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· The displacement in the radial direction decreased as the 
volume function of carbon nanotubes grew; in contrast to the 
nonlinear results of the graded functional types, the results 
for the unidirectional distribution types are practically linear.

· In the FG-V and FG-O types, longitudinal stress results 
are lower than in the FG-A and FG-X types, and unidirectional 
distribution results are the average of the FG-V and FG-A 
distributions.

· The circumferential stresses of the FG-A and FG-X 
types are lower than the FG-V and FG-O types, and 
the unidirectional distribution has an average value 
when compared to the other outputs. In FG-V and FG-O 
distributions radial displacement is less than FG-A and 
FG-X types. Unidirectional distribution has an average 
value relative to other outputs.

· The temperature difference between various places is 
reduced by the distribution of thermal gradients at every point 
where the dispersion of nanotubes is denser.
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تحلیل تنش حرارتی پوسته استوانه‌ای کامپوزیتی تقویت شده با نانو‌لوله‌های کربنی

حامد امینی ویدا، حسن شکراللهی*، رضا بیگ پور

دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه خوارزمی، تهران، ایران

خلاصه: در این مقاله، رفتار پوسته استوانه‌ای کامپوزیتی تقویت‌شده با نانولوله‌های کربنی تحت بار حرارتی و شرایط 
تکیه‌گاهی ساده، به روش تحلیلی و عددی مورد بررسی قرار گرفته‌است. میدان جابجایی خطی و بر اساس تئوری تغییر 
شکل برشی مرتبه اول فرض شده‌است. برای حل معادلات از روش انرژی ریتز و نرم افزار المان محدود آباکوس استفاده 
شده‌است. برای تعیین ویژگی‌ها و خواص مکانیکی ماده، تئوری اختلاط با پنج شکل مختلف توزیع نانولوله‌ها به کار 
رفته‌است. این توزیع نانولوله‌ها به شکل یکنواخت و شکل‌های V، A، X و O، با فرض توزیع یکنواخت دما و عدم وجود 
شار حرارتی تولیدی در پوسته در نظر گرفته‌شده‌است. در هر یک از این حالت‌ها، شرایط تکیه‌گاهی یکسان است، اما درجه 
حرارت، شرایط مرزی حرارتی و مقادیر توابع حجم نانولوله کربنی متفاوت است. نتایج اعتبارسنجی نشان می‌دهد که هر 
دو روش حل انرژی و المان محدود دارای تطابق خوبی با یکدیگر هستند. نتایج تفاوت رفتار هر یک از مدل‌های ماده توزیع 
نانولوله‌های کربنی و همچنین تاثیر افزایش درجه حرارت و افزایش تابع حجم نانولوله‌های کربنی بر روی گرادیان حرارت، 
مولفه‌های تنش و جابجایی نمایش داده شده‌است. نتایج نشان می‌دهد که افزایش تابع حجم نانولوله کربنی باعث افزایش 

مقادیر تنش و گرادیان حرارتی شده و از طرف دیگر باعث کاهش جابجایی شده‌است.
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1- مقدمه
به  تاکنون  کربنی1  نانولوله‌های  با  شده  تقویت  کامپوزیتی  ماده 
ساده‌ترین  در  ماده  این  است.  گرفته  قرار  بررسی  مورد  کلی  صورت 
شده‌باشد  تشکیل  پلیمری  )رزین(  ماتریس  یک  از  می‌تواند  صورت، 
که برای تقویت آن از نانولوله‌های کربنی استفاده شده‌است. این ماده 
می‌تواند به صورت تک لایه2 و یا به صورت چند لایه3 ساخته شده‌باشد. 
در سال 2006 یک تحقیق بر روی خصوصیات ماده کامپوزیت تقویت 
مکانیک  میکرو  مدل  یک  از  استفاده  با  کربنی  نانولوله‌های  با  شده 
انجام شده‌است که نتیجه این پژوهش یک مفهوم کلی برای تخمین 

1   Carbon Nanotube Reinforced Composite (CNTRC)
2   Single Wall (SW)
3   Multi Wall (MW)

گیبسون  و  آنوماندلا  توسط  پژوهش  این  بوده‌است.  الاستیک  مدول 
صورت گرفته‌است ]1[. بنت و همکاران ]2[ در یک پژوهش در سال 
2007، خصوصیات حرارتی کامپوزیت پلیمر-نانولوله کربنی تک لایه 
را ارائه‌کردند. در برخی از مقالات با استفاده از شبیه سازی دینامیکی 
ملکولی4، خصوصیات الاستیک ماده کامپوزیت پلیمری تقویت شده با 

نانولوله کربنی تخمین زده شده‌است ]5-3[.
در سال 2012 یاس و حشمتی ]6[ در یک پژوهش خصوصیات 
نانولوله‌های کربنی تک  با  تقویت شده  نانو کامپوزیت  تیر  ارتعاشاتی 
مطالعه  این  در  داده‌اند.  قرار  مطالعه  مورد  حرکتی  بار  تحت  جداره5 
محاسبات  برای  اویلر-برنولی  تیر  تئوری  و  تیموشنکو  تیر  تئوری 
اشلبی-موری- روش  گرفته‌است.  قرار  استفاده  مورد  تیر  دینامیکی 

4   Molecular Dynamics (MD)
5   Single-Wall Carbon Nanotubes (SWCNT)
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تاناکا1 بر اساس فرض الیاف معادل برای تخمین خواص مواد تیر به کار 
گرفته‌شده‌است. در این پژوهش با استفاده از اصل همیلتون معادلات 
تیر تیموشنکف بدست آمده‌است. روش حل  تئوری  با فرض  حرکت 

روش المان محدود برای حل معادلات حرکت استفاده شده‌است.
در سال 2013 شن و ایکسانگ ]7[ رفتار ارتعاشات با دامنه بزرگ، 
خمش غیر خطی و پس کمانش حرارتی تیر نانوکامپوزیت تقویت شده 
نانولوله‌های کربنی تک جداره را که بر روی فندانسیون الاستیک  با 
دمای  در  پژوهش  این  داده‌اند.  قرار  بررسی  مورد  است،  گرفته  قرار 
محیط انجام شده‌است. در این پژوهش دو نوع از نانولوله‌های کربنی 
تابعی3  طبقه‌بندی‌شده  مواد  و  جهته2  یک  صورت  به  که  ارائه‌شده 
است و توزیع نانولوله‌های کربنی در راستای ضخامت تیر طبقه بندی 
بر اساس یک مدل میکرومکانیکال تخمین  شده‌است و خواص مواد 
زده شده‌است. در این مطالعه معادلات حرکت بر اساس تئوری تغییر 
خوبی  به  عددی  نتایج  شده‌است.  استخراج  بالا4  مرتبه  برشی  شکل 
نانولوله‌های  با  تقویت شده  ماده کامپوزیتی  با  تیر  نشان می‌دهد که 
با  دارای فرکانس غیرخطی  الزاماً  با مقدار متوسط تابع حجم  کربنی 

مقدار متوسط نیست.
علی بیگلو و لیو ]8[ در سال 2013 به مطالعه بر روی رفتار خمش 
پرداخته‌اند،  ترمومکانیکال  بار  تکیه‌گاه ساده تحت  با  دایره‌ای  صفحه 
این کار با انجام یک تجزیه تحلیل ترموالاستیک بر روی ورق با ماده 
الاستسیته  تئوری  با  کربنی  نانولوله‌های  با  شده  تقویت  کامپوزیت 
استاتیکی  آنالیز   2013 سال  در   ]9[ بیگلو  علی  شده‌است.  انجام 
ورق کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله‌های کربنی که توسط دو لایه 
پیزوالکتریکی پوشش داده‌شده را مطالعه کرده‌است. علی بیگلو ]10[ 
در سال 2016 حل الاستیک ورق دایره‌ای با ماده کامپوزیت تقویت 
بررسی  را  مکانیکی-حرارتی  بار  تحت  کربنی  نانولوله‌های  با  شده 
شده‌است.  استفاده  اختلاط  قانون  از  ماده  خواص  تعیین  کرده‌است. 
تعیین توزیع دما از یک تابع سری فوریه که هماهنگی خوبی با شرایط 
مرزی دمایی دارد به کار رفته‌است. از تئوری‌های ورق برای معادلات 

پایه استفاده شده‌است.
مهار و پاندا ]11[ در سال 2016 آنالیز ترموالاستیک ورق با ماده 
کامپوزیت تقویت‌شده با نانولوله‌های کربنی مورد بررسی قرار داده‌اند. 

1   Eshelby-Mori-Tanaka
2   Unidirectional (UD)
3   Functionally Graded (FG)
4   Higher Order Shear Deformation Theory (HSDT)

همچنین  و  شده‌است  استفاده  اختلاط  قانون  از  ماده  خواص  تعیین 
تئوری تغییر شکل برشی مرتبه بالا برای تعیین میدان جابجایی به کار 
رفته‌است. زگال و فریخا ]12[ در سال 2018 رفتار استاتیکی صفحه 
دایره‌ای با ماده کامپوزیت تقویت شده با نانولوله‌های کربنی را مورد 
بررسی قرار داده‌اند. در این پژوهش از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه 
اول5 برای تعیین میدان جابجایی استفاده شده‌است و قانون اختلاط 

برای بدست آوردن خواص ماده کامپوزیتی به کار رفته‌است.
ورق  استاتیکی  رفتار   2013 سال  در   ]13[ راجکومار  و  جیاراج 
مستطیلی کامپوزیت تقویت شده با نانولوله کربنی را تحت بارگذاری 
حرارتی غیریکنواخت مورد بررسی قرار داده‌اند. در این پژوهش توزیع 
 ،FG-V شده  بندی  درجه  عملکردی  به صورت  کربنی  نانولوله‌های 
افزار  نرم  و  محدود  المان  روش  از  و  است  بوده   FG-X و   FG-O

تجاری انسیس برای حل مساله استفاده شده‌است و نتایج خروجی با 
نتایج دیگر مقالات مرتبط مورد مقایسه قرار گرفته‌است.

روی  بر  پژوهش  یک  در   ،]14[ شن  و  وانگ   2011 سال  در 
تک  کامپوزیتی  کربنی  نانولوله‌های  صفحه‌ای  خطی  غیر  ارتعاشات 
قرار گرفته  بر روی فندانسیون الاستیک در دمای محیط  جداره که 
است مطالعه کرده‌اند. در این پژوهش توزیع نانولوله‌های کربنی به دو 
صورت یک طرفه و عملکردی درجه بندی شده در راستای ضخامت 
است. خواص ماده کامپوزیت توسط مدل میکرومکانیکی تخمیین زده 
شده‌است و معادله حرکت بر پایه تغییر شکل برشی مرتبه بالا فرض 
شده‌است. در این پژوهش تاثیرات دما در معادلات درج شده است و 
فرض شده است که خواص مواد کامپوزیت وابسته به دما است. نتایج 
عددی به خوبی نمایش داده‌است که فرکانس طبیعی در حالت خطی 
و غیر خطی با افزایش تابع حجم افزایش می‌یابد. همچنین این نتایج 
فوندانسیون،  سفتی  کاهش  با  یا  و  دما  افزایش  با  که  می‌دهد  نشان 
خطی  غیر  طبیعی  فرکانس  نرخ  ولی  یافته  کاهش  طبیعی  فرکانس 
نسبت به حالت خطی افزایش یافته‌است. نتایج آن‌ها نشان می‌دهد که 
حالت عملکردی درجه بندی شده تأثیر چشم‌گیری بر روی ارتعاشات 
غیر خطی صفحه از جنس ماده کامپوزیت تقویت شده با نانولوله‌های 

کربنی دارد.
شن و ایکسانگ ]15[ در سال 2015 در یک مطالعه به بررسی 
رفتار بعدازکمانش حرارتی صفحه دایره‌ای نانوکامپوزیتی پرداخته‌اند. 

5   First Order Shear Deformation Theory (FSDT)
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قرار  الاستیک  فندانسیون  روی  بر  دایره‌ای  صفحه  پژوهش  این  در 
غیریکنواخت  حرارتی  تغییرات  تحت  صفحه  همچنین  و  گرفته‌است 
قرار گرفته‌است. ماده صفحه دایره‌ای به صورت کامپوزیت تقویت شده 
با نانولوله‌های کربنی است و توزیع نانولوله‌های کربنی به دو صورت 
یک طرفه و FG در راستای ضخامت است. خواص مواد با استفاده از 
یک مدل میکرومکانیکی و نتایج حل دینامیک ملکولی تخمیین زده 
به  و  بالا  برشی مرتبه  تغییر شکل  پایه  بر  شده‌است. معادلات حاکم 
تاثیرات چشم‌گیر  خوبی  به  نتایج  فرض شده‌است.  غیرخطی  صورت 
رفتار  روی  بر  فندانسیون  سفتی  و  کربنی  نانولوله‌های  حجم  تابع 
کامپوزیتی  ماده  جنس  از  استوانه‌ای  صفحه  حرارتی  بعدازکمانش 

تقویت‌شده با نانولوله‌های کربنی را نمایش می‌دهد.
شن و ایکسیانگ ]16[ در سال 2013 رفتار بعداز کمانش پوسته 
استوانه‌ای کامپوزیت تقویت شده با نانولوله‌های کربنی در دمای محیط 
که تحت بار ترکیبی محوری و شعاعی قرار گرفته‌است را مورد بررسی 
استفاده  جداره  تک  کامپوزیت  یک  از  پژوهش  این  در  داده‌اند.  قرار 
شده است. همچنین، شن ]17[در سال 2014 بررسی جامعی بر روی 
رفتار بعداز کمانش پیچشی پوسته استوانه‌ای کامپوزیت تقویت شده 

با نانولوله‌های کربنی در دمای محیط انجام داده‌است.
به  ليو و همکاران ]18[ در سال 2015 در یک مطالعه مروری، 
بررسی پژوهش‌های انجام شده در حوزه مواد کامپوزیت تقویت‌شده 
 2015 سال  تا  شده  ارائه  نتایج  و  پرداخته‌اند  کربنی  نانولوله‌های  با 
استاتیکی،  رفتار  ماده کامپوزیت،  این مطالعه خواص  پرداخته‌اند. در 
رفتار دینامیکی و رفتار ارتعاشاتی برای اشکال تیرها، ورق‌ها و پوسته‌ها 

ارائه شده‌است.
آنالیز   2014 سال  در   ]19[ آراغ  سبحانی  و  مهرآبادی  جعفری 
با  شده  تقویت  کامپوزیت  استوانه‌ای  پوسته  رفتار خمشی  استاتیکی 
تحت  پوسته  مطالعه،  این  در  بررسی‌کرده‌اند.  را  کربنی  نانولوله‌های 
بارهای مکانیکی قرار گرفته‌است و خواص مواد کامپوزیت با استفاده 
از مدل میکرومکانیکی دو متغیره و روش اشلبی-موری-تاناکا بدست 
آمده‌است. فرمول بندی خمش بر پایه تئوری الاستیسیته سه بعدی 
برای  این  بر  علاوه  شده‌است.  بنا  کوچک  کرنش  محدوده  در  خطی 
مرتبه  برشی  شکل  تغییر  تئوری  از  جابجایی  میدان  آوردن  بدست 
سوم1 استفاده شده‌است. برای حل این معادلات روش حل کوادراتور 

1   Third-Order Shear Deformation Plate Theory (TSDT)

دیفرانسیلی تعمیم یافته2 در راستای ضخامت و در جهت طولی و از 
توابع مثلثاتی در راستای زوایه استفاده شده‌است. در این پژوهش تأثیر 
نانولوله‌های کربنی  تابع حجم  تقویت کننده‌ها،  پارامترهایی همچون 
و انواع توزیع نانولوله‌های کربنی بر روی رفتار خمشی پوسته استوانه 
آمده  بدست  الاستیک  تنش‌های  نتایج  بررسی شده‌است.  کامپوزیتی 
تغییر شکل  تئوری  از  بدست‌آمده  نتایج  با  بعدی  الاستیسیته سه  از 
برشی مرتبه سوم در نواحی مختلف هندسه استوانه و با در نظر گرفتن 

پارامترهای تقویت کننده، مقایسه شده‌است.
نین و تین ]20[ در سال 2019 در پژوهشی به بررسی ارتعاشات 
در  پرداخته‌اند.  داخلی  سیال  جریان  با  نانوکامپوزیت  استوانه  پوسته 
این مطالعه روابط بر پایه روابط غیرخطی هندسی ون-کارمن و تئوری 
پوسته‌ی نازک کلاسیک بوده‌است. آنالیز ارتعاشات پوسته استوانه‌ای 
کامپوزیتی، انتقال سیال با لایه پیزوالکتریکی در دمای محیط با روش 
تحلیلی صورت گرفته‌است. حالت یک طرفه و عملکردی درجه بندی 
شده برای توزیع نانولوله‌های کربنی در جهت ضخامت پوسته استوانه 
غیرویسکوز،  به صورت  پوسته  درون  سیال  جریان  رفته‌است.  کار  به 
لایه  شده‌است.  فرض  غیرچرخشی  و  ایزوتروپیک  پذیر،  تراکم  غیر 
فعال  لایه‌ای  عنوان  به  و  پوسته  بیرونی  قسمت  در  پیزوالکتریکی 
ارتعاشات  پاسخ  و  طبیعی  فرکانس  مطالعه  این  در  گرفته‌است.  قرار 
غیرخطی مطالعه شده‌است. علاوه بر این، تاثیرات تابع حجم نانولوله 
کربنی، لایه پیزوالکتریکی فعال، دمای محیط، پارامترهای هندسی و 

سرعت جریان سیال به صورت دقیق تحلیل و آنالیز شده‌است.
به بررسی رفتار  بیگلو و پاشا زنوسی ]21[  در سال 2017 علی 
پیزوالکتریکی پوسته استوانه با ماده کامپوزیت تقویت شده با نانولوله‌های 
کربنی که با لایه‌های پیزوالکتریک پوشیده شده پرداخته‌اند. در این 
پژوهش پوسته تحت بارهای مکانیکی، حرارتی و ولتاژ الکتریکی قرار 
الکتریکی-  الاستیسیته-  شبیه‌سازی  از  مطالعه  این  در  گرفته‌است. 
به  کربنی  نانولوله‌های  توزیع  همچنین  و  شده‌است  استفاده  حرارتی 
شده  ارائه   FG-O و   FG-X  ،FG-A  ،FG-V طرفه،  یک  صورت 
است. علی بیگلو ]22[ در سال 2016 با استفاده از آنالیز ترموالاستیک 
به بررسی رفتار ورق استوانه‌ای شکل با ماده کامپوزیت تقویت شده 
لایه  و  حسگر  پیزوالکتریکی  لایه  پوشش  با  کربنی  نانولوله‌های  با 
شبیه‌سازی  با   2014 سال  در   ]23[ بیگلو  علی  پرداخته‌است.  فعال 

2   Generalized Differential Quadrature Method (GDQM)
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نانولوله  با  تقویت شده  کامپوزیت  ورق  رفتار  ترموالاستیک  سه‌بعدی 
کربنی پوشیده شده با لایه پیزوالکتریکی حسگر و لایه فعال را بررسی 
کرده‌است. علی بیگلو ]24[ همچنین، در سال 2013 حل الاستیک 
پوسته استوانه‌ای با ماده کامپوزیت تقویت شده با نانولوله‌های کربنی 
که با لایه پیزوالکتریکی سنسور و لایه فعال پوشیده شده‌است را مورد 

بررسی قرار داده‌است.
باتوجه به مرور مقالات که در این بخش مورد بررسی قرار گرفت، 
نانولوله‌های  با  در کارهای تحقیقاتی در حوزه سازه‌های تقویت شده 
پرداخته شده  کامپوزیت‌ها  نوع  این  ارتعاشی  رفتار  به  کربنی، عمدتاً 
ارائه شده‌است،  استاتیکی  تحلیل‌های  که  اندکی  کارهای  در  و  است 
جامعیت تحلیل در این بخش چندان مشاهده نمی‌شود. هدف پژوهش 
حاضر برطرف کردن این خلأ تا حد ممکن و ارائه نتایج قابل کاربرد 
در طراحی این سازه‌ها است. در این مقاله، با استفاده از حل تحلیلی 
و حل عددی رفتار پوسته استوانه‌ای از جنس ماده کامپوزیت تقویت 
شده با نانولوله کربنی تحت شرایط حرارتی بررسی شده‌است. در این 
نانولوله‌ کربنی استفاده شده‌است،  از پنج حالت مدل توزیع  پژوهش 
استخراج  اختلاط  تئوری  از  استفاده  با  کامپوزیتی  ماده  خواص 
شده‌است. میدان جابجایی بر حسب تئوری تغییر شکل برشی مرتبه 
و  بوده‌است  پایدار  به صورت  پوسته  در  حرارت  انتقال  می‌باشد.  اول 

شعاع داخلی و خارجی تحت دمای مشخص قرار گرفته‌است.

2- معادلات حاکم
با سیستم مختصات  نازک استوانه‌ای  این مطالعه یک پوسته  در 
تشکیل  ماده  شده‌است.  گرفته  نظر  در   1 شکل  مطابق  استوانه‌ای 
کربنی  نانولوله‌های  و  پلیمری  رزین  یک  از  کامپوزیت  این  دهنده 
تشکیل شده‌است. شعاع داخلی و خارجی تحت درجه حرارت خاصی 
قرار‌گرفته‌اند. باتوجه به اینکه استوانه کامل است و نیروی ایجاده شده 
از  می‌توان  است  متقارن  نیز  ماده  و خواص  مرزی  شرایط  و  متقارن 
فرض تقارن محوری استفاده‌کرد. در این حالت، جابجایی در راستای 
زاویه‌ای صفر است و تنش دارای دو مؤلفه طولی و یک مؤلفه برشی 

بوده و ماتریس سفتی ماده، ماتریس سه در سه خواهد شد.

2- 1- میدان جابجایی و کرنش
استوانه‌ای  پوسته  برای  جابجایی  میدان  آوردن  بدست  برای 

شکل  تغییر  تئوری  از  کربنی  نانولوله‌های  با  تقویت‌شده  کامپوزیتی 
برشی مرتبه اول استفاده شده است. معادله )1( بیانگر میدان جابجایی 

پوسته استوانه است.
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2- 2- روابط تنش-کرنش
برای بدست آوردن روابط تنش، ماتریس سفتی لازم است. ماده 

 
 های کربنیهندسه استوانه از جنس ماده کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله  :1 شکل 

Fig. 1. Geometry of composite cylinder reinforced with carbon nanotubes 

  

شکل 1. هندسه استوانه از جنس ماده کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله‌های 
کربنی

Fig. 1. Geometry of composite cylinder reinforced with 
carbon nanotubes
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نانولوله‌های کربنی دارای خواص مکانیکی  با  تقویت شده  کامپوزیت 
مختلف در سه راستای مختصات است، همچنین نیاز به ضریب انبساط 
حرارتی در دو راستای اصلی است. می‌توان رابطه تنش-کرنش را به 

صورت معادله )4( نمایش داد.
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مقادیر مؤلفه‌های ماتریس سفتی در معادله )5( نمایش داده شده 
و  پواسون  ضریب  الاستیک،  مدول  به خصوصیات  مقادیر  این  است. 

مدول برشی ماده کامپوزیتی وابسته است.
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ممان  و  نیرو  روابط  می‌توان  تنش،  روابط  آمدن  بدست  از  بعد 
را نیز بر اساس تنش‌ها محاسبه کرد. اهمیت این موضوع در روش 
حل انرژی نمایان شده‌است. روابط )6( تا )8( مربوط به روابط نیرو 
انرژی می‌شود،  باعث ساده‌تر شدن روابط  این روابط  و ممان است. 
به گونه‌ای که در روابط انرژی باعث ساده شده انتگرال در راستای 
شدن  دقیق‌تر  باعث  و  یافته  کاهش  محاسبات  حجم  و  شده  شعاع 

روند حل می‌شود.
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تغییر  تئوری  اصلاح  به ضریب  مربوط   )8( معادله  در   ks ضریب 
شکل برشی مرتبه اول است. روابط مربوط به نیرو و ممان‌ها را می‌توان 

به صورت ماتریسی بازنویسی کرد:
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2- 3- روابط مربوط به فرمول بندی خواص مواد
شده  استخراج  اختلاط  قانون  از  ماده  خواص  به  مربوط  روابط 
مدول  به  مربوط  روابط  این  داده شده‌است.  نمایش  زیر  به صورت  و 
حرارتی  انبساط  ضریب  و  پوسون  ضرایب  برشی،  مدول  الاستیسته، 
است ]21 و 25[. خواص ماده کامپوزیت تقویت شده با نانولوله‌های 
نانولوله‌های کربنی  از خواص مواد ماتریس و خواص  کربنی ترکیبی 

است.
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تابع حجم نانولوله‌های کربنی )VCNT( به شکل توزیع آن‌ها بستگی 
حجم  تابع  به  وابسته  قبل  قسمت  در  شده  ارائه  ماده  خواص  دارد. 
)Vm( است. شکل  پلیمری  تابع حجم ماتریس  و  نانولوله‌های کربنی 
نانولوله‌های  تابع حجم  به  2 نشان دهنده حالت‌های مختلف مربوط 
کربنی  نانولوله‌های  برای  مختلف  توزیع  پنج  شامل  که  است  کربنی 

است ]21[.
توابع حجم مربوط به نانولوله‌ها در پنج حالت مختلف توزیع آن‌ها 
در ادامه ارائه شده‌است. روابط )18( تا )22( مربوط به این توابع حجم 
نانولوله‌های  حجم  تابع  شدن  تعیین  با  می‌باشد.  کربنی  نانولوله‌های 
 )23( معادله  از  استفاده  با  نیز  پلیمری  ماتریس  حجم  تابع  کربنی، 

محاسبه می‌شود.
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(23 ) 1CNT mV V+ =  

 انتقال حرارت  -5 -2
شود. تغییرات دما در استوانه در این پژوهش استوانه تحت گرادیان دمایی قرار گرفته و همین موضوع باعث ایجاد جابجایی و تنش می

گونه گرادیان حرارتی وجود ندارد. معادله انتقال حرارت در حالت پایدار برای دو فقط در راستای شعاعی بوده و در دو راستای بعدی هیچ
 ارائه شده است. (25( و )24روابط )در   شده یدرجه بند یعملکردو   یک طرفهحالت 
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برای هر پنج  ( 31( تا )26) باشد، ضریب انتقال حرارت در روابطن گرادیان حرارتی نیاز به ضریب انتقال حرارت میوردآ برای بدست
متفاوت از دیگر ضرایب انتقال حرارت است و دارای دو رابطه  FG-Oو   FG-Xحالت    است.  شده   نمایش دادهنانولوله کربنی   حالت توزیع

یر ی. دلیل این موضوع به خاطر تغاست یکی از روابط مربوط به قسمت اول ضخامت و رابطه دوم مربوط به قسمت دوم ضخامت؛  باشدمی
 .[21] های کربنی از شعاع میانی پوسته استلوله وشکل توزیع نان
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 روش حل  -3
روش حل استفاده شده در این پژوهش روش حل انرژی است، در این روش با ارائه یک میدان جابجایی که شرایط مرزی را ارضا  

باشد  شدهتواند از یک چند جمله ساده یا یک چند جمله مثلثاتی تشکیل. این جملات می شودمحاسبه میهای کرنش و تنش  مولفه  ،کند می
نباید دارای جملات زیادی باشد، زیرا با افزایش تعداد جملات حجم محاسبات بسیار بالا رفته و در مقابل دقت نتایج    ایاما این چند جمله

 . شودد در انتخاب تعداد جملات دقت شود، به همین دلیل باید و در مواردی باعث کاهش دقت نتایج نیز مییاب گیری نمیافزایش چشم

�)23(

2- 4- انتقال حرارت
در این پژوهش استوانه تحت گرادیان دمایی قرار گرفته و همین 
موضوع باعث ایجاد جابجایی و تنش می‌شود. تغییرات دما در استوانه 
فقط در راستای شعاعی بوده و در دو راستای بعدی هیچ‌گونه گرادیان 
برای دو  پایدار  انتقال حرارت در حالت  معادله  ندارد.  حرارتی وجود 
حالت یک طرفه و عملکردی درجه بندی شده در روابط )24( و )25( 

ارائه شده است.

1 0r
Tk r

r r r
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               UD )24(

1 0r
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برای بدست آوردن گرادیان حرارتی نیاز به ضریب انتقال حرارت 
می‌باشد، ضریب انتقال حرارت در روابط )26( تا )31( برای هر پنج 
حالت توزیع نانولوله کربنی نمایش داده شده است. حالت FG-X و 
FG-O متفاوت از دیگر ضرایب انتقال حرارت است و دارای دو رابطه 

 

 
 های کربنی لولهنانوتوزیع مختلف  یهاحالت :2 شکل 

Fig. 2. Different types of distribution of carbon nanotubes 
  

شکل 2 . حالت‌های مختلف توزیع نانولوله‌های کربنی
Fig. 2. Different types of distribution of carbon nanotubes



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 10، سال 1400، صفحه 5269 تا 5292

5275

اول ضخامت و رابطه دوم  به قسمت  از روابط مربوط  می‌باشد؛ یکی 
مربوط به قسمت دوم ضخامت است. دلیل این موضوع به خاطر تغییر 

شکل توزیع نانولوله‌های کربنی از شعاع میانی پوسته است ]21[.
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3- روش حل
روش حل استفاده شده در این پژوهش روش حل انرژی است، در 
این روش با ارائه یک میدان جابجایی که شرایط مرزی را ارضا می‌کند، 
مولفه‌های کرنش و تنش محاسبه می‌شود. این جملات می‌تواند از یک 
چند جمله ساده یا یک چند جمله مثلثاتی تشکیل‌شده‌باشد اما این 
افزایش تعداد  با  باشد، زیرا  نباید دارای جملات زیادی  چند جمله‌ای 
جملات حجم محاسبات بسیار بالا رفته و در مقابل دقت نتایج افزایش 
چشم‌گیری نمی‌یابد و در مواردی باعث کاهش دقت نتایج نیز می‌شود، 

به همین دلیل باید در انتخاب تعداد جملات دقت شود.
در این پژوهش از یک چند جمله مثلثاتی استفاده شده است که 
ضریب  این  آوردن  بدست  برای  که  است  مجهول  ضریب  یک  دارای 
جملات  ارائه  با  روند  این  شده‌است.  استفاده  انرژی  روش  از  مجهول 

حدس زده شده در مورد جابجایی شروع شده و سپس با جایگذاری این 
بدست  مولفه‌های کرنش  روابط کرنش-جابجایی،  در  میدان جابجایی 
می‌آید و سپس همین روابط در مولفه‌های ممان و نیرو قرار داده‌می‌شود. 

در مرحله بعد، روابط حاصل در توابع انرژی قرار داده‌می‌شود.
مؤلفه تشکیل می‌شود که  از سه  انرژی سیستم  به  توابع مربوط 
کار  و   T جنبشی  انرژی   ،U پتانسیل  انرژی  به  مربوط  مولفه‌ها  این 

انجام‌شده توسط نیروی خارجی W است.

G U W T= + − �)32(
در این معادله، G مربوط به انرژی کل سیستم است. انرزی پتانسیل 

ناشی از کرنش ایجاد شده در سیستم با معادله )33( ارائه می‌شود.

2
2
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hL zz zz z z
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U Rdrd dz
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π θθ θθ θ θ

θ θ

σ ε σ ε σ γ
θ

σ γ σ γ−

+ + + 
=  + 
∫ ∫ ∫ �)33(

معادله )33( با استفاده از روابط نیروها و ممان‌ها قابل ساده‌سازی 
به صورت معادله )34( است.

 

9 
 

که دارای یک ضریب مجهول است که برای بدست آوردن این ضریب است  شده    از یک چند جمله مثلثاتی استفاده   پژوهش در این  
جملات حدس زده شده در مورد جابجایی شروع شده و سپس با جایگذاری روند با ارائه  این  .  استشدهمجهول از روش انرژی استفاده  

قرار   و های ممان و نیرمولفه  درو سپس همین روابط    یدآهای کرنش بدست میمولفه  ، جابجایی-این میدان جابجایی در روابط کرنش
 .شودمیدادهی قرار ژتوابع انر حاصل درروابط   ، . در مرحله بعدشودمیداده

و کار    T، انرژی جنبشی  Uها مربوط به انرژی پتانسیل  شود که این مولفهمی  تشکیل  مولفهاز سه  توابع مربوط به انرژی سیستم  
 است.  Wشده توسط نیروی خارجی  انجام

(32 ) G U W T= + −  

 شود.می  ( ارائه33)  معادلهبا  ناشی از کرنش ایجاد شده در سیستم    پتانسلمربوط به انرژی کل سیستم است. انرزی    G  ،همعادلاین  در  
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= + + + +    

 ( است. 34) معادلهسازی به صورت ها قابل ساده( با استفاده از روابط نیروها و ممان33) معادله
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جابجایی در راستای زوایه   مولفه( مربوط به حالت کلی است که مدل به صورت غیر متقارن محوری است و سیستم دارای  34)  معادله
شود؛ مطابق  آن حذف می  مولفهکند و چند  ( تغییر می34)  معادلهشود،    باشد. در حالتی که مدل به صورت متقارن محوری فرضمی

 (. 35) معادله

(35 ) ( )2 0 0
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شده برابر صفر است، از سوی دیگر به دلیل استاتیکی بودن مساله و عدم    کار انجام،  توجه به عدم وجود بارگذاری خارجی در مساله  اب
باشد. در این مرحله با انرژی پتانسیل می ،جود در سیستموتنها انرژی م ،انرژی جنبشی برابر صفر است. در انتها، جمله وابستگی به زمان

انرژی ،  ( 36)  معادلهدر    هادادن آن  شود و با قرارها کامل میروابط نیرو و ممان،  جابجایی -جایگذاری توابع جابجایی در روابط کرنش
در این پژوهش    فرضی شود. توابع  انرژی پتانسیل استخراج می  ای،و زاویه  ی طول  مولفهگیری نسبت به  پتانسیل کامل شده و با انجام انتگرال

 است. نمایش داده شده( 36) معادلهدر 
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انرژی با استفاده از روش    ضرایب مجهول، هستند که این  cو    a  ،bیب مجهول  اا ضربمثلثاتی  (، از نوع  36)  معادله   توابع جابجایی 
 آید. میبدست

نمایش  (  37)  معادلهدر  نتیجه حاصل شده  شود.  ( قرار داده می3جابجایی )-( در روابط کرنش36)   معادله،  توابع مربوط به جابجایی 
 است. شدهداده
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 است. ارائه شده   (38)  معادلهروابط کامل شده نیرو و ممان در    قرار داده شده و(  9( در روابط نیرو و ممان )37روابط کرنش جابجایی )

�)34(
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که دارای یک ضریب مجهول است که برای بدست آوردن این ضریب است  شده    از یک چند جمله مثلثاتی استفاده   پژوهش در این  
جملات حدس زده شده در مورد جابجایی شروع شده و سپس با جایگذاری روند با ارائه  این  .  استشدهمجهول از روش انرژی استفاده  

قرار   و های ممان و نیرمولفه  درو سپس همین روابط    یدآهای کرنش بدست میمولفه  ، جابجایی-این میدان جابجایی در روابط کرنش
 .شودمیدادهی قرار ژتوابع انر حاصل درروابط   ، . در مرحله بعدشودمیداده

و کار    T، انرژی جنبشی  Uها مربوط به انرژی پتانسیل  شود که این مولفهمی  تشکیل  مولفهاز سه  توابع مربوط به انرژی سیستم  
 است.  Wشده توسط نیروی خارجی  انجام

(32 ) G U W T= + −  

 شود.می  ( ارائه33)  معادلهبا  ناشی از کرنش ایجاد شده در سیستم    پتانسلمربوط به انرژی کل سیستم است. انرزی    G  ،همعادلاین  در  
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 ( است. 34) معادلهسازی به صورت ها قابل ساده( با استفاده از روابط نیروها و ممان33) معادله
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جابجایی در راستای زوایه   مولفه( مربوط به حالت کلی است که مدل به صورت غیر متقارن محوری است و سیستم دارای  34)  معادله
شود؛ مطابق  آن حذف می  مولفهکند و چند  ( تغییر می34)  معادلهشود،    باشد. در حالتی که مدل به صورت متقارن محوری فرضمی
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شده برابر صفر است، از سوی دیگر به دلیل استاتیکی بودن مساله و عدم    کار انجام،  توجه به عدم وجود بارگذاری خارجی در مساله  اب
باشد. در این مرحله با انرژی پتانسیل می ،جود در سیستموتنها انرژی م ،انرژی جنبشی برابر صفر است. در انتها، جمله وابستگی به زمان

انرژی ،  ( 36)  معادلهدر    هادادن آن  شود و با قرارها کامل میروابط نیرو و ممان،  جابجایی -جایگذاری توابع جابجایی در روابط کرنش
در این پژوهش    فرضی شود. توابع  انرژی پتانسیل استخراج می  ای،و زاویه  ی طول  مولفهگیری نسبت به  پتانسیل کامل شده و با انجام انتگرال

 است. نمایش داده شده( 36) معادلهدر 

(36 ) 
( )
( )
( )

( ) sin
( ) sin
( ) cos

m
z m L

m
r m L

m
z m L

u z a z
u z b z

z c z







=
=
=

 

انرژی با استفاده از روش    ضرایب مجهول، هستند که این  cو    a  ،bیب مجهول  اا ضربمثلثاتی  (، از نوع  36)  معادله   توابع جابجایی 
 آید. میبدست

نمایش  (  37)  معادلهدر  نتیجه حاصل شده  شود.  ( قرار داده می3جابجایی )-( در روابط کرنش36)   معادله،  توابع مربوط به جابجایی 
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 است. ارائه شده   (38)  معادلهروابط کامل شده نیرو و ممان در    قرار داده شده و(  9( در روابط نیرو و ممان )37روابط کرنش جابجایی )

به صورت غیر  به حالت کلی است که مدل  معادله )34( مربوط 
متقارن محوری است و سیستم دارای مؤلفه جابجایی در راستای زوایه 
می‌باشد. در حالتی که مدل به صورت متقارن محوری فرض شود، معادله 
)34( تغییر می‌کند و چند مؤلفه آن حذف می‌شود؛ مطابق معادله )35(.

0 0
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L zz zz
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U rd dz

M k Q
π θθ θθε ε
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γ
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∫ ∫ �)35(

با توجه به عدم وجود بارگذاری خارجی در مساله، کار انجام شده 
برابر صفر است، از سوی دیگر به دلیل استاتیکی بودن مساله و عدم 
وابستگی به زمان، جمله انرژی جنبشی برابر صفر است. در انتها، تنها 
با  انرژی موجود در سیستم، انرژی پتانسیل می‌باشد. در این مرحله 
و  نیرو  روابط  کرنش-جابجایی،  روابط  در  جابجایی  توابع  جایگذاری 
انرژی   ،)36( معادله  در  آن‌ها  دادن  قرار  با  و  می‌شود  کامل  ممان‌ها 
طولی  مؤلفه  به  نسبت  انتگرال‌گیری  انجام  با  و  کامل شده  پتانسیل 
این  در  فرضی  توابع  می‌شود.  استخراج  پتانسیل  انرژی  زاویه‌ای،  و 
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پژوهش در معادله )36( نمایش داده شده است.
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z c z

π

π

πβ

=
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�

توابع جابجایی معادله )36(، از نوع مثلثاتی با ضرایب مجهول b ،a و 
c، هستند که این ضرایب مجهول با استفاده از روش انرژی بدست‌می‌آید.

توابع مربوط به جابجایی، معادله )36( در روابط کرنش-جابجایی )3( 
قرار داده می‌شود. نتیجه حاصل شده در معادله )37( نمایش داده‌شده‌است.

0

0

( )cos( )

1 sin( )

( )cos( ) cos( )

( )sin( )

zz m

m

o
rz m m

zz m

m ma z
L L

mb z
r L
m m mb z c z
L L L
m mk c z
L L

θθ

π πε

πε

π π πγ

π π

=

=

= +

= −

�)37(

روابط کرنش جابجایی )37( در روابط نیرو و ممان )9( قرار داده 
شده و روابط کامل شده نیرو و ممان در معادله )38( ارائه شده‌است.

11

12

11

12

22

12

11

12

11

( ( )cos( ))

1( sin( ))

( ( )sin( ))

( ( )cos( ))

1( sin( ))

( ( )sin( ))

( ( )cos( ))

1( sin( ))

( (

zz m

m

T
m zz

m

m

T
m

zz m

m

m

m mN A a z
L L

mA b z
r L

m mB c z N
L L

m mN A a z
L L

mA b z
r L

m mB c z N
L L

m mM B a z
L L

mB b z
r L

mC c
L

θθ

θθ

π π

π

π π

π π

π

π π

π π

π

π

= +

+

− −

= +

+

− −

= +

+

−

12

22

12

55

)sin( ))

( ( )cos( ))

1( sin( ))

( ( )sin( ))

( ( )sin( ))

T
zz

m

m

T
m

rz m

m z M
L

m mM B a z
L L

mB b z
r L

m mC c z M
L L

m mQ A c z
L L

θθ

θθ

π

π π

π

π π

π π

−

= +

+

− −

= −

�

)38(

کرنش  روابط  و   ،)38( معادله  ممان،  و  نیرو  روابط  دادن  قرار  با 
جابجایی، معادله )37(، در رابطه انرژی پتانسیل، معادله )35(، انرژی 
پتانسیل کامل می‌شود. انرژی پتانسیل در معادله )39( ارائه شده‌است.

2

11

12

11

12

22

. ( ) cos( )

1. sin( ) . ( ) cos( )

1. ( )sin( ) . sin( )

1. sin( )

1. ( ) cos( ) . sin( )

m

m m

m m

T
zz m

m m

m mA a z
L L

m m mA b z a z
r L L L

m m mB c z b z
L L r L

mN b z
r L

m m mA a z b z
L L r L

A
U

π π

π π π

π π π

π

π π π

  + 
 
   
   
   
   + − −   
   
 
 
 
   + +   
   

=

2

12

11

12

11

1 sin( )

1. ( )sin( ) . sin( )

1. sin( )

. ( ) cos( ) . ( )sin( )

1. sin( ) . ( )sin( )

(

m

m m

T
m

m m

m m

m

mb z
r L

m m mB c z b z
L L r L

mN b z
r L

m m m mB a z c z
L L L L

m m mB b z c z
r L L L

C c

θθ

π

π π π

π

π π π π

π π π

 
 
 
   + − −   
   
 
 
 
   + −   
   
   + −   
   

+ −

2

0 0

2

2

55

)sin( ) . ( )sin( )

( ) cos( ) cos( )

L

T
zz m

m m

rd dz

m m m mz M c z
L L L L

m m mA b z c z
L L L

π
θ

π π π π

π π π

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     − −       
 

  + +    

∫ ∫

�)39(

توابع  به ضرایب مجهول  نسبت  پتانسیل  انرژی  معادله  از  سپس 
جابجایی، مشتق گرفته‌می‌شود )مطابق معادله )40((.

0; 0; 0
m m m

U U U
a b c
∂ ∂ ∂

= = = �)40(

ضرایب  برحسب  خطی  معادلات  دستگاه  یک   ،)40( معادله 
توابع  نهایت  در  و  مجهول  ضرایب  آن،  حل  با  که  است  مجهول 
جابجایی حاصل می‌شود. لازم به ذکر است که به دلیل حجم بالای 
بدست  با  نشده‌است.  ارائه  اینجا  در  معادلات  این  حاصل،  معادلات 
آمدن این توابع جابجایی، کرنش‌ها و تنش‌ها استخراج می‌شود. در 
و  جابجایی  تنش،  نتایج  استوانه،  از  نقطه  هر  برای  می‌توان  نهایت 

درجه حرارت را مشخص کرد.
انرژی  حل  روش  سنجی  اعتبار  برای  محدود  المان  حل  روش 
انجام شده‌است که  آباکوس  افزار  نرم  این کار در  استفاده شده‌است. 
در بخش نتایج، به آن اشاره می‌شود. لازم به ذکر است که برای حل 
مساله در این نرم افزار، نیاز به یک سابروتین در قسمت تعریف خواص 
ویژوال  افزار  نرم  در  سابروتین  این  پژوهش،  این  در  که  است  ماده 

استودیو نوشته شده‌است.



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 10، سال 1400، صفحه 5269 تا 5292

5277

3- نتایج و بحث
3- 1- همگرایی و اعتبارسنجی روش حل

ابتدا قبل از بررسی نتایج بدست‌آمده، باید همگرایی نتایج در روش 
حل بررسی شود. برای این منظور نتایج بدست‌آمده مدل FG-A در 
مرکز لوله و شعاع میانی استوانه در نظر گرفته شده‌است. مشخصات 

مساله به این صورت است:
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 بحث نتایج و   -4

 ایی و اعتبارسنجی روش حل همگر -1 -4
  FG-Aآمده مدل نتایج بدستاین منظور شود. برای  وش حل بررسیدر رباید همگرایی نتایج  ، آمدهابتدا قبل از بررسی نتایج بدست

 به این صورت است:. مشخصات مساله استدر مرکز لوله و شعاع میانی استوانه در نظر گرفته شده
T1 = 120°C, T2 = 20°C 
r = 100 mm, z = 500 mm, h = 2 mm, L = 1000 mm, r1 = 99 mm, r2 = 101 mm 

 
 است.  شده  نشان داده 1آمده برای همگرایی در جدول نتایج بدست

 

 همگرایی تعداد جملات روش انرژی نتایج مربوط به  :  1 جدول

Table 1: The convergence results based on the number of the energy method terms 
 یازده جمله نه جمله هفت جمله پنج جمله سه جمله یک جمله جملات   تعداد

σzz 5/216- 6/304- 9/361- 0/397- 0/414- 0/426- 
 9/2 3/4 7/9 8/18 6/40 - درصد اختلاف 

σθθ 321/0- 419/0- 466/0- 490/0- 507/0- 519/0- 
 4/2 5/3 1/5 2/11 5/30 - درصد اختلاف 

ur 273/0 333/0 358/0 377/0 389/0 398/0 
 3/2 2/3 3/5 5/7 0/22 - درصد اختلاف 

 
ین نتیجه ا.  شوددرصد اختلاف بسیار کم می  ،به بعد  9گرفت که از جمله    توان نتیجهمی  1  در جدولارائه شده  با توجه به نتایج  

ی به بالا بردن تعداد جملات نیست. زیرا که با افزایش تعداد جملات نتایج  همگرا شده و دیگر نیاز  9در جمله  دهد که نتایج  مینشان
 شود. یابد که باعث افزایش زمان حل میمی تغییر بسیار کوچکی کرده و از سوی دیگر حجم محاسبات افزایش

در اینجا خصوصیات است.  انجام شدهانرژی و المان محدود  بررسی و مقایسه نتایج در دو روش  ،  همگرایی نتایجاطمینان از  بعد از  
پنج حالت توزیع نانولوله کربنی    ، گفته شدطور که  است، همانهمگرایی  هندسی، اطلاعات مربوط به دما و خواص مواد همانند مساله  

 است.بررسی شده
  است.شدههای کربنی استفادهنانولوله  A  (FG-A)برای اعتبار سنجی روش حل انرژی به کار رفته در این پژوهش از مدل توزیع شکل  

المان   هر دو روش حل انرژی وتمام مسائل با    ،نیزپارامتریک  در بخش نتایج  و  شود  نمیبسنده  فقط به این مساله    ،اعتبار سنجیبرای  
 . شعاعی است راستایو جابجایی در های حرارتی مربوط به نتایج توزیع گرادیان حرارتی، تنش 3 شکلاست. شدهمقایسه حل و محدود 

بسیار ناچیز  است، برای نمودار )الف( که مربوط به توزیع گرادیان حرارتی است، اختلافات  نشان داده شده  3همانطور که در شکل  
درصد   10بوده و حداکثر اختلاف کمتر از دو درصد است. در نمودار )ب(، نتایج مربوط به توزیع تنش حرارتی دارای اختلاف کمتر از  

درصدی بین دو روش حل به دلیل اختلاف حل این   10تا    5درصدی است. این اختلاف    5است و نتایج در شعاع داخلی دارای اختلاف  
شود، اما در تئوری پوسته، تنش در راستای ست. زیرا در روش حل المان محدود، به صورت سه بعدی مسئله آنالیز میدو تئوری حل ا

درصد است. در مجموع، اختلاف دو    10شود. در نمودارهای )ج( و )د( هم اختلاف دو روش حل کمتر از  شعاعی برابر با صفر فرض می
 . در روش پیشنهادی در این مقاله، قابل قبول است روش با توجه به فرضیات در نظر گرفته شده
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3- 2- مطالعات پارامتریک
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 همگرایی تعداد جملات روش انرژی نتایج مربوط به  :  1 جدول

Table 1. The convergence results based on the number of the energy method terms 

 
 یازده جمله نه جمله هفت جمله پنج جمله سه جمله یک جمله جملات   تعداد

σzz 5/216- 6/304- 9/361- 0/397- 0/414- 0/426- 
 9/2 3/4 7/9 8/18 6/40 - درصد اختلاف 

σθθ 321/0- 419/0- 466/0- 490/0- 507/0- 519/0- 
 4/2 5/3 1/5 2/11 5/30 - درصد اختلاف 

ur 273/0 333/0 358/0 377/0 389/0 398/0 
 3/2 2/3 3/5 5/7 0/22 - درصد اختلاف 

 
  

جدول 1 . نتایج مربوط به همگرایی تعداد جملات روش انرژی
Table 1. The convergence results based on the number of the energy method terms
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طولی و تنش برشی صفحه طولی و شعاعی، به دلیل شکل بارگذاری 
و شرایط مرزی مسئله برابر صفر است.

نانولوله کربنی  تابع حجم  در جدول 2 مشخصات هر سه حالت 
و مقادیر مربوط به ضرایب کامپوزیت هر یک از توابع حجم نانولوله 
و  مقادیر  به  مربوط   3 جدول  همچنین،  می‌دهد.  نشان  را  کربنی 

خصوصیات مادی نانولوله کربنی و رزین پلیمری می‌باشد.

3- 2- 1- اثر توزیع نانولوله کربنی
استوانه  پوسته  هندسه  یک  مساله  این  در  شده  استفاده  مدل 
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مادی این تابع حجمی در جدول 3 ارائه شده است.
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 ماتریس پلیمریخواص ماده نانولوله کربنی و  :  3 جدول

Table 3: Properties of carbon nanotube material and polymer matrix 

نانولوله  
 کربنی 

CNTE11  
(TPa) 
6466/5  

CNTE 22  
(TPa) 

08/7  

CNTG12  
(TPa) 
9445/1  

CNTG13  
(TPa) 
9445/1  

CNT  
(kg/m3) 
1400 

CNT
12  

 
175/0  

CNT
zk  

(W/mK) 
3000 

CNTk  
(W/mK) 

100 

CNT
z  

(10-6 1/K) 
4584/3  

CNT
  

(10-6 1/K) 
4584/3  

ماتریس  
 پلیمری

mE (GPa) 

1/2  

m (kg/m3) 
5/1  

m  

34/0  

mk (W/mK) 

5 

m  (10-6 1/K) 
45 

ηi  η1 = 0/149; η2 = 0/934; η3 = 0/934 

P  350 
Rk  8 (10-8 m2K/W) 

 توزیع نانولوله کربنیاثر  -1 -2 -4
اعتبار سنجی و همگرایی شده در این مساله یک هندسه پوسته استوانه می  مدل استفاده باشد. خصوصیات هندسی مشابه مساله 

داخلی تحت  می قرار گرفتهدرجه سانتی  120دمای  باشد. شعاع  تحت دمای    گراد  و شعاع خارجی  است.درجه سانتی  20است    گراد 
است که مقادیر خواص   11/0  مطالعهست. تابع حجم استفاده شده در این  ا  در ادامه ارائه شده خصوصیات هندسی و شرایط مرزی حرارتی  

 .ارائه شده است 3در جدول   یاین تابع حجم مادی
T1 = 120°C, T2 = 20°C 
r = 100 mm, z = 500 mm, h = 2 mm, L = 1000 mm, r1 = 99 mm, r2 = 101 mm, *

CNTV = 0 /11 
 

است. در بخش های کربنی در قالب هر دو روش حل ارائه شدهنتایج گرادیان حرارتی انواع مدل ماده توزیع نانولوله  ،در قسمت اول
.  استشدهانجامهای کربتی  مدل توزیع نانولوله ها و اختلافات نتایج گرادیان حرارتی هر پنج حالت  بعدی مقایسه کامل و جامع بر روی تفاوت

 است. های کربنی نانولولهدارای پنج نمودار جداگانه است که نمایانگر توزیع گرادیان حرارتی در هر پنج حالت مدل ماده توزیع  4شکل 
دارد. دلیل این امر،  ، تغییرات خطی    طرفه  ک ینشان داده شده است، گرادیان حرارتی در حالت   4همانطور که در نمودار )الف( شکل  

شود که خواص ضریب انتقال است که همین موضوع باعث می  طرفه  کیعدم وابستگی تابع حجم نانولوله به متغیر شعاعی در حالت  
درصد دارد. در   1مقدار ثابتی باشد. همچنین اختلاف دو روش حل بسیار کم بوده و مقداری کمتر از  حرارت در سرتاسر ضخامت دارای  

از    های دیگر توزیع نانولوله، تغییرات دما به صورت غیرخطی ظاهر شده است. برای مشاهده جزئیات همین شکل، برای حالت هریک 
است. با توجه به این که خواص ماده وابسته زیع نانولوله کربنی نشان داده شده، پنج حالت تو5های نانولوله کربنی، در نمودار شکل  توزیع 

تغییر محدوده ضخامت  در  ماده  خواص  است،  حجم  تابع  میمی  به  تغییر  نیز  نتایج  درنتیجه  و  در کند  حرارت  درجه  بیشترین  کند. 
از ترکیب   FG-Oو  FG-Xاست. دو حالت  FG-Vبوده و کمترین مربوط به حالت   FG-Aهای داخلی ضخامت مربوط به حالت قسمت

شده که رفتار این دو نوع توزیع نانولوله کربنی، در قسمت ابتدایی و    است و همین موضوع باعثتشکیل شده  Vو    Aهمان دو حالت  
 باشد.  Vو  Aانتهایی ضخامت مشابه حالت  

 

�
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درصد دارد. در   1مقدار ثابتی باشد. همچنین اختلاف دو روش حل بسیار کم بوده و مقداری کمتر از  حرارت در سرتاسر ضخامت دارای  

از    های دیگر توزیع نانولوله، تغییرات دما به صورت غیرخطی ظاهر شده است. برای مشاهده جزئیات همین شکل، برای حالت هریک 
است. با توجه به این که خواص ماده وابسته زیع نانولوله کربنی نشان داده شده، پنج حالت تو5های نانولوله کربنی، در نمودار شکل  توزیع 

تغییر محدوده ضخامت  در  ماده  خواص  است،  حجم  تابع  میمی  به  تغییر  نیز  نتایج  درنتیجه  و  در کند  حرارت  درجه  بیشترین  کند. 
از ترکیب   FG-Oو  FG-Xاست. دو حالت  FG-Vبوده و کمترین مربوط به حالت   FG-Aهای داخلی ضخامت مربوط به حالت قسمت

شده که رفتار این دو نوع توزیع نانولوله کربنی، در قسمت ابتدایی و    است و همین موضوع باعثتشکیل شده  Vو    Aهمان دو حالت  
 باشد.  Vو  Aانتهایی ضخامت مشابه حالت  
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 ی، )د(جابجایی راستای شعاعای، )ج(تنش راستای زاویهی(گرادیان حرارتی، )ب(تنش راستای طولالف): اعتبار سنجیبخش نتایج  :3 شکل 

Fig. 3. Validation results; (a) thermal gradient, (b) longitudinal stress, (c) circumferential stress, (d) radial 
displacement 
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شکل 3. نتایج بخش اعتبار سنجی: )الف(گرادیان حرارتی، )ب(تنش راستای طولی، )ج(تنش راستای زاویه‌ای، )د(جابجایی راستای شعاعی
Fig. 3. Validation results; (a) thermal gradient, (b) longitudinal stress, (c) circumferential stress, (d) radial displacementو ضرایب کامپوزیت های کربنینانولولهتوابع حجم  : 2 جدول 

Table 2. Carbon nanotube volume functions and composite coefficients 

 
*

CNTV123 
11/0 149/0 934/0 934/0 
14/0 150/0 941/0 941/0 
17/0 149/0 381/1 381/1 

 

  

جدول 2. توابع حجم نانولوله‌های کربنی و ضرایب کامپوزیت
Table 2. Carbon nanotube volume functions and composite coefficients
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 ماتریس پلیمریخواص ماده نانولوله کربنی و  :  3 جدول

Table 3. Properties of carbon nanotube material and polymer matrix 

نانولوله  
 کربنی 

CNTE11  
(TPa) 

6466/5  

CNTE 22  
(TPa) 

08/7  

CNTG12  
(TPa) 

9445/1  

CNTG13  
(TPa) 

9445/1  

CNT  

( kg/m3 ) 
1400 

CNT
12  

 
175/0  

CNT
zk  

(W/mK) 
3000 

CNTk  
(W/mK) 

100 

CNT
z  

(10-6 1/K) 
4584/3  

CNT
  

(10-6 1/K) 
4584/3  

ماتریس  
 پلیمری

mE (GPa) 
1/2  

m ( kg/m3

) 
5/1  

m  
34/0  

mk (W/mK) 
5 

m  (10-6 1/K) 
45 

ηi  1 = 0/149; 2 = 0/934; 3 = 0/934 

P  350 
Rk  8 (10-8 m K/W2 ) 

 

جدول 3. خواص ماده نانولوله کربنی و ماتریس پلیمری
Table 3. Properties of carbon nanotube material and polymer matrix
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 FG-O، ه. FG-X، د. FG-V، ج. FG-A، ب. UD.حالت الفبررسی گرادیان حرارتی:  :4 شکل 

Fig. 4. Thermal gradient analysis; (a) UD, (b) FG-A, (c) FG-V, (d) FG-X, (e) FG-O 
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Fig. 4. Thermal gradient analysis; (a) UD, (b) FG-A, (c) FG-V, (d) FG-X, (e) FG-O
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توزیع  ماده  مدل  انواع  حرارتی  گرادیان  نتایج  اول،  قسمت  در 
نانولوله‌های کربنی در قالب هر دو روش حل ارائه شده‌است. در بخش 
بعدی مقایسه کامل و جامع بر روی تفاوت‌ها و اختلافات نتایج گرادیان 
حرارتی هر پنج حالت مدل توزیع نانولوله‌های کربتی انجام‌شده است. 
شکل 4 دارای پنج نمودار جداگانه است که نمایانگر توزیع گرادیان 

حرارتی در هر پنج حالت مدل ماده توزیع نانولوله‌های کربنی است.
است،  شده  داده  نشان   4 شکل  )الف(  نمودار  در  که  همانطور 
دلیل  دارد.  خطی  تغییرات   ، طرفه  یک  حالت  در  حرارتی  گرادیان 
این امر، عدم وابستگی تابع حجم نانولوله به متغیر شعاعی در حالت 
باعث می‌شود که خواص ضریب  است که همین موضوع  یک طرفه 
انتقال حرارت در سرتاسر ضخامت دارای مقدار ثابتی باشد. همچنین 
اختلاف دو روش حل بسیار کم بوده و مقداری کمتر از 1 درصد دارد. 
دما  تغییرات  نانولوله،  توزیع  دیگر  حالت‌های  برای  شکل،  همین  در 
برای مشاهده جزئیات هریک  است.  غیرخطی ظاهر شده  به صورت 
توزیع  حالت  پنج   ،5 شکل  نمودار  در  کربنی،  نانولوله  توزیع‌های  از 
نانولوله کربنی نشان داده شده‌است. با توجه به این که خواص ماده 
تغییر  ماده در محدوده ضخامت  است، خواص  تابع حجم  به  وابسته 
می‌کند و درنتیجه نتایج نیز تغییر می‌کند. بیشترین درجه حرارت در 
قسمت‌های داخلی ضخامت مربوط به حالت FG-A بوده و کمترین 
مربوط به حالت FG-V است. دو حالت FG-X و FG-O از ترکیب 
همان دو حالت A و V تشکیل شده‌است و همین موضوع باعث شده 
که رفتار این دو نوع توزیع نانولوله کربنی، در قسمت ابتدایی و انتهایی 

ضخامت مشابه حالت A و V باشد.
توزیع نانولوله‌های کربنی در حالت یک طرفه ، A و V ابتدایی‌ترین 

نانولوله‌ها  توزیع  پایه  را  این سه حالت  و می‌توان  است  توزیع  حالت 
دانست. همان‌طور که در شکل 5 مشخص است، درجه حرارت گرادیان 
حالت FG-A نسبت به توزیع یک طرفه چیزی در حدود 6/6 درصد 
تا 19/1 درصد اختلاف دارد و دارای درجه حرارت بالاتری است، در 
سوی دیگر حالت FG-V نسبت به حالت یک طرفه دارای اختلاف 
در حدود 10/2 تا 16/4 درصد است و درجه حرارت پایین‌تری نسبت 
به حالت یک طرفه دارد. همچنین، حالت توزیع X در نیمه پایینی 
ضخامت از حالت A و در نیمه بالایی ضخامت از حالت V تشکیل 
شده‌است. به همین دلیل قسمت اول نمودار آن مشابه حالت A است 
حالت  برای  موضوع  است. همین   V حالت  مشابه  دوم  قسمت  در  و 
 V مشهود است که در نیمه پایینی ضخامت از حالت FG-O توزیع

و در نیمه بالایی ضخامت از حالت A تبعیت می‌کند.
مورد  شعاع  راستای  در  طولی  حرارتی  تنش  تغییرات  ادامه،  در 
ارزیابی قرار گرفته‌است. در شکل 6، نمودارهای مربوط به هر یک از 

توزیع نانولوله‌های کربنی ارائه شده‌است.
در نمودار )الف( شکل 6، نتایج مربوط به تنش در راستای طولی 
برحسب ضخامت برای حالت یک طرفه نشان داده شده‌است. در شعاع 
داخلی به دلیل بالا بودن درجه حرارت، مقدار تنش نیز بالا است و با 
حرکت به سمت شعاع خارجی با توجه با ثابت بودن تابع حجم مقدار 
تنش کاهش می‌یابد که این موضوع به دلیل کم شدن درجه حرارت 
است. از سوی دیگر تنش در راستای طولی منفی بوده و نشان‌دهنده 
تحت فشار بودن پوسته در راستای طولی است. نتایج مربوط به تنش 
طولی برحسب ضخامت برای حالت FG-A در نمودار )ب( شکل 6 
طرفه  یک  حالت  نمودار  به  نسبت  نمودار  این  نتایج  شده‌است.  ارائه 

 
 ی کربنی هالولهتوزیع نانوپنج حالت بر اساس گرادیان حرارتی  :5 شکل 

Fig. 5. Thermal gradient based on five distribution types of carbon nanotubes 
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Fig. 5. Thermal gradient based on five distribution types of carbon nanotubes
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به دلیل وابستگی  این موضوع  تغییرات غیر خطی بیشتری دارد که 
حالت‌های  دیگر  در  موضوع  این  است،  شعاع  متغیر  به  حجم  تابع 
در شعاع  تنش  نتایج  نیز صدق می‌کند.  بندی‌شده  درجه  عملکردی 
داخلی به دو دلیل بسیار بالا است که دلیل اول به خاطر بالا بودن 

درجه حرارت است و دلیل دوم به خاطر بالا بودن تابع حجم نانولوله 
کربنی در شعاع داخلی است. با حرکت به سمت شعاع داخلی به دلیل 
کم شدن درجه حرارت و کاهش تابع حجم نانولوله‌های کربنی مقدار 
تنش نیز با شیب سریع‌تری کاهش پیدا می‌کند و در شعاع خارجی 
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 )ه( 

 FG-O، ه. FG-X، د. FG-V، ج. FG-A، ب. UD.حالت الف بررسی تنش راستای طولی: :6 شکل 

Fig. 6. Longitudinal stress analysis; (a) UD, (b) FG-A, (c) FG-V, (d) FG-X, (e) FG-O 
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Fig. 6. Longitudinal stress analysis; (a) UD, (b) FG-A, (c) FG-V, (d) FG-X, (e) FG-O
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به کمترین مقدار خود می‌رسد. دلیل وابستگی مستقیم نتایج تنش 
افزایش  با  که  است  دلیل  این  به  کربنی  نانولوله‌های  حجم  تابع  به 
افزایش‌یافته  خارجی  بار  برابر  در  مقاومت  کربنی  نانولوله  تابع حجم 
موضوع  این  می‌شود،  تنش  افزایش  باعث  مقاومت  افزایش  همین  و 
در هر پنج حالت توزیع نانولوله‌ها صدق می‌کند. در شکل 6، نمودار 
نمایش  ضخامت  برحسب  را   FG-V حالت  طولی  تنش  نتایج  )ج( 
می‌دهد. در این حالت به دلیل کم بودن تابع حجم در شعاع داخلی، 
با  میانی  شعاع  سمت  به  حرکت  با  اما  است  کم  بسیار  تنش  مقدار 
افزایش تایع حجم مقدار تنش نیز افزایش می‌یابد اما در ناحیه دوم 
به دلیل کم بودن درجه حرارت، مقدار تنش نسبت به نتایج تنش در 
شعاع میانی مقداری کاهش پیدا می‌کند. نمودار )د( در شکل 6، نتایج 
 FG-X برای حالت  را  تنش در راستای طولی در محدوده ضخامت 
نمایش می‌دهد. نتایج تنش در محدوه ابتدایی ضخامت هم‌چون حالت 
ناحیه دوم ضخامت همچون  بالایی است و در  FG-A دارای مقدار 

حالت FG-V یک تغییر جهت در نمودار رخ می‌دهد. مقادیر تنش 
تابع حجم  بودن  بالا  به دلیل  بالاتر است که  اول ضخامت  ناحیه  در 
نانولوله کربنی است و با حرکت به سمت شعاع میانی و کم شدن تابع 
حجم مقادیر تنش نیر کاهش پیدا می‌کند. نمودار )ه( نمایش دهنده 
 FG-V نتایج تنش طولی در محدوده ضخامت است. هم‌چون حالت
در شعاع داخلی به دلیل پایین بودن تابع حجم، مقدار تنش نیز نسبتاً 
پایین است اما با حرکت به سمت شعاع میانی و بالا رفتن تابع حجم 
مقدار تنش نیز به حداکثر مقدار خود می‌رسد. با عبور از شعاع میانی 

و کاهش تابع حجم، همچون حالت FG-A مقدار تنش نیز کاهش 
پیدا می‌کند.

تنش  داده‌شد،  نشان  قبلی  مساله‌های  نتایج  در  که  همان‌طور 
راستاها  دیگر  در  تنش  از  بزرگ‌تر  بسیار  طولی  راستای  در  حرارتی 
است و به منظور مقایسه بهتر نتایج توزیع‌های مختلف نانولوله کربنی، 
نشان  یک‌جا  صورت  به  را  طولی  تنش‌های  نتایج   ،7 شکل  نمودار 
می‌دهد. این نمودار به خوبی نشان می‌دهد که توزیع تنش در حالت 
یک طرفه نسبتاً خطی بود و این به دلیل عدم وابستگی تابع حجم 
نانولوله‌های کربنی به مؤلفه شعاعی است، همین امر باعث شده که 
تغییرات تنش در راستای شعاع متناسب‌تر باشد و تغییر ناگهانی در 
نمودار آن صورت نگیرد. در مقابل چهار حالت دیگر توزیع نانولوله‌های 
کربنی به دلیل وابسته بودن تابع حجم نانولوله کربنی به مؤلفه شعاع 
نمودار تنش حرکت غیر خطی داشته‌باشد و باعث شود تغییرات تنش 
در راستای شعاع بیشتر نمایان شود. این امر از آنجا نشات می‌گیرد 
که تغییر تابع حجم نانولوله‌ها در راستای شعاعی باعث تغییر خواص 

ماده می‌شود.
نانولوله‌های  توزیع  انواع  رفتار  تفاوت‌های  ساده،  مقایسه  یک  با 
کربنی در برابر حرارت نمایان می‌شود. می‌توان این‌گونه برداشت کرد 
داخلی  شعاع  در  کربنی  نانولوله‌های  تابع حجم  تراکم  افزایش  با  که 
تنش افزایش می‌یابد و با کاهش تراکم، تنش نیز کاهش می‌یابد. این 
امر به این دلیل است که با افزایش تراکم تابع حجم نانولوله‌ها مدول 
الاستیسیته در راستای طولی پوسته افزایش می‌یابد و همین امر باعث 

 
 ی کربنی  هالوله پنج حالت توزیع نانو  درطولی  راستایمقایسه نتایج تنش  :7 شکل 

Fig. 7. Comparison of longitudinal stress regarding different distributions of carbon nanotubes 
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شکل 7. مقایسه نتایج تنش راستای طولی در پنج حالت توزیع نانولوله‌های کربنی 
Fig. 7. Comparison of longitudinal stress regarding different distributions of carbon nanotubes
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افزایش مقاومت پوسته در برابر حرارت شده و منجر به افزایش تنش 
می‌شود. این موضوع به خوبی در دو حالت توزیع V و A نمایان است. 

دو حالت دیگر نیز تا حدودی مشابه حالت V و A رفتار می‌کنند.
در نمودار شکل 7، در شعاع 99 میلیمتر، سه رفتار مختلف مشاهده 
می‌شود؛ ابتدا حالت V که دارای کمترین تراکم تابع حجم نانولوله‌های 
باعث می‌شود کمترین میزان تنش مشاهده شود و  کربنی است که 
در ادامه با حرکت به سمت شعاع بیرونی با افزایش تراکم تابع حجم 
نانولوله کربنی تنش افزایش یافته‌است، اما با کاهش دما در قسمت دوم 
ضخامت مقدار تنش تقریباً کاهش یافته‌است. حالت توزیع یک طرفه 
به دلبل ثابت بودن تابع حجم و بالا بودن دما در شعاع داخلی، تنش 
از 440 مگاپاسکال شروع شده و با حرکت به سمت شعاع خارجی و 
ثابت  با کاهش دما تنش کاهش پیدا کرده‌است، این تغییرات نسبتاً 
 ،A اما در حالت بود و تغییر ناگهانی در نمودار صورت نگرفته‌است. 
بالا بودن تراکم تابع حجم نانولوله‌های کربنی در شعاع داخلی باعث 
شده‌است که مقدار تنش بسیار بالا باشد و با حرکت به سمت شعاع 
یابد و  نیز کاهش  تابع حجم و دما تنش  تراکم  با کاهش  و  خارجی 
در نهایت در شعاع خارجی به کمترین مقدار خود برسد. با توجه به 
از  و  ابتدایی ضخامت  قسمت  در   A حالت  از   X توزیع  حالت  اینکه 
حالت V در قسمت دوم ضخامت تشکیل شده‌است، رفتار این ماده 
در قسمت‌های مختلف مشابه دو حالت A و V عمل کند. در قسمت 
سمت  به  حرکت  با  و  کرده  عمل   A حالت  مشابه  ضخامت  ابتدایی 
نانولوله‌های کربنی،  تابع حجم  تراکم  با کاهش سریع‌تر  شعاع میانی 
شیب کاهش تنش نسبت به حالت A افزایش می‌یابد و در نیمه دوم 
ضخامت، با افزایش تراکم تابع حجم، مقداری تنش افزایش می‌یابد و 
سپس یک برگشت جهت نمودار مشابه حالت V در این قسمت رخ 
می‌دهد. این برگشت جهت نمودار را می‌توان به دلیل کاهش دما در 
نیمه دوم ضخامت دانست. نتایج در شعاع داخلی تنش حالت X کاملًا 
 V است و در شعاع خارجی کاملًا نزدیک به حالت A نزدیک به حالت
است و در شعاع میانی نتیجه نزدیک به حالت V است. نمودار نتایج 
تنش حالت توزیع O در نیمه ابتدایی ضخامت از حالت V سرچشمه 
گرفته و در نیمه دوم ضخامت توزیع نانولوله‌ها مشابه حالت A است، 
به گونه‌ای که در شعاع داخلی، تراکم تابع حجم نانولوله‌ها کربنی کم 
است و با حرکت به سمت شعاع میانه این تابع حجم افزایش می‌یابد 
و در شعاع میانی به حداکثر مقدار خود می‌رسد و سپس با عبور از 

شعاع میانی و حرکت به سمت شعاع خارجی، تابع حجم مشابه حالت 
A کاهش یافته و در شعاع خارجی به کمترین مقدار خود می‌رسد. 
همین امر باعث شده‌است که نتایج تنش برای توزیع حالت O در نیمه 
ابتدایی ضخامت مشابه حالت V عمل کند و در شعاع میانه به حداکثر 
مقدار خود برسد و در قسمت دوم ضخامت با کاهش دما و تابع حجم 
نانولوله‌های کربنی مقدار تنش نیز کاهش پیدا کند و یک تغییر جهت 

در نمودارایجاد شود.
در ادامه نتایج این بخش، تنش راستای زاویه‌ای بررسی می‌شود. 
در نمودارهای شکل 8، تنش زاویه‌ای هر یک از انواع مدل ماده توزیع 

نانولوله‌های کربنی ارائه شده‌است.
در شکل 8، نمودار )الف( نمایش دهنده نتایج تنش در راستای 
زاویه حالت یک طرفه در محدوده ضخامت است. نمودار تنش زاویه‌ای 
اولین  نسبت به تنش در راستای طولی دارای دو تفاوت کلی است، 
تفاوت که با نگاه به نتایج مشهود است، مربوط به مقادیر تنش است 
که نسبت به تنش در راستای طولی دارای مقادیر کوچک‌تری است و 
دومین تفاوت مربوط به نوع تنش است که در نیمه ابتدایی ضخامت، 
پوسته تحت تنش فشاری است و در نیمه دوم ضخامت تحت تنش 
ایجاد شده پوسته فقط نوع  کششی است، در حالی که تنش طولی 
محدوده  در   FG-A حالت  زاویه  راستای  تنش  نتایج  است.  فشاری 
ضخامت در نمودار )ب( ارائه شده‌است. اگرچه همانند حالت یک طرفه 
نیمه ابتدایی ضخامت تحت تنش فشاری بوده و نیمه دوم تحت تنش 
کششی است، اما نتایج تنش راستای زاویه حالت FG-A نسبت به 
نانولوله‌های  حجم  تابع  دارای  که  نواحی  و  نبوده  متقارن  طرفه  یک 
ایجاد  تنش  یافته‌است.  افزایش  نیز  تنش  مقدار  بوده  کمتری  کربنی 
شده در ناحیه شعاع میانی، نزدیک به صفر است که این موضوع در 

چهار حالت عملکردی درجه بندی شده صدق می‌کند.
مختلف  توزیع‌های  به  مربوط  تنش‌های  بهتر  مقایسه  برای 
نانولوله‌های کربنی، نتایج در نمودار شکل 9 نشان داده شده است. این 
نمودار نشان می‌دهد که نتایج تنش حرارتی در راستای زاویه‌ای هر 
پنج حالت توزیع نانولوله‌ها نسبتاً نزدیک بود و اختلاف کمی با یکدیگر 
نسبتاً  قبل  نتیجه  دو  همچون  طرفه  یک  حالت  توزیع  نتایج  دارند. 
نتایج دارای نمودار غیرخطی است. در این بخش  خطی بود و دیگر 
تراکم تابع حجم نانولوله‌های کربنی باعث کاهش مقدار تنش می‌شود، 
این مساله در نمودار A، یک طرفه و V نشان داده شده که به ترتیب 
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دارای کمترین مقدار تنش در شعاع داخلی است. نتایج حالت توزیع 
 FG-V و FG-A نیزدر قسمت‌های مشابه حالت FG-O و FG-X

است. از سوی دیگر برخلاف نتایج تنش حرارتی در راستای طولی که 
در سرتاسر ضخامت به صورت فشاری است، تنش در راستای زاویه، 
متفاوت است و در نیمی از ضخامت فشاری و در نیم دیگر آن کششی 

است.

 

 
 )ب(

 
 (الف)

 
 )د(

 
 )ج(

 
 )ه( 

 FG-O، ه. FG-X، د. FG-V، ج. FG-A، ب. UD.حالت الف: محیطیبررسی تنش  :8 شکل 

Fig. 8. Circumferential stress analysis; (a) UD, (b) FG-A, (c) FG-V, (d) FG-X, (e) FG-O 
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همانطور که در نمودار شکل 9 نمایش داده شده است، در شعاع 
داخلی به دلیل بالا بودن دما و تابع حجم نانولوله‌های کربنی در حالت 
FG-V، مقدار تنش در این حالت بالاتر از حالت A و یک طرفه است. 

اما در شعاع خارجی به دلیل پایین بودن درجه حرارت نتایج نسبتاً به 
یکدیگر نزدیک است.

در ادامه نتایج این بخش، جابجایی راستای شعاعی بررسی می‌شود. 

FG-O .ه ،FG-X .د ،FG-V .ج ،FG-A .ب ،UD شکل 8 . بررسی تنش محیطی: الف.حالت
Fig. 8. Circumferential stress analysis; (a) UD, (b) FG-A, (c) FG-V, (d) FG-X, (e) FG-O
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در نمودارهای شکل 10، جابجایی راستای شعاعی هر یک از انواع مدل 
ماده توزیع نانولوله‌های کربنی ارائه شده‌است. همچنین در شکل 11، 

نتایج با توزیع نانولوله‌های مختلف در مقایسه با هم ارائه شده‌است.
نتایج ارائه‌شده در شکل 10 و 11 نشان می‌دهد کمترین مقدار 
جابجایی در راستای شعاعی به حالت V و O تعلق دارد و بیشترین 
مقدار به حالت A و X مربوط است. حالت A بیشترین مقدار و حالت 
V کمترین مقدار را دارا است؛ نتایج حالت A چیزی در حدود 14 تا 
15 درصد نسبت به حالت V اختلاف دارد. این اختلاف را می‌توان به 
حالت توزیع نانولوله‌های کربنی و ضریب انتقال حرارت مرتبط کرد، به 
این گونه که در هر شعاع که ضریب انتقال حرارت بالاتر باشد مقدار 
دما نیز بالا خواهد بود و با توجه به نتایج مربوط به نمودارهای گرادیان 
حرارتی و اختلاف قابل ملاحظه‌ای که بین دو نوع توزیع A و V وجود 
دارد و درجه حرارت مربوط به شعاع‌های مختلف در محدوده ضخامت 
برای حالت A بزرگ‌تر از حالت V است و همین امر باعث می‌شود که 

مقادیر جابجایی حالت V کمتر از حالت A باشد.

3- 2- 2- اثر افزایش دما
در این بخش ضریب تابع حجمی نانولوله‌های کربنی ثابت فرض 
می‌شود و تنها گرادیان دمایی افزایش داده می‌شود. تأثیر این افزایش 
حرارت در نتایج گرادیان دما، تنش در راستای طولی، تنش در راستای 

زاویه و جابجایی در راستای شعاعی بررسی می‌شود. این مقایسه برای 
توزیع نانولوله‌ها به شکل A صورت گرفته است و برای سایر توزیع‌های 

نانولوله کربنی، روند مشابهی مشاهده شده است.
حرارت  درجه  افزایش  تأثیر  دهنده  نشان   ،12 شکل  نمودارهای 
گرادیان حرارتی بر روی نتایج مساله است. در نمودار )الف( شکل 12، 
نحوه تغییرات نمودارهای گرادیان دما برای حالت‌های دمایی مختلف، 
مشابه یکدیگر است و فقط مقادیر آن‌ها تغییر کرده است. این افزایش 
خارجی  و  داخلی  شعاع  در  حرارتی  مرزی  شرایط  تغییر  سبب  دما، 
پوسته است. مقادیر درجه حرارت داخل در محدوده ضخامت پوسته 
حرارتی  گرادیان  نتایج  مقادیر  است.  یافته  افزایش  نسبت  همین  با 
حالت C200° به نسبت افزایش درجه حرارت شرایط مرزی حرارتی 
نتایج بدست  برابر  افزایش درجه حرارت دو  این  یافته است،  افزایش 
آمده حالت  C100° است. این افزایش درجه حرارتی در مساله سوم 
برابر درجه حرارت حالت   بیشتر است و تقریباً سه  )C300°( نسبتاً 
C100° است. این موضوع به دلیل بالا بودن شرایط مرزی حرارتی 

در شعاع داخلی و خارجی است. می‌توان این‌گونه برداشت کرد که با 
ثابت نگهداشتن تابع حجم نانولوله‌های کربنی و افزایش درجه حرارت، 
نمودار  در  افزایش می‌یابد.  نسبت  با همان  نیز  مقادیر درجه حرارت 
)ب( شکل 12، نتایج تنش راستای طولی بدست آمد در سه حالت 
گرادیان حرارتی قابل مقایسه است. با توجه به نتایج بدست آمده در 

 
 های کربنی ر پنج حالت توزیع نانولوله زاویه ه راستایمقایسه نتایج تنش  :9 شکل 

Fig. 9. Comparison of the circumferential stress regarding different distributions of carbon nanotubes 
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شکل 9. مقایسه نتایج تنش راستای زاویه هر پنج حالت توزیع نانولوله‌های کربنی
Fig. 9. Comparison of the circumferential stress regarding different distributions of carbon nanotubes
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هر سه مساله و مقایسه این نتایج، مشاهده می‌شود که با افزایش دما، 
مقادیر تنش راستای طولی نیز افزایش یافته‌است، اما مساله که بیشتر 
اهمیت دارد درصد افزایش این مقادیر است. مقایسه مقادیر سه حالت 
گرادیان حرارتی نشان می‌دهد که مقادیر نتایج تنش راستای طولی 
با همان نسبت افزایش درجه حرارت، افزایش یافته‌است، می‌توان این 
تابع  ماندن  ثابت  و  حرارت  درجه  افزایش  با  که  گرفت  نتیجه  گونه 

حجم، مقادیر تنش نیز افزایش می‌یابد، این افزایش متناسب با افزایش 
درجه حرارت است. این موضوع را در طراحی‌های این سازه‌ها باید در 
نظر گرفت. در نمودارهای )ج( و )د( شکل 12، روند مشابهی مشاهده 
می‌شود. به این معنی که تغییرات تنش راستای زاویه‌ای و جابجایی 
راستای شعاعی با گرادیان دمایی اعمالی، به صورت خطی است. لازم 
سایر  برای   ،12 شکل  برای  ارائه‌شده  بندی  جمع  که  است  ذکر  به 

 

 FG-O. ه، FG-X. د، FG-V ، ج.FG-A. ب ، UDحالت الف. بررسی جابجایی راستای شعاع:  :10 شکل 

Fig. 10. Radius displacements analysis; (a) UD, (b) FG-A, (c) FG-V, (d) FG-X, (e) FG-O 
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FG-O .ه ،FG-X .د ،FG-V .ج ،FG-A .ب ،UD شکل 10. بررسی جابجایی راستای شعاع: الف. حالت
Fig. 10. Radius displacements analysis; (a) UD, (b) FG-A, (c) FG-V, (d) FG-X, (e) FG-O
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 های کربنی شعاع هر پنج حالت توزیع نانولوله مقایسه نتایج جابجایی در راستای  :11 شکل 

Fig. 11: Comparison of the radial displacements regarding different distributions of carbon nanotubes 
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توزیع‌های نانولوله کربنی هم صدق می‌کند.

3- 2- 3- اثر تابع حجم نانولوله‌کربنی
در این بخش بررسی تأثیر افزایش تابع حجم نانولوله‌های کربنی 
بر نتایج مربوط به رفتار انواع مدل‌های توزیع نانولوله‌های کربنی ارائه 
در  کربنی  نانولوله‌های  توزیع  از سه حالت  کار  این  برای  است.  شده 
جدول 2 استفاده شده است. در نمودارهای شکل 13، نتایج گرادیان 
حرارتی، تنش حرارتی در هر دو راستای طولی و زاویه‌ای، و جابجایی 
راستای شعاعی نمایش داده است. لازم به ذکر است که این نتایج برای 
حالت توزیع نانولوله‌ها به شکل A ارائه شده است و برای حالت‌های 

دیگر توزیع نانولوله‌ها نیز صدق می‌کند.

نمودار )الف( شکل 13، مربوط به نتایج گرادیان حرارتی در سه 
حالت تابع حجم نانولوله کربنی است. همانطور که مشاهده می‌شود، 
اختلاف بین نتایج گرادیان حرارتی بسیار کم است، اختلاف بین نتایج 
حالت تابع حجم 0/14 نسبت به حالت تابع حجم 0/11، کمتر از 3 
درصد است و حالت تابع حجم 0/17 نسبت به حالت 0/11 کمتر از 
5 درصد اختلاف دارد. دلیل این اختلاف کم، تأثیر کم تابع حجم بر 
روی ضرایب انتقال حرارت است. در نمودار )ب( شکل 13، تفاوت بین 
نتایج تنش راستای طولی در سه حالت تابع حجم نانولوله کربنی ارائه 
افزایش  با  که  می‌توان گفت  نمودار  این  نتایج  به  توجه  با  شده‌است. 
تابع حجم نانولوله‌های کربنی، مقادیر تنش راستای طولی نیز افزایش 
حجم  تابع  به  نسبت   0/14 حجم  تابع  مقادیر  افزایش  این  می‌یابد. 

 

، )د(  ای، )ج( تنش راستای زاویهی(گرادیان حرارتی، )ب( تنش راستای طولالفبر نتایج.) های کربنینانولوله افزایش تابع حجم  ریتأث :13 شکل 
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Fig. 13. The effect of increasing the volume function of carbon nanotubes on the results. (a) thermal gradient, 
(b) longitudinal stress, (c) circumferential stress, (d) radial displacement 
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Fig. 13. The effect of increasing the volume function of carbon nanotubes on the results. (a) thermal gradient, (b) 
longitudinal stress, (c) circumferential stress, (d) radial displacement
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0/11، بین 19/2 تا 28 درصد است و اختلاف نتایج حالت تابع حجم 
0/17 نسبت به حالت تابع حجم 0/11، بین 33 تا 53 درصد می‌باشد. 
این اختلاف‌ها در شعاع خارجی دارای کمترین درصد اختلاف است 
افزایش  اختلاف  درصد  مقادیر  داخلی،  شعاع  سمت  به  حرکت  با  و 
می‌یابد. علت اصلی افزایش تنش با افزایش تابع حجم نانولوله، تاثیری 
است که تابع حجم نانولوله‌های کربنی بر روی خواص ماده کامپوزیت 
می‌گذارد، زیرا که با افزایش تابع حجم، مدول الاستیک کامپوزیت در 
ضرایب  افزایش  باعث  موضوع  همین  و  یافته  افزایش  طولی  راستای 
افزایش تنش راستای طولی  Q12 می‌شود، که باعث  Q11 و  ماتریس 
می‌شود. این موضوع به خوبی در روابط خواص ماده و روابط تنش-

کرنش، به صورت ارائه شده در زیر نمایان است:

11*

12
CNT CNT zz zz

Q
V V E

Q
σ

 
↑ ⇒ ↑ ⇒ ↑ ⇒ ↑ ⇒ ↑ 

 

سه  در  زاویه‌ای  راستای  تنش  نتایج   ،13 شکل  )ج(  نمودار  در 
حالت تابع حجم نانولوله، نمایش داده شده است. همانطور که مشاهده 
 0/11 اول  حالت  نتایج  به  نسبت   0/14 دوم  حالت  نتایج  می‌شود 
تغییر زیادی نکرده است )بین 2 تا 11 درصد(، در مقابل نتایج حالت 
سوم 0/17 نسبت به نتایج حالت اول تغییر زیادی دارد )حدود 100 
بر  کامپوزیت  مادی  ضرایب  در  حجم  تابع  تأثیر  به  امر  این  درصد(. 
و  دارد   2η کامپوزیت  با ضریب  نسبت مستقیم  رابطه  این  می‌گردد. 
نانولوله‌های کربنی است. در تابع  با تابع حجم  دارای رابطه معکوس 
کامپوزیت تغییر زیادی نسبت به حالت اول  2η حجم 0/14 ضریب  
نکرده است و از سوی دیگر تابع حجم تغییر بیشتری دارد و همین 
موضوع باعث شده که مدول الاستیک راستای محیطی )Eθθ( تأثیر 
درنتیجه ضریب  و  بپذیرد  کربنی  نانولوله‌های  تابع حجم  از  بیشتری 
Q12 که با  Q22 کاهش پیدا کند. از سوی دیگر در رابطه با  ماتریس 
افزایش تابع حجم نانولوله‌های کربنی افزایش می‌یابد، باعث شده که 
Q22را خنثی کرده و باعث  Q12تأثیر کاهش ضریب   افزایش ضریب 
شده است اختلاف نتایج بین حالت اول نسبت به حالت دوم کاهش 
نتایج حالت سوم تغییر کرده به صورتیکه  پیدا کند. این موضوع در 
نیز  کامپوزیت  2η ضریب   کربنی  نانولوله‌های  حجم  تابع  افزایش  با 
ضریب  افزایش  این  دارد.  اول  حالت  به  نسبت  بالایی  نسبتاً  افزایش 
کامپوزیت نسبت به تابع حجم بیشتر بوده و تأثیر بیشتری بر خاصیت 
رابطه  و   Eθθ رابطه مدول  به دلیل شکل  دارد.   Eθθ الاستیک  مدول 

مستقیم این مدول با ضریب کامپوزیت η2 باعث شده تا Eθθ افزایش 
Q12 افزایش  یابد که این امر در ادامه باعث می‌شود که ضریب ماتریس 
Q12منجر می‌شود که تنش  یابد، و از طرف دیگر با افزایش ضریب  

راستای زاویه )σθθ( افزایش پیدا کند.
برحسب  شعاعی  راستای  جابجایی  توزیع   ،13 شکل  )د(  نمودار 
نمایش  را  کربنی  نانولوله  حجم  توابع  حالت  سه  برای  ضخامت 
می‌دهد. همانطور که این نمودار نشان می‌دهد، با افزایش تابع حجم 
باعث می‌شود  و  یافته  افزایش  نیز  ماده  مقاومت  کربنی،  نانولوله‌های 
جابجایی کاهش پیدا کند. این کاهش، در نتایج حالت دوم تابع حجم 
0/14 نسبت به حالت اول، حدود 3 درصد است و اختلاف نتایج حالت 
سوم تابع حجم 0/17 نسبت به حالت اول، حدود 7 درصد است. لازم 
به ذکر است که روند تغییرات مشاهده شده در نمودارهای شکل 13، 
برای حالت‌های دیگر توزیع نانولوله‌های کربنی صدق می‌کند و تنها 
کربنی  نانولوله‌های  حجم  تابع  به  مربوط  نتایج  بین  اختلاف  مقادیر 

مختلف، متفاوت است.

4- نتیجه گیری
در این پژوهش، یک پوسته استوانه‌ای که از جنس ماده کامپوزیتی 
تقویت شده است، مورد تحلیل تنش حرارتی قرار گرفته است. ماده 
افزایش  برای  که  شده  تشکیل  پلیمری  ماتریس  یک  از  کامپوزیتی 
مقاومت این رزین از نانولوله‌های کربنی استفاده شده‌است. انواع توزیع 
توزیع شکل  یکنواخت،  توزیع  حالت  پنج  به  کربنی  نانولوله‌های  این 
FG-O( O )FG-X( X ،)FG-V( V ،)FG-A( A( بوده‌است. 
برشی  شکل  تغیر  تئوری  جابجایی،  میدان  تعریف  برای  پایه  تئوری 
مرتبه اول است، که این میدان جابجایی در شکل دادن انرژی کرنشی 
استفاده شده و از آنجا با استفاده از روش ریتز ضرایب مجهول توابع 
جابجایی استخراج شده است. برای اعتبار سنجی روش حل انرژی از 
حل المان محدود نرم‌افزار آباکوس استفاده شده است. شرایط مرزی 
تکیه‌گاهی به صورت ساده بوده و شعاع داخلی و خارجی تحت دمای 
خاصی قرار گرفته است. به صورت خلاصه نتایج بدست آمده از این 

پژوهش به این شرح است:
· هرچند که در پوسته نیروی خارجی وجود نداشته باشد و تنها 
گرادیان حرارتی وجود داشته باشد باز هم باعث ایجاد تنش و جابجایی 
راستای  در  از جابجایی  مرزی،  و شرایط  به هندسه  باتوجه  می‌شود. 
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طولی استوانه، تنش برشی صفحه شعاعی و طولی و جابجایی راستای 
زاویه‌ای صرف‌نظر شده است که با نتایج حاصل از روش المان محدود 

تطابق دارد.
مختلف،  نتایج  در  پژوهش  این  در  ارائه شده  انرژی  · روش حل 

تطابق خوبی با روش حل اجزای محدود دارد.
· مقدار تنش در راستای طولی به مراتب بیشتر از تنش در راستای 

زاویه‌ای است.
· با افزایش دما، مقادیر تنش و جابجایی نیز به صورت متناسب 

افزایش ‌یافت.
گرادیان  و  تنش  مقادیر  کربنی،  نانولوله  حجم  تابع  افزایش  با   ·

حرارتی افزایش ‌یافت.
راستای  در  نانولوله‌های کربنی، جابجایی  تابع حجم  افزایش  با   ·

شعاعی کاهش پیدا کرد.
· نتایج مربوط به توزیع حالت یک طرفه تقریباً خطی بوده و در 

مقابل نتایج حالت‌های عملکردی درجه بندی‌شده غیر خطی است.
FG-O دارای  FG-V و  نتایج تنش راستای طولی در حالت   ·
مقدار کمتری نسبت به حالت FG-A و FG-X است، و نتایج حالت 

یک طرفه ، میانگین دو حالت FG-V و FG-A است.
نسبت   FG-X و   FG-A حالت  زاویه‌ای  راستای  تنش  نتایج   ·
به نتایج حالت FG-V و FG-O دارای مقدار کمتری است و نتایج 

حالت یک طرفه دارای مقدار میانگین نسبت به دیگر نتایج است.
·  جابجایی در راستای شعاعی حالت FG-V و FG-O نسبت به 
حالت FG-A و FG-X کمتر است. جابجایی حالت یک طرفه دارای 

مقدار میانگین نسبت به دیگر نتایج است.
نانولوله‌ها دارای  · توزیع گرادیان حرارتی در هر نقطه که توزیع 
نقاط  بین  حرارت  درجه  اختلاف  کاهش  باعث  باشد  بیشتری  تراکم 

مختلف می‌شود.
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